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    INTRODUCTION. ~  / Q  uelques personnes, qui ont bien voulu guider mes premiers pas dans la carrière des sciences ,  et parmi lesquelles je citerai avec reconnaissance MM. Laplace et Poisson, ayaht témoigné le désir de me voir publier le Cours d’analyse de FEcole royale polytechnique, je me suis décidé à  mettre ce Cours par écrit pour la plus grande utilité des élèves. J’en offre ici la première partie connue sous le nom d’ Analyse algébrique ,  et dans laquelle je traite successivement des diverses espèces de fbncDigitized by Google
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    INTRODUCTION. 'J lions réelles ou imaginaires ,  des séries convergentes ou divergentes, de la résolution des équations, et de la décomposition des fractions rationnelles. En parlant de la continuité des fonctions ,  je n’ai pu me dispenser de faire connaître les propriétés principales des quantités infiniment petites ,  propriétés qui servent de base au calcul infinitésimal. Enfin, dans les- préliminaires et dans quelques notes placées à la fin du volume, j’ai présenté des développemens qui peuvent être utiles soit aux f Professeurs et aux Elèves des Collèges royaux *  soit à  ceux qui veulent faire une étude spéciale de l’analyse. Quant aux méthodes ,  j’ai cherché à  leur donner toute la rigueur qu’on exige en géométrie, de manière à  ne jamais recourir aux raisons tirées de la généralité de l’algèbre. Les raisons de cette espèce ,  quoique assez communément admises, sur-tout Digitized by Google
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    INTRODUCTION. iij dans le passage des séries convergentes aux séries divergentes ,  et des quantités réelles aux expressions imaginaires, ne peuvent être considérées, ce me semble, que comme des inductions propres à  faire pressentir quelquefois la vérité ,  mais qui s’accordent peu avec l’exactitude si vantée des sciences mathématiques. On doit même observer qu’elles tendent à  faire attribuer aux formules algébriquçs une étendue indéfinie, tandis que, dans la réalité, la plupart de ces formules subsistent uniquement sous certaines conditions, et pour certaines valeurs des quantités qu’elles renferment. En déterminant ces conditions et ces valeurs, et en fixant d’une manière précise le sens des notations dont je me sers ,  je fais disparaître toute incertitude ;  et alors les differentes formules ne présentent plus que des relations entre les quantités réelles ,  relations qu’il est toujours facile de vérifier * a Digitized by Google
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    iV INTRODUCTION. par la substitution des nombres aux quantités elles -memes. II est vrai que, pour rester constamment fidèle à  ces principes , je me suis vu forcé d’admettre plusieurs propositions qui paraîtront peut-être un peu dures au premier abord. Par exemple , j’énonce dans le chapitre VI, qu’wwe série divergente n’a pas de somme; dans le chapitre VII, qu 'une équation imaginai)' e  est seulement la représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles ; dans le chapitre IX, que, si des constantes ou des variables comprises dans une fonction ,  après avoir été supposées réelles , deviennent imaginaires ,  la notation à l’aide de laquelle la fonction se trouvait exprimée ,  ne peut être conservée dans le calcul qu’en vertu d’une convention nouvelle propre à  fxer le sens de cette notation dans la dernière hypothèse ;  &c. Mais ceux qui liront mon ouvrage reconnaîtront, Digitized by Google

    [image: Image 11]
  
    INTRODUCTION. V je fespère, que les propositions de cette nature ,  entraînant Fheureuse nécessité de mettre plus de précision dans îes théories, et d’apporter des restrictions utiles à des assertions trop étendues ,  tournent au profit de i’anaïyse ,  et fournissent plusieurs sujets de recherches qui ne sont pas sans importance. Ainsi ,  avant d’effectuer la sommation d’aucune série, j’ai dû examiner dans quels cas les séries peuvent être sommées, ou, en d’autres termes, quelles sont les conditions de leur convergence ;  et j’ai, à  ce sujet, établi des règles générales qui me paraissent mériter quelque attention. ‘  Au reste, si j’ai cherché, d’une part ,nà perfectionner l’analyse mathématique, de l’autre, je suis loin de prétendre que cette analyse doive suffire à  toutes les sciences de raisonnement. Sans doute ,  dans les sciences qu’on nomme naturelles ,  ia seule Digitized by Google
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    INTRODUCTION. VJ méthode qu’on puisse employer avec succès consiste à  observer les faits et à  soumettre ensuite les observations au calcul. Mais ce serait une erreur grave de penser qu’on ne trouve la certitude que dans les démonstrations géométriques, ou dans le témoignage des sens; et quoique personne jusqu’à ce jour n’ait essayé de prouver par l’analyse l’existence d’Auguste ou celle de Louis XIV, tout homme sensé conviendra que cette existence est aussi certaine pour lui que le carré de l’hypothénuse ou le théorème de Maclaurin. Je dirai plus ;  la démonstration de ce dernier théorème est à  la portée d’un petit nombre d’esprits ,  et les savans euxipémes ne sont pas tous d’accord sur l’étendue qu’on doit lui attribuer; tandis que tout le monde sait fort bien par qui la France a  été gouvernée dans le dix-septième siècle, et qu’il ne peut s’élever à  ce sujet aucune contestation raisonnable. Ce que je dis ici Digitized by Google
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    INTRODUCTION. v-VI 3 d’un fait historique peut s'appliquer égalé* ment à  une foule de questions, en religion^ en morale ,  en politique. Soyons donc persuadés qu’il existe des vérités autres que les vérités de l’algèbre, de& réalités autres que les objets sensibles. Cultivons avec ardeur les sciences mathématiques, sans vouloir les étendre au-delà de leur domaine; et n’allons pas nous imaginer qu’on puisse attaquer l’histoire avec des formules, ni donner pour sanction à  la morale des théorèmes d’algèbre ou de caleul intégral. En terminant cette Introduction, je ne puis me dispenser de reconnaître que les lumières et les conseils de plusieurs personnes m’ont été fort utiles, particulièrement ceux de MM. Poisson, Ampère et Coriolis. Je dois à  ce dernier, entre autres choses, la règle sur la convergence des produits composés d’un nombre infini de facteurs, et j’ai profité plusieurs fois des Digitized by Google
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    VIIJ INTRODUCTION. observations de M. Ampère ,  ainsi que des méthodes qu’il développe dans ses Leçons d’analyse. l  .T. «  *  %■ /  < f) q  '\ ; t y.': 1 1 I Oigitized by Google
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    COURS D’ANALYSE DE L’ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE. PRELIMINAIRES Revue des diverses espèces de quantités réelles que l’on considère ,  soit en algèbre ,  soit en trigonométrie, et des notations à  l’aide desquelles on les représenté. Des moyennes entre plusieurs quantités. Pour éviter toute espèce de confusion dans le langage et l’écriture algébriques ,  nous allons fixer dans ces préliminaires la valeur de plusieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soit à  l’algèbre ordinaire ,  soit à  la trigonométrie. Les explications que nous donnerons à  ce sujet sont nécessaires ,  pour que nous ayons la certitude d  etre parfaitement compris de ceux qui liront cet ouvrage. Nous allons indiquer d’abord quelle idée il nous paroit convenable d’attacher à  ces deux mots, nombre et quantité. Nous prendrons toujours la dénomination de , TOM. 1 .  A Digitized by Google
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    2  cours d’analyse. nombres dans le sens où on l'emploie en arithmétique ,  en faisant naître les nombres de la mesure absolue des grandeurs; et nous appliquerons uniquement la dénomination de quantités aux quantités réelles positives ou négatives, c’est-à-dire, aux nombres précédés des signes -+- ou — .  De plus, nous regarderons les quantités comme destinées à  exprimer des accroisseinens ou des diminutions ;  en sorte qu’une grandeur donnée sera simplement représentée par un nombre, si l’on se contente de la comparer à  une autre grandeur de même espèce prise pour unité, et par ce nombre précédé du signe -+- ou du signe —  ,  si on la considère comme devant serv ir à  l’accroissement ou à la diminution d’une grandeur fixe de la même espèce. Cela posé, le signe -+- ou —  placé devant un nombre en modifiera la signification ,  à-peu-près comme un adjectif modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numérique d’une quantité le nombre qui en fait la base, quantités égales celles qui ont le même signe avec la même valeur numérique ,  et quantités opposées deux quantités égales quant à  leurs valeurs numériques ,  mais affectées de signes contraires. En partant de ces principes, il est facile de rendre compte des diverses opérations que l’on peut faire subir aux quantités. Par exemple , deux quantités étant données, on pourra toujours en trouver une troisième qui, prise pour accroissement d’un nombre fixe, si elle est positive, et pour diminution dans le cas contraire, conduise au même t Digifeed by Google
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    PRÉLIMINAIRES, 's 3 résultat que les deux quantités données, employées l’une après l’autre à  pareil usage. Cette troisième quantité, qui à  elle seule produit le même effet que les deux autres, est ce qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantités —  i  o  et -4- 7  ont pour somme —  3 ,  attendu qu’une diminution de 1  o  unités, jointe à  une augmentation de 7  unités, équivaut à  une diminution de 3  unités. Ajouter deux quantités, c’est former leur somme. La différence entre une première quantité et une seconde, c’est une troisième quantité qui, ajoutée à  la seconde, reproduit la première. Enfin, on dit qu’une quantité est plus grande ou plus petite qu’une autre , suivant que la différence de la première à  la seconde est positive ou négative. D’après cette définition, les quantités positives surpassent toujours les quantités négatives ,  et celles-ci doivent être considérées comme d’autant plus petites que leurs valeurs numériques sont plus grandes. Eri algèbre ,  on- représente non -  seulement les nombres, mais aussi les quantités, par des lettres/ Comme on est convenu de ranger les nombres absolus dans la classe des quantités positives r  on peut désigner la quantité positive qui a  pour valeur numérique le nombre A ,  soit par -+- A ,  soit par A seulement ,  tandis que la quantité négative opposée se trouve représentée par — A. De même, dans le r cas où la lettre a  représente une quantité, on est convenu de regarder comme synonymes les deur expressions fl et et de représenter par --a A Digitized by Google
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    V 4  ■  COURS d’analyse. la quantité opposée à  Ces remarques suffisent pour établir ce qu’on appelle la règle des signes [voyez la note I.re], On nomme quantité variable celle que l’on considère comme devant recevoir successivement plusieurs valeurs différentes les unes des autres. On désigne une semblable quantité par une lettre prise ordinairement parmi les dernières de l’alphabet. On appelle au contraire quantité constante ,  et on désigne ordinairement par une des premières lettres de l’alphabet toute quantité qui reçoit une valeur fixe et déterminée. Lorsque les valeurs successivement attribuées à  une même variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, de manière à  finir par en différer aussi peu que l’on voudra ,  cette dernière est appelée la limite de toutes les autres. Ainsi, par exemple, un nombre irrationnel est la limite des diverses fractions qui en fournissent des valeurs de plus en plus approchées. En géométrie , la surface du cercle est la limite vers laquelle convergent les surfaces des polygones inscrits, tandis que le nombre de leurs côtés croit de plus en plus ; &c   * Lorsque les valeurs numériques successives d’une même variable décroissent indéfiniment, de manière à  s’abaisser au-dessous de tout nombre donné, cette , variable devient ce qu’on nomme un infiniment petit ou une quantité infiniment petite. Une variable de cette espèce a  zéro pour limite. <4 Lorsque les valeurs numériques successives Digitized by Google

    [image: Image 22]
  

  
    Page 28
    

  
  
    PRÉLIMINAIRES. 5 d’une même variable croissent de plus en plus, de manière à  s’élever au-dessus de tout nombre donné, on dit que cette variable a  pour limite l 'infini positif, indiqué par le signe oo ,  s’il s’agit d’une variable positive ,  et l 'infini négatif, indiqué par la notation —  oo ,  s’il s’agit d’une variable négative. Les infinis positif et négatif sont désignés conjointement sous le nom de quantités infinies. Les quantités qui se présentent, dans le calcul, comme résultats d’opérations faites sur une ou plusieurs autres quantités constantes ou variables, peuvent être divisées en plusieurs espèces suivant la nature des opérations qui les produisent. C’est ainsi que l’on distingue en algèbre les sommes et différences, les produits et quotiens ,  les puissances et racines, les exponentielles et les logarithmes; en trigonométrie, les sinus et cosinus, sécantes et cosécantes, tangentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigonométrique est donnée. Pour bien comprendre ce qui est relatif «à ces der» nières espèces de quantités ,  il est nécessaire de se rappeler les principes suivans. Une longueur, comptée sur une ligne droite ou courbe, peut être, comme toute espèce de grandeurs, représentée soit par un nombre, soit par une quantité, savoir: par un nombre, lorsqu’on a  simplement égard à  la mesure de cette longueur, et par une quantité, c’est-à-dire, par un nombre précédé du signe -h ou — ,  lorsque l’on considère la longueur dout il s’agit comme portée ,  à  partir d’uu point fixe*
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    6  COURS d’analtse. sur la ligne donnée dans un sens ou dans un autre, pour servir soit à  l’augmentation soit à  la diminution d’une autre longueur constante aboutissant à ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question , et à  partir duquel on doit porter les longueurs variables désignées par des quantités ,  est ce qu’on appelle l 'origine de ces mêmes longueurs. Deux longueurs comptées à  partir d’une origine commune , mais en sens contraires, doivent être représentées par des quantités de signes différons. On peut choisir à  volonté le sens dans lequel on doit compter les longueurs désignées par des quantités positives ; mais, ce choix une fois fait, il faudra nécessairement compter dans le sens opposé les longueurs qui seront désignées par des quantités négatives. Dans un cercle dont le plan est supposé vertical ,  on prend ordinairement pour origine des arcs l’extrémité du rayon tiré horizontalement de gauche à  droite ;  et c’est en s’élevant au-dessus de ce point que l’on compte les arcs positifs, c’est-à-dire, ceux que l’on désigne par des quantités positives. Dans le même cercle ,  lorsque le rayon se réduit à  l’unité, le sinus d’un arc ,  c’est-à-dire ,  la projection sur le diamètre vertical du rayon qui passe par l’extrémité de cet arc ,  se compte positivement de bas en haut et négativement en sens contraire, à  partir du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se compte positivement dans le' même sens que le sinus ,  mais à  partir de l’origine des arcs et sur la verticale menée par cette origine. Enfin ,  la sécante Digitized by Google
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    PRÉLIMINAIRES. 7 se compte à  partir du centre sur le rayon mené à l’extrémité de l’arc que l’on considère, et positivement dans le sens de ce rayon. Souvent lo résultat d’une opération effectuée sur une quantité peut avoir plusieurs valeurs différentes les unes des autres. Lorsque nous voudrons désigner indistinctement une quelconque de ces valeurs, nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantité sera entourée de doubles traits ou de doubles parenthèses; et nous réserverons la notation ordinaire pour la valoir la plus simple ou celle qui paraîtra mériter davantage d’être remarquée. Ainsi, par exemple, a  étant une quantité positive, la racine carrée de cette quantité aura deux valeurs numériquement égales ,  mais de signes contraires ,  dont l’une quelconque sera exprimée par la notation » ((«))* <>u V^a> tandis que la valeur positive seule sera représentée par #  »  ou Y  a  \ en sorte qu’on aura (1) Y'a —  ±  /a, •  • ou ,  ce qui revient au même , (2) ((«))> =d= a  K De même encore, si l’on représente par a  une quantité positive ou négative, la notation arc siru ((«)) OU arc tang. ((a)) Digitized by Google
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    8  COURS d’analyse. désignera un quelconque des arcs qui ont la quantité a  pour sinus ou pour tangente ,  tandis que la notation arc sin. (a) OU arc tang. (rt) indiquera seulement celui de ces arcs qui a  la plus petite valeur numérique. A  l’aide de ces conventions, on évite la confusion que pourrait entraîner l’emploi de signes dont la valeur n’aurait pas été déterminée d’une manière assez précise. Afin de lever à  cet égard toute difficulté, vais présenter ici le tableau des notations dont nous ferons usage pour exprimer les résultats des opérations algébriques ou trigonométriques. La somme de deux quantités sera indiquée à  l’ordinaire par la juxtaposition de ces deux quantités , chacune d’elles étant exprimée par une lettre précédée du signe -+- ou -r- ,  que l’on pourra supprimer (  si c’est le signe h-) devant la première lettre seulement. Ainsi -f-« -+-Z» ou simplement «+A désignera la somme des deux quantités a ,  -+-b; et -+- a — b  ou simplement a — b désignera la somme des deux quantités -+- a ,  — b, équivalente à  la différence des deux quantités -f- a , -+-b. On indiquera l’égalité des deux quantités a .  et b par le signe =  interposé entre elles ,  comme il suit Digitized by Google
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    PRÉLIMINAIRES. 9 a  =  b  ; et l’on exprimera que la première surpasse la seconde, c’est-à-dire, que la différence a — b  est positive, en écrivant a  >  b  ou b  <  a. Nous représenterons encore à  l’ordinaire par -y-a x  -+-b ,  ou simplement a. b, ou a  b le produit des deux quantités -t -a ,  -y- b; et par ou a  :  b leur quotient. Soient maintenant m  et n  deux nombres entiers, A  un nombre quelconque, et a, b  deux quantités quelconques positives ou négatives. A”, Ai =[image: Image 25]
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    10 cours d’analyse. nous nous en servirons pour exprimer non-seulement les valeurs positives ou négatives ,  lorsqu’il en existe, des puissances de la quantité a  marquées par les cxposans mais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances [voyez ci -après, chap. VII, ce qu’on entend par expressions imaginaires ]. U  est bon d’observer que, si l’on désigne par A  la valeur numérique de a, et si l’on suppose la fraction -- réduite à  sa plus simple expression ,  la puissance MT” aura une seule valeur réelle positive ou négative » savoir , n  m -h A  n  ou —  A  "  f lorsque —  sera une fraction de dénominateur impair; tandis quelle admettra les deux valeurs réelles dont on vient de parler, ou quelle n’en admettra aucune, si —  est une fraction de dénominateur pair. On peut faire une semblable remarque à  legard de l’expression M-*Dans le cas particulier où, la quantité a  étant positive, on suppose ~  l’expression ((«))* n’a Digitized bÿ Google
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    PRÉLIMINAIRES. 11 que deux valeurs réelles l’une et l’autre, et données par la formule (2), ou, ce qui revient au même, par la formule (  1  ). Les notations 1{B), L(B), L'(B) ,  &c.... indiquei'ont les logarithmes réels du nombre B  dans différens systèmes ;  tandis que chacune des suivantes /((A)), L((b))r Z/ ({*)), &c. ... pourra servir à  désigner ,  outre le logarithme réel de la quantité b, lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette même quantité [voy. ci-après, chap. IX, ce qu’on entend par logarithmes imaginaires ]. Eh trigonométrie, sin. a, cos .a, tang. a, cot .a, sec. fl, cosec. a, siv. a, cosiv. a, exprimeront respectivement le sinus, le cosinus , la tangente, la cotangente ,  la sécante, la cosécante, le sinus verse ou le cosinus verse de l’arc a; et les notations arc sin. ((a)), arc cos. ((a)), arc tang. ((a)) ,  arc cot. ((a)), arc sec. ((û)), arc cosec. (^(a)) , indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantité a  pour sinus, ou cosinus, ou tangente, ou cotangente ,  ou sécante ,  ou cosécante. Nous nous servirons des notations simples Digitized by Google
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    12 COURS d’analyse. arc sin. («) ,  arc cos. ( a ) ,  arc tang. (a) ,  arc cot. (a) , arc sec. (a) ,  arc coséc. :V/j , ou même, en supprimant tout-à-fait les parenthèses, des notations suivantes arc sin. a, arc cos. a, arc tang. a  ,  arc cot. a, arc sec. a, arc cosec. a, lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonométrique est égale à  a, nous voudrons désigner celui qui a  la plus petite valeur numérique, ou, si ces arcs sont deux à  deux égaux et de signes contraires, celui qui a  la plus petite valeur positive. En conséquence , arc sin. a, arc tang. a, arc cot. a ,  arc coséc, tt , indiqueront des arcs positifs ou négatifs, mais compris entre les limites 7r désignant la demi-circonférence dans le cercle, qui a  pour rayon l’unité ;  tandis que arc cos. a, arc sec. Cl, indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o  et vr. En vertu des conventions que l’on vient d’établir, si l’on désigne par k  un nombre entier arbitraire, on aura évidemment ,  pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la quantité a, Digitized by Google
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    PRÉLIMINAIRES. 13 arc sin. ((«)) ±  —  arc sin. aj ±  ik'X , are cos. ((a)) =  ±  arc cos. a  ±  2  X* 7T , arc tang. ((a)) =  arc tang. a  ±  X* 7T , .  T arc cos. a  -4- arc sin. CL —  —  , 2 \ arc cosec. a  -H arc sec. a  =  —  . '  2 Oa trouvera déplus, pour des valeurs positives de a. (4) arc cot. et -l- arc tang. a ^ et, pour des valeurs négatives de a, (5) arc cot. a  -t- arc tansr. a  =  . °  î Lorsqu’une quantité variable converge vers une limite fixe, il est souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particulière ;  c’est ce que nous ferons, en plaçant l’abréviation lim. devant la quantité variable dont il s’agit. Quelquefois ,  tandis qu’une ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expression qui renferme ces variables converge à -la -fois vers plusieurs limites différentes les unes des autres. Nous indiquerons alors une quelconque de ces dernières limites , à  l’aide de doubles parenthèses placées à  la suite de l’abréviation lim. ,  de manière à  entourer l’expression que l’on considère. Supposons, pour fixer les idées ,  qu’une variable positive ou négative repréDigitized by Google
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    14 cours d’analyse. sentée par x  converge vers la limite i  ,  et désignons par A  un nombre constant :  il sera facile de s’assurer que chacune des expressions lira. (A1), lim. (sin. .r) a  une valeur unique déterminée par 1  équation lim. (  Ax )  =  i-, ou lim. (sin. x) =  o; tandis que l’expression Km- ((t)) • admet deux valeurs, savoir, -+- oo ,  —  oc ,  et lim. ((sin.-^)) une infinité de valeurs comprises entre les limites —  i  et -t- i. Nous allons terminer ces préliminaires en présentant ,  sur les quantités moyennes ,  plusieurs théo- * rèmes dont la connaissance nous sera fort utile dans la suite de cet ouvrage. On appelle moyenne entre plusieurs quantités données une nouvelle quantité comprise entre la plus petite et la plus grande de celles que l’on considère. D’après cette définition, il est clair qu’il existe une infinité de moyennes entre plusieurs quantités inégales ,  et que la moyenne entre plusieurs quantités égales se confond avec chacune d’elles. Cela posé, on établira facilement, ainsi qu’on peut le voir dans la note II.', les propositions suivantes. Digitized by Google
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    PRÉLIMINAIRES. 15 1." Théorème. Soient b, b', b" ....plusieurs quantités de même signe eh nombre n, et a, a, a"... des quantités quelconques en nombre égal à  celui des premières. La fraction a. +  a' a" &c. . . 4  +  4' +  i"-l- &c.. . . sera moyenne entre les suivantes a T  ’ a‘ bT ’ -Jr. Corollaire. Si l’on suppose b  =  b' =  b" ...= i J on conclura du théorème précédent que la quantité o> H- G1 -f- — H  &c, •  •  • n est moyenne entre les suivantes ,  a, a, a" ... &c. . . . Cette espèce particulière de moyenne est ce qu’on nomme une moyenne arithmétique. 2.* Théorème. Soient a, a', a"  ;  b, b', b" .... deux suites de nombres pris a  volonté; et formons avec ces deux suites ,  que nous supposons renfermer chacune un nombre n  de termes ,  les racines B  B' B" y  a, y  A', y  a", &c. B-hB'+B’^.. AA' A"... sera une nouvelle racine moyenne entre toutes les auti'cs* Digitized by Google
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    16 cours d’analyse. Corollaire. Si l’on prend B  =  B'=B"...= i, on trouvera (pie la quantité positive j/A A' A" est moyenne entre les suivantes ' A, A', A" .... Cette moyenne, d’une espèce particulière ,  est celle que l’on nomme moyenne géométrique. 3.' Théorème Les mêmes choses étant posées que dans le théorème i.tr ,  si a ,  a  ,  a" .... désignent encore des quantités de même signe ,  la fraction a  a  -4- a.' a' -+- et" a" -+- &c. .  .  . cl b  -t- a.' b' a." h" -t- &c. . .  . sera moyenne entre les suivantes a  a' a" . ~b ’  ~F ’  1" *  ^ — Corollaire. Si l’on suppose b  =  b' =  b" ....= i, on conclura du théorème précédent que la somme t  t  lltl Q a  et a  eu a  et &c. .  , . est équivalente au produit de (t +  CL H- cC *+• &C. .  .  . par une moyenne entre les quantités a, a, a", &c. . . Digitized by Google
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    PRÉLIMINAIRES. 17 Pour abréger, lorsque nous voudrons désigner une moyenne entre plusieurs quantités a, a1, a  ..., nous nous servirons de la notation M  ( a /  a ,  a" Cela posé, les théorèmes qui précèdent et leurs corollaires se trouveront compris dans les formules (9) VA A   =  M{A, a\ a "  ....), /  \  aoL-i-a' et'-^-a" ,  ,  (  a  a' a" N \IOJ M  \T ’  ~br >  ~b" '  • (1 ij flct-t-fl et -t-fl d, -t-. -t-ct, 1  jd" Dans ces formules , a, a', a" ...; b, b', b" ... ;  et, au', a." .... représentent trois suites de quantités ,  et A, A', A" ....; B, B', B "  .... deux suites de nombres formées chacune de n termes différons. La troisième suite est ,  ainsi que la seconde ,  uniquement composée de quantités de même signe. La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer qu’une quantité est comprise TOM. 1 .  B Digitized by Google
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    1S cours d’analyse, prélim. entre deux limites données. En effet, toute quantité comprise entre les limites a, b  étant une moyenne entre ces mêmes limites ,  on pourra la désigner par M  {a, b). Ainsi ,  par exemple ,  toute quantité positive pourra être représentée par M  (  o ,  oo), toute quantité négative par M  (  —  oo ,  o  ) ,  et toute quantité réelle par M  (  —  oo ,  +  oo ). Lorsque nous voudrons indiquer indistinctement une quelconque des quantités renfermées entre les limites a  çt b, nous doublerons les parenthèses ,  et nous écrirons M((a, b)). Par exemple ,  si l’on suppose que la variable x  converge vers zéro ,  l’on aura lim. sin. =  i  ,  +  i)); attendu que l’expression lim. sin. admettra une infinité de valeurs comprises entre ko valeurs extrêmes —  i  et 1 . Digitized by Google
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    cours d’analyse. 19 *  *  ‘  t PREMIÈRE PARTIE. »  '  I ANALYSE ALGÉBRIQUE. ,  CHAPITRE I." /. DES FONCTIONS REELLES. 5- 1.*' Considérations générales sur les Fonctions. Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que ,  la valeur de l’une d’elles étant donnée ,  on puisse en conclure les valeurs de toutes ’  les autres ,  on conçoit d’ordinaire ces diverses quantités exprimées au moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors le nom de variable indépendante ;  et les autres quantités exprimées au moyen de la variable indépendante sont ce qu’on appelle des fonctions de cette variable. Lorsque des quantités variables sont tellement liées entre elles que ,  les valeurs de quelques-unes 4  étant données ,  on puisse en conclure celles de toutes les autres, on conçoit ces diverses quantités exprimées au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors le nom de variables indépendantes p * B Digitized by Google
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    20 COURS d’analyse. et les quantités restantes ,  exprimées au moyen des variables indépendantes ,  sont ce qu’on appelle des fonctions de ces mêmes variables. Les diverses expressions que fournissent l’algèbre et la trigonométrie ,  lorsqu’elles renferment des variables considérées comme indépendantes ,  sont autant de fonctions de ces mêmes variables. Ainsi , par exemple , T j  j  j  Sin. X  p  &C. »  •  »  y sont des fonctions de la variable oc ; oc y  p  oc y  p  oc y  z  p  &c. . . , des fonctions des variables oc et y ,  ou x, y  et z, &c... •  Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvent ,  comme dans les exemples précédens, immédiatement exprimées au moyen de ces mêmes variables ,  elles sont nommées fonctions explicites. Mais ,  lorsqu’on donne seulement les relations entre les fonctions et les variables, c’est-à-dire, les équations auxquelles ces quantités doivent satisfaire ,  tant que ces équations ne sont pas résolues algébriquement ,  les fonctions, n’étant pas exprimées '  immédiatement au moyen des variables, sont appelées fonctions implicites. Pour les rendre explicites, il suffit de résoudre, lorsque cela se peut, les équations qui les déterminent. Par exemple ,  y  étant une fonction implicite de x  déterminée par l’équation L  (y) -x, si l’on nomme A  la base du système de logarithmes Digitized by Google
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    I.” PARTIE. CH AP. !.'* 21 que l’on considère ,  la même fonction ,  devenue explicite par la résolution de l'équation donnée, sera Lorsqu’on veut désigner une fonction explicite d’une seule variable x  ou de plusieurs variables x, y ,  z  ... y  sans déterminer la nature de cette fonction,, on emploie l’une des notations ,/(*)» (•*)» X(*)> +(*)• *»(*)» ••• &c  f(x, y, z ...), F(x, y, z  ...), Q(x, y, z ...), &c... • Pour qu’une fonction d’une seule variable soit complètement déterminée ,  il est nécessaire et il .  suffit que de chaque valeur particulière attribuée à la variable on puisse déduire la valeur correspondante de la fonction. Quelquefois ,  pour chaque valeur de la variable ,  la fonction donnée en obtient plusieurs différentes les unes des autres. Conformément aux conventions adoptées dans les préliminaires, nous désignerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une fonction. par des notations dans lesquelles la variable sera entourée de doubles traits ou de doubles parenthèses. Ainsi ,  par exemple , arc sin. M  ' , indiquera un quelconque des arcs qui ont x  pour sinus , X  =  dr x l’une quelconque des deux racines carrées de la variable x  supposée positive, &c.... Digitized by Google
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    •  COURS d’analyse. 22 A §. 2.' Des Fondions simples. Parmi les fonctions d’une variable x, on appelle simples celles qui résultent d’une seule opération effectuée sur cette variable. Les fonctions simples que l’on considère ordinairement en analyse sont en très-petit nombre ,  et se rapportent les unes à l’algèbre, les autres à  la trigonométrie. L’addition et la soustraction ,  la multiplication et la division , l’élévation aux puissances et l’extraction des racines, enfin la formation des exponentielles et des logarithmes, produisent les fonctions simples qui se rapportent à  l’algèbre. En conséquence ,  si l’on désigne par A  un nombre constant ,  et par a  =  ±  A une quantité constante ,  les fonctions algébriques simples de la variable x  seront a-*-x, a — x, ax, x*, A*, L(x). Nous ne tenons pas ici compte des racines ,  parce qu’on peut toujours les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rapportent à  la trigonométrie ,  on pourrait en compter un grand ,  nombre, si l’on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigonométriques ,  et les arcs qui correspondent à  ces mêmes lignes ;  mais nous les réduirons aux quatre suivantes sin. X ,  cos. X f i  *■' ' *arc sin. X  t  arc cos. X  ; ’  Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. I." 23 et nous mettrons au nombre des fonctions composées les autres lignes trigonométriques tang. x, séc. x ,  &c. avec les arcs correspondans ,  arc tang. x ,  arc séc. x , &c  ;  attendu que ces dernières lignes peuvent toujours être exprimées par le moyen du sinus et du cosinus. Nous pourrions même, à  la rigueur, réduire les deux fonctions simples sin. x  et cos. x  à une seule ,  puisqu’elles sont liées entre elles par J’équation sin.1 x  -+• cos.1 x  =  i  ;  mais 1  emploi de ces deux fonctions est si fréquent, qu’il est utile de les conserver toutes deux à- la- fois dans le calcul comme fonctions simples. 5- 3.* Des Fondions composées. Les fonctions qui se déduisent d’une variable à l’aide de plusieurs opérations prennent le nom de fonctions composées ;  et l’on distingue parmi ces dernières les fonctions de fonctions qui résultent de plusieurs opérations successives, la première opération étant effectuée sur la variable ,  et chacune des autres sur le résultat de l’opération précédente* En vertu de ces définitions, x* ,  yx, ,  &c. sont des fonctions composées de la variable x  ;  et /(sin. X  )  ,  /(cos. xf &C. . .  . des fonctions de fonctions ,  dont chacune résulte de deux opérations successives* ; Digitized by Google
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    24 cours d’analyse. Les fonctions composées se distinguent les unes des autres par la nature des opérations qui les produisent. Il semble que l’on devrait nommer fonctions algébriques toutes celles que fournissent les opérations de l’algèbre ;  mais on a  réservé particulièrement ce nom à  celles que l’on forme en n’employant que les premières opérations algébriques ,  savoir ,  l’addition et la soustraction ,  la multiplication' et la division ,  enfin l’élévation à  des puissances fixes; et, dès qu’une fonction renferme des exposans variables ou des logarithmes ,  elle prend le nom de fonction exponentielle ou logarithmique. Les fonctions que l’on nomme algébriques se divisent en fonctions rationnelles et fonctions irrationnelles. Les fonctions rationnelles sont celles dans lesquelles la variable ne se trouve élevée qu a  des puissances entières. On appelle en particulier fonction entière tout polynôme qui ne renferme que des puissances entières de la variable ,  par exemple , a+ix +  cx‘ +  &c. .  .  .  , et fonction fractionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux semblables polynômes. Le degré d’une fonction entière de x  est l’exposant de la plus haute puissance de x  dans cette même fonction. La fonction entière du premier degré ,  savoir , a  -+• bx s’appelle aussi fonction linéaire, parce que, dans l’application à  la géométrie, on s’en sert pour reDigitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. I." 25 présenter l’ordonnée d’une ligne droite. Toute fonction entière ou fractionnaire est par cela même rationnelle ,  et toute autre espèce de fonction algébrique est irrationnelle. Les fonctions que produisent les opérations de la trigonométrie sont désignées sous le nom de fonctions trigonométnques ou circulaires. Les divers noms ,  que l’on vient d’attribuer aux fonctions composées d’une seule variable, s’appliquent également aux fonctions de plusieurs variableà, lorsque ces dernières fonctions jouissent, par rapport à  chacune des variables quelles renferment ,  des propriétés que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi ,  par exemple ,  tout polynôme , qui ne contiendra que des puissances entières des variables x, y, z  ... ,  sera une fonction entière de ces variables. On appelle degré de cette fonction entière la somme des exposans des variables dans le terme où cette somme est la plus grande. Une fonction entière du premier degré ,  telle que +  +  dz -t- &c. . . .  , prend le nom de fonction linéaire. Digitized by Google
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    26 COURS d’analyse. CHAPITRE II. Des Quantités infiniment petites ou infiniment grandes ,  et de la continuité des Fonctions. Valeurs singulières des Fonctions dans Quelques cas particuliers. J. l.*r Des Quantités infiniment petites et infiniment grandes. On dit qu’une quantité variable devient infiniment petite ,  lorsque sa valeur numérique décroît indéfiniment de manière à  converger vers la limite zéro. II est bon de remarquer à  ce sujet qu’on ne doit pas confondre un décroissement constant avec un décroissement indéfini. La surface d’un polygone régulier circonscrit à  un cercle donné décroît constamment, à  mesure que le nombre des côtés augmente, mais non pas indéfiniment ,  puisqu’elle a pour limite la surface du cercle. De même encore, une variable, qui n’admettrait pour valeurs successives que les différons termes de la suite prolongée à  l'infini ,  décroîtrait constamment ,  mais non pas indéfiniment, puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite 1. Au contraire. Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. II. 27 une variable ,  qui n’aurait pour valeurs successives que les différons termes de la suite prolongée à  l’infini ,  ne décroîtrait pas constamment, puisque la différence entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement positive et négative ;  et néanmoins elle décroîtrait indéfiniment , puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre donné. On dit qu’une quantité variable devient infini ment grande ,  lorsque sa valeur numérique croît indéfiniment de manière à  converger vers la limite oo. Il est encore essentiel d’observer ici qu’on ne doit pas confondre une variable qui croît indéfiniment avec une variable qui croit constamment. La surface d’un polygone régulier inscrit à  un cercle donné croit constamment, mais non pas indéfiniment, à  mesure que le nombre des côtés augmente. Les termes de la suite naturelle des nombres entiers *  i  ^ ,  3  >  4  >  5  *  -* *  * croissent constamment et indéfiniment. Les quantités infiniment petites et infiniment grandes jouissent de plusieurs propriétés, qui conduisent à  la solution de questions importantes ,  et que je vais exposer en peu de mots. Soit et une quantité infiniment petite, c’est-à-dire, une variable dont la valeur numérique décroisse indéfiniment. Lorsque dans un même calcul on fait Digitized by Google
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    28 cours d’analyse. entrer les diverses puissances entières de et, savoir, et, et* ,  et3 ,  &c. . . .  , ces diverses puissances sont respectivement désignées sous ie nom d’infiniment petits du premier , du second, du troisième ordre ,  &c.... En général, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantité variable dont le rapport avec et converge, tandis que la valeur numérique de et diminue, vers une limite finie différente de zéro ;  infiniment petit du second ordre toute quantité variable avec et, et dont le rapport avec et1 converge vers une limite finie différente de zéro ,  &c. . . .  Cela posé ,  si l’on désigne par k  une quantité finie différente de zéro , et par e  un nombre variable qui décroisse indéfiniment avec la valeur numérique de et, la forme générale des quantités infiniment petites du premier ordre sera k  et ou du moins k  cl (  i  ±  e  ) , la forme générale des quantités infiniment petites du second ordre k  et1 ou du moins k  et’ (  i  ±  e  ) , &c  , enfin la forme générale des infiniment petits de l’ordre n  (« représentant un nombre entier) sera k  et” ou du moins k  a” (  i  rtr 6  ). On peut facilement établir ,  à  l’égard de ces divers Digitized by Google
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    I."* PARTIE. CHAP. II. 29 ordres de quantités infiniment petites ,  les théorèmes suivans. 1  .er Théorème. Si l’on compare l’un à  l’autre deux infiniment petits d’ordres différons ,  pendant que tous les deux convergeront vers la limite zéro ,  celui qui est de l'ordre le plus élevé finira par obtenir constamment la plus petite valeur numérique. Démonstration. Soient en effet Æct” (  i  ±ê) ,  k' a,”' (  i  ±e') deux infiniment petits, l’un de l’ordre n, fautre de l’ordre n ,  et supposons n  >  n  ;  le rapport entre le second de ces infiniment petits et le premier, savoir, convergera indéfiniment avec et vers la limite zéro; ce qui ne peut avoir lieu qu’autant que la valeur numérique du second finit par devenir constamment inférieure à  celle du premier. 2.* Théorème. Un infiniment petit de l’ordre n, c’est-à-dire ,  de la forme k  et n  (i±ê), change de signe avec * ,  toutes les fois que n  est un nombre impair, et conserve pour de très-petites valeurs numériques de a. le même signe que la quantité k, lorsque n  est un nombre pair. Démonstration. En effet, dans la première hypothèse, et” change de signe avec et ;  et dans la Digitized by Google
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    30 1  cours d’analyse. . seconde ,  cl* est toujours positif. De plus ,  le signe du produit Æ( i  db g) est le même que celui de le, lorsque g  est très-petit. 3. ' Théorème. La somme de plusieurs infinivient petits des ordres /  II n ,  n  ,  n  ,  . . . . ( n ,  n  ... désignant des nombres supérieurs à  n'), est un nouvel infiniment petit de l’ordre n. D  ûmons tua ti on. En effet , h  
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    I.RE PARTIE. CHAP. H. 31 santé) ,  finit par être, pour de très-petites valeurs numériques de a. ,  constamment do même signe que son premier terme a  ou a  a". Démonstration. En effet, la somme faite du second terme et de ceux qui le suivent est ,  dans le premier cas, un infiniment petit du premier ordre, dont la valeur numérique finit par être inférieure à celle de la quantité finie a ,  et, dans le second cas, un infiniment petit de l’ordre n  ,  qui finit par obtenir constamment une valeur numérique inférieure à  celle d’un infiniment petit de l’ordre n. ô.c Théorème. Lorsque ,  dans le polynôme • actn -t- b  a,"1 c  ot,"" a- &c  ordonné suivant les puissances ascendantes de a. , le degré n  du second terme est un nombre impair , ce polynôme, pour de très- petites valeurs numériques de a. ,  est tantôt supérieur et tantôt inférieur à  son premier terme aa." ,  suivant que la variable «  et le coefficient b  sont de même signe ou de signes contraires. Démonstration. En effet, dans l’hypothèse admise, la somme des termes qui suivent le premier, savoir , b(JLn'-h cctn"H-&c... sera, pour de très-petites valeurs numériques de 
  
    Page 55
    

  
  
    32 COURS d’analyse. .  6.' Théorème. Lorsque, dans le polynôme et" -+- b  cl"' -+- c  st"" &  c. . . . ordonné suivant les puissances ascendantes de « , le degré n  du second terme est un nombre pair , ce polynôme, pour de très -petites valeurs numériques de a. ,  finit par devenir constamment supérieur à  son premier terme, toutes les fois que b est positif, et constamment inférieur ,  toutes les fois que b  est négatif Démonstration. En effet, clans l’hypothèse admise ,  la somme des termes qui suivent le premier aura, pour de très-petites valeurs numériques tte ot, le signe du produit ba,"' ,  et par suite le signe de b. Corollaire. En supposant, dans le théorème qui précède ,  n  =  o ,  on obtiendra la proposition suivante. 7.e Théorème. Si, dans le polynôme a-r-b c c”'-*- col"11 -+- &c  ordonné suivant les puissances ascendantes de *, n  désigne un nombre pair ;  parmi les valeurs de ce polynôme correspondantes à  des valeurs infiniment petites de «, celle qui correspond à  a  — o, c’est-à-dire a, sera toujours la plus petite, lorsque b  sera positif, et la plus grande, lorsque b sera négatif. Cette valeurparticulière du polynôme, plus grande ou plus petite que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appelle un maximum ou un minimum. Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. II. 33 Les propriétés des quantités infiniment petites étant établies ,  on en déduit les propriétés analogues des quantités infiniment grandes, en observant que toute quantité variable de cette dernière espèce peut être représentée par -, cl désignant une quantité infiniment petite. Ainsi ,  par exemple , lorsque ,  dans le polynôme axm -+- bxm~ 1  -+- cxm~% -t- &e.... hx k ordonné suivant les puissances descendantes de la variable x, cette variable devient infiniment grande; en la mettant sous la forme on réduit le polynôme dont il s’agit à -  ( a."' \ I  —  {  ■  *  "■ CC ■+• '  cC a  a ,  ^  ^  m —  i a  -q  cC a h  m\ 7* )' et l’on reconnaît alors immédiatement que, pour de très-petites valeurs numériques de ce, ou, ce qui revient au même, pour de très-grandes valeurs numériques de x ,  ce polynôme est de même signe que son premier terme Comme cette remarque subsiste dans le cas même où quelques-unes des quantités b ,  c  .., h, k  se réduisent à  zéro ,  il en résulte qu’on peut énoncer le théorème suivant. 8.' Théorème. Lorsque ,  dans un polynôme ordonné suivant les puissances descendantes de la variable x ,  on fait croître indéfniment la valeur TOM. I. C ê Digitized by Google

    [image: Image 48]
  

  
    Page 57
    

  
  
    34 COURS d’analyse. • numérique de cette variable, le polynôme finit par être constamment de même signe que son premier tenue. J. 2.' De la continuité des Fondions. Parmi les objets qui se rattachent à  la considération des infiniment petits, on doit plaéer les notions relatives à  la continuité ou à  la discontinuité des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les fonctions d’une seule variable. Soit f{x) une fonction de la variable x ,  et supposons que ,  pour chaque valeur de x  intermédiaire entre deux limites données ,  cette fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d’une valeur de x  comprise entre ces limites, on attribue à  la variable x  un accroissement infiniment petit et ,  la fonction elle -  même recevra pour accroissement la différence f(x+a,)-f(x), qui dépendra en même temps de la nouvelle variable et et de la valeur de x. Cela posé ,  la fonction f(x) sera, entre les deux limites assignées à  la variable x, fonction continue de cette variable ,  si , pour chaque valeur de x  intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de la différence /(^7-t-CC) — décroît indéfiniment avec celle de et. En d’autres termes ,  la fonction f(x) restera continue par rap -» Digitized by Google
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    I.*E PARTIE. CHAP. II. 35, •port a  x  entre les limites données ,  si ,  entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. On dit encore que la fonction est, dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à la variable x ,  fonction continue de cette variable, v  toutes les fois quelle est continue entre deux limites de x, même très-rapprochées ,  qui renferment la valeur dont il s’agit. Enfin, lorsqu’une fonction fifi) cesse d’être con* tinue dans le voisinage d’une valeur particulière de la variable x, on dit quelle devient alors discontinue, et qu’il y  a  pour cette valeur particulière solution de continuité. D’après ces explications, il sera facile de reconnaître entre quelles limites une fonction donnée de la variable x  est continue par rapport à  cette variable. Ainsi, par exemple la fonction sin. x, admettant pour chaque valeur particulière de Ja variable x  une valeur unique et finie ,  sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, attendu que la valeur numérique de sin. (•£ cl), et par suite celle de la différence sin. (.JM- cl) —  sin. X  —  2  sin. (  j  et) cos. décroissent indéfiniment avec celle de cl, quelle que soit d’ailleurs la valeur finie que l’on attribue à  x. En général ,  si l’on envisage sous le rapport de la continuité les onze fonctions simples que nous avons c* Digitized by Google
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    36 cours d’analyse. considérées ci-dessus (chap. I.er, §.2), savoir, a-+-x, a  —  x ,  ax, xa ,  A‘ ^  Lx, sin. X ,  cos. X ,  arc sin. X  ,  arc cos. X , on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux limites finies de la variable x, toutes les fois qu’étant constamment réelle entre ces deux limites elle ne devient pas infinie dans l’intervalle. Par suite ,  chacune de ces fonctions sera continue dans le voisinage d’une valeur finie attribuée à  la variable x, si cette valeur finie se trouve comprise pour les fonctions a  -+- x entre les limites ... x = — 00 ,  x—-*-oo; a  —  x a  x .  A’ sin. X cos. X  J pour la fonction a  (  i ." entre les limites ... x= — 00, x~o, *  (  2.0 entre les limites... x= o  ,  x=oo ; pour les fonctions .. \ X‘ :  O  ,  X~ 00 ; ,  £(*) entre les limites ... x  ■ enfin pour les fonctions arc sin. XI .  .. . )  entre les limites ... x— —  i,.r=-+-i» arc cos. X  l  > f Digitized by Google

    [image: Image 50]
  

  
    Page 60
    

  
  
    ,  ,  ’w I." PARTIE. CHAP. II. 37 II est bon d’observer que ,  dans le cas oxi l’on suppose a  =dz ni (m désignant un nombre entier), la fonction simple xa est toujours continue dans le voisinage d’une valeur finie de la variable x ,  pourvu que cette valeur soit comprise , si entre les limites . . .  x— — oo ,  x—^oo , (entre les limites. . .x = — oc, x=o, ou bien entre les suivantes ... x  —  o ,  x  =  oo. Parmi les onze fonctions que l’on vient de citer, deux seulement deviennent discontinues pour une valeur de x  comprise dans l’intervalle des limites entre lesquelles ces mêmes fonctions restent réelles. Les deux fonctions dont il s’agit sont ' ~  et x“ (lorsque a= —  m). L’une et l’autre deviennent infinies ,  et par conséquent discontinues, pour x=o. v Soit maintenant f(x, y ,  z, ...) une fonction de plusieurs variables x, y, z et supposons que, dans le voisinage de valeurs particulières X, Y, Z  .... attribuées à  ces variables , f[x, y, z  . . .) soit à-la-fois fonction continue de x , fonction continue de y, fonction continue de z, &c. Digitized by Google
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    38 cours d’analyse. On prouvera aisément que ,  si l’on désigne par et , G, y  ... des quantités infiniment petites, et si l’on attribue à  x, y, z  ... les valeurs X, Y, Z  .... ,  ou des valeurs très-voisines, la différence /(•*-*- *, y> -•••) sera elle -même infiniment petite. En effet, il est clair que, dans l’hypothèse précédente ,  les valeurs numériques des différences /(.r-t-ct, y ,  ...)— /(.r, y, z  ...), /(.r-t-et, y-t-G, z  ...)— /(.r-t-ût, y, z  ...), '  y+G, z-t-y ...)— /(-en- et, y-t-6, s  ...), &c  décroîtront indéfiniment avec celles des quantités variables et, C, y  ...» savoir, la valeur numérique de la première différence avec la valeur numérique de et, celle de la seconde différence avec la valeur numérique de G ,  celle de la troisième avec la valeur numérique de y ,  et ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces différences, ,  savoir, *  * /(*-+•*, -=-+*y» •••)— /(•*> y> z  •••) convergera vers la limite zéro, si et, G, y  .... convergent vers cette même limite. En d’autres termes, f  (or -+• et ,  y-t-G, z- t-y...) aura pour limite f{x, y, z *  La proposition qu’on vient de démontrer subsiste Digitized by Google
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    l.n PARTIE. CffAfc. l’I. 39 évidemment dans le cas même où ion établirait entre les nouvelles variables eu, C, y  ..... certaines relations. II suffit que ces relations permettent aux nouvelles variables de converger toutes en même temps vers la limite zéro. Lorsque, dans la même proposition ,  on remplace x, y, z  ... par X, Y, Z..., et x-*-&, y-+-&i z-t-y. . . par x, y, z..., ori obtient l’énoncé suivant. l.er Théorème. Si les variables x ,  y, z  ... ont pour limites respectives les quantités fixes et déterminées x, Y, z ..., et que la fonction f(x, y, z ...) soit continue par rapport a  chacune des variables x ,  y, z  .... dans le voisinage du système des valeurs particulières x  — —  ,  y  —  Y" ,  &  —  Z  . . . , f(x, y, z  ....) aura pour limite f(x, Y, z ...). Comme, dans ce second énoncé, les variables eu , Ç, y  ... se trouvent remplacées par x — X, y— Y, z — Z, &c    les relations qu’on pouvait établir , dans le premier énoncé, entre eu, C,y..., pourront être établies ,  dans le second ,  entre les quantités x—X, y —  Y, z — Z  ;  et il en résulte que la fonction/^, y, z ...) aura pour limite f{X, Y, Z  ...), dans le cas même où les variables x, y, z  .... seraient assujetties à  certaines relations ,  pourvu que ces relations leur permettent de s’approcher indéfiniment des limites X ,  Y, Z  .... Supposons ,  pour fixer les idées ,  que x, y, z  ... Digitized by Google
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    40 COURS d’analyse. soient fonctions d’une même variable t  considérée comme indépendante, et continues par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particulière t= T. Si l’on fait, pour plus de commodité, f(x, IJ, z...) =  u, u  sera ce qu’on appelle une fonction composée de la variable t; et, si X, Y, Z  ... U désignent respectivement ce que deviennent x, y, z  ...u dans le cas où l’on suppose t==T ,  il est clair, d’une part, qu’une valeur de t  très-voisine de T  fournira pour u  une valeur unique et finie ;  d’autre part, qu’il suffira de faire converger t  vers la limite T, pour que les variables x, y, z... convergent vers les limites X, Y, Z    et par suite la fonction u— f  (x,y,z...} vers la limite U— f(X, Y, Z...'). On prouverait absolument de la meme manière que, si l’on attribue à  t  une valeur très-voisine de T, la valeur correspondante de la fonction u  sera la limite de laquelle cette fonction s’approchera indéfiniment, tandis que t  convergera vers la valeur donnée ;  et l’on doit conclure que u  sera fonction continue de t dans le voisinage de t=zT. On peut donc énoncer le théorème suivant. Digitized by Googl
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    I.“ PARTIE. CHAP. II. 4 1  7 2. ® Théorème. Désignons par * x, y ,  *  plusieurs fonctions de la variable t ,  qui soient continues par rapport à  cette variable dans le voisinage de la valeur particulière t  =  T. Soient , de plus , X ,  Y, Z  ... les valeurs particulières de x, y, z  ... correspond dantes a  t  =  T; et supposons que, dans le voisinage de ces valeurs particulières ,  la fonction u=f{x, y, z  ... ) soit en même temps continue par rapport à  x, continue par rapport à  y, continue par rapport a z ,  &c. .. :  u, considérée comme fonction de t ,  sera encore continue par rapport a  t  dans le voisinage de la valeur particulière t  =  T. Si, dans le théorème précédent, on réduit le* quantités variables x ,  y ,  z  . .. à  une seule, x, on obtiendra un nouveau théorème, qu’on peut énoncer comme il suit. 3. ® Théorème. Supposons que, dans l’équation M  =/(•*)> la variable x  soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que la variable x  soit fonction continue de t  dans le voisinage de la valeur particulière t=T, et u  fonction continue de x  dans le voisinage de la valeur particulière x  —  X  correspondante a  t—T. La quantité u ,  considérée comme \ Digitized by Google
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    42 cours d’analyse. fonction de t ,  sera encore continue par rapport à cette variable dans le voisinage de la valeur particulière t  —  T. Supposons, par exemple, u= ax et j  =  t” , a  désignant une quantité constante, et n  un nombre entier. On conclura du 3.* théorème que u  =  al" est ,  entre dos limites quelconques de la variable t, fonction continue de cette variable. De même, si l’on fait uX  : :  sin. t ,  y  =■ cos. t , on conclura du z.e théorème que la fonction U  —  tang. t est continue par rapport à  t  dans le voisinage d’une valeur finie quelconque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit n’est pas comprise dans la formule .  2. TT dt — 2. 7 le désignant un nombre entier; c’est-à-dire, toutes les fois qu’à cette valeur de l  correspond une valeur finie de tang. t. Au contraire ,  la fonction tang. t admettra une solution de continuité, en devenant infinie ,  pour chacune des valeurs de t  comprises dans la formule précédente. Supposons encore a Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CH AP. II. 43 «  =  û+X +  ÿ-H^+ &C. .  . . x  —  bt, y  =  ctx &c. . . .  , a, b, c. .. désignant des quantités constantes. Alors, u  étaut fonction continue de x, y, z  ... entre des limites quelconques de ces variables ,  et x,y, z ... fonctions continues de la variable t  entre des limites quelconques de cette dernière ,  on conclura du théorème 3.® que la fonction u  —  
  
    Page 67
    

  
  
    44 COURS d’analyse. Démonstration. Pour établir la proposition précédente ,  il suffit de faire voir que la courbe qui a  pour équation y  =/(•*) rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour équation y -b dans l’intervalle compris entre les ordonnées qui correspondent aux abscisses xa et X  :  or c’est évidemment ce qui aura lieu dans l’hypothèse admise. En effet, la fonction f{x) étant continue entre les limites x=x0, x—X, la courbe qui a  pour équation y— tf(x) ,  et qui passe i ,° par le point correspondant aux coordonnées xa, f(x0) ,  z.a par le point correspondant aux coordonnées X  et f(X), sera continue entre ces deux points :  et, comme l’ordonnée constante b  de la droite qui a  pour équation y=b se trouve comprise entre les ordonnées /’(•*■„), f(X) des deux points que l’on considère, la droite passera nécessairement entre ces deux points ,  ce quelle ne peut faire sans rencontrer dans l’mtervalle la courbe ci-dessus mentionnée. \  On peut ,  au reste ,  comme on le fera dans la note III ,  démontrer le 4-' théorème par une méthode directe et purement analytique ,  qui a  même l’avantage de ^fournir la- résolution numérique de l’équation /(*) =  *• Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CHAP. II. 45 5- 3* Valeurs singulières des Fonctions dans quelques cas particuliers. Lorsque ,  pour un système de valeurs attribuées aux variables quelle renferme ,  une fonction d’une ou de plusieurs variables n’admet qu’une seule valeur, cette valeur unique se déduit ordinairement de la définition même de la fonction. S’il se présente un cas particulier dans lequel la définition donnée ne puisse plus fournir immédiatement la valeur de la fonction que l’on considère, on cherche la limite ou les limites vers lesquelles cette fonction converge, tandis que les variables s’approchent indéfiniment des valeurs particulières qui leur sont assignées; et, s’il existe une ou plusieurs limites de cette. espèce, elles sont regardées comme autant de valeurs de la fonction dans l’hypothèse admise. Nous nommerons valeurs singulières de la fonction proposée celles qui se trouvent déterminées comme on vient de le dire. Telles sont, par exemple, celles qu’on obtient en attribuant aux variables des valeurs infinies ,  et souvent aussi celles qui correspondent à  des solutions de continuité. La recherche des valeurs singulières des fonctions est une des questions les plus importantes et les plus délicates de l’analyse :  elle offre plus ou moins de difficultés, suivant la nature des fonctions et le nombre des variables quelles renferment. Si ,  d’abord ,  on considère les fonctions simples Digitized by Google
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    46 cours d’analyse. d’une seule variable, on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singulières. Ces valeurs correspondent toujours à  l’une- des trois hypothèses Æ  =  —  oo ,  x=0, X  =  oo ; et sont respectivement, pour la fonction (4 désignant une quantité quelconque) fl-|-00=00. .  .fl —  00=— QO , A — X  (a désignant une quantité quelconque) fl— CO=>— OO . . ,  fl — (—00)6=00, !a désignant une quantité positive fl x  00=00. .  ,fl x  — C©=— OO, a  désignant une quantité négative fl X  00= — CO . . .  fl x   00=00 , 4  désignant une quantité positive  — Q, ~=ioO — —  — n .  OO O  ’ -OO .. .  f  a  a  a 4  désignant une quantité négative  =0» —  =1^100,  =0* Î4 désignant une quantité positive •«•••««.. 0*=0, 00^=00 , 4  désignant une quantité négative  O  =00 ,  OO* =  O  , I  A  désignant un nomhre sup. à  l’unité A~~^° =0, A°=i t  Ax =zOO . A * (  A  désignant un nombre inf. à  i’unité “OO, A°z^i t  A 00 =0 * la base du syst. de log. étant sup. à  l’unité /^(o)=L{x -oo, Z,(cc)=oo, ia base étant inférieure à  l’unité....... £*(o)==“i--00, .£(00)=-— CC , shl- *  sin.((— oc))==Af(;— i H-,)), sm.((oc})=/W(( —  .,-+-i)) , «os- *  C08.((— oc))=A/((— 1  ,-t-i )) ,  cos.({oc))=zW((— I  ,-H , }). La notation M((— i ,-+• 1)) désigne ici ,  comme dans les préliminaires ,  une quelconque des quantités moyennes entre les deux limites —  i  et -t- i . Il est bon d’observer que ,  dans le cas où Ion Digitized by Google
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    I.** PARTIE. CH AP. II. 47 suppose «  =  ±  m  (m désignant un nombre entier), ia fonction simple *  x4 admet constamment trois valeurs singulières, savoir, m  étant un nombre pair — oo)m==CO, Om=0, 0C”*=00 , m  «tant impair ( — co)m=— OO, Om=:Ot OOm=CO, et lorsque! m  '“nl plir (— CO)~m^=0, o_m=OC, CO~m=o,a  —  — m  )  rn étant impair ( — OO)- ”=0 .  ((o))""m=ofcoO ,  OO- ”=0. Considérons maintenant les fonctions composées d’une seide variable x. Quelquefois il est aisé de trouver leurs valeurs singulières. Ainsi ,  par exemple, si l’on désigne par k  un nombre entier quelconque, ' on reconnaîtra sans peine que la fonction composée lorsque «=+m tang. X  — sin. x cos. x a  ses valeurs singulières comprises dans les trois formules tang. ((oo))=A/ (( — OO, -t-oc)) >  tang. —  , tang. (( — OO)) =  AI (( —  OO ,  -t- CO)) i tandis que les valeurs singulières de la fonction inverse arc tang. jt —  arc sin. V  ' sont respectivement arc tang. ( — OC) =  — ,  arc tang. (oo) =  — . Mais souvent aussi de semblables questions préDigitized by Googl
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    48 cours d’analyse. sentent de véritables difficultés. Par exemple, on n’aperçoit pas immédiatement comment on peut déterminer la valeur singulière de la fonction x* , lorsqu’on y  suppose x— o  ;  ou celle de la fonction x~r » lorsqu’on prend x= oo. Pour donner une idée des méthodes qui conduisent à  la solution des questions de cette espèce ,  je vais établir ici deux théorèmes à  l’aide desquels on peut, dans un grand nombre de cas, déterminer les valeurs singulières que reçoivent les deux fonctions ~r~' [/«]*. lorsqu’on y  suppose x=oo. 1  .er Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de x ,  la différence f  (■* -+-0- /(•*) converge vers une certaine limite k ,  la fraction /(*) X convergera en même temps vers la même limite. Démonstration. Supposons d’abord que la quantité k  ait une valeur finie ,  et désignons par g un nombre aussi petit que l’on voudra. Puisque des valeurs croissantes de x  font converger la différence /(jf-hi )--/(*) ! Digitized by Google
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    I.s* PARTIE. CHAP. II. '  49 vers la limite k, oh pourra donner au nombre h une valeur assez considérable pour que ,  x  étant égal ou supérieur à  h  ,  la différence dont il s’agit soit constamment comprise entre les limites k  —  g ,  k  ■+- g. Cela posé, si fon désigne par n  un nombre entier •quelconque ,  chacune des quantités *, /(*-■)-/(*). /(Ah-2)-/(A+|), &.C. ... f(h +  n) -/(A +  n-i), et par suite leur moyenne arithmétique ,  savoir , /(/,+„) _/(A) »  ’ se trouvera comprise entre les limites k— g, /[•-+- g. On aura donc =  k et étant une quantité comprise entre les limites — g , -t- g. Soit maintenant h  -+- n  == x. L’équation précédente deviendra (') t  + et l’on en conclura ' •• ... ■  , TOM. 1. Tl Digitized by Google
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    50 COURS d’analyse. /(*) =  /(*)-+■(■*“*) (*-*-«0» M  ^«^(.-4) (*-*). De 'jiïus ,  pour faire croître indéfiniment la valeur de x ,  il suffira de faire croître indéfiniment le nombre entier n, sans changer la valeur de h. Supposons ,  en conséquence ,  que dans féquation (  2  ) l’on considère h  comme une quantité constante ,  et x  comme une quantité variable qui coi^rge vers la limite 00 .  Les quantités /(*) ± X  *  X  * renfermées dans le second membre ,  convergeront vers la limite zéro, et le second membre lui-même vers une limite de la forme k  -+- ce , et étant toujours compris entre —  g  et -i-e. Par suite, le rapport /'*) aura pour limite une quantité comprise entre k —  g et k-+- g. Cette conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre g ,  il en résulte que la limite en question sera précisément la quantité k. En d’autres termes ,  on aura (3) Supposons, en second lieu, k=oo. En désignant alors par H  un nombre aussi grand que l’on voudra , Digitized by Google
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    I.M PARTIE. C II AP. II.' 51 on pourra toujours attribuer au nombre h  une valeur assez considérable, pour (jue, x  étant égal où supérieur à  h, la différence /(•*+- 1  )-/(•*)> qui converge vers la limite oo ,  devienne constamment supérieure à. H; et, en raisonnant comme cidessus, on établira la formule /(A+n)-/U) >  H n Si maintenant on pose h-t-n=x, on trouvera, au lieu de l’équation (2) ,  la formule suivante de laquelle on conclura, en faisant converger x  vers ' la limite 00 , lim. ■- >  H. X La limite du rapport /(«) X  T sera donc supérieure au nombre //, quelque grand qu’il soit. Cette limite supérieure à  tout nombre assignable ne peut être que l’infini positif. Supposons enfin h  =  —  c» .  Pour ramener ce dernier cas au précédent, il suffira d’observer que, la différence ayant pour limite —  00 ,  la suivante B* Digitized by Google
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    52 COURS D^ANALYSÉ. •  .  [-/(*+. )]-[-/(*)] aura pour limite -*-oo. On en conclura que la limite de r~ l  est égale à  -+- oo ,  et par suite celle de JM- à -OC. .  •  x Corollaire i.rr Pour montrer une application du théorème précédent, supposons f(x) =  L  (x), L  étant la caractéristique des logarithmes dans un système dont la base surpasse l’unité. On trouvera /(•*+- i)-/(‘f)=z'(-r-*- 0  -U*)=L ( 1  +■ t) * et par suite k  =  L(l+iï) =  L( 0  =  °On peut donc affirmer que ,  x  venant à  croître indéfiniment, le rapport l(x) ; x convergera vers la limite zéro; et il en résulte que, dans un système dont la base est supérieure à  l’unité, les logarithmes des nombres croissent beaucoup moins rapidement que les nombres eux-mêmes. Corollaire 2.‘ Supposons, en second lieu, f(x) =  AX, A  désignant un nombre supérieur à  l’unité. On trouvera f(x+\)—f(x)z=.A*y —Ax=rAr(A— i), Digitized by Google
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    I.*4 PARTIE. CHAP. II. 53 et par suite A- — A 00 (A —  i)=oo. On peut donc affirmer que ,  x  venant à  croître indéfiniment ,  le rapport A » X converge vers fa limite oo ;  et il en résulte que l exponentielle A* ,  lorsque le nombre A  surpasse l’unité , finit par croître beaucoup plus rapidement que la variable x. Corollaire 3/ On doit observer, au reste, qu’il n’y à  lieu à  chercher par le théorème i.er la valeur du rapport , Jf(*î   *  j X correspondante à  x=oo ,  que dans le cas où la fonction f(x) devient infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour x  —  00 ,  le rapport ■  aurait évidemment zéro pour limite. Je passe au théorème qui sert à  déterminer dans plusieurs cas la valeur de [/(•*) r pour x  —  00 .  V oici en quoi ii consiste : 2.* Théorème. Si, la fonction f[x) étant positive pour de très-grandes valeurs de x, le rapport /(*+') /(*> converge ,  tandis que x  croit indéfiniment, vers la Digitized by Google
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    54 cours d'analyse. limite k ,  V expression [/(*)]* convergera en même temps vers la même limite. D  ÉMOXS TR A  T  ION. Supposons d’abord que la quantité k, nécessairement positive, ait une valeur finie, et désignons par g  un nombre aussi petit que ion voudra. Puisque des valeurs croissantes de .r font converger le rapport /(*-*- '  ) /(■O vers la limite k ,  on pourra donner au nombre h  une valeur assez considérable pour que, x  étant égal ou supérieur à  A, ie rapport dont il s’agit soit constamment compris entre les limites /■ — -  s ,  k  •+■ g. Cela posé ,  si l’on désigne par n  un nombre entier quelconque, chacune des quantités /(A-+- i) /(Ah- 1) /(A-J-n) /(A) »  /(Ah-,) /(*+—.) » et par suite leur moyenne géométrique, savoir, f  /  (  A  h- «  )  ~\ « L  /(A) J se trouvera comprise entre les limites k — g ,  k-\-r. On aura donc P  /  (  A  -+- n  )  1  * L  /(A) J —  k  H- Ct , et étant une quantité comprise entre les limites — g, g. Soit maintenant Digitized by Google
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    55 I." PARTIE. CHAP. II. h  ■+• n  =  x. L’équation précédente deviendra et l’on en conclura (5) /(*) ~f{h)\k*r[image: Image 69]
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    56 cours d’analyse. ïa limite en question sera précisément la quantité k. En d’autres ternies, on aura (6) lim. [  /*(•<*)]' =  /• =  Uni. /(*-+-' ) /(*) I Supposons, en second lieu ,  la quantité k  infinie, c'est-à-dire, puisque cette quantité est positive, X= oo . En désignant alors par H  un nom lire aussi grand que l’on voudra ,  on pourra toujours attribuer au nombre h  une valeur assez considérable pour que , x  étant égal ou supérieur à  h, le rapport /(•»•-+- ■) /M ’ qui converge vers la limite oo ,  devienne constamment supérieur à  //; et, en raisonnant comme cidessus, on établira la formule r /(*-+-«) L  /(*) //. Si maintenant on pose h^-n—x, on trouvera, au lieu de l’équation (5), la formule suivante m*)Ÿ >[mv Hi-h' > de laquelle on conclura, en faisant converger a: vers la limite 00 , Km. [/(*) Y  >  H. La limite du rapport [/(*)]*• sera donc supérieure au nombre H ,  quelque grand Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. II. 57 qu’il soit. Cette limite, supérieure à  tout nombre assignable, ne peut être que l’infini positif. Nota. On pourrait facilement démontrer l’équation (6) ,  en cherchant par le théorème i  .*r la limite vers laquelle converge le logarithme i. Z./(x) £[/(*)]'■= *' et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. Corollaire i.‘r Pour donner une application du 2.f théorème, supposons f(x) -xi • on aura f{ J  — t- <  )     X  -t/(*) —  * =  1  T1 et par suite ,  en passant aux limites , k  —  i. Donc ,  si l’on fait croître indéfiniment la variable x, la fonction convergera vers la limite i. Corollaire 2 .' Soit, en second lieu, f(x) =  ax "  -+- bxn~l -+- cx”~l -+- &c.... —  P , en sorte que P  désigne un polynôme en x  du degré ». On trouvera 0  **'" /{* /(*) b  e a  -t- — I — ;  *■+" .  , x  x a Digitized by Google
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    58 cours d’analyse. et, en passant aux limites, k  =  A  =  i. a Si donc P  représente un polynôme entier quelconque ,  P x  aura pour limite i . Corollaire j.* Soit enfin f{x) =  L{*). On trouvera * fr.r-y- i)   L(x-hi)   ^  L  ( i  *+“ 7  ) 77*7 ~~ ~  l  ( x ) -  ^  l(x) • et, en passant aux limites , k  =  i. Par suite, [Z, fa:) ]* a  encore pour limite l’unité. Les théorèmes i  .er et z.e subsistent évidemment dans le cas même où la variable x  est considérée comme ne pouvant admettre que des valeurs entières. En effet ,  pour rendre applicables à  ce cas particulier les démonstrations que nous avons données des deux théorèmes, il suffit de concevoir que la quantité désignée par h  dans chacune de ces démonstrations devienne un nombre entier trèsconsidérable. Si, dans le même cas, on représente les valeurs successives de la fonction /(.r) correspondantes aux diverses valeurs entières de x, savoir, * Digitized by Google
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    59 I." PARTIE. C II AP. II. /(•)./«>/( 3)  /(»). par j  }  *z4 2  J  ^4 j  ..... ] on obtiendra à  la place des théorèmes i.er et 2.e les propositions suivantes. 3. * Théorème. Si la suite des quantités A, y  Ax y  A^ ..... Ayf f  &c. ... est telle que la différence entre deux termes consécutifs de cette suite, savoir , An -4- i  —  An converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite fixe A ,  le rapport Am n convergera en même temps vers la même limite. 4. ' Théorème. Si la suite des nombres A A% ,  A^ An, &c. ... est telle que le rapport entre deux termes consécutifs ,  savoir, An converge constamment, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite f  ixe A, l’ expression (A.ÿ convergera en même temps vers la même limite* Digitized by
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    CO. cours d’analyse. Pour montrer une application du dernier théorème, supposons •  An —  1.2.3 . . .  ». La suite A, ,  Aly ... &c. . . .  deviendra 1, 1.2, 1.2.3, &c... 1.2.3 ... (n — i)n, &c...; et le rapport entre deux termes consécutifs de la même suite ,  savoir , An .l.|,..»(»+i) I  .1.3...» =  n  -h 1  , convergera évidemment ,  pour des valeurs croissantes de n ,  vers la limite 00 .  Par suite ,  l’expression (AnÏ =(l.2.3... »)" converge vers la même limite. O11 trouverait, au contraire, que l’expression (  --v) ' converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zéro. 4 Souvent, à  l’aide des théorèmes i.er et 1.', on peut déterminer la valeur singulière que reçoit une fonction composée de la variable x, tandis que cette variable s’évanouit. Ainsi ,  par exemple ,  si l’on veut obtenir la valeur singulière de x* correspondante à x  =  o  ,  il suffira de chercher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croissantes de x, l’exDigitized by Google
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    I." PARTIR. CH AP. II. 61 pression (—) —  — •  Cette limite, en vertu du théorème 2.* (corollaire i.er), est égale à  l’unité. De même, on conclurait du théorème i.*r (corollaire i.*r) que la fonction x  L  (jt) I s’évanouit avec la variable x. Lorsque les deux termes ri une fraction sont des quantités infiniment petites ,  dont les valeurs numériques décroissent indéfiniment avec celle de la variable et, la valeur singulière que reçoit cette fraction, pour oi =  o ,  est tantôt finie, tantôt nulle ou infinie. En effet ,  désignons par k, k' deux constantes finies qui ne soient pas nulles ,  et par g ,  e' deux nombres variables qui convergent avec et vers la limite zéro. Deux infiniment petits, l’un de l’ordre n, l’autre de l’ordre ri ,  pourront être représentas respectivement par Æct°( 1  dtg) ,  Â-'et"'( I±g'); et leur rapport ,  savoir , k' l±t' n'~n k' i  ±s' l y  ■  y k
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    62 cours d’analyse. On prouverait de même que la limite vers laquelle converge le rapport de deux quantités infiniment grandes ,  tandis que leurs valeurs numériques croissent indéfiniment avec celle d’une même variable x, peut être nulle , finie ,  ou infinie. Seulement, cette limite a  un signe déterminé ,  constamment égal au produit des signes des deux quantités que l’on considère. Parmi les fractions, dont les deux termes convergent avec la variable ce vers la limite zéro ,  on doit placer la suivante f(x-t-ct) —/(x) a. ’ toutes les fois qu’on attribue à  la variable x  une valeur dans le voisinage de laquelle la fonction f{x) reste continue. En effet ,  dans cette hypothèse ,  la différence f(x+[image: Image 75]
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    I.“ PARTIE. CIIAP. II. 6 3 Dans le cas particulier où l’on suppose x  —  o  ,  le rapport se réduit à  cet autre /(*)-/(o) . CL Parmi les rapports de cette dernière espèce ,  nous nous bornerons ici à  considérer le suivant «in. cl et Comme il peut être mis sous la forme sin. (  —  a) ITS » sa limite restera la même ,  quel que soit le signe de et. Cela posé ,  concevons que l’arc et reçoive une valeur positive très-petite. La corde de l’arc double 2  et étant représentée par 2  sin. et, on aura évidemment 2  et >  2  sin. et ,  et par suite ■m cL >  sin. 
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    64 COURS D’ANALYSE. tin. cl sin. et <  CL < cos.    >  cos. et. Or, tandis que et diminue, cos. et converge vers la limite i  :  ii en sera donc de même a  fortiori du rapport — toujours compris entre i  et cos. et , en sorte qu’on aura (7) lim. sin. et et I. La recherche des limites vers lesquelles convergent 1  *  /(*-+-«} — f(x) /(<*) — f(°) t les rapports   ^ — sL1-L ,  étant un des principaux objets du calcul infinitésimal, nous 11e nous y  arrêterons pas davantage. II nous reste à  examiner les valeurs singulières des fonctions de plusieurs Variables. Quelquefois ces valeurs sont complètement déterminées, et indépendantes des relations que l’on pourrait établir entre les variables. Ainsi, par exemple, si l’on désigne par quatre variables positives ,  dont les deux premières convergent vers la limite zéro, et les deux dernières vers la limite 00 ,  on reconnaîtra sans peine que les expressions * £, *y, 4» T’  >  • Digitized by Google
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    65 ï“ PARTIE. CH AP. II. ont pour limites respectives O, oo, O, OO ,  O, OC . Mais le plus souvent la valeur singulière d’une fonction de plusieurs variables ne peut être entièrement déterminée que dans le cas particulier où ,  en faisant converger ces variables vers leurs limites respectives, on établit entre elles certaines relations; et, tant que ces relations ne sont pas fixées, la valeur singulière dont il s’agit est une quantité ou totalement indéterminée ,  ou seulement assujettie à rester comprise entre des limites connues. Ainsi , comme on l’a remarqué plus haut, la valeur singulière à  laquelle se réduit le rapport de deux variables infiniment petites, dans le cas où chacune de ces variables s’évanouit ,  peut être une quantité quelconque finie ,  nulle ou infinie. En d’autres termes ,  cette valeur singulière sera complètement indéterminée. Si, au lieu de deux variables infiniment petites, on considère deux variables infiniment grandes ,  on trouvera que le rapport de ces dernières ,  .tandis que leurs valcurlnumériques croissent indéfiniment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou négative, suivant que les deux variables sont de même signe ou de signes contrâmes. Il est également facile de s’assurer que le produit d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a  pour limitç une quantité- complètement indéterminée. Afin de présenter une dernière application des
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    66 COURS d’àhalyse. principes qu’on vient detablir ,  cherchons quelles valeurs il faut attribuer aux variables x  et y  pour que la valeur de la fonction y* devienne indéterminée. Si l’on désigne par A  un nombre supérieur à  l'unité, et par L  la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A, on aura évidemment et par suite .  I  L  f/) y* =  A~• .  • •  a  % Or, il est clair que l’expression s ’  Kr) A~ convergera vers une limite indéterminée, lorsque le rapport (y) X convergera lui-méme vers une seinblable limite, ce qui arrivera dans deux cas dift’érens, savoir, i .° lorsque Z, (y) et x  seront deux quantités infiniment petites, c’est-à-dire, lorsque x  et y  auront pour limites respectives o  et i  ;  2.0 lorsque L  (y) et x seront deux quantités infiniment grandes, c’est-àdire, lorsque x  ayant une limite infinie, y  aura pour limite o  ou 00. Il est bon d’observer que, dans l’un et l’autre cas, Ja limite indéterminée de l’expression Digitized by Google
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    I." PARTIE. GHAP. H. 67 K/) 1 A~=y » sera nécessairement positive. Il peut même arriver que cette limite soit assujettie à  demeurer comprise entre les valeurs extrêmes o  et i  ,  ou bien entre tes suivantes, i  et ». Concevons, par exemple, que chacune des variables x  et y  converge vers la limite oo .  Dans ce cas ,  la limite du rapport L  ( y )  ■  . X étant une quantité positive quelconque, celle de i. £0_) y  *  —  A  *  ne pourra être qu’une quantité moyenne entre r  et oo. Cette moyenne sera d’ailleurs indéterminée ,  tant que l’on n’établira pas entre les variables infiniment grandes .r et y  de relation particulière. Mais si l’on suppose y y  =/(*)» J'(x) désignant une fonction qui croisse indéfiniment avec la variable x ,  alors la moyenne dont il s’agit, n’étant autre chose que la limite de r/wr. obtiendra une valeur déterminée, que l’on pourra souvent calculer à  l’ajde du théorème z.e i i  ,  * Si ,  au lieu de la fonction y x ,  on eût considéré la suivante y* f  ' on aurait trouvé que cette dernière devient indétere  *  , Digitized by Google
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    68 COURS d’analyse. minée, i.#. lorsque la variable y  converge vers ta limite i  ,  et la variable x  vers l’une des suivantes,  oo ,  oo ;  2° lorsque, la variable x  ayant zéro pour limite, y  converge vers zéro ou vers l’infini positif. Quelquefois on rencontre dans le calcul des expressions singulières qui ne peuvent être considérées que comme des limites vers lesquelles convergent des fonctions de plusieurs variables ,  tandis que ces mêmes variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes ,  ou même, plus généralement,' convergent vers des limites fixes. Telles sont ,  par exemple ,  les expressions O  OO 9  00 ç  , OXO r  —, 00X00 ,  —  ,  0X00 ,  O, I  ,  &C.... O  oo , parmi lesquelles on doit regarder les deux premières comme les limites vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables infiniment petites ,  les deux suivantes comme les limites du produit et du rapport de deux variables positives infiniment grandes, &c  Si l’on considère en particulier les expressions singulières que produisent les fonctions '  x-hy, xy, j, yx, y*, on trouvera que les valeurs 3e ces mêmes expressions, lorsque les variables restent indépendantes, peuvent être aisément fixées par ce qui précède. Les équations qili serviront à  déterminer ces valeurs seront respectivement •...>» » Digitized by Google

    [image: Image 80]
  

  
    Page 92
    

  
  
    1“ PARTIE. CHAP. II ©9 pour la fonction' x-\-y... oo -h 00 =  00, oo —  oo=*Af({ —  oo, -+- oo)) 0*0 =  0, o*oo =  ox —  oo =  Af (( —  oo, -+- oc ; 00 x  00= — OO x  —  00 =  00, OO x  —  oo =  —  OO ; P=M((-oo, +o©)), -5-=-5-=o» = lo "  "  OO "OO O  O OO —CO =  ^  =  Af((o,oo)}, ^^=^((-00.05); |o°=oo*= M ((o, oc)), o00 =  oo_00 =  o, o"®=oc® =oo, 1**= I~» =  /W ((o, oo)); \  t  • x  I  I  1  . o  °  =00 5  =  o  on OO ,  O  00 =  oo 50 =  M  ((o ,  1  )) , o  =3T =  co* =yW((i ,  oo)) ,  I  °  =  ((o ,  ooj). Digitized by Google
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    70 cours d'analyse. CHAPITRE III. Des Fonctions symétriques et des Fonctions alternées: Usage dé ces fonctions pour la résolution des équations du premier degré à  un nombre quelconque d’inconnues. Des Fonctions homogènes. J. 1  ,tr Des Fonctions symétriques. Une fonction symétrique de plusieurs quantités est celle qui conserve la même valeur et le même signe après un échange quelconque opéré entre ces quantités. Ainsi, par exemple, chacune des fouctions ,r-+-y, X>'-*-iff xyz, sin. X-+- sin.ÿ-4- sin. Z, &LC... est symétrique par rapport aux variables quelle renferme, taudis que x  —  y, xy ,  &c.... • sont des fonctions non symétriques des variables x et y. De même encore b-hc, U-t-c1 ,  bc, &c. .. sont des fouctions symétriques des deux quantités à, c; b-+-c-+-d, b'+c'-ï-d1, bc-t-bd-+-cd, bcd sont des fonctions symétriques des trois quantités b j  Cf d f  &,c. ... Digitized by Google
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    71' I.“ PARTIE. CHAP. III. Parmi les fonctions symétriques de plusieurs quantités b ,  c . .  .g, h ,  on doit distinguer celles qui servent de coelïiciens aux diverses puissances de ci dans le développement du produit (a— b) (  a—c)  («-'-gO (a~ &)f et dont les propriétés conduisent à  une solution trèsélégante de plusieurs équations du premier degrc entre n  variables x ,  y, z . .  .u ,  vf lorsque ces équations sont de la forme Sx -+- y  z  -+-... -+- B  ■+■ v  —  n, i a  x  ■+■ b  y  -+- cz-\r...~*-gu-+-hv— k , , ^ij' a'x -+■ bzy -+- clz -+■ ... -+-gr*M h  v— kx , J  &c  (  an~'x-tr-b,‘~,y-t-cn~'z-i-...-+-gr’~'tt-t-hn~'v=k’1~z. En effet, soient An^ =  —  (b-hc-+-&LC  -4 -g+h) y A  „_3 =  bc ... -+- bg-+- bh ■+■ ... -t- c £• -h cÂ -+- . • .  -+- gh , &c  A0=±bc  gh les fonctions symétriques dont il s’agit ,  en sorte qu’on ait att-’-hA„_,an-t-i-...-+-Ala-hA =(a-b)(a-c)(a-d')... Si, dans cette dernière formule, on remplace successivement a  par b ,  par c f  &c.... ,  par g, par hr on trouvera Digitized by Google
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    72 cours d'analyse. bn~' -4 -A„~1 bn~x -+- &c. . . .  A, b  -hAB =  o , c~' -+- An_, c"~* -+- &c. A,c ■+■ Aa =  o  , &c  ■+• A„_tg^'-t-&c.... +A,#-t-A0 =  o, -h"~’ -+- /i”-* •+- &c  Ah A  a  —  o. Si l’on ajoute ensuite membre à  membre les équations (  i  ), après avoir multiplié la première par Aa , ïa seconde par A, ,  &c... ,  l’avant-dernière par A„_lf et la dernière par l’unité, on obtiendra la suivante (  an~' -4- A  a”~* -+- &c  -+- A ,  a  -+- A6 )  x —  hn i  -+- A  . . .  -t-A, k, -i-A, kt ; et l’on en conclura (2) v  x  = frn_,— (b+c‘..+ff+h)kK_t+{br...+bff+/>/i...+c(r+eh...+ffh)tn_~— &c.±&f...gA.A. («— *)(«— c)  {a~ei («— *;• On déterminerait par un procédé analogue les valeurs des autres inconnues y, z  .. .u, v. Lorsque, dans les équations (1), on substitue aux constantes b0 1  kt ,  h x  . . .  , les puissances entières successives d’une méine quantité k, savoir, *• =  1, k, h1 ... kn~' , la valeur trouvée pour x  se réduit à Digitized by Google
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    73 I.” PARTIE. CHAP: III. /y (*-*) (*-*),. -(*-y) (*-*) >3/ (a —  A) (a —  c )....( a  —  g) (a— A) •  *  *  »  .  4  *  .  :  3  '"î .  •  '  . i ,ï V  — **■ . £  2.^ Des Foliotions alternées. ;  _  ,  i  -  •  ii Une fonction alternée de plusieurs quantités est celle qui change de signe, mais en conservant au signe près la même valeur, lorsqu’on échange deux de ces quantités entre elles ;  en sorte que ,  par une suite de semblables échanges, la fonction devienne alternativement positive et négative. D’après cette définition ,•»’>. .. y x — y, xyx — xl y ,  L\^j)fs\n.x —  sin .y, &c... i  •  *  ...*«*• •  •  \ sont des fonctions alternées des deux variables x et y, ( *-y){*-z)(y-z ,) '  *  ; est une fonction alternée des trois variables x, y , z  ;  et ainsi de suite. Parmi les fonctions alternées de plusieurs va- • riables x, y ,  z  ... u ,  v , on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entières par rapport à  chacune de ces mêmes variables. Supposons une semblable fonction développée et mise sous la forme d’un polynôme. Un de ses termes, pris au hasard ,  sera de la forme le xp y1 zr . . . .. us v? , Digitized by Google
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    J 74 cours d’analyse. ! p ,  q, r  ... s, t  désignant des nombres entiers, et k  un coeflîcient quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe,- mais conserver au signe près la même valeur, après icchange mutuel des deux variables x  et y ,  il faudra de toute nécessité qu’au terme dont il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire —  k  xi yp zr  u‘ v* , déduit du premier en vertu de cet échange. La fonction se composera donc de termes alternativement positifs et négatifs, qui, réunis deux à  deux, produiront des binômes de la forme k  xp y1 zr ... tt? v* —  k  x1 yp zr ... u’ vf —  k  (  xp y1' —  x* yp) zr . . .  us vr. Dans chaque binôme de cette espèce* p, q  seront nécessairement deux nombres entiers distincts l’un de l’autre ;  et ,  comme la différence xp y ?  —  x ?  yp . est évidemment divisible par y — x, ou ,  ce qui revient au même, par .r — y, il en résulte que chaque binôme et par suite la somme des binômes ou la fonction proposée sera divisible par =fc (y—x). Comme on peut d’ailleurs, dans les raisonnemens qui précèdent, substituer aux variables x  et y  deux autres variables quelconques x  et z, ou y  et z, &c... Digitized by Google
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    I.” PARTIE. CB AP. III. 75 on obtiendra définitivement les conclusions suivantes : 1. * Une fonction alternée, mais entière, de plusieurs variables x, xj ,  z  u, v, est composée de termes alternativement positifs et négatifs ,  dans chacun desquels les diverses variables' ont toutes des exposans différens ; 2. " Une semblable fonction est divisible par le produit des différences —  (y~x), ± (*—•*)» ...±(k— tf), dz(y—x)f 1  *  v ±{z—7A y). ±(»— y). (>). &c. ... ±(u— z), ±(v— z), |  _  &c  (  .  . =*?(*'—“)» prises chacune avec tel signe que l’on voudra. •* .  Le produit dont il est ici question-, ainsi qu’on peut aisément le reconnaître, est lui-mème une fonction alternée des variables que l’on considère. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit change de signe ,  en conservant au signe près la même valeur ,  après l’échange mutuel de deux variables, x  et y  par exemple. Or en effet, suivant que l’on adopte pour chaque différence le signe -t
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    76 COURS D’AN A  LYS B. et, comme i! est évident que cette valeur de change seulement de éîgne en vertu de Icchange mutuel des variables x  et y, on peut conclure qu’il en sera de même d’une fonction équivalente soit à. Cj> , soit à  —  . Concevons, pour fixer les idées, que l’on prenne chacune des différences (  i  )  avec le signe -h. Le produit de toutes ces différences sera la fonction <|> déterminée par l’équation (2), ou, ce qui revient au même, par la suivante '  (3) 
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    I.“ PARTIE. CHAP. III. 77 ajouter que chaque produit de cette espèce se trouvera compris une seule fois, tantôt avec le signe -+-, tantôt avec le signe — ,  dans le développement de la fonction <}>. Par exemple, le produit x° y1 z%  u”-1 v”-1 >  •  # ne pourra être formé que par la multiplication des premières lettres des facteurs binômes qui composent le second membre de l’équation (3). A  l’aide des principes que nous venons d’établir, il est facile de construire en entier le développement de la fonction 
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    78 cours d’analyse. )  bm I  C0 ,  6lC. .  .  .  )  h, ,  I b, >_ ^-i >  &C. ... ^ « ®n i  c, ,  &C. .  .  .  g“t , .  »  ^’» » &c. .... ^n-i >  ^n-1 *  ^«-1 >  ^LC. . .  ffn—i »  ^n-i »  ^'»-r » choisies arbitrairement. Représentons, en outre, par P  ce que devient la fonction 
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    1." PARTIE. CHAP. III. au lieu du terme a° b ’  c* ..... g”-' hT' ; et désignons par D  ce que devient alors ïe développement du produit P. La quantité D  aura évidemment, tout comme le produit P ,  la propriété de changer de signet, lorsqu’on échangera entre elles deux des lettres données ,  par exemple ,  les deux lettres^ et b. Il est aisé d’en conclure que la valeur de D  sera réduite à  zéro, si l’on écrit dans tous ses termes la lettre b  à  la place de la lettre a, sans écrire en même temps a  à  la place de b. II en serait de même si l’on écrivait par- tout à  la place de la lettre a  l’une des lettres c .... g, h. Par suite, si , dans le polynôme D, on désigne la somme des termes qui ont aa pour facteur commun par A0a0 ,  la somme des termes qui renferment le facteur a, par A,a ,, &c  ;  enfin la somme des termes qui ont pour facteur par A„_,a„_, ,  en sorte que la valeur de D  soit donnée par l’équation (6) D=Aoa0-hAlal-hA,a1-+-&.c...-+-A„_la;_, , on trouvera, en écrivant successivement dans le second membre de cette équation les lettres b, c... g, h, à  la place de la lettre a, S  o  =  Aob0-t- A, b,-h A  tbx-+- ...-+- A  n_t bn , o  =  A0c0-hA,cl-+-A1ct-i-...-+-A„_l cn_, , \7h &c  1  o  =  AQg„ +  Algx-*-A>gx-*-...-+-A„_lgn_l , \  o  —  A% ha-i-Aihl -\-Athx -+- . . . An_t Digitized by Google
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    80 COURS d’analyse. Supposons maintenant qu’on ajouté membre à membre les équations (4), après avoir multiplié U première par Aa ,  la seconde par A , ,  la troisième par^l, ... la dernière par An_,. On verra ,  dans cette addition, les coefïiciens des inconnues y, z  . . .  u, v disparaitre d’eux-mémes en vertus. des formules (7), et l’on obtiendra définitivement l’équation D  x  —  A  „  k  0-^~ A  l  k , -+-AX & c... -+- A n_ ,  XB_, , de laquelle on conclura „   ^0 *0 -+î^1 A, -+-.<4.^ &c... -H ^  _  /> ’ * .  .  «  *  ’  1 Comme d’ailleurs des deux quantités D  et Aa ka -+- A ,  X, -+-A1 X' t  -t- .... -t- A X„_, 1 la première est ce que devient le développement du produit ; .  . . {b — a)x(c — a) (c — X)x...x(X — a'\(Ji — b)(h — c)...(/i — -g) , lorsque dans ce développement on remplace les exposans des lettres par des indices, et la seconde, ce que devient la quantité D, équivalente- au second membre de la formule (6), lorsqu’on y  substitue la lettre X  à  la lettre a ;  il en résulte que la valeur de x  peut être censée déterminée par l’équation (9) *  =  ’ (  A — A) x  (  c — A) (c — t) x  ...x (  h — A) (A — b  )  (A — c  )  ...( A — g) < (A — a  )  x  (c — a  )  (c— A  )  x ... x  (A — a  )  (  A— A) (  A— c  )...( A — g) ’ pourvu que l’on convienne de développer les deux Digitized by Google
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    I.” PARTIE. CHAP. III. 81 termes de la fraction qui forme ie second membre, et de remplacer dans chaque développement les exposans des lettres par des indices. La valeur que l’équation (p) prise à  la lettre semble fournir pour l’inconnue x, n’étant pas exacte et ne pouvant le devenir que par suite des modifications énoncées, est ce que nous nommerons une valeur symbolique de cette inconnue. La méthode qui nous a  conduits à  la valeur symbolique de x  fournirait également celles des autres inconnues. Pour montrer une application de cette méthode ,  supposons qu’il s’agisse de résoudre les équations linéaires !a0x -+- b0y -+- c0z =  k0 , atx-t-bly-*-ctz =  kl, ax x  ■+■ bx y  -+■ cxz —  kx. On trouvera dans cette hypothèse ,  pour la valeur symbolique de l’inconnue x , fb —  k)(c —  k)(c —  b) v  —  ~(~b —  a  ){c —  a) (  c  —  6) k°b'c *— k°blc'-h k'b'c0— k'b'c'-h k*b°c'— k‘b'c° a0b'c‘^ac,b2c' -t- a’b2c° — a'b°c*-\- a1b'’cl — a'À'c° ’ et par suite, la valeur véritable de la même inconnue sera '  l  "ol>1cx—a!>b1cl-Hilb2c0-a,b0cx-^axb0ct—axblc0 ' Nota. Lorsque, dans les équations (4), on remplace les indices des lettres a,bfc ... g, h, k  par des TOM. 1. F Digitized by Google
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    82 cours d’analyse. exposans, la valeur symbolique de x  donnée par l'équation (9) devient évidemment la valeur véritable ,  et coïncide, comme on devait s’y attendre, avec celle que fournit la formule (3) du §. 1 5. 3.* Des Fonctions homogènes. Une fonction de plusieurs variables x, y, z  . . . est homogène, lorsque, t  désignant une nouvelle variable indépendante des premières ,  le changement de x  en tx ,  de y  en ty, de z  en tz . . .  fait varier cette fonction dans le rapport de l’unité à  une puissance déterminée de t ;  et l’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme le degré de la fonction homogène. En d’autres termes, •  /  (  •*/ y» *  •  •  •  ) sera une fonction homogène du degré a  par rapport aux variables x, y, z  . .. ,  si l’on a, quel que soit t , (1) f{tx, ty, tz ...) =  t*f(x, y, z...). Ainsi, par exemple, x'+xy-hy' ,  1 /(xy), ly—lx, sont trois fonctions homogènes des variables x  et y, la première du second degré ,  la deuxième du premier degré ,  et la troisième d’un degré nul. Une fonction entière des variables x, y, z  ... composée de termes tellement choisis ,  que la somme des exDigitized by Google
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    I.M PARTIE. CHAP. III. 83 posan9 des diverses variables soit la même dans tous les termes, est évidemment homogène. Si, dans la formule (i), on fait t on èn conclura (2) f{x,y,z =  i, -J-, -j ...). Cette dernière équation établit une propriété des fonctions homogènes qu’on peut énoncer de la manière suivante : Lorsqu’une fonction de plusieurs variables x, y ,  z  , . . .  est homogène ,  elle équivaut, au produit de l'une quelconque des variables élevée a  une certaine puissance par une fonction des rapports entre ces mêmes variables combinées deux à  deux. On peut ajouter que cette propriété appartient exclusivement aux fonctions homogènes. Et ,  en effet ,  supposons /’( x, y ,  z  )  équivalente au produit de xa par une fonction des rapports entre les variables x, y, z  combinées deux à  deux. Comme on pourra exprimer tous ces rapports au moyen de ceux qui ont x  pour dénominateur, en écrivant par exemple ,  au lieu de ~ , (-) il en résulte que la valeur de f{x, y, z  ...) sera donnée parune équation de la forme F Digitized by Google
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    84 COURS d’analyse. /(.r, y, z...)=u r- f ...). Cette équation devra subsister, quelles que soient les valeurs de x, y, z  ... ;  et, si l’on y  remplace x  par tx, y  par ty ,  z  par tz . . .  , elle deviendra f{tx, ty, tz ...) =  t*.xa i Par suite ,  on aura ,  quel que soit t ,  dans l’hypothèse admise, f{tx, ty, tz ...) =  t*f{x, y, z  ...); ou ,  en d’autres termes , /(■*> V> z  ) sera une fonction homogène du degré a  par rapport aux variables x, y, z  .... Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CIIAP. IV. 85 CHAPITRE IV. Détermination des Fonctions entières ,  d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. Applications. 5. l.*' Recherche des Fonctions entières d’une seule variable ,  pour lesquelles on connaît un certain nombre de valeurs particulières. Déterminer une fonction d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues , c’est ce qu’on appelle interpoler. Lorsqu’il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables ,  cette fonction peut être considérée comme l’ordonnée d’une courbe ou d’une surface ;  et le problème de F interpolation consiste à  fixer la valeur générale de cette ordonnée, d’après un certain nombre de valeurs particulières ,  c’est-à-dire, à  faire passer la courbe ou la surface par un certain nombre de points. Cette question peut être résolue d’une infinité de manières ;  et en général le problème de l’interpolation est indéterminé. Toutefois l’indétermination cessera, si à  la connaissance des valeurs particulières de la fonction cherchée on ajoute la condition expresse que cette fonction soit entière , et d’un degré tel que le nombre de ses termes devienne précisément égal au nombre des valeurs particulières données. Digitized by Google
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    8G cours d’analyse. Supposons, pour fixer les idées, que l’on considère d’abord les fonctions entières d’une seule variable x. On établira facilement à  leur égard les propositions suivantes. 1. " Théorème. Si une fonction entière de la variable x  s’ évanouit pour une valeur particulière de cette variable, par exemple, pour x—xu, elle sera divisible algébriquement par x — xa. 2. * Théorème. Si une fonction entière de la variable x  s'évanouit pour chacune des valeurs de x  comprises dans la suite ■^oi » n  désignant un nombre entier quelconque ,  elle sera nécessairement divisible par le produit (x-xf) (x .r, )  (x-xj . . .  {x-xn_t). Soient maintenant 
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    I.“ PARTIE. CHAP. tV. -  87; pas n —  i  ,  mais qui ,  s’évanouissant pour chacune des valeurs de x  ci-dessus mentionnées, serait pourtant divisible par ie produit {x—x0){x—xt) (x—x>) . .  :  (x—x^), c’est-à-dire, par un polynôme du degré n; ce qui est absurde. On serait assuré à  fortiori de l’égalité absolue des deux fonctions et ^(.r), si l’on savait quelles deviennent égales entre elles pour un nombre de valeurs de x  supérieur à  n. On peut donc énoncer le théorème suivant. 3. ' Théorème. Si deux fonctions entières de la variable x  deviennent égales pour un nombre de valeurs de cette variable supérieur au degré de chacune des deux fonctions ,  elles seront identiquement égales ,  quel que soit x. On en déduit comme corollaire cet autre théo-r rème : ( 4. * Théorème. Deux fondions entières de la variable x  sont identiquement égales toutes les fois qn elles deviennent égalés pour des valeurs entières quelconques de cette variable, ou même pour toutes les valeurs entières qui suipassent une limite donnée. Dans ce cas, en effet, le nombre .des valeurs do x ,  pour lesquelles les deux fonctions deviennent égales, est indéfini. Il suit du théorème 3  .* qu’une fonction entière u  du degré n —  1  sera complètement déterminée , si l’on connaît ses valeurs particulières Digitized by Google
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    8S i cours d’analyse. M„ ,  H, U  ... U i  i  n—i correspondantes aux valeurs o  >  ^  •  •  •  JT 1  1  a  /f—r de la variable a*. Cherchons dans cette hypothèse la valeur générale de la fonction u. Si l’on suppose d’abord que les valeurs particulières i/0, ut ... un se réduisent toutes à  zéro, à  l’exception de la première ua, la fonction?/, devant alors s’évanouir pour. r=x, , pour x=zxx, &c. .... enfin pour x=xa_t ,  sera divisible par le produit (x —  xt)(x —  xx) ...(x-x„_,)t et sera par conséquent de la forme U=k{x-xt)(x-xx )  ...(x-x^), le ne pouvant être qu’une quantité constante. De plus, n  devant se réduire à  ua pour x  =  xa ,  on er» conclura 7/„ =  /c(x-xt )  (x0~xj . . .  (x ), et par suite U  =  U  (•r-J.) (* —  ... (x —  ■%_,) °  (•*•.-•*■,) ... De meme, si les valeurs particulières ?/„, « ,  u  ... Ur-T se réduisent toutes à  zéro ,  à  l’exception de la seconde u-x ,  on trouvera U  —  u  -Xgt/O (*-*■)••• (*-*■■-■) . '  (x.~ *o) (■*, —  -rj ... (x,-!,.,) ‘ &C. ... • Digilized by Google
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    / / I."* PARTIE. Cil AP. IV. 89 Enfui ,  si elles se réduisent toutes à  zéro ,  à  l’exception de la dernière u  ,  on trouvera u  —  u  (J~ J°) (* —  J.) ••• (* — ■*•»-») T,). *n-l) En réunissant les diverses valeurs de u  correspondantes aux diverses hypothèses qu’on vient de faire, on obtiendra pour somme un polynôme en x  du degré n —  i  ,  qui aura évidemment la propriété de se réduire à  ua pour x=xot à  ut pour x—xt , &c  à  un_t pour x—xni. Ce polynôme sera donc la valeur générale de u  qui résout la question proposée, en sorte que cette valeur générale se trouvera déterminée pàr la formule _  u  (x — x,) (x —  x,)  (x — °  (x0 —  xj") (x„ —  Xz)  (x„ —  x„_.) -4- u  (x — J0)rx — Jz)  .'(x — x„_,) 1  (x, — x0)(xl — x^).. ..(x, —  x„_,) -+- &c  .  (x —  X„) (x— X,)  (x — X„_J (x,_,-^„)( i,-,-x,)...(x,-I-ïJ On pourrait déduire directement la même formule de la méthode que nous avons employée ci-dessus (chap. III, §. i) pour résoudre dans un cas particulier des équations linéaires à  plusieurs variables ; [voyez à  ce sujet la note V  ]. Si, en désignant par a  une quantité constante, on remplace dans la formule (  i  )  la fonction u  par la fonction u — a, qui sera évidemment de même degré ,  et les valeurs particulières de u  par les valeurs particulières de u — a, on obtiendra l’équation Digitized by Google
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    90 (*) u  —  a=(ua—a) COURS d’analyse. (j — J,) (x— x, j. (x0— jt,)(j0— jr^). &c. .  ,(x —  .t„„ ) •(*<> — —  J1— ,) a) (  *  — *.) (*—*.)  (*—•*»..»? (x «- .  — *■— *) } et, en comparant cette équation à  fa formule (i), on trouvera la suivante (3) I  =  (j — J, )  (x— x,)  (x — x._,) (*o —  *l) (  —  *,)■ •  •( _J_ (x — x„)(x — J,)., .(x — xn_,) (*.— *«) (*.— *2). ••(•*,— ) -+- &C  (x — J°) (J ~  x<)  (* ~  J-,-,) (*—— *o) (*._—*,)• .  ' Cette dernière équation est identique ,  et subsiste quel que soit x. Les équations (i) et (2) peuvent servir l’une et l’autre à  résoudre, pour les fonctions entières, le problème de l’interpolation ;  mais il convient en général de préférer pour cet objet l’équation (2), attendu qu’on peut y  faire disparaître l’un des termes du second membre, en prenant la constante a  équivalente à  l’une des quantités J  ^1 )  •  •  •  • Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de faire passer une droite par deux points donnés. Désignons par xa ,  ya les coordonnées rectangulaires du premier point ,  par xt ,  yi celles du second ,  et Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. IV. 91 par y  l’ordonnée variable de la droite. En remplaçant dans la formule (2) la lettre u  par la lettre y , puis faisant n— 1  ,  et a~y0; on trouvera pour lequation de la droite (4) y-y* =  (yl-y.) -j^rSupposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois points donnés une parabole dont l’axe soit parallèle à  l’axe des y. Nommons a, et yi ,  xi et yt ,  .r3 et y, les coordonnées rectangulaires des trois points. Soit de plus y  l’ordonnée variable de la parabole. En remplaçant toujours ,  dans la formule (2) ,  la lettre u  par la lettre y ,  puis faisant n  =  2 ,  et a— y , on trouvera pour l’équation de la parabole (5) y-y. =  (y.-yO{^$rEï j -(y--y0ft=3£=Sj. ou, ce qui revient au même, (6) y  -y. = [(y. -y) ■+■ [y -y) ^  ]  • Lorsque dans l’équation (  1  )  on prend u  =  xm , (  m  désignant un nombre entier inférieur à  n  ) ,  les valeurs particulières de u  représentées par ua u u u » se réduisent évidemment à /%•» ^  /y* ^  /y» ^  ^ u 1  ;  x  •  •  •  •  0-1 Digitized by Google
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    02 cours d’analyse. On a  donc, pour les valeurs entières de m  qui ne surpassent pas n —  i  , (7) xm =  xm ~ — J-' ) X *  (  J— j0)(j— xa)....(x — J.-, ) (xi ■ro)('ri ïl)» »  •  <(^| xn— 1  ) &c. -+-X (x— - *o) (*— ■ x,)  (J — x»-») n~* (,r a— 1  a*o)CJ:B— 1  X,). •  *(x *— 1  J«-i) Cette dernière formule comprend comme cas particulier l’équation (3). De plus, si l’on observe que chaque puissance de x, et en particulier la puissance xn~' ,  doit nécessairement avoir le même coeflicient dans les deux membres de la formule (7), on trouvera, j.° En supposant m
  
    Page 116
    

  
  
    I.“ PARTIE. CHAP. IV. .  93 H  est bon de remarquer que la formule (8) subsiste dans le cas même où l’on suppose m— o ,  et devient alors (  i  o) o  =     ' V  '  -  (x0-xt)(x0—x1)...(x0-x„_l) I ■  1  ~  (x, — X0)(*,— T,). X,_.) -+- &c  $. 2/ Détermination des Fonctions entières de plusieurs variables ,  d'après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues. Les méthodes par lesquelles on détermine les fonctions d’une seule variable ,  d’après un certain nombre de valeurs particulières supposées connues, peuvent être facilement étendues ,  comme on va le voir, aux fonctions de plusieurs variables. Considérons d’abord, pour fixer les idées, des fonctions de deux variables x  et y. Soient ( x ,  y), •^/(x, y), deux semblables fonctions, l’une et l’autre du degré n —  1  par rapport à  chacune des variables, et qui deviennent égales entre elles ,  toutes les fois qu’en attribuant à  la variable x  une des valeurs particulières * X  .  X .  *  X  .... JT O  1  !  >  X  *  ft—t on attribue en même temps à  la variable y  l’une des suivantes y.» y, »  y, •••• y,-,Digilized by Google
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    94 cours d'analyse. Cp(.r0, y), 7j) seront deux fonctions de la seule variable y ,  qui deviendront égales entre elles pour n  valeurs particulières de cette variable. Par suite, (en vertu du 3.® théorème, §. i.*r), ces deux fonctions seront constamment égales ,  quel que soit y. On aura donc identiquement <î> (•*•<>, y) =  +  (•*.. y)On trouvera de même >(•*. »  y) =  +  (■*. *  y)* (•**» y) =  4> (■*■.. y). &c  y) = y)D’ailleurs, les premiers membres des n  équations précédentes sont autant de valeurs particulières de la fonction y) dans le cas où l’on y  considère x  seul comme variable ;  et les seconds membres représentent les valeurs particulières correspondantes de l'a fonction y ). Les deux fonctions (*/ y). +  (*/ y) » lorsqu’on y  attribue à  y  une valeur constante choisie arbitrairement, deviennent donc égales pour n  valeurs particulières de x; et, comme elles sont toutes deux du degré n  —  1  par rapport .à x, il en résulte quelles resteront égales, non-seulement pour une valeur quelconque attribuée à  la variable y , mais encore puur une valeur quelconque de x. On serait assuré, a  fortiori, de légalité absolue des Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. IV. 95 deux fonctions y), y), si l’on savait quelles deviennent égales toutes les fois que les valeurs des variables x  et y  sont respectivement prises dans deux suites composées chacune de plus de n  termes différens. On peut donc énoncer la proposition suivante. 1 . " Théorème. Si deux fonctions entières des variables x  et y  deviennent égales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont respectivement prises dans deux suites qui renferment l’une et l’autre un nombre de termes supérieur aux exposons les plus élevés de x  et de y  dans ces mêmes fonctions ,  elles seront identiquement égales. On en déduit, comme corollaire, cet autre théorème : 2. ' Théorème. Deux fonctions entières des variables x  et y  sont identiquement égales ,  toutes les fois qu’elles deviennent égales pour des valeurs entières quelconques de ces variables ,  ou même pour toutes lés valeurs entières qui surpassent une limite donnée. Dans ce cas ,  en effet ,  le nombre des valeurs de x  et de y  pour lesquelles les deux fonctions deviennent égales est indéfini. II suit du théorème i ." que ,  si la fonction 
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    96 cours d’analyse. ■r0 ,  X  ,  x  . ... x  , 07 I  ’  X  fi—t 7 on prend en même temps pour valeur de y  Tune des suivantes y.» y.» y .  ••• y„_,Dans la même hypothèse, la valeur générale de la fonction pourra être facilement déduite de la formule^) du paragraphe précédent.. En effet, si .l’on remplace dans cette formule u  par < p(.r, y), on en tirera (■) (<**> y) y) ’îk.y) (*o— r.)(x0-of»)....(x0-J„_,; O— -O (*—*.)  (*— . g,-,). &c. .  . . (j — Jc) (J— JT.)  Q— T,./ .  v* i*— --i-* -  t  \ . ™  v  «-> ’  » et l’on aura de plus ,  en désignant par m  un des nombres entiers i  ,  2  ,  3  .... 7* —  i  , f*J(x v)= (r v  \ l™ m>yt (yo— i u)(.y„— y  i). ..(y „—!!»_,) ^  m> J°> (y— y°)(y— yQ  (y— ?/„_,) (y--yo)(y.-y>).--(y>-y,-,) &c. . .  . (2) V :) (y— y°) (y— y-) — (y— y„-,) ./ \ (y„-,-"ÿo)(y„-,-y,)-(y„-1-y,_J vl^y»-. r On conclura immédiatement des deux équations qui précèdent la valeur générale de [image: Image 103]
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    98 COUR» d'analyse. qu’on obtiendrait en prenant pour premier facteur la somme des variables données, savoir, x  -+- y  -+- z  -t- kc. . . . Si Fon réduit toutes les variables à  deux ,  le problème qu’il s’agit de résoudre pourra s’énoncer comme il suit. , l.er Problème. Exprimer le produit (i) {x+y) {x-*-y — i) (x+y~2)...(x+y~n-hi) , dans lequel n  désigne un nombre entier quelconque , par le moyen des produits suivons x(x —  i  )  (u: —  2  )’. . .  (r-B+i), y  (y -  *) (y-2)... (y-»r^ i), et de tous ceux qu'on petit en déduire ,  en changeant seulement la valeur de n. Solution. Pour résoudre plus facilement la question précédente ,  supposons d’abord que x  et y  soient des nombres entiers égaux ou supérieurs à n. Alors le produit (i) ne sera autre chose que le numérateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons possibles de x-t-y lettres prises n  à  n ,  puisque ce nombre est précisément (g +  y) (g +  y  —  i)(T-4-y —  i)...(x-+-y —  n+\) 1.1.3  n Cela posé, concevons que, les lettres a, b ,  c, ... p, q, r  ... étant en nombre égal à  x-+-y, on les divise en deux Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CHAP. IV. 99 groupes ,  de teüe manière que les lettres a, b, c  ... du premier groupe soient en nombre égal à  x ,  et les lettres/», q, r  ... du second groupe en nombre égal à  y. Parmi les combinaisons formées avec ces différentes lettres ,  les unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier groupe. Le nombre des combinaisons de cette espèce sera *(*— f  )  (x— — i) 1.2. 3... K D’autres renfermeront n  —  1  lettres prises dans le premier groupe ,  et une lettre prise dans le second. On déterminera facilement le nombre des combinaisons de cette seconde espèce, et l’on verra qu’il est égal à „  j(x-i) (i-i).„(i-ii +  i) y_ 1.2.3    1  1 On trouvera de même pour le nombre des combinaisons qui renferment n —  2  lettres prises dans le premier groupe, et deux lettres prises dans le second, *(*-') (* —  »)... (x-w +  3) .  y(y- Q  . 1.1.3... .(« —  a  )  *  i .  i &c. enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferment seulement des lettres prises dans le dernier groupe, y  (  y  -  '  )  (y— O  —  C  y  —  *  -n ) i . 2 .3 ... .n La somme des nombres des combinaisons de chaque espèce devant reproduire le nombre total des combinaisons des x-*-y lettres données prises n  à  », on en conclura G* Digitized by Google
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    COURS d’analyse. C-r-t -y) {x +  y— ')  (i +  y-n+i) i.i.j  n x  (x— i). .  .(x— n+i) x  (x— i)..,(x— n-j-x) y 1.2.3...» 1.2. 3.. .(n— 1  )  *  1 ■+■ *-(*~ ')•• .iSïulL &c. 1.2.3^. .(n — 2) 1  .  2 y(y— ’)■ .  .(y— «+2) (  y  (y— >). .  .(y-*-n) 1  '  1 . 2.3 . . .(»— 1) 1.2.3...» L équation précédente, étant ainsi démontrée pour le cas où les variables x  et y  obtiennent des Valeurs entières supérieures à  n ,  subsistera, en vertu du 2.° théorème [§. 2], pour des valeurs quelconques de ces variables ;  et la valeur du produit (  1  )  tirée de la même équation sera (ï+y) (x-t-y —  1  (x-t-y — n-3-i) ff Q —  x  (x— 1). . .  .(x— n-H) H  x  (x~i). . .  .(x— n+2).y -+- üiü — il x(x— i)....(x —  »  +  3).y (y— 1) 4-&c... 1  •* » -+■ —  *.y(y+0----(y-n+î) -t-y (y— 0 — (y— »+i). ,  Corollaire i.,r Si dans l’équation (2) on remplace x  par — x  et y  par — y ,  on obtiendra la suivante (x-+-y) (x-t-y-t-i)  (x +  iM-n —  i) 1.2.3....» x  (x+i) . . . (x+n— I )  ^  x  (x+i). .  .(x-hi— 2) y 1.2.3...» 1.2.2... (» —  1  )  *  1 x  (x-<- |). .  ,(x+n — 3  )  y  (y+i) I  .2. 3  .  ..(»— 2) "  1.2 f_ y  ■  ■(y+n—1) ,  y(y+0---(y+”— ■) I  *  1 .2.3 . . .(» —  l) 1.2.3...» 1 t Digitized by Google
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    I.” PARTIE. CHAP. IV. 101 Corollaire 2.* Si dans i’équation (2) on remplace x  par —  et y  par —  ,  on trouvera (î): (  g  4- y  )  (x +  ÿ-i).,...(f +  ÿ-in+i) 2,4.6....(2«)   x(x— 2)...(x— 2«-+-î) x(x— 2). ..(x— 2rt+4) y 2. 4-6.. .(in) .2:4-6. .  .(zn — 2) '  1 -+- &C   **v • y  (y— 0- •  .(y— 2*1+4) y  (y— 2). .  .(y— 2 »-t-2) 2  2  . 4 ■ 6 . . . ( 2  n — 2 )  2.4.6. .'(an) Corollaire y‘ En développant les deux membres de 1  équation (2) ,  et ne conservant de part et d’autre que les termes dans lesquels la somme des exposans des variables est égale à  n, on obtiendra la formule (x +  y)« _ i  .  2  •  3  •  • .n (6) 1  .2.3...» .2. }...(«— 1) i  .  2 . 2 .  (  n  —  2) -+- &C. .  .  .  ' '  1  #  1 .2. 3  . .  .(n— 1) .  1.2.3...» La valeur de (  x-+-y)n tirée de cette dernière formule est précisément celle que fournit le binôme de Newton. ...■■• Les formules qu’on vient d’obtenir peuvent être facilement étendues au cas où l’on considère plus de deux variables ;  et la méthode qui nous a  conduits à  la solution du premier problème se trouve également applicable à  la question suivante : 2.' Problème, x, y, z  ... désignant des variables en nombre quelconque, exprimer le produit Digitized by Google
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    102 cours d’analyse. (x+y+z ...) (a-f-y-M... —  i) (x+y+i .  .  (jr-f-y-*-* n+0 f  < en fonction des suivans x(x —  1) [x —  2) • . .  (x —  n-H 1) , z{z —  1) (z —  2) ... [z — »+l), &c  et de tous ceux qu’on peut en déduire, en changeant la valeur de n. On commencera par résoudre le problème dans le cas où x, y, z  . . .  désignent des nombres entiers supérieurs à  n, en partant de ce principe, que la fraction (x+y+z .  ■ . )  (g+y-M ... —  1) {z+y+z (j+y+z , , ,  — «+ 1  ) 1.2.3....» est égale au nombre des combinaisons que l’on peut former avec x-^-y-^-z . . .  lettres prises n  à  n. Puis, on passera au cas où les variables x ,  y ,  z  ... deviennent des quantités quelconques ,  en s’appuyant > sur le 3.' théorème du §. 2. Lorsque l’on aura ainsi démontré la formule qui résout la question proposée, on en déduira sans peine la valeur de la puissance ,  (j’ +  y  +  ï...)'. On y  parviendra, en effet, en développant les deux membres de la formule trouvée ,  et ne conservant de part et d’autre que les termes dans lesquels les exposans reunis des variables x,y, z  . . .  forment une somme égale à  n. / Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. V. 103 CHAPITRE V. Détermination des Fonctions continues d’une seide variable propres a  vérijier certaines conditions. J. 1.*' Recherche d’une Fonction continue formée de telle manière que deux semblables Fonctions de quantités variables, étant ajoutées ou multipliées entre elles ,  donnent pour somme ou pour produit une Fonction semblable de la somme ou du produit de ces variables. Lorsque, au lieu de fonctions entières, on considère des fonctions quelconques, dont on laisse la forme entièrement arbitraire, on ne peut plus réussir à  les déterminer d’après un certain nombre de valeurs particulières, quelque grand que soit ce même nombre ;  mais on y  parvient quelquefois dans le cas où l’on suppose connues certaines propriétés générales de ces fonctions. Par exemple ,  une fonction continue de x, représentée par cp (.r) ,  peut être complètement déterminée, lorsqu’elle est assujettie à  vérifier ,  pour toutes les valeurs possibles des variables x  et y ,  l’une des équations (i) = (a) <î>(*+-y) =  (•*) x  
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    104 cours d’analyse. des mêmes variables, l’une des équations suivantes (3) 

     (4) 
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    I.“ PARTIE^ CHAP. V. 105 fractionnaire ou même par un nombre quelconque fx, on fera, en premier lieu,. m  et n  désignant deux nombres entiers ;  et l’on en conclura .  n  £  —  m  au , n  .   (C) =  m .  (£) =  (-£*) =  T-
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    106 COUR» d’analyse. géra fx en — jx. En d’autres termes ,  on aura., pour des valeurs quelconques positives ou négatives de la variable x , (6) 

    (*), de manière quelle reste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que ion ait pour toutes les valeurs réelles des variables x  et y Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. V. 107 (2) Cî>(x) .  <î>(y). Solution. Il est d’abord facile de s’assurer que ta fonction 
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    108 COURS d’analyse. p  m fc =    Ct y n ni et n  désignant deux nombres entiers ;  et Ton en conclura nC =  met , [>(£)]” =  [ (*)]'• \ Si maintenant on prend (!)]'. et par suite, en faisant converger /x vers la limite zéro ,  (°) =  *• I D’ailleurs ,  si dans l’équation (2) 011 pose x  —  /x, y= — /x ,  on en conclura (-/*) =  7& =  [[image: Image 112]
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    1.®“ PARTIE. CHAP. V. 109 (9) Cp(o?) =  [<^(0']"11 suit de Iequation (9) que toute fonction cp (x) propre à  résoudre le second problème est nécessairement de la forme (10) q>(x) —  Ax, A  désignant une constante positive. J’ajoute qu’on peut attribuer à  cette constante une valeur quelconque entre les limites o  et 00 .  En effet ,  pour toute valeur positive de A ,  la fonction Ax reste continue depuis x=. —  00 jusqu’à x  —  -±- 00 ,  et l’équation Ax+> =  Ax .  A> est identique. La quantité A  est donc une constante arbitraire qui n’admet que des valeurs positives. Nota. Qn pourrait arriver très-simplement à  l’équation (9), de la manière suivante. Si l’on prend les logarithmes des deux membres 3e l’équation (2 )  dans un système quelconque, on trouvera L<ÿ{x y) =  L  cp ( x) -h L<$ (y) : et l’on en conclura [voyez le 1  .e‘ problème] Lq>(x) =  x  .  Lcp(i) , puis, en repassant des logarithmes aux nombres , 
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    110 COURS d'analyse. positives quelconques de la variable x ,  et que t on ait, pour toutes les valeurs positives des variables x  et y , (3) 9(*y)‘= (*)-♦- 9  (y)Solution. II serait facile d’appliquer à  la solution du 3  .* problème une méthode semblable à  celle que nous avons employée pour résoudre le premier ;  mais on arrive plus promptement à  la solution cherchée , en mettant l'équation (3), ainsi qu’on va le faire, sous une forme analogue à  celle de réquation (1). Si Ton désigne par A  un nombre quelconque, et par L  la caractéristique des logarithmes dans le système dont la base est A, on aura ,  pour toutes les valeurs positives des variables x  et y , r  =  A  X  ,  y  =  AL\ en sorte que l’équation (3 )  deviendra Comme ,  dans cette dernière formule ,  les quantités variables Lx ,  Ly admettent des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables x  et y, 

    -q(A'). On en conclura [voyez le 1  .er problème ,  équat. (6)] q>(Ax) =  x<ç(A‘) as x< p(A)> \ Digitized by Google
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    I.m PARTIE. CHAP. V. 111 et par suite < }  [ALx) =  Q{A).Lx , ou, ce qui revient au même, *  («O Q{x) =  Q{A).Lx. II suit de la formule (11), que toute fonction <}>(x), propre à  résoudre le 3.* problème, est nécessairement de la forme (12) <|> (x) =  aL[x), a  désignant une constante. II est d’ailleurs aisé de s’assurer, 1 que la constante a  demeure entièrement arbitraire, 2. 0  qu’en choisissant Convenablement lenombre A, qui est lui -même arbitraire, on peut la réduire à  l’unité. 4.* Problème. Déterminer la fonction 
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    112 COURS d’analyse. Comme, dans cette dernière équation, les quantités variables L[x) ,  A  (y), admettront des valeurs quelconques positives ou négatives, il en résulte qu’on aura, pour toutes les valeurs réelles possibles des variables .r et y , > (Ax*J,)=
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    I." PARTIE. CH AP. V. 113 une constante arbitraire a  ou On doit en conclure qu'il y  a  une grande différence entre les questions où il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines quantités, et les questions dans lesquelles On se propose de découvrir la nature inconnue de certaines fonctions d’après des propriétés données. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantités inconnues se trouvent finalement ex,  primées par le moyen d’autres quantités connues et déterminées ,  tandis que dans le second cas les fonctions inconnues peuvent ,  comme on le voit ici , admettre dans leur expression des constantes arbitraires. J. 2.c Recherche d’une Fonction continue formée de telle manière qu’en multipliant deux semblables Fondions de quantités variables ,  et doublant le produit ,  on trouve un résultat égal à  celui qu’on obtiendrait en ajoutant les Fonctions semblables de la somme et de la différence de ces variables. Dans chacun des problèmes du paragraphe précédent ,  l’équation à  résoudre renfermait ,  avec la fonction inconnue 

    (y) et ou Nous allons maintenant nous proposer un nouveau problème du même genre ,  mais dans lequel l'équation de condition, que la fonction doit vérifier, renferme quatre fonètions semblables au lieu de trois. Voici en quoi il consiste. TOM. 1 .  K Digitized by Google
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    114 cours d'analyse. Problème. Déterminer la fonction  (x) de manière qu elle veste continue entre deux limites réelles quelconques de la variable x, et que Ion ait ,  pour toutes les valeurs réelles des variables x  et y , ( ,  )  
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    115 I.“ PARTIE. CHAP. V.  (et) =  cos. 0. De plus ,  si ,  dans lequation (  i  )  mise sous ïa forme  (y) -   (y-*) , on fait successivement X  —  Ct , y  = x  =  et , y  ~  0.0, x  —  et , y  ~  3
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    116 cours d’analyse. *  À _  1+cos. 9   r  IÛT*. dKt*)] = — i — = — i — =Lcos-iej ; puis ,  en extrayant les racines positives des deux membres, et observant que les deux fonctions 
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    I.” PARTIE. CH AP. V. 117 pour en déduire celle de O  ^-^-ec^ ,  comme on a opéré sur la valeur de Cp (et) pour en déduire celle de 
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    118 cours d’analyse. limites o  et i  .  Supposons maintenant cette même quantité supérieure à  l’unité. Il est facile devoir que, dans cette seconde hypothèse ,  on pourra satisfaire par une valeur positive de »• à  lequation (*) =  T  (r‘ +  t)* II suffira, en effet, de prendre r  =  (*)•+■ {[(*)]*- 1  r* Cela posé ,  si dans l 'équation (  1  )  on fait successivement X  —  ot , y  == at, x  —  au , y y  =  2cl X  —  et , &c   y  =  3* on en déduira l’une après l’autre les formules (* <*■) =  4-(r-t--7')’ -  '  =-r (r‘+>) • (  3  *) =  ■ T  (r +  t) (r‘ *  ■ 7-) -  T  (r *t) (4») =T (r+7-) (r' +  -^)-T (r’ =  T  (r'+-pr)' &C  , et en général ,  m  désignant un nombre entier quelconque, . Digitized by Google
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    '  1." PARTIE. CHAP. V. 119 =  T J’ajoute que la formule 

    (■*) reste positive entre les limites x—o, x-a-, on trouvera De même ,  si dans l’équation (  t  )  on fait x  —  ^cl, y  —  \a' ' on en tirera rtr,,,. »(•)**(!•)_> +AÈ±LÏ1 . [^ [♦**') J  =  I    I Digitized by Google
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    120 COURS d’analyse. puis ,  en extrayant de part et d’autre ies racines positives , «Kî*) =i(?'î +  r_ï). Par des raisonneraens semblables ,  on obtiendra successivement les formules (?*) =  7  *), ^  (t7 ^  == T  (r ~ ^  ^  , &c. .  .  .  , et en général ,  n  désignant un nombre entier quelconque , (-7T*)=t (r'n+r *"). Si l’on opère sur la valeur précédente de auj , pour en déduire celle de  (  et) ,  comme on a opéré sur la valeur de (/**) =  7  (r*-Hr~*)Digitized by Google
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    121 I." PARTIE CH AP. V. De plus ,  si dans la formule (  i  )  on fait x  —  fx(.r) =  cos.ax , (9) Q{x) =  {(Ax +  A~*). Si donc l’on désigne par a  une quantité constante , et par A  un nombre constant, toute fonction [image: Image 124]
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    122 cours d’analyse. qu’on vient de rapporter. II est d’ailleurs facile dé s’assurer que les valeurs de <|>(.r) fournies par les équations (8) et (9) résolvent la question proposée , quelles que soient les valeurs attribuées à  la quantité a  et au nombre A. Ce nombre et cette quantité sont donc deux constantes arbitraires ,  dont l’une ne peut admettre que des valeurs positives. D’après ce qu’on vient de dire, les deux fonctions cos. a.t, Ÿ  (Ax •+■ A~x) , ont la propriété commune de satisfaire à  féquation (1), ce qui établit entre elles une analogie remarquable. L’une et l’autre de ces deux fonctions se réduisent encore à  l’unité pour x=o. Mais une différence essentielle entre la première et la seconde , c’est que la valeur numérique de la première est constamment au-dessous de la limite 1 ,  lorsqu’elle n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la même hypothèse ,  la valeur numérique de la seconde est constamment au-dessus. Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CHAP. VI. 123 CHAPITRE VL Des Séries convergentes et divergentes. Règles sur la convergence des Séries. Sommation de quelques Séries convergentes. J. 1." Considérations générales sur les Séries. On appelle série une suite indéfinie de quantités u0, u, y  u, ,  ui ,  &c. . . . qui dérivent les unes des autres suivant une loi déterminée. Ces quantités elles-mêmes sont les différens termes de la série que l’on considère. Soit i„=a0 +  u, +  «1+ . . la somme des n  premiers termes ,  n  désignant un nombre entier quelconque. Si, pour des valeurs de n  toujours croissantes ,  la somme s„ s’approche indéfiniment d’une certaine limite s, la série sera dite convergente ,  et la limite en question s’appellera la somme de la série. Au contraire ,  si ,  tandis que » croît indéfiniment ,  la somme sn ne s’approche d’aucune limite fixe, la série sera divergente ,  et n’aura plus de somme. Dans l’un et l’autre cas, le terme qui correspond à  l’indice n, savoir u„, sera ce qu’on nomme le terme général. II suffit que l’on donne ce Digitized by Google

    [image: Image 126]
  

  
    Page 147
    

  
  
    124 cours d’analyse. terme général en fonction de l’indice n, pour que la série soit complètement déterminée. L’une des séries les plus simples est la progression géométrique i  ,  x ,  x* ,  x3 ,  &c. . .  . qui a  pour terme général x” ,  c’est-à-dire, la puissance n.me de la quantité x. Si dans cette série on fait la somme des n  premiers termes, on trouvera 1  -+- X  H- X* -+- .  .  .  -H Xn~ '  —  — - — I  — X et, comme pour des valeurs croissantes de n  la valeur numérique de la fraction converge vers la limite zéro ,  ou croit au -  delà de toute limite , suivant qu’on suppose la valeur numérique de x inférieure ou supérieure à  l’unité ,  on doit conclure que dans la première hypothèse la progression i  ,  x, x1 ,  x3, &c. . . . est une série convergente qui a  pour somme -  , tandis que dans la seconde hypothèse la même progression est une série divergente qui n’a plus de somme. D’après les principes ci-dessus établis ,  pour que la série (i) Wo, U[ ,  U ,  ... U  n  f  Uj+i ,  &c. ... soit convergente ,  il est nécessaire et il suffit que des valeurs croissantes de n  fassent converger indéfiniment la somme » Digitized by Google
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    1." PARTIE. CHAP. VI. 1*25 S„ U0 -+• U, -+- ux -+- &c  -+vers une limite fixe s  :  en d’autres termes, il est nécessaire et il suffit que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes S  n> &  n+x »  ^n+1 »  ^■c  diffèrent de la limiter, et par conséquent entre elles, de quantités infiniment petites. D’ailleurs, les différences successives entre la première somme s„ et chacune des suivantes sont respectivement déterminées par les équations —S« =  U„, Sn+x —  S„ =  U„ -+- U„^ , ««♦3 —  S« =  U„ -H Ù„+, H- , &C  Donc, pour que la série (i) soit convergente, il est d’abord nécessaire que le terme général u„ décroisse indéfiniment ,  tandis que n  augmente ;  mais cette condition ne suffit pas ,  et il faut encore que ,  pour des valeurs croissantes de n, les différentes sommes u n H- U «+-x y Un Un+i > &C  c’est-à-dire ,  les sommes des quantités ^ rt >  i-t-i >  t  &C. .  .  .  ' Digitized by Google
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    126 cours d’analyse. prises ,  à  partir Je la première ,  en tel nombre que l’on voudra, finissent par obtenir constamment des valeurs numériques inférieures à  toute limite assignable. Réciproquement ,  lorsque ces diverses conditions sont remplies ,  la convergence de la série est assurée. Prenons pour exemple la progression géométrique (2) I  ,  X, X1 ,  X3 ,  &c  Si la valeur numérique de x  est supérieure à  l’unité , celle du terme général x" croîtra indéfiniment avec n, et cette seule remarque suffira pour constater la divergence de la série. La série sera encore divergente ,  si l’on suppose x  —  ±  1  ,  parce qu’alors la valeur numérique du terme général x ", se réduisant à  l’unité, ne décroîtra pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numérique de x  est supérieure à  l’unité, les sommes des termes de la série pris à  partir de xn en tel nombre que l’on voudra, savoir, ». * x", ,  x” -h Xn*' =  X ”  --~.f •  1    X  1 x "  -+- x”*1 -+- Xn*x —  xn —  j3 . 1    X  1 &c  se trouvant toutes comprises entre les limites chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. VI. 127 valeurs de n  infiniment grandes ;  et par suite la série sera convergente ,  ce que l’on savait déjà. Prenons pour second exemple la série numérique (3) l &c. Le terme général de cette série, savoir, --A- décroît indéfiniment à  mesure que n  augmente ,  et cependant la série n’est pas convergente ;  car la somme faite du terme ■  n  -  et de ceux qui le suivent jus» qu’au terme inclusivement, savoir, ii ii — —  -H — — —  ....-+-  ‘ —  -I-   , n  -+- i  n  -+- 2  i  n  —  i  i  n  ’ > reste constamment supérieure, quel que soit n, au produit i «  I n  x    —  —  ; •  2  n  î  ’ et par suite ,  cette somme ne décroît pas indéfiniment pour des valeurs croissantes de n ,  ainsi que cela aurait lieu si la série était convergente. Ajoutons que ,  si l’on désigne par sn la somme des n  premiers termes de la série (3) ,  et par 2” la plus haute puissance de 2  renfermée dans n  + 1  ,  on trouvera 1  +-7 +  Ï -+-... H   — >  1  -+-T n  + 1  *  ' > ■Kl (2 et à  fortiori %  ’  -h 2 Digilized by Google
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    128 V cours d’analyse. i«>I+î + — fm 2 On en conclura que la somme#, croît indéfiniment avec le nombre entier m, et par conséquent avec n, ce qui est une nouvelle preuve de la divergence de la série. Considérons encore la série numérique , (4) &c... Les termes de cette série qui occupent un rang su périeur à  n, savoir,  :    !   &c # ’  i .  i .  j  ...n(n-H) ’  i  .a.j...n(n+i)(îi+z) ’  "  ’ seront respectivement inférieurs aux ternies correspondans de la progression géométrique 1.2.3. V &C.... Par suite ,  la somme des premiers ternies pris en tel nombre que l’on voudra sera toujours inférieure à la somme des termes correspondans de la progression géométrique, qui est une série convergente, et à  plus forte raison ,  à  la somme de cette progression, c’est-à-dire, à Il II 1  .  2 . 3  . .  .n 1  —  l  1.2.3... (n —  1  )  *  n  —  1 Comme cette dernière somme décroît indéfiniment à  mesure que n  augmente, il en résulte que la série (4) est elle -même convergente. On est convenu Digitizèd by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. VI. 129 de désigner par la lettre e  la somme de cette série. En ajoutant les n  premiers termes ,  on obtiendra pour valeur approchée du nombre e i  i  i  > 4i i.i 1.2.5 »  *2. 1) et, d’après ce qu’on vient de dire, l’erreur commise sera inférieure au produit du n.mt terme par ■  . Ainsi ,  par exemple ,  si l’on suppose n  =  1 1  ,  on trouvera pour la valeur approchée de e (5) 6  =  2.7182818  ; et l’erreur commise dans cette hypothèse sera inférieure au produit de la fraction  — - ~ — 5  *  1.2.3.4.5.0.7.8.9.10 par c’est-à-dire, à  en sorte qu’elle n’altérera pas la 7.* décimale. Le nombre e ,  déterminé comme on vient de le dire ,  sera souvent employé dans la sommation des suites et dans le calcul infinitésimal. Les logarithmes pris dans le système qui a  ce nombre pour base s’appellent Népériens ,  du nom de Néper, inventeur des logarithmes, ou hyperboliques, parce qu’ils servent à  mesurer les div erses parties de l’aire comprise entre l’hyperbole équilatère et ses asymptotes. On indique généralement la somme d’une série convergente par la somme de ses premiers termes suivie d’un &c. . . .  Ainsi ,  lorsque la série m0, ut ,  U1 ,  u}  TOM. 1. I Digilized by Google
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    130 cours d’analyse. est convergente ,  la somme de cette série est représentée par n0 +a, +  ul ■+■ u} &c  En vertu de cette convention ,  la valeur du nombre e se trouvera déterminée par F  équation (6) «= =  i-+t.i.i — — :-+-$C...i ët ,  si l’on considère la progression géométrique i  ,  x ,  x* ,  x1 ,  &c. .  . .  , on aura ,  pour des valeurs numériques de x  inférieures à  l’unité , (7) i  or-+-.r*-+-jr3-4-&c  = — '■ — - . 1    X La série 5  «x i  . .  • »  <  *  .  .  *  . étant supposée convergente, si l’on désigne sa sommé par s, et par s„ la somme de ses n  premiers termes, On trouvera S  —  tia-+- ut •+- ux -+- . . .  -+- -+- un -+- -+- &c. . . . z=Sn-+-Un-+-Un^ -H &C  et par suite *  —  sa ='*'«-*- a,+I &c. .. . De cette dernière équation il résulte que les quantités Digitized by Google
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    131 I.*1 PARTIE. CHAP. VI. >  Un +  \  >  ^n+i »  &C. *  •  •  » formeront une nouvelle série convergente dont la somme sera équivalente à  .? —  s„. Si l’on représente cette même somme par r„ ,  on aura *  =  sm -h r„ -, et rn sera ce qu’on appelle le reste de la série (i) à  partir du n.m* terme. Lorsque, les termes de la série (  i) renfermant une même variable x ,  cette série est convergente ,  et ses différens termes fonctions continues de x ,  dans le voisinage d’une valeur particulière attribuée à  cette variable ; r„ et * sont encore trois fonctions de la variable x, dont la première est évidemment continue par rapport kx dans le voisinage de la valeur particulière dont il s’agit. Cela posé ,  considérons les accroissement que reçoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croître x  d’tine quantité infiniment petite et. L’accroissement de s„ sera, pour toutes les valeurs possibles de n, une quantité infiniment petite; et celui de rn deviendra insensible en même temps que r„, si l’on attribue à  n  une valeur très-considérable. Par suite, l'accroissement de la fonction s  ue pourra être qu’une quantité infiniment petite. De cette remarque on déduit immédiatement la proposition suivante. T  .‘r Théorème. Lorsque les différais termes de la série (  i  )  sont des fonctions d’une même variable x , r Digitized by Google
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    / 132 cours d’analyse. continues par rapport a  cette variable dans le voisinage d  une valeur particulière pour laquelle la série est convergente ,  la somme s  de la série est aussi ,  dans le voisinage de cette valeur particulière ,  fonction continue de x. En vertu de ce théorème, ia somme de ia série (2) devra rester fonction continue de ia variable x, entre les limites x=. —  1  ,  1  ;  ce qu’on peut vérifier à l’inspection de la valeur de s  donnée par l’équation   r 1  — x S. 2/ Des Séries dont tous les termes sont positifs. Lorsque ia série (1) ua ,  u„ ux  un, &c  a  tous scs termes positifs ,  on peut ordinairement décider si elle est convergente ou divergente ,  à l’aide du théorème suivant. l.er Théorème. Cherchez la limite ou les limites vers lesquelles converge ,  tandis que n  croit indéjiniment ,  l’ expression (iin) ■  ;  et désignez par k  la plus grande de ces limites ,  ou ,  en d’autres termes , la limite des plus grandes valeurs de l expression dont il s’agit. La série (  1  )  sera convergente ,  si l’on a  k  <  1  ,  et divergente ,  si l’on a  k  >  1 . Démonstration. Supposons d’abord k  <  1 ,  et choisissons à  voionté entre ies deux nombres 1  et k un troisième nombre U, en sorte qu’on ait Digitized by Google
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    133 I." PARTIE. CHAP. VI. k
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    134 cours d’analyse. Oïi pourra donc satisfaire à  fa condition («.)* >  v, ou ,  ce qui revient au même, à  la suivante «„ >  Un , par des valeurs de n  aussi considérables que l’on voudra; et par suite, on trouvera dans la série V o  *  I  1  '  •  •  ;  M'rt+l 1  ^,1+1 *  &-C. .  .  . un nombre indéfini de termes supérieurs aux termes correspondans de la progression géométrique i, U, U\ ... U\ U &c.... Comme cette progression est divergente (à cause de U >  i  ) ,  et qu’en conséquence ses différens termes croissent à  l’infini, la remarque que l’on vient de faire suffira pour établir la divergence de la série (  i  ). Dans un grand nombre de circonstances, on peut déterminer la valeur de la quantité k ,  à  l’aide du théorème 4-* [chap. II, §. 3.c]. En effet, en vertu de ce théorème ,  toutes les fois que le rapport ■~lL convergera vers une limite fixe ,  cette limite sera précisément la valeur de k. On peut donc énoncer la proposition suivante. 2.* Théorème. Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport Un converge vers une limite jixe k ,  la série (  i  )  sera Digitized by Google
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    I,” PARTIE. CHAP. VI. 135 convergente toutes les fois que l’on aura k  <  i  ,  et divergente toutes les fois que l’on aura k  >  i . Concevons, par exemple, que l’on considère la série i  r 1  ’  T*' TT ’ on trouvera i.z.3 1.1.3. &c. . 1.2 .  ^ « _  I  £    I    ^ 1  .2 . 3  . . .  n  (n-t- 1  )  n-H 1  ?  OO et par conséquent la série sera convergente, ce que l’on savait déjà. Le premier des deux théorèmes qu’on vient d’établir ne laisse d’incertitude sur la convergence ou la divergence d’une série dont tous les termes sont positifs ,  que dans le cas particulier où la quantité représentée par h  devient égale à  l’unité. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours facile de décider la question. Toutefois, nous allons démontrer ici deux nouvelles propositions à  l’aide desquelles on peut souvent y  parvenir. *  3e. Théorème. Lorsque dans la série (  1  )  chaque terme est inférieur a  celui qui le précède ,  cette série et la suivante l  # •  (2) Mo, 2  U, 4u}, 8  u7 ,  1,6 «J, &c... sont en même temps convergentes ou divergentes. Démonstration. Supposons d’abord la série (i) convergente, et désignons sa somme par s. On aura Digitized by Google
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    136 cours d'analyse. «„ =  «e, ,  2  U, =  2U' , 4«3 <  2M, +  2Ui , 8«7< 2  -H 2  ttj -+- 2  -+- 2  ll7 y &c. ... ; et par suite, la somme des termes de la série (2), pris en tei nombre que Fon voudra ,  sera inférieure à «0-+-2M,-*-2î<1-+-2«3-+-2M+-r-&C.... =  2  S  —  U,. U  en résulte que la série (2) sera convergente. Supposons ,  en second lieu ,  la série (  1  )  divergente. La somme de ses termes pris en très-grand nombre finira par surpasser toute limite assignable ; et ,  comme on aura a. =  u„ , 2  K, >  U, -+- M, , 4  tt3 >  tt3 -I- -I- U( , 8a7>«7+«!+M)+t<„ +  tt„ +  K,1 +  K,3+B11 , &c. ...» on devra conclure que la somme des quantités «, ,  a ut, 4u} ,  8m7, &c  prises en très-grand nombre finit elle-même par devenir supérieure à  toute quantité donnée. La série (  2  )  sera donc alors divergente ,  conformément au théorème énoncé. Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. VI. 137 Corollaire. Si pour la série (  i  )  on prend la suivante (3) u. désignant une quantité quelconque ,  la série (  2  ) deviendra »  • 2 1-* y 4‘"'\ 8"'1, &c Cette dernière est une progression géométrique , convergente lorsqu’on suppose (a >  1  ,  et divergente dans le cas contraire. Par suite ,  la série (  3  )  sera elle-même convergente, si ja est un nombre supérieur à  l’unité ;  et divergente ,  si l’on a  fA =  1  ou (a <  1 .  Par exemple ,  des trois séries (4) (5) (6) la première sera convergente, et les deux autres divergentes. .  4/ Théorème. Supposons que l’on désigne par L  la caractéristique des logarithmes dans un système quelcompie ,  et que, pour des valeurs croissantes de n, le rapport £(«-) Digitized by Google
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    L38 cours d’analyse. .  converge vers une limite finie k. La série (i) sera convergente ,  si l  on a  k> i  ,  et divergente ,  si l’on a  h  <  i . Démonstration. Supposons d’abord h> i  ,  et choisissons à  volonté entre les deux quantités i  et h une troisième quantité à }  en sorte qu’on ait h  >  a  >  i . Le rapport — -y"nl - ,  ou son é i(v) *(v) L  (« ) finira par être, pour de très-grandes valeurs de n, constamment supérieur à  la quantité a. En d’autres termes, n  venant à  croître au-delà d’une certaine limite ,  on aura toujours ■  ’ J  f  ^  Cl y L(n) ’ ou ,  ce qui revient au même , L(-g)>aL{n) et par suite, —  >  n *  , «_ * < n* Il en résulte que les termes de la série (i) finiront par être constamment inférieurs aux termes corresDigitized by Google
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    I."E PARTIE. CR AP. VI. 1  39 pond uns de la suivante ï  ï  I  I  1  &  * 1  ’  ie ’  3“ ’  4J n“ ’  ^n-t-i)" ’  •  ••• î et, comme cette dernière sera convergente (à cause de a  >  ï  ) ,  on pourra de la remarque précédente conclure a  fortiori la convergence de la série (ï). Supposons, en second lieu ,  h< ï  ;  et plaçons encore entre les quantités ï  et h  une troisième quantité a, en sorte qu’on ait h  <  a  <  ï . On finira par avoir constamment ,  pour de trcsgrandes valeurs de n , <  a , M») ou ,  ce qui revient au même , 1  L(ir)
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    *40 cours d’analyse. de a< i), on pourra de la remarque qu’on vient de faire conclure à  fortiori fa divergence de fa série (i). Etant données deux séries convergentes dont tous les termes sont positifs ,  on peut ,  en ajoutant ou multipliant ces mêmes termes ,  former une nouvelle sérieront fa somme résulte de l’addition ou de là multiplication des sommes des deux premières. Nous établirons à  ce sujet les deux théorèmes suivans : 5.c Théorème. Soient deux senes convergentes ,  qui ,  uniquement composées de termes positifs ,  aient respectivement pour sommes s  et s  : (8) ua-y-v0, U'-hV', ut-hvt ,  ... u„-y-v„ ,  &c... sera une nouvelle série convergente ,  qui aura pour somme s -y- s. Démonstration. Si l’on fait Sn =  «o -+- «, “H -+■ .  .  .  .  -H U„_, , s>* =  v0-*-v, -+- v% -+-  -y- V  ; s„ et s'„ convergeront respectivement ,  pour des valeurs croissantes de n, vers les limites s  et s\ Par suite, sn-y-s' n, c'est-à-dire, la somme des n  premiers termes de la série (8), convergera vers la limite s-y-s'i ce qui suf&t pour établir le théorème énoncé. Digitized by GoogI
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    I."‘ PARTIE. CHAP. VI. l4t 6.e Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, » (m0v0, «,!/ +  «,»„,  (?) * (  U„V n-i- UtV -+- ... +  «,.I»1+«,t|ol «c... .sera une nouvelle série convergente ,  qui aura pour somme ss . Démonstration. Soient toujours sn, s'n les sommes des n  premiers termes des deux séries (7) , et désignons en outre par s" „  la somme des n  premiers termes de la série (5). Si l’on représente par m  le plus grand nombre entier compris dans , c’est-à-dire, ” ~  lorsque n  est impair, et dans le cas contraire ,  on aura évidemment <  («o -I- «, H-. .  )  («o -+-*», -H. ) «t, >  (u0-*-u, (»„+#,+  -ha*)» ou ,  en d’autres termes , s"n <  Sn s'n ^  sm+t s  m+t . Concevons maintenant que l’on fasse croître n  audelà de toute limite. Le nombre croîtra lui-méme indéfiniment ;  et les deux sommes s„, convergeront vers la limite s, tandis que Digitized by Google
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    142 cours d’analyse. et s'm+, convergeront vers ia limite s'. Par suite, les deux produits s„ s'„ ,  sm+, s' ,  et la somme s" „  comprise entre ces deux produits, convergeront vers la limite ss :  ce qui suffit pour établir le théorèm« 6." 5. 3.c Des Séries qui renferment des termes positifs et des termes négatifs. Supposons, que la série (1) ua ,  a,, u  u„, &c  se compose de termes ,  tantôt positifs ,  tantôt négatifs :  et soient respectivement (2) f,y ••••/«> &C. les valeurs numériques de ces mêmes termes, en sorte qu’on ait «o=±fo> Ul =  ±f,, U,_=±ftJ &C.~ La valeur numérique de la somme U„ -H .U, H- Ux .  .  .  -+ne pouvant jamais surpasser fo ■+■ fl ■+* fx -+- •  •  •  •  *+* fn-t » il en résulte que la convergence de la série (2) entraînera toujours celle de ia série (  1  ). On doit ajouter que la série (  1  )  sera divergente ,  si quelques termes de la série (2) finissent par croître au-delà de toute Digitized by Google
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    I.*£ PARTIE. CH AP. VI. LfS ' limite assignable. Ce dernier cas se présente lorsque i les plus grandes valeurs de fn) "  convergent, pour -  des valeurs croissantes de n, vers une limite supérieure à  l’unité. Au contrairp ,  lorsque cette limite devient inférieure à  l’unité, la série (2) est toujours convergente. On peut, en conséquence, énoncer le théorème suivant: 1. " THÉORÈME. Soit f„ la valeur numérique du ternie général vn de la série (  1  )  ;  et désignons par k  la limite vers laquelle convergent ,  tandis que n  croit indéfiniment ,  les plus grandes valeurs de V expression (/„)"• La série [f) sera convergente , si l'on a  k  <  1  ,  et divergente ,  si l’on a  k  >  1 . Lorsque la fraction 'p "  ,  c’est-à-dire, la valeur •j n numérique du rapport ,  convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 4-° théorème fehan. ü,§. 3.*], la Valeur cherchée de k. Cette remarque conduit à  la proposition que je vais écrire. 2. ' THÉORÈME. Si, pour des valeurs croissarttes de n ,  la valeur nutnérique du rapport «n converge vers une limite jixe k, la série (1) sera convergente ,  toutes les fois que l’on aura k  <  1  ,  et divergente ,  toutes les fois que l’on aura k> 1 . Par exemple ,  si l’on considère la série Digitized by Google
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    144 COURS d’analyse. 1  I 1  1  r~ 1   ~ '•*•3 ,  -+-&C. .. , on trouvera =  — -, k  —  — —  =  o  ; uH n  -+- i* ’  OC 7 d’où il résulte que la série sera convergente. Le, premier des deux théorèmes qu’on vient d’établir ue laisse d’incertitude sur la convergence ou la divergence d’une série que dans le cas particulier où la quantité représentée par k  devient égale à l’unité. Dans ce cas particulier, on peut quelquefois constater la convergence de la série proposée, soit en s’assurant que les valeurs numériques de ses différens termes forment une série convergente, soit en ayant égard' au théorème suivant. 3.* Théorème. Si dans la série [ i) la valeur numérique du terme général uH décroît constamment et indéfiniment ,  pour des valeurs croissantes de n, si de plus les différens termes sont alternativement positifs et négatifs ,  la série sera convergente. Considérons, par exe/hple, la série  L  -t-&c..dt — , •  4  7  n  7 :  —  ,  &C. fM-i 7 La somme des termes dont le rang surpasse n, si on les suppose pris en nombre égal à  m, sera dfc/-L  L — i- — L- —  —rr h- &c... dfc— !— V V, »-H »H-i n+3 n+4 n-t-m J Or la valeur numérique de cette somme ,  savoir , Dicjüzod by Google
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    PARTIE. CHAP. VI. 145* • . 1 -  1  . I  I  p  •  I _i_ Ar 0    n+i 71+2 n+3 n+4 I  ; /  *  _  •« \  (. 1  *  v -  &C n+i \»+* «+3/ \  «+4 «+;/ 1  • '  *  1  V  Y  ■  _  *  1  .  ks n n+i n+2 ' y, »+ )  n+4 J  \  n+J étant évidemment comprise entre   et   —   ;  « n  H- i  n  -H i  n  -J- z décroîtra indéfiniment pour des valeurs croissantes de n, quel que soit m, ce qui suffit pour établir la convergence de la série proposée. Les mêmes raisonnemens peuvent évidemment s’appliquer à  toutes les séries de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante , (4) i laquelle, en vertu du théorème 3.% restera convergente pour toutes les valeurs positives de /x. Si dans la série (4) on supprime le signe —  devant chacun des termes de rang pair, on obtiendra la série (3) du §. 2.*, qui est divergente toutes les fois que l’on suppose fx= 1  ou /«.< 1 .  Par suite ,  pour transformer une série convergente en série divergente, ou réciproquement, il suffit quelquefois de changer les signes de certains termes. Au reste, ' cette remarque est uniquement applicable aux séries pour lesquelles la quantité désignée par k  dans le ,2.f théorème se réduit à  l’unité. TOM. 1. K Digitized by Google
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    140 cours d’analyse. Etant donnée une série convergente dont tous les termes sont positifs, on ne peut qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs numériques de ces mêmes termes ,  et changeant les signes de quelques-uns. II est bon d’observer qu’on produira ce double effet, si l’on multiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus ;  et cette observation suffit pour établir la proposition suivante. 4.e Théorème. Lorsque la série if) /o »  /il fi *  ••• fn > uniquement formée de termes positifs ,  est convei'gentc ,  chacune des suivantes j  y>0cos.G0 ,  f  ,006.9, ,  f.cos.ê,, .  . .  f„cos.ô„, &c. . . , l  f0sin.Qo, f.sin.ô, ,  f,sin.9,t ... f„ sin.G„, &C  l’est pareillement ,  quelles que soient les valeurs des arcs 0„, 6,, 9, ... 9„, &c.... •  •  1 Corollaire. Si l’on suppose généralement G„ =  n  G  , 0  désignant un arc quelconque ,  les séries (  5  )  deviendront respectivement foi fi cos. 0  ,  ft cos. 20, ... ^cos.nô ,  &C... , J>, sin.G, y>,sin.20, ...^„sin. «G,- &C  Ces deux dernières seront donc toujours convergentes en même temps que la série (2). Si l’on considère à-Ia-fois deux séries dont chaDigifeed by Google
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    I." PARTIE. CHAP. VI. 147 cime renferme des termes positifs et des termes négatifs, on démontrera facilement à  leur égard les théorèmes 5.' et 6.' du second paragraphe ,  ainsi qu’on va le faire voir. 5.e Théorème. Soient ,  .  ,  > (7) S i «o, »  w, ,  .  .  .  . v, ,  v. ,   &C  , ,  &C. .  .  .  , deux séries convergentes qui aient respectivement pour sommes s  et s  ; (8) w0-t-v0 ,  u,- i-w, ,  ,  . . .  ult-+-v„ ,  &c. . sera une nouvelle série convergente, qui aurapour somme s-i-s. '  Démonstration. Si Ion fait s  „  =  U, U, -h ux -H. -+■ ; et s'„ convergeront respectivement ,  pour des valeurs croissantes de n, vers les limites s  et s'. Par suite ,  s„-i-s'„, c’est-à-dire ,  la somme des n  premiers termes de la série (8) convergera vers la limite s-i-s; ce qui suffit pour établir le théorème énoncé. 6.e Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, si chacune des séries (7) reste convergente ,  lorsqu’on réduit ses diffërens termes a  leurs valeurs numériques , 7  .  \  uava y  U'V'-i-u, v,-hV,V0 ,,  . (9) < ( ... u.V'-Ht, Vi-ï&nV,', &c... Digitized by Google
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    148 cours d’analyse. sera une nouvelle série convergente ,  qui aura pour somme ss . Démonstration. Soient toujours s„, s  n  les sommes des n  premiers termes des deux séries (y) , et désignons en outre par s"„ la somme des n  premiers termes de la série (9). On trouvera S'n ~  V„_, -H ( Un_ V„_% -+- U„_> V„_) -4- ... (un_, v, -4- u„_t e,-+- ... -+- V„_t -H U, De plus, le théorème 6.e ayant été démontré dans le second paragraphe pour le cas où les séries (~) ne renferment que des termes positifs, il en résulte que dans cette hypothèse chacune des quantités sns'„, s" „  converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite s  s', et, par suite, la dilFérence s„s „ — s" ou ,  ce qui revient au même ,  la somme -i («„-■ vn_x -4- v„_, j  -t-  vers la limite zéro. Concevons maintenant que ,  les termes des séries (y) étant les uns positifs et les autres négatifs ,  on désigne respectivement par •  '  •  f  rt> •  • ••• f‘«, •• les valeurs numériques de ces différens termes. Supposons de plus ,  conformément à  l’énoncé du théorème, que les séries (io), composées de ces .mêmes Digitized by Google
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    i.“ partie’ CH AP. VI. 140 valeurs numériques ,  soient toutes deux convergentes. En vertu de fa remarque qu’on vient de faire, la somme ftt-tf o-t «-* f  n-i) *+*•*.• •••'• •••"*■ ( fn-'/i ■+• ••• H"/»/ »-» convergera, pour des valeurs croissantes de ri, vers la limite zéro :  et, comme la valeur numérique de cette somme sera évidemment supérieure à  celle de la suivante ♦ tv, -1- (m„_, V„_x -4- U„_x V„_t) -4-   -t- (  U„_ V,-k-U„_x Vx-+- . ... -4- K, Vn_x-\-Ul VH_) , il en résulte que cette dernière ,  ou ,  ce qui revient au même, la différence s„s'n — s" „  convergera elleméme vers la limite zéro. Par suite ,  s  s' ,  qui est la limite du produit s„s'„, sera encore celle de &*„■ Eh d’autres termes ,  la série (9) sera convergente ,  et aura pour somme le produit s  s\ Scholie. Le théorème précédent pourrait ne plus subsister ,  si les séries (7) ,  supposées convergentes, cessaient de l’être après la réduction de chaque terme à  sa valeur numérique. Concevons, par exemple ,  que pour chacune des séries (j) on prenne la suivante (n) i  >  T* H — T  > La série (9) deviendra Digitized by Google
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    150 COURS d’analyse. Cette dernière est divergente. Car son terme général ,  savoir , T Vt»— *A i V  (»—>)» a  une valeur numérique évidemment supérieure à lorsque n  est pair, et à n  %  n K» -4- i  V  (  -  n-+- 1  ’ — )  r  ; lorsque n  est impair; c’est-à-dire, dans tous les cas possibles, une valeur numérique supérieure à  l’unité. Cependant la série (i i) est convergente. Mais on doit observer quelle cesse de Ietre ,  lorsqu’on réduit chaque terme à  sa valeur numérique ,  puisqu'elle se change alors en la série (6) du §.2.* §, 4.* Des Séries ordonnées suivant les Puissances ascendantes et entières d’une variable. Soit ♦ (i) a0, a,x ,  a.x' ,  . . .  an x* ,  &c. . . Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CH AP. VI. 151 une série ordonnée suivant les puissances entières et ascendantes de la variable x , )  O® »  O, ,  (l, )  ..«. dn t  &c. .  .  . désignant des coefïicicus constans positifs ou négatifs. Soit de plus A  ce que devient pour la série (2) la quantité k  du paragraphe précédent [voy. le §. 3  , 2.* théorème]. La même quantité, calculée pour la •série (  1.) ,  sera équivalente à  la valeur numérique du produit Ax. Par suite ,  la série (  1  )  sera convergente ,  si cette valeur numérique est inférieure à  l’unité ,  c’est-à-dire, en d’autres termes, si la valeur numérique de la variable x  est inférieure à  -j- .  Au contraire ,  la série (  1  ) sera divergente,, si la valeur numérique de x  surpasse .  On peut donc énoncer la proposition suivante. l.er Théorème. Soit a  la limite vers laquelle converge ,  pour des valeurs croissantes de n ,  la racine n.me des plus grandes valeurs tiumériques de .  La série (1) sera convergente pour toutes les valeurs de x  comprises entre les limites et divergente pour toutes les valeurs de x  situées hors des mêmes limites. Lorsque la valeur numérique du rapport -"j Digitized by Google
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    152 .COURS d’analyse. converge vers une limite fixe ,  cette (imite est [en vertu du 4-c théorème ,  chapitre II ,  §. 3  ]  la valeur cherchée de A. Cette remarque conduit à  une nouvelle proposition que je vais écrire. 2.* Théorème. Si ,  pour des valeurs croissantes de n, la valeur numérique du rapport converge vers la limite A, la série (1) sera convergente pour toutes les valeurs de x  comprises entre les limites l  T ~~~Â ’ et divergente pour toutes les valeurs de x  situées hors des mêmes limites. . Corollaire i.'r Prenons pour exemple la série (3) 1, 7.x, 3-r*, 4x\ ... &c..* Comme on trouvera dans cette hypothèse «  n  -+- 1  1 — !XL— —    =  I  -t  , an n  -+- 1  »+i et par suite, A  =  1  , on en conclura que la série (3) est convergente pour toutes les valeurs de x  renfermées entre les limites < 1 x  —  —  1  ,  x  =  ■+• 1  , et divergente pour les valeurs de x  situées hors de ces limites. \ Digitized by Google
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    I."" PARTIE. C UAP. VI. 153 Corollaire 2 .* Prenons pour second exemple la série (4) X  X T  ’  ~T X » T xn ,  &C. .  .  . dans laquelle le terme constant est censé réduit à zéro. On trouvera dans cette hypothèse ' n  -+- 1 et par suite A  —  1 .  La série (4) sera donc encore convergente ou divergente ,  suivant que la valeur numérique de x  sera inférieure ou supérieure à  l’unité. Corollaire 3.' Si pour la série (1) on prend la suivante , (  ,, JLX) /  \  1  1  1  -1 )  ■  OC** —  *>•••(/* —  *-*- 0  „« I  •  •  •  •  X  I  a  a  • ,  V  I  a  2  a  3  ,  .  a  .  a  fl ' fx désignant une quantité quelconque ,  on trouvera ■x , ,    fx —  n «„ n  -+> 1 I  — fil et par suite , 1  — A  —  lim; — /  1 =  r. 00 On en conclura que fa série (5) est, comme les séries (3) et (4), convergente ou divergente, suivant Digitized by Google
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    154 'cour§. d’analyse. que l’on attribue à  ia variable x  une valeur numérique inférieure ou supérieure à  l’unité. Corollaire j..' Considérons encore la série !.*.} ■  ,  &.c. .  « Comme on aura dans ce cas t et par suite , a  n  t on en conclura que la série est convergente entre les limites x  =  —  ~=— »  ,  ;r = oo , c'est-à-dire, pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x. Corollaire r/ Considérons enfin la série '"('/) I, l.X, 1.2.X1, 1.2.3.x5,... 1 .2.3...7I.X", &C.a Cn lui appliquant le théorème 2.* ,  on trouvera *■* 1  =  n  -+- 1  ,  A  —  o o  ; et l’on aura par suite , On en conclura que la série (7) est toujours divergente, excepté lorsqu’on suppose x=o, auquel cas, elle se réduit à  son premier terme 1 . Digitized by Google

    [image: Image 147]
  

  
    Page 178
    

  
  
    I." PARTIE. CHAP VI. 155 En examinant les résultats qu’on vient d’obtenir, on reconnaît immédiatement que, parmi les séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x, les unes sont tantôt convergentes ,  tantôt divergentes ,  selon la valeur attribuée à  cette variable ,  tandis que d’autres restent toujours convergentes ,  quel que soit x  ,  et d’autres toujours divergentes, excepté pour x  —  o. On peut ajouter que le théorème i  ne laisse d’incertitude sur la convergence d’une semblable série que dans le cas où la valeur numérique de x  devient égale à  la constante positive représentée par ,  c’est-àdire, lorsqu’on suppose Dans ce cas particulier ,  la série est tantôt convergente ,  tantôt divergente, et la convergence dépend quelquefois du signe de la variable x. Par exemple, si dans la série (4), pour laquelle A  =  i ,  on fait successivement -x =  I  ,  X  =  —  I  , on obtiendra les deux suivantes i  _L f.L JL J*  »  a  »  }  >  4  ’  ••• „ .» 
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    156 cours d’analyse. ^  gente ,  ainsi que cela résulte du 3  .* théorème [  §. 3]. Il est encore essentiel de remarquer que par suite du premier théorème, lorsqu’une série ordonnée Suivant les puissances ascendantes et entières d’une variable x  sera convergente pour une valeur numérique de x  différente de zéro ,  elle restera convergente ,  si l’on vient à  diminuer cette valeur numérique, ou même à  la faire décroître indéfiniment. Lorsque deux séries ordonnées suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x  sont convergentes pour une même valeur de la variable , on peut leur appliquer les théorèmes 5  et 6  du §. 3. Cette remarque suffit pour établir les deux propositions que je vais énoncer. 3.' Théorème. Supposons que les deux séries (  a0, a, x  ,  axxx ,  . . .  an xn ,  &c. . . , ( 1  °) ) (  K I  b  t  X  ,  J" 1  •  •  •  b  n  ^  *  &C. •  .  , * étant à- la- fois convergentes ,  lorsqu’on attribue a la variable x  une certaine valeur ,  aient alors pour sommes respectives s  et s  ; (1 1) a0-*-b0, (atA-b,)x, (a^bfv1, ...{an-+-b„). r* ,  &c.. sera ,  dans le même cas ,  une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s  a- s. Corollaire. On étendra facilement ce théorème à  tant de séries que l’on voudra. Par exemple, si les trois séries Digitized by Google
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    I.” PARTIE. CHAP. VI. 157 «„ ,  a, x  ,  ax xx ,  &c  , ba j  b  x  x ,  b  Xx j  &c. . . .  ) ■  C0 j  Cj OC ,  Cj JT y  &C. .  «  •  f  I sont convergentes pour une même valeur attribuée à  la variable ce ,  et que l’on désighe par s, s', s" leurs sommes respectives , an-*-bt-i-ct ,  [a^b^c^x ,  (ax-+-bx-+-cx) xx,-,6tc... . sera une nouvelle série convergente ,  qui aura pour somme s-t- s' 4.' Théorème. Les mêmes choses étant posées que dans le théorème précédent, si de plus chacune des séries (10) reste convergente ,  lorsqu’on réduit ses dijferens termes à  leurs valeurs numériques , j  a0b0 ,  (aab,-+-atb0)x, (a0bl-+-a1b1+albc)xx ,  ... |  ... (t a0b K-+- a  tb an_tb:+anb0)x” ,  &c... f sera une nouvelle série convergente, qui aura pour somme s». Corollaire i.,t Le théorème précédent se trouve compris dans la formule (o0-*-a1x-j-«1x'-f-&c.. .) (40-»-i1x-h4Jx*-+-&c..,.) =  a0i0-+- ( aQ b , -+- a ,  4„) x  -+- ( a0bx-ha, b ax60) xx-4~&lc. . . qui subsiste dans le cas où chacune des séries (  i  o) reste convergente lors même qu’on réduit ses différons termes à  leurs valeurs numériques ,  et qui sert ! (12) Digitized by Google
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    * 158 cours d’analyse. à  développer dans cette hypothèse le produit des sommes des deux séries en une nouvelle série de même forme. »  Corollaire 2.' En répétant plusieurs fois de suite l’opération indiquée par l’équation (13), on pourrait multiplier entre elles les sommes de trois ou d’un plus grand nombre de séries semblables aux séries (10), et dont chacune resterait convergente après la réduction de ses diflféreus termes à leurs valeurs numériques. Le produit obtenu serait la somme d’une nouvelle série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x. Corollaire 3/ Si dans les deux corollaires précédons on supposé* que toutes les séries dont on multiplie les sommes deviennent égales ,  on obtiendra pour produit une puissance entière de la somme de chacune d’elles ;  et cette puissance se trouvera encore représentée par la somme d’une série du même genre. Par exemple ,  si dans l’équation (13) on fait a0=b0 ,  a,=b, ,  ax—bx, &c... ,  on en tirera (  a0 a, x  -+- ax xx -+- &c. ....)* =  û0* +  2fl0«,x +  (2fl1,fl1+a1,)a:, +  &c.... Corollaire 4. *  Si l’on prend pour termes généraux des séries (10) et M{t*— 1  )  (fr— a)  1  ) 1.2 .  J  n  / /*’ —  * /• •  ■;(/ —  »+')' xn •« >  1  }  ..Jt ? 1 Digitized by Google
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    sr * I.*E PARTIE. CHAP. VI. 159 ju., fx‘ désignant deux quantités quelconques, et la variable x  étant renfermée entre les limites x— — i, X—-+- 1  ,  chacune des séries (10) restera convergente même lorsqu'on réduira ses différons termes leurs valeurs numériques, et le terme général de série (12) deviendra [  H{/x— n-4-f) i).. .(«— L  ».'■*. 3  «  1.1.3.. .(« 1) .  *  ' U  !x{ H-' )  •  •  •  "I r« 1.2. 3. .-(«—O 1.2.3...»» J-' • )  i/x-^/x'— 1) {/*-{-, u’— 2). ,  .{fx-+-fx—n- 4-i) x„' —  1.2.3  n Cela posé, si l’on appelle la somme de la première des sériés (10) dans 1  hypothèse que ion vient de faire ,  c’est-à-dire ,  si l’on pose (15) f* .r-tfx{fx— ') x •  &c.. les sommes des séries (10) et (12) seront respectivement désignées ,  dans la même hypothèse ,  par q>{/x), et Q(fx-t-p); en sorte que l’équation (13) deviendra .  .  t  .  s  *  '  •  1 (16) 
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    160 COURS d’analyse. termes, on obtient une formule qui ne cesse jamais detre exacte, tant que la série aa ,  a,c v ,  a^x' ,  &c  4 demeure convergente. C’est ce que nous allons prouver directement ,  en établissant le théorème qui suit. 5.c Théorème. Si, la série (i) étant convergente, on multiplie la somme de cette série par le polynôme (i 7) kxm -+- lxm~' -t- &c  -t -px-*-q, dans lequel m  désigne un nombre entier ,  on obtiendra pour produit la somme d’une nouvelle série convergente de même forme ,  dont le terme général sera <  •  {(lan -*-pan-i -+■ ••• ^-ka„_m)xm, pourvu que Ion considère comme nulles dans les premiers termes celles des quantités an-i >  art-i •  •  *  •  an-m+ 1  »  an-m > '  •’ t qui se trouveront affectées d’indices négatifs :  en d’autres termes ,  on aura -4-px-t-q) x  (aB-|-o1x+o1x1-l-&c...) <  •»*>.• 1 -j- &c  Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. VI. 161 Démonstration. Pour multiplier la somme de la série (i) par le polynôme (17)» il suffira de la multiplier successivement par les différens termes de ce polynôme. On aura donc (  kxm-\- /xm_l +.,.,+^1 +  }) -4-&c.. .} =  q  (  a0 4- atx +  axx* +&c...) +px (a„ *t- «,x •+• a^x* +  &c.. .) -4- &c .... -4- /Xm— (o0+«,x+oJx1+...) +  kxm (a0-t- a,X-4- «2x*+ &c.. .) , Comme on a  de plus ,  pour des valeurs entières quelconques de n, +   -4- x*~‘ ) =  qa0 qatx qa1x1  +{«„_, x"~' , on en conclura ,  en faisant croître n  indéfiniment , et passant aux limites, q  (  a„-Hi1x-t-a1x*-t-&c  )  =  ?«„-+- çoJx-+-ç
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    162 cours d’analyse. Tant que la série restera convergente, c’est-à-dire, tant que la valeur de x  demeurera comprise entre les limites 1  f  ! X  ’  ~A~' la somme de la série sera [  en vertu du i théorème ,  §. i  ]  une fonction continue de la variable x. Soit Cf) (x) cette fonction continue. L  équation 
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    I.“ PARTIE. CHAP. VI. 163 puissances ascendantes et entières de cette variable. Démonstration. En effet, supposons qu’on ait développé par deux méthodes différentes la fonction 
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    164 COURS d’analyse. qui devra encore subsister pour de très-petites valeurs numériques de la variable x ,  et de laquelle on conclura ,  en posant x  =  o  , En continuant de même ,  on ferait voir que les constantes a0 ,  a,, ax ,  &c... sont respectivement égales aux constantes ba ,  b,, bx, &c... ;  d’où il suit que les deux développemens de la fonction Cp (x) sont identiques. Le calcul différentiel fournit des méthodes trèsexpéditives pour développer les fonctions en séries. Nous exposerons plus tard ces méthodes ;  et nous nous bornerons pour l’instant à  faire connaître, avec le développement de la fonction (  i  -+- x  Y ,  dans laquelle fx désigne une quantité quelconque, deux autres développemens que l’on ramène facilement au premier ,  savoir ,  ceux des fonctions A* et L(,i+x), A  désignant une constante positive ,  et L  la caractéristique des logarithmes dans un système choisi à volonté. En conséquence ,  nous allons résoudre l’un après l’autre les trois problèmes qui suivent. l.er Problème. Développer ,  lorsque cela se peut ,  la fonction (  i  •#)* '  .  <  . en série convergente ordonnée smvant les puissances ascendantes et entières de la variable x. Digitized by Google
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    <  I." PARTIE. CHAP. VI. 165 Solution. Si d’abord on suppose /x~m, m désignant un nombre entier quelconque ,  on aura , par la formule de Newton , (i -+-*)”*= i m  m'm —  i) —  X  H  -  -  Xi  *  i  .i •&C.... La série dont la somme constitue le second membre de cette formule est toujours composée d’un nombre fini de termes :  mais, si l’on y  remplace le nombre entier m  par une quantité quelconque fx, la nouvelle série que l’on obtiendra, savoir, •  (5) M/*- 0 1 . 2 x‘ ,  &c se trouvera composée en général d’un nombre indéfini de termes ,  et sera convergente seulement pour des valeurs numériques de x  inférieures à  Funité. Soit, dans cette hypothèse, la somme de la nouvelle série; en sorte qu’on ait (i5) En vertu du i.,r théorème [§. 1 ."] ,  c p(fx) sera fonction continue de la variable /x entre des limites quelconques de cette variable ,  et l’on aura [voyez le 3.* théorème, corollaire 4] (16) Q(fx).q>(n.') =  /a,'). Cette dernière équation ,  étant entièrement semblable à  l'équation (2) du chapitre V  [§. i.er], se résoudra de la même manière ;  et l’on en couclura 4 *  Digitized by Google
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    166 COURS d’analyse. 9(^)==[
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    I." PARTIE. CHAP. VL 167 Cette dernière équation devant subsister, quelque petite que soit la valeur numérique de et, si l’on désigne à  l’ordinaire ,  par l’abréviation lim. placée devant une expression qui renferme la variable et, la limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur numérique de et décroît indéfiniment, on trouvera ,  en passant aux limites , (21) lim. (  1  -+-cur\ *  —  n — —  -h x  1    1- &c... '  /  i  1  .a 1 .2.3 '  x,== —  00 X  =S ■+• 00 j’ Il reste à  chercher la limite de (  1  -4- et .r) “  .  Or, en premier lieu ,  on tirera de la formule précédente lim. f  1  -t- et V* =  1  -t- —  -i — - — 1    h  &c... , '  '  i  1 .a 1 . a. 3 ou, en d’autres termes, • (22) lim. (  1  -+- et) «  =  e, e  désignant la base des logarithmes népériens [voy. le §. i.er, équation (6)]. On en conclura immédiatement T lim. (  1  -h et x) mx —  e , et par suite lim. (i-»-etjr)‘ =  lim. [( 1  -h et x) "  ]  : M e  . Si maintenant on remet la valeur de lim. (i-+-ct.r)“ dans l’équation (21), on obtiendra la suivante Digitized by Google
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    168 COURS d’analyse. (z3) e'=i+f-+ '  >-i 1.1.3 jx =  4-ooj On pourrait arriver directement à  l’équation (23), en observant que la série X *» -» 1.1.3 ,  &C. .(«) est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x ,  et cherchant la fonction de x  qiri représente la somme de cette même série. En effet , soit Cp (.r) la somme de la série (6) qui a  pour terme général 
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    I.“ PARTIE. CHAP. VI. 169 (*)• 9  (y) =  (•*-*- y)En résolvant cette équation ,  on en tirera v c’est-à-dire ,  . 
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    170 cours d’analyse. et par suite (25) lim. =/(i +4 Cela posé, la formule (24) deviendra (26) Lequation précédente subsiste tant que la valeur numérique de x  reste inférieure à  l’unité ;  et ,  dans ce cas ,  la série (27) est convergente, aussi bien que la série (4), qui en diffère seulement par les signes des termes de rang impair. Les mêmes séries devenant divergentes ,  dès qu’on suppose la valeur numérique de x  supérieure à  l’unité ,  l’équation (26) cesse d’avoir lieu dans cette hypothèse. Dans le cas particulier où l’on prend x  =  1  ,  la série (27) se réduit à  la série (  3) du troisième paragraphe,'laquelle est convergente, comme on l’a fait voir. L’équation (26) doit donc alors subsister; en sorte qu’on a (*8) /(*)=. +  L+&C.... Si l’on prenait au contraire x— —  1  ,  la série (27} deviendrait divergente, et n’aurait plus de somme. •  On peut remarquer encore que, si, après avoir écrit —  x  au. lieu de x  dans la formule (26), on Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. Vf. 171 change à-la-fois les signes des deux membres ,  on obtiendra la suivante 2.e Problème. Développer la fonction A', dans laquelle A  désigne un nombre quelconque, en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x. Solution. Désignons toujours par la caractéristique /  les logarithmes népériens pris dans le système dont la base est e. On aura ,  d’après la défi* nition même des logarithmes , et Ton en conclura (30) A' =  e xl{A) Par suite, en ayant égard à  l’équation (23)» on trouvera Ax =  i xlA x1 (lA)* ,  x’(M)J ■+* -4- * 1 . 2 &c... X  =T- OO JFSS+OO Cette dernière formule subsiste pour toutes les valeurs réelles possibles de la variable x. 3.* Problème. La caractéristique L  désignant les logarithmes pris dans le système dont la base est A ,  développer ,  lorsque cela se peut, la fonction Digilized by Google
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    172 COURS d’analyse. L  (  i  -+■ x) en série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes et entières de la variable x. Solution. Désignons toujours par /  la caractéristique des logarithmes népériens. On aura, en vertu des propriétés connues des logarithmes , i+i) = L  (  i  4- x)  L{A) ~ l  ('+■*•) . HA) ’ et par suite, en ayant égard à  l’équation (26) ,  on trouvera, pour toutes les valeurs de x  comprises éntëe les limites —  1  ,  1 , (32) L{ i-kt)= X  =— » ï  =  I Cette dernière formule subsiste dans le cas même où l’on prend x—\. Mais elle cesse d’avoir lieu, lorsqu’on suppose x  —  —  1 ,  ou x1 >  1 . Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. VII. 173 CHAPITRE VII. Des Expressions imaginaires et de leurs Modules. 5- 1.*' Considérations générales sur les Expressions imaginaires. En analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute combinaison de signes algébriques qui ne signifie rien par elle-même, ou à  laquelle on attribue une valeur différente de celle quelle doit* naturellement avoir. On nomme de même équations symboliques toutes celles qui ,  prises à  la lettre et interprétées d’après les conventions généralement établies ,  sont inexactes ou n’ont pas de sens ,  mais desquelles on peut déduire des résultats exacts ,  en modifiant et altérant selon des règles fixes ou ces équations elles -mêmes, ou les symboles quelles renferment. L’emploi des expressions ou équations symboliques est souvent un moyen de simplifier les calculs ,  et d’écrire sous une forme abrégée des résultats assez compliqués en apparence. C’est ce qu’on a  déjà vu dans le second paragraphe du troisième chapitre ,  où la formule (9) fournit une valeur symbolique très-simple de l’inconnue x  assujettie à vérifier les équations (4). Parmi les expressions ou équations symboliques dont la considération est de Digitized by Google
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    174 cours d’analyse. quelque importance en analyse, on doit sur-tout distinguer celles que l’on a  nommées imaginaires. Nous allons montrer comment l’on peut être conduit à  en faire usage. On sait que les sinus et cosinus de l’arc a-*- b sont donnés en fonction des sinus et cosinus des arcs a  et b  par les formules (  cos. (a-hb) —  cos. a  .  cos. b  — sin. a  .  sin. b  , (i) ^  . I  sin. (d-i-b') =  sin. a  .  cos. b  -H sin. b  .  cos. a. Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a  un moyen fort simple de les retrouver à  volonté. Il suffit ,  en effet ,  d’avoir égard à  la remarque suivante. Supposons que l’on multiplie l’une par l’autre les deux expressions symboliques i cos, a  -+- ]/— i  sin. a , cos. b  -+- j/— i  sin. b  , en opérant d’après les règles connues de la multiplication algébrique ,  comme si y/—t était une quantité réelle dont le carré fût égal à  — i. Le produit obtenu se composera de deux parties ,  l’une toute réelle, l’autre ayant pour facteur -/—\ ;  et la partie réelle fournira la valeur de cos. (a-t-è), tandis que le coefficient j/^T fournira celle de sin. ( a-+-b ). Pour constater cette remarque ,  on écrit la formule Digitized by Google
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    175 I.” PARTIE. CHAP. VII. cos. (a -+- -b) -+- y/—i sin. (fl -+=: (cos.fl-t- j/— 1  s*n- a )  (cos- ^  ‘  sin. b). Les trois expressions que renferme lequation précédente,. savoir, cos. a  sin. a , .  cos. b  -+- ■j/— i  sin. b  , cos. [a-k-fy -+* y/— i  sin. ( a-i-b ) , /  ' sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpréter d’après les conventions généralement • établies ,  et ne représentent rien de réel. On les a nommées pour cette raison expressions imaginaires. L’équation (2) elle-même, prise à  la lettre, se trouve inexacte et n’a pas de sens. Pour en tirer des résultats exacts, il faut, en premier lieu, développer son second membre par la multiplication algébrique, ce qui réduit cette équation à (3) j  cos. (a-+-Z>)-+-y/r— 1  sin. (a-t-Æ )  =  cos. a .  cos. b. J  — sin. <2. sin. (sin .a. cos .b -+-sin .b. cos. a). II faut, en second lieu, dans lequation (3), égaler la partie réelle du premier membre à  la partie réelle du second, puis le coefficient de y/— >  dans le premier membre au coefficient de y/—i dans le second. On est ainsi ramené aux équations (1), que l’oft doit considérer comme implicitement renfermées l’une et l’autre dans la formule (2). En général, on appelle expression imaginaire Digitized by Google
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    176 cours d’analyse. toute expression symbolique de la forme et -H Q  y/—i , et ,  C  désignant deux quantités réelles ;  et l’on dit que deux expressions imaginaires a. +  C  /-i ,  y-*-tJ\j/— i sont égales entre elles ,  lorsqu’il y  a  égalité de< part et d’autre ,  i .° entre les parties réelles et et y, 2.* entre les coefficiens de y/^î ,  savoir ,  €  et A Légalité de deux expressions imaginaires s’indique , comme celle de deux quantités réelles, par le signe =  ;  et il en résulte ce qu’on appelle une équation imaginaire. Cela posé, toute équation imaginaire n’est que la- représentation symbolique de deux équations entre quantités réelles. Par exemple ,  l’équation symbolique et -+- C  y/—i =  y  y/— i équivaut seule aux deux équations réelles et =  y ,  £  =  A Lorsque, dans l’expression imaginaire et -h Ç> yf— i , le coefficient €  de ÿ^ï s’évanouit ,  le terme C  j/^T est censé réduit à  zéro ,  et l’expression elle-même à la quantité réelle et. En vertu de cette convention , les expressions imaginaires comprennent, comme cas particuliers ,  les quantités réelles. Les expressions imaginaires peuvent être souDigitized by Google
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    I.*1 “PARTIE. CH'APi VsII. mises, aussi bieu que les quantités réelles aux diverses opérations de l’algèbre. Si l’on effectue en particulier l’addition, la soustraction ou la multiplication de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en opérant d’après les règles établies pour les quantités réelles, on ‘obtiendra pour résultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appelle la somme ,  la différence ou le produit des expressions données; et l’on se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme ,  cette différence ,• ou ce produit. Par exemple, si l’on donne seulement deux expressions imaginaires a, ■+■ £  i/—i ,  y  S' /-î:, -  *-i "  q •  *r ■  «  r'* v on trouvera 5 ( 5:) )— (y^ )—
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    Ï78 ’COUHS d’analyse. perr'fifldiquer du signe ordinaire de la division. AîusjK par exemple ,  .. .*?• i  .  ■  n ' .  r' —.T’] ♦  V.WU.nn :■ i CL +  C> —  i y  -h 
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    I.*f PAftïfE. ^HAt*. Vil. 179 Dans le cas particulier où £  aevanouifc, se réduit à  une quantité réelle et. ,  et parmi. les ,  ,  „  1  -  -v -! *  i  .  v valeurs de I  expression »  ’ *  .  ,  .  t  !: ’  *•-: n.J :  I r«-=*w¥ J  l il peut s’en trouver une ou deux de réelles ,  comme on le verra ci-après. Outre les puissances entières et les racines correspondantes des expressions imaginaires ,  on a  souvent à  considérer ce qu’on appelle leurs puissances fractionnaires ou riégaiivês. On dort faire à  ce sujet les remarques suivantes. .  <• Pour élever l’expression imaginaire ct-H-Cj/— •  à  la puissance fractionnaire du degré—, il faut, ensup&.■: i.. ... .  .  ... ,  .  t  v.-i -  *  y...* ni !•:. s. ■  n.» posant la fraction —  réduite à  sa plus simple expression ,  i .” extraire la ratine n.mr de J’expression donnée ,  2.° élever cette racine à  la puissance entière du degré m. Le problème pouvant être résolu de plusieurs manières [voyez ci-après lé §.'4]> nous désignerons indistinctement Fune quelconque des^utsspnees du degré —  par la notation (( *  -** £  /-’ ¥■: L'&.i V/ i Dans le cas particulier où £  se réduit à  ÿéro ,  une qp dewx de ces puissances peuvent devenir réelles, is Sfew Fex|*ressiewi à  la puissance négative du degré —  m, ou —  ,  ou —  c’est» M  * Digitized by Google
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    180 .COITltS D’ANALYSE. diviser f unité par la puissance du degré m, ou —  , ou ,* de la meme expression. Le problème admettant une solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solutions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degré —  m  par la notation simple _  * )  " , tandis que les deux notations ,, «  ((* -h £/-')) ", }, i  '  j  b  i .  • représentent, la première, une quelconque des puissances du degré  ,  et la seconde, une quelconque i  >  n des puissances du degré — On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguées l’une à  l’autre, lorsque ces deux exprès* sions ne diffèrent entre elles que par le signe .du coefficient de j/— T. La somme de deux semblables expressions est toujours réelle ,  ainsi que leur produit. En effet, les deux expressions imaginaires conjuguées * donnent pour somme a  a. ,  et pour produit La dernière partie de cette observation conduit à* un théorème relatif aux nombres, et dont voici l’énoncé. Digitized by Google
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    I.^ PÀfcVta. ’ CHAP. VII. I8i ,  1  THÉORÈME .  Si l’on multiplie l’un paï iï-autre deux nombres entiers dont chacun soit la -somme de deux carrés, le produit sera encore une somme de deux carrés. Démonstration. Soient * •  *  .  .  •  *  f  M  •  •• les deux nombres entiers dont il s’agit ,  et*, £*, 
  
    Page 205
    

  
  
    182 € (cos. 0  -+- }/—> sin. 0) , f  désignant une quantité positive ,  et 0  un arc réel. En effet, si l’on pose Féquation symbolique (i) ct-+-£ 1  =f (cos. 0  -H ]/— 1  sin. 0) , ou ,  ce qui revient au même ,  les deux équations réelles •  w on en tirera [image: Image 172]
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    I.** "PARTIE. CHAP. VII. 183 et, après avoir ainsi déterminé la valeur du nombre f ,  il ne restera ,  pour vérifier complètement les équations (2), qua trouver un arc 9  dont le cosiuus et le sinus soient respectivement (4) cos, 0  = sm .9 = ✓( «* -+• f' )  ’ s ✓c*‘ ) Ce dernier problème est toujours soluble, attendu que chacune des quantités — ^T»7 , a  une valeur numérique inférieure à  l’unité ,  et que la somme de leurs carrés est égale à  t. De plus^ il admet une infinité de solutions différentes ,  puisqu’après avoir calculé une valeur convenable de l’arc 0  on pourra, sans changer ni le sinus ni le cosinus, augmenter ou diminuer cet aie d’un nombre quelconque de circonférences. Lorsque l’expression imaginaire ce-*-by^-^î se trouve ramenée à  la forme p  (cos.0 -i- y''— 1  sin. 0) , '  t  » la quantité positive f  est ce qu’on appelle le module de cette expression imaginaire ;  et ce qui reste après la suppression du module ,  c’est-à-dire ,  le facteur cos. 0-h/t: sin. ô  , est ce que nous nommerons T  expression réduite. Comme des quantités a  et C  supposées connues on ne déduit pour le module f  qu’une valeur unique Digitized by Google
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    184 COURS d’analyse. ? déterminée par 1  équation (3), ii en résulte que Je module reste le même pour deux expressions imaginaires égales. On peut donc énoncer le théorème suivant. i.*r Théorème. L’égalité de deux expressions imaginaires entraîne toujours l’égalité des modules, et par conséquent celle des expressions réduites. Si l’on compare entre elles deux expressions imaginaires conjuguées, oh trouvera encore que leurs modules sont égaux. Le carré du module commun à  ces deux expressions ne sera autre chose que leur produit. ;  Lorsque dans l’expression imaginaire ct-4-£j/^ le second terme £  s’évanouit, cette expression se réduit à  une quantité réelle et. Dans la même hypothèse, on tire des équations (3) et (4), i.°, quand et est positif, /  =  /(*■)» . cos. 0=1, sin. 0  =  0, -s I et par suite 0  =*± ikyr ,  * k  désignant un nombre entier quelconque ;  2.*, quand et est négatif , ■  •/ =  /(*•). ' cos. 0  =  —  I  ,  sin. 0  =  0 « et par suite .  r i Digitized by Google
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    I.**r*PARTIE. CHAP. VII. 185 •  0  =x rb (2 ^  H- i)^. i  "  '• “ Ainsi le module d’une quantité réelle et, n’est autre chose que sa valeur numérique j/(ot/) ;  et l’expression réduite qui correspond à  une semblable quantité est toujours -+- 1  ou —  1  ,  savoir ,  ‘ -+- ï  =  cos. (rfc 2  X* 7r) -H j/— 1  sin. (dfc 2  Æ*7r) , lorsqu’il s’agit d’une quantité positive ,  et —  1  =  cos. (± zk~\r- 1 .7r) *+■]/—« sin. (dr 2  /:-+-! .7r), lorsqu’il s’agit d’une quantité négative. .  Toute expression imaginaire, qui a  zéro pour module se réduit elle-même à  zéro ,  puisque ses deux termes s’évanouissent. Réciproquement, comme le cosinus ët le sinus d’un arc ne deviennent jamais nuis en même temps, il en résulte qu’une expression imaginaire ne peut se réduire à  zéro ,  qu’autant que son module s’évanouit. Toute expression imaginaire qui a  l’unité pour module est nécessairement une expression réduite. Ainsi, par exemple, ,  cos. 1  sin. a, cos .a — j/— isin.O, —  cos. a  —  y'— 1  sin. a, — cos. a-*- j/— 1  sin. a  ,  * •  .. (  , sont quatre expressions réduites conjuguées deux à deux. Effectivement, pour tirer ces quatre expressions de la formule .cos. 0  -+- j/— 1  sin. ô  ,  î  1  ‘4 Digitized by Google
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    186 cours d’analyse, il suffira de poser successivement =  ûz2 kir -k- a ,  0  =  ±2^7r —  a , ô  =  dr (2 Ica- 1  ) 7r -t- « ,  0=±(2^-t-i)7r — a, k  désignant un nombre entier quelconque. Les calculs relatifs aux expressions imaginaires pouvant être simplifiés par la considération des expressions réduites, il importe de faire connaître les principales propriétés de ces dernières. Ces propriétés sont comprises dans les théorèmes que je vais énoncer. 2  /  Théorème. Pour multiplier l’une par l’autre deux expressions réduites cos. 0  -+- Y~ '  s‘n- ô  1  cos. 0’ -+■ sia- , m il suffît d’ajouter les arcs S  et B' qui leur correspondent. Démonstration. On a, en effet, (cos. 0  •+• j/— 1  sin. 0) (cos. 0' -+• j/— 1  sin 0') =  cos. (0 -+- 9’ )  -H j/~ 1  sin. (-0 -H 0‘ ). Corollaire. Si dans la formule précédente on fait ô' = —  0 ,  on trouvera ,  comme on devait s’y attendre , *  •  •. (6) (  cos. 0  -t- 1  sin. 0) (cos. 0 —  j/— »  sin. 0) =  t. 3.* Théorème. Pour multiplier les unes parles autres plusieurs expressions réduites Digitized by Google
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    1." PARTIE. CITAS». Vil. 187 ;  cos. fl 4- ]/— i  sin. ô  ,  cos. ’ô" 4- 1  sin. 9' , cos. ()" -4- y'— i  sin. ô* ,  &C. ... , il suffit d’ajouter les arcs 9, 9', 8", ... qui leur correspondent. Démonstration. En effet, on aura successivement (cos. 9  4- j/— i  sin. 9) (cos. 9' -I- y/—i sin. 9' ) =  cos. (9 4- 9’) 4- -/—I sin. (6 -+- 9'), (cos.fl-t-^/ —  isin.9) (cos. 9'-+-]/— isin.9')(cos.9 '-+■ ■j/i— isin.G ) =  [cos. (9-4-9')-+- |/—i sin. (94-9')] [cos.9''-»-|/— i  sin. 9 "] =  cos. (  9  -4- 9' -4- 9") -4- -j/— i  sin. (9 4- 9' 4- 9 ") ,  . &c....; et, en continuant de même, on trouvera généralement, quel que soit le nombre des arcs, 9, 6', 9"   (7) j  (co*.}4-y/ — 1  sin.J) (c(V-9'#-^/— 1  sin. fl') (cos.jj+y/— ,  sin. fl')... |  =  cos. (8 4-ô'-+- 6 "...)-+- y/^I »in. (fl -4- ô'- •  •)• Corollaire. Si l’on développe par la multiplication immédiate le premier membre de 1  équation (7), le développement se composera de deux parties, l’une toute réelle, l’autre ayant pour facteur 1. Cela posé, la partie réelle fournira la valeur de cos. ( 9-4-9'-+-9" ... ) ,  et le coefficient de dans la seconde partie la valeur de sin. (9 4-9' 4-9''...). Supposons, par exemple, que l’on considère seulement trois areis 9,9', 9". L’équation (y) deviendra Digitized by Google
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    188 coulis d’analyse. ■ (co».|-t-/r7ih».8) (co»'.8'-+-1/rr»in.e') (c-os.r-4-/— im.J") =  ««»• C  « -*- 9' -4- f  )  H- /n »în- (  8 8' 8“ )  ; et, après avoir développé le premier membre de cette dernière par la multiplication algébrique ,  on en conclura eos. ( 8  8* *+* 8" )  =  cos. 8  cos. 8’ cos. 8” —  cos. 8  sin. 8' sin. 8” — -  si». 8  cos. 8’ sin. 8“ —  sin. 8  sin. 6" cos. 6" i sin. (  8  -+■ 8’ •+■ 8  )  —  sin. 8  cos. 6' eos. 8" -+- cos. 8  sin. 8’ cos. J* -4- cos. 8  cos. 8' sin. 8" —  sin. 8  sin. 8' sin. 6". ,  4.* Théorème. Pour diviser l’ expression réduite ~  •  ... . cos. 0  -4- y— i  sin 9 par la suivante cos. 9' -+- j/— i  sin. 9' , il suffit de retrancher l’arc 8', qui correspond a  la seconde ,  de l’arc 0  correspondant à  la première. Démonstration. Soif si le quotient cherché, en sorte qu’on ait .  \ x   cos. 8  -4- y/~ sin. 8 cos. 8' -4- 1/^7 sin."?” ’ Ce quotient devra être une nouvelle expression imaginaire tellement choisie, qu’en la multipliant par cos. 9'— t- j/— i  sin. 9' on reproduise cos. 0-+- >/—i sin.0. En d’autres termes ,  x  devra satisfaire à  l’équation (  cos. 9* -+- y*— i  sir» 9' )  X  —  eos. 0  -4- j/— i  sin. 9. Pour tirer de cette équation la valeur de x ,  il sut Digitized tjy Google
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    1“ PARTIE. CHAP. VII. (ira de multiplier les deux membres par .  i co». 6' —  »  *in. fl'. ■■■•». On réduira de cette manière le coefficient de x  à l’unité [voyez le a.* théorème ,  corollaire i  ] ,  et loi} trouvera -  .  ,  ...k, '  *  .. X  =  (cos. 0-k-y^Tsin.6) (cos. 6' — i/^sin.G') t  -  T ss (cos.6-f-/-i sin. »)[ CO s.( —  tsin.( — 8')] ’ =  cos. (8 —  8') •+■ /-• sin.(8 —  6'). >  i  | On aura donc en définitive %  Z. »  -  -A •  *  *  \  ** Corollaire. Si dans l’équation (8) on fait 6  =  o, elle donnera .  ,  ,, .  *  *  -  •> ; ( .  ;  '  .AJ-.  -J- =fi co». 8' —  i/— »  sin. 8'. ,  *¥/X» -  .««UH /— »-«“M r  ^ -  :  •  1  ,  .  Z'} 5.e THÉORÈME. Pour élever P expression imagi* noire .‘ y. :  v  .  co». 8  •+* >A-i sin. 8 à  /æ puissance. du degré m  (m désignant un nombfé entier quelconque ) ,  il suffit de multiplier dans cette expression taré 0  par le nombre m. Démos st ratio S'. En effet, les arcs 9, 6', 8"... pouvant être quelconques dans la formule (7), si on les suppose tous égaux à  l’arc 9  et en nombre mt on trouvera . •»» -  r  1  •  1 v  *  '  •  '  '  s* ».   (10) ^oos.8-t-y'k^sin.8)"'s:co».m8-H|/— < » Digitized by Google
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    i$(J 'COURS 0’ASALtSE. Corollaire. Si dans l’équation (io) on fait successivement Ô=s^> ô  ic — on obtiendra les deux suivantes : (■■«)( !' "» r (  eo* s  -4- y/ZZl sin. z  )m as eoe. ntz *+■ y/>—i «in. mz , I  (  cos* z — y/IT7 sin. z  )" =  cos. mz —  j/ltT*in. mx. -■* \  t  >  % Le premier membre de chacune de tes dernières, étant toujours un produit de m  facteurs égaux , pourra être développé par la multiplication immédiate de ces facteurs, ou ,  ce qui revient au même, par la formule de Newton. Si, après avojr-çfTeptué lu déveîoppement dont il s’agit ,  on égale de part et d’autre dans chaque équation ,  I .° les parties réelles, z.° les coefliciens de V— i, on en conclura -  i  a  1  :  •  ri k  >. <*-«.!> K  •  ') v*î. a:, j '  m  m  (m — i  \  .  , cos. mz=cos. z    -eos.“ z  sita. z I  .  z  \ +  <—» . (.12)/ '  4 ’  '  i  I  sïA.'th'z —  c6s.i*u,'z sirt.2 " v.a»ît m  (m —  i  )(m —  i) .  ,  0  — ^  ~cos^_\z sm.Z -H &C... 1  '  Z  *  i’ On trouvera ,  par exempte, en supposant ?»'^^,  '  '  '  '  •  ’  "  ;  Vv-‘'.*s> —  .1 cos. 2  Z  —  cos. Z  —  sin. Z  . ê  \  u  j '«in. 2  Z  += 2  sin ,Z «os. 2  ;  f •• v  .T. J.’. :• r  .  -  .  i  v  i  .s ). ♦O supposant. m  =4* 3., ^ r  A  i, v .  
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    I.“ PARTIE. CH AP. VII.. 191 6.e Théorème. Pour élever l’expression imaginaire .  cos. 9  t/— i  sin. 9 *  •  w a  la puissance du degré —  m  f  m  désignant un nombre entier quelconque ) ,  il suffit de multiplier dans cette expression F  arc 9  par le degré —  m. DÉMONSTRATION. En effet, d’aprcs fa définition que nous avons donnée des puissances négatives [voyez le §. î  ] ,  on aura (cos. 9  -+- j/— i  sin. 0)~" — >!> .  y  '*» *  • ^  eus. i-r y' — i  *in. &}n cés. mQ -H- *în. •  t Par suite, en ayant égard à  la formule (9), on trouvera ■  t  .  .  •  >  '  1  I) (13) (cos.9-t-p/’— 1  sin. 9)“’”= cos.wô — j/— 1  sin.m9, ©u, ce qui revient au même , (l4) (cos.9-Hj/— i  sin. 9)“" =  cos. [— #i9)-l-j/— 1  sin.(— Jn9). -Après avoir établi ,  comme nous venons de le1 faire ,  les principales propriétés des expressions ré*, duites, if devient facile de multiplier ou de diviser l’une par Fautre deux ou plusieurs expressions imaginaires, qùets que soient leurs modules, aussi bien que d’éfèVer une expression imaginaire quelconque à  la puissance du degré m  ou —  m  (  m  désignant un nombre entier). On peut, ën effet, exécuter' simplement ces diverses opérations à  l’aide des théorèmes suivant. ■- *• Digilized by Google
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    192 'COURS d’analyse.' J ■  7.* Théorème. Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ,  il suffis de multiplier le produit des expressions réduites qui leur correspondent par le produit des modules. .  Démonstration. Le théorème énoncé se déduit immédiatement de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs réels ou imaginaires reste le même dans quelque ordre qu’on les multiplie. Soient effectivement *  •    j. .  i  ... ■  ■  ■  .1 j> (  co*. 9  -+- /— t  *in. 9  )  ,  jl (  eos. 9' -+- yCT sin. 9' ) , J>" (  co». 9" -+- y'iTT *in. 9" ) ,  &c..'. . . plusieurs expressions imaginaires, dont j», f, f" .... désignent les modules. Lorsqu’on voudra multiplier* entre elles ces expressions doftt chacune est le pro-. duit d’un module par une expression réduite ,  on pourra, en vertu du principe qu’on vient de rappeler, former, d’une part, le produit de tous les mo-j dules ,  de l’autre ,  celui de toutes les expressions réduites, puis multiplier ces deux derniers produits^ Fun par l’autre. On trouvera de cette manière pour B&ultat définitif ;  * Corollaire i/r Le produit de plusieurs exprèssions imaginaires est une nouvelle expression imaginaire qui a  pour module le produit des modules de toutes les autres. i  -  ... i  *  s  .  ,  »  .  Corollaire 2 /  Comme une expression imaginaire ne s’évanouit jamais qu’avec sop module ;t et; Digitized by Google
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    rr I.“ PARTIE. CHAP. VII. 193 que pour faire évanouir le produit de plusieurs modules, il faut nécessairement supposer Fun d’eux réduit à  zéro ,  il est clair qu’on peut tirer du théorème 7.® la conclusion suivante : Le produit de deux ou de plusieurs expressions imaginaires ne peut s’évanouir qu’ autant que tune d'elles se réduit a  zéro. 8.® THÉORÈME. Pour obtenir le quotient de deux expressions imaginaires ,  il suffit de multiplier le quotient des expressions réduites qui leur correspondent par le quotient des modules. Démonstration. Supposons qu’il s’agisse de diviser l’expression imaginaire f  (  cos. ô  -+- v^Tsin.S) , dont le module est j> ,  par la suivante f' (cos. 0’ -+- ~  sin-ê’ )  , dont le module est f'. Si l’on désigne par x  le quotient demandé ,  x  devra être une nouvelle expression imaginaire propre à  vérifier l’équation ^'(cos. 0H-|/~ isin.ô')^ =  ^>(cos.0-t- j/— isin.0), Pour tirer de cette équation la valeur de x, on multipliera les deux membres par le produit des deux • facteurs » » ■A- ,  cos. 0' —  y'— 1  sin. 0' , et l’on trouvera de cette manière ,  en écrivant rTOM. I .  N Digitized by Google
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    194 COURS d’analyse. au lieu de f  x X  =  ~~r [  cos. (6 —  6' )  -f- sin.(0 —  6')}. On, aura donc en dernière analyse , <«o s i  [co,.(8-8')-t-/=T«in.(8-n = v  j> (cos. g  -i->/ — 1  8in- 6  )  R et, puisqu’on vertu du 4-' théorème cos. (ô —  6’) -4- y~ y  sin. (8 —  6') est précisément le quotient des deux expressions réduites cos. 0  -4- y —  <  sin. 0  ,  cos. 6  ’  -t- y— >  sin. 6* » il est clair qu’après avoir établi la formule (  1 6  ) nous devons considérer le 8.e théorème comme démontré. Corollaire. Si dans l’équation (i 6) on fait ô  =  o, elle donnera (‘7) j  J>' (co*. 8' *4- — I  »in. H‘) =  A-(cos.0' — y—î sin. 8'). ç>.e THÉORÈME. Pour obtenir la m."' puissance d’une expression imaginaire (  m  désignant un nombre entier quelconque J, il suffit de multiplier la i n.m‘ puissance de l’ expression réduite correspondante par la m.mc puissance du module. Démonstration. En effet, si dans le 7.' théorème on suppose les expressions imaginaires Digitized by Google
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    1“ PARTUB. CHAP. YJI. 195 ÿ  (cos. 9  -+- /- i  sin. 0) ,  f  (oos. 6' ■¥■ /^T«in.0') , f" (cos. sin, 0®) ,  &C  toutes égales entre elles ,  et en nombre m ,  leur produit sera équivalent à  la puissance m.mt de fa première, c’est-à-dire, à [/( cos. 0  -+- y'— i  sin. 0) J* f et, comme daus cette hypothèse l’expression (15) deviendra JS* [cos. 7W0 -+- y^Tsin.Wï0J, on aura définitivement (il 8) [^(cos.G-t-j/— 1  sin.0)]'"==^*[cos.m0-Hy'^7sin.m0]. L’expression réduite cos. m  0  -H i  sin. m  0 étant égale (en vertu du ye théorème) à A    *  \ (cos. 0  -+- ÿ— 1  sin. 0)*% il en résulte qu’après avoir établi la formule (  1 8) on doit considérer le théorème 9/ comme démon trq. 10.* Théorème. Pour élever une expression imaginaire à  la puissance du degré —m (m désignant un nombre entier )  ,  il suffit de former les puissances semblables du module et de F  expression réduite ,  puis de multiplier ces deux dernières puissances l'une par ï autre. Démonstration. Supposons qu’il s’agisse N  * Digitized by Google
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    19(5 •  cours d’analyse. d  elever à  la puissance du degré —  m  l’expression imaginaire •  .  # f  (  cos. 6  -+- sin. 6) , dont le module est f. On aura, en vertu de la définition des puissances négatives, [/ (cos.0 -I- sin. 6)]"" =  1  [  .iM)?' • I  J>m (coi. mfj -i- ÿ ~i »io. mf)) O Par suite, en ayant égard à  la formule (17) ,  on trouvera [y>(cos.0-t-/^«n.6)]'w=^[cos.m0— p^sin.mÔ] , ou ,  ce qui revient au même , (»9) sin.0)]-m=/-"[eos.m0-v^ sin.W0]. Cette dernière formule réunie à  l’équation (  13) fournit la démonstration complète du 1  o.e théorème. %  • J. 3.* Sur les Racines réelles ou imaginaires des deux *; quantités -4- 1 ,  —  1  ,  et sur leurs Puissance p  fractionnaires. • Supposons que Ton désigne par m  et n  deux nombres entiers premiers entre eux. Si l’on fait usage des notations adoptées dans le premier para-  graphe, les racines n.m f  dé l’unité, ou, ce qui revient Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CHAP. VII. 197 tu même ,  ses puissances du degré — ■  seront les diverses valeurs de l’expression .  =  (( »  )) ’  ; et de même, les puissances fractionnaires de l’unité, positives ou négatives ,  du degré ou —  ^-pteront les diverses valeurs de «or »» «or. On en conclura que ,  pour déterminer ces racines et ces puissances ,  il suffit de résoudre ,  l’un après l’autre, les trois problèmes suivans. l.er Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de 1 expression ((O)’* Solution. Soit x  l’une de ces valeurs ;  et, afin de la présenter sous la forme générale qui comprend à-la-fois toutes les quantités réelles et toutes les expressions imaginaires ,  supposons x  —  r  (  cos. t  •+• j/— T  sin. t ) , r  désignant une quantité positive ,  et t  un arc réel. On aura ,  d’après la définition même de l’expression ((i))\ <0 ^=1, ou ,  ce qui revient au même , r* [cos. n  t  -+- j/pT »in. n  t ]  =  i . Digitized by Google
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    19® CO UK s  d'analyse. On tirera de cette dernière équation [  à  l’aide dix théorème i.", §. 2] n r  =  *  , cos. nt •+• ÿ— «  sin. nt —  l  \ et par suite , *  r= cos. nt=i, sin. nt —  o  ,  nt —  db. ik'K , k  représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r  et t  étant ainsi déterminées ,  les diverses valeurs de x  propres à  vérifier i  équation (1) seront évidemment comprises dans la formule (\ 2  h  7T ,  /   .  2  k  X 2 j  X  —  co». — “ —  y  —  1  sin. — - —  . I En d’autres termes, les diverses valeurs de ([t))" seront données par l’équation (3) »  i  T ±  ■/>  sin. 1  À  r n ■  Soit maintenant h  le nombre entier le plus rapproché du rapport -- .  La différence entre les deux k  |  <  » nombres h ,  — ,  sera tout au plus égale à  ~  ;  en sorte qu’on aura k n =  hdt y désignant une fraction égale ou inférieure à  > Digitized by Google
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    I.** PARTIE. CHAP. VII. 193 et par suite, k‘ un nombre entier inférieur ou tout au plus égal à  ~ .  On en conclura — —  52 À  TT ± fl» li'l T n i il Tl ,  ,   .  1*T il' T  ,  ,    .  i*'T co*.  dry— i  sin.   —  cos.  —  d= y— i  sin. — - — . n  '  n  n  '  n Par conséquent ,  toutes les valeurs de ([ i  J) "  sei’ont comprises dans la formule 1  k' T  ,  y   .  2  h’ T cos.  y  —  »  sin. •  , n  r  n  1 si l’on y  suppose k‘ renfermé entre les limites o, Y» ou ,  ce qui revient au même ,  dans la formule (3), si Ton y  suppose &  renfermé entre les mêmes limites. Corollaire 1” Lorsque n  est pair, les diverses valeurs que le nombre entier k  peut recevoir, sans sortir des limites o, sont respectivement o, 1 ,  2, Pour chacune de ces valeurs de k, la formule (  3  ) fournit en général deux valeurs imaginaires conjuguées de l’expression ((*))” »  c'est-à-dire, deux racines imaginaires de l’unité conjuguées et du degré n. Seulement, on trouve, pour k= o, une racine réelle -+* 1  j  et, pour k  =  ,  une autre racine réelle i Digitized by Google
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    200 COURS d’analyse. —  x. En résumé, lorsque n  est pair, l'expression ‘  ((*))* ’ admet deux valeurs réelles, savoir, ■+* i  ,  —  i  , avec n  —  2  valeurs imaginaires conjuguées deux à deux ,  savoir , f  y  1T I  COS   .  1T 1T ,   .  1» ,  oos.  —  y—t fin. - — -, L  n  j   .  >1  hy—i sin. — n  '  n 4'T (4), &c   .  4^ 4'W y   . —  isid.-^-, cos. —  y— isin. &.C. ... 4» 4T (n— i)t   .  fn — (n — i)ir .  (n— i)f [  cos.  1  tin.  — ■ ,  cos.  —  — 1  sin. — — , Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à  n. Supposons, par exemple, n  =  2. On trouvera qu’il existe deux valeurs de l’expression «O)1* ou,* ce qui revient au même, deux valeurs de x propres à  vérifier l’équation =  1 , et que ces valeurs, toutes deux réelles, sont respectivement Digitized by Google
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    I.** PARTIE. CHAP. VII. 201 Supposons encore n=4- On trouvera qu’il existe quatre valeurs de l’expression w*. ou ,  ce qui revient au même ,  quatre valeurs de x propres à  vérifier l’équation x* =  i.' Parmi ces quatre valeurs, deux sont réelles, savoir. -h i  ,  —  i. Les deux autres sont imaginaires, et respectivement égales la première à COS. X  ✓“ .  7r  H  i  sin. — a  r  x la seconde à cos. —  sin. —  —  —  1/ —  t . Corollaire 2 *  Lorsque n  est impair ,  les diverses valeurs que le nombre entier k  peut recevoir ,  sans sortir des limites o ,  — ,  sont respectivement Pour chacune de ces valeurs de h, la formule (3) fournit en général deux valeurs imaginaires conI juguées de f expression ((1))’, c’est-à-dire, deux racines imaginaires de l’unité conjuguées et du Digitized by Google
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    202 cours d’analyse. degré ». Seulement, on trouve, pour Æ  =  o ,  une racine unique et réelle, savoir, i. En résumé, lorsque n  est impair, l’expression JO)’ admet ,  avec la se&ïe valeur réelle -+- i  ,  . n— i  valeurs imaginaires conjuguées deux» deux, savoir , !  «T cos.  * ■ÿ— isin. cos. ITT i  «  m  —  .  %  ir  y — ■  sin.  , n  '  n (5) cos. 4  T  /   .  \  4  TT 1 — -  . .  hy— isin.  ,  cos.  y—isio. n  '  n  ’  n  ' 4T 4» 4  » &C...4. (n i  )x &C. .,.    .  (a—')1*- (n— i)T   .  (n— i)f i  sut. i  —  ,  cos.   ~  ,  *in.  -, Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est' égal à  n. Supposons ,  par exemple ,  n  =  3 .  On trouvera qu’il existe trois valeurs de l’expression ((0) ou ,  ce qui revient au même ,  trois valeurs de x propres à  vérifier l’équation et que ces valeurs ,  dont une est réelle ,  sont respectivement Digitized by Google
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    1“ PARTIE. CHAP. VII. 203 •+• I  » ît .   .  lt |T ,   .  >T •os.  1- y  — i  sin.  ,  cos.  y—i sin.  . 3  r  3  i  V  3 # De plus ,  le côté de l’hexagone étant ,  comme on sait ,  égal au rayon ,  et le suppléaient de l’arc soustendu par ce côté ayant pour mesure — — ,  on obtiendra facilement les équations '  ’  -v "  ± IX *  I  .IX J  * cos. —  =  —  — ,  sin.  =  -t  — , 3  1  3  1 en vertu desquelles les valeurs imaginaires de l’ex£  . pression (( i  )) 3  se réduisent à Corollaire j.f n  désignant un nombre entier quelconque ,  le nombre des valeurs soit réelles ,  soit imaginaires, de l’expression (( i  )) " ,  ou, ce qui revient au même, le nombre des valeurs .de x, propres à  vérifier l’équation x" —  i  ,  restera toujours égal à  n. 2.e Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de F  expression Solution. Les nombres meta étant supposés premiers entre eux, on aura, d’après la définition m même de l’expression (( i  )) ” ,  . Digitized by Google
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    20 i  COURS D’ ANALYSE. ((or={(('))T; puis ,  en remettant pour (( x  )) "  sa valeur générale tirée de l’équation (3), on trouvera ((*)) "  =  [cos- -  Z"7 siD- "  * .  / et par suite, (6) ((,)) =  =  c«.^±/=7. h ..ÜiÜ. Pour déduixe de cette dernière formule toutes les m valeurs de (( 1  )) " ,  il ne rqste qu’à donner successivement à  k  toutes les valeurs entières comprises entre o  et — .  Soient k‘ ,  k" deux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que les cosinus m.ik' nr m. i  A” t COS.    .  cos. —  >  n  ’  n seront nécessairement différens l’un de fautre. En effet ,  ces cosinus ne pourraient devenir égaux que dans le cas où les arcs qui leur correspondent seraient liés entxe eux par une équation de la forme *  *  •  f  . m.ik'Tr m.*k"ir   =  zïz 2  /17T dt ■  , n  n h  désignant un nombre entier. Or on tire de cettç équation n Il faudrait donc ,  puisque m  est premier k  n, que Digitized by Google
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    !.“ PARTIE. CHAP. VII. 205 ±zk'±k" fût divisible par n ;  ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, les nombres k' ,  k" étant inégaux, et chacun d’eux ne pouvant surpasser \n, leur somme ou différence est nécessairement inférieure à  n. Ainsi, deux valeurs différentes de k  comprises entre les limites o  et -~n fournissent deux valeurs différentes de m.xknr cos.  . n On conclut aisément de cette remarque, que les m valeurs réelles ou imaginaires de l’expression ((i)) * données par l’équation (6) sont en même nombre J que les valeurs réelles ou imaginaires de ([ i  )) * déterminées par 1  équation (3). De plus, comme on a  évidemment [m .  1  k  t  ,  .   .  m.iir 1* cos.       ±  y  —  1  sin.    J =  cos. in .  zk'TV ±  y~ 1  sin. 7il. ik'K =s I  , 4  m il en résulte que toute valeur de ((1)) "  est une expression réelle ou imaginaire dont la puissance n équivaut à  l’unité, par conséquent, une valeur de I ^ 1 )) " .  .Ces observations conduisent à  la formule (7) ((0)’ =  ((>))', dans laquelle le signe =  indique seulement que l’une des valeurs du premier membre est toujours égale à  l’une des valeurs du second. Digitized by Google
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    206 COURS d’analyse. 3.* PROBLÈME. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de i expression m «orSolution .  On aura, d’après la définition des puissances négatives , .  «or TC puis, en remettant pour ((i))" sa valeur générale tirée de l’équation (6 ) ,  et ayant égard à  la formule (p) du paragraphe précédent, (8) ((!))-■ T Il suit de cette dernière équation que les diverses m valeurs de (( r  )) "  sont les mêmes que celles de TC £ {( i  )) " ,  et par conséquent égales à  celles de (( i  " . On a  donc le signe =  devant être interprété comme dans Téquation (y). Corollaire. Si Ton fait m  —  i, la formule (9) donnera (*°) '  ■ Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. VII. .  $07 Supposons maintenant que Ton cherche les racines et puissances fractionnaires non plus de l’unité ,  mais de la quantité —  i .  Les racines n.m“ de cette quantité ,  ou ,  ce qui revient au même ,  ses puissances du degré -L ,  seront les diverses valeurs de l’expression =  i  -«r; et de même, les puissances fractionnaires de —  i , positives ou négatives ,  du degré- ou  , seront les diverses valeurs de ((-*))’ ou i-'lT* • En conséquence, pour déterminer ces racines et ces puissances ,  il suffira de résoudre l’un après l’autre les trois nouveaux problèmes que je vais énoncer. 4.* PROBLÈME. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de F  expression ((—*»"• Solution. Soit x  =  r  (  co*. t  -4- sin. t ) l’une de ces valeurs ,  r  désignant une quantité positive, et t  un arc réel. On aura, d’après la définitiori même de l’expression (( — i))n, (n) x” =  —  i  , .  .  .  '  .  .  ‘ ou, ce qui revient au meme, r" [  cos. nt ■+■ i  sin. nt] =  —  f  « Digitized by Google
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    208 cours d’an al-y««. On tirera de cette dernière équation [.& Faide du théorème i.*’, §. 2  ] '  -  -  .  r* =  i cos. nt -4- |/— i  sin. nt —  —  1  , et par suite ,  "  r r  =  1  , co*. nt — — 1, sin.n/ =  o, nt— ± (2 Æ-+- 1) 7T , *  i_- (  i  *+ 1  )» '  ~  «  * h  représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r  et t  étant ainsi déterminées, les diTerses valeurs de x  propres à  vérifier l’équation (1 1) se trouveront évidemment comprises dans la formule (12) jr =  cos.   ±: y- 1  S,n.   — . '  9  n  w  n r En d’autres termes ,  les diverses valeurs de (( —  1)) seront données par l'équation (.3) Soit maintenant h  le nombre entier le plus rapproché du rapport .  La différence entre les deux nombres h ,  •  2  -  sera évidemment une fraction de numérateur impair ,  inférieure ou tout au plus égale à  ~  ;  en sorte qu’on aura Digitized by Google
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    I.“ PARTIE. CHAP. VII. ( 1  *  h* O   h  JL '  ^ 2  1  ^ SO0 2  k1 -h i  désignant un nombre impair égal ou inférieur à  n. On en conclura i cos.    nr y — i  sin.   — n  r  n  ■  . —  ±/^7.in. ' n  T  n :  cos. I Par conséquent toutes les valeurs de ((— i)) "  seront comprises dans la formule cos. l) T I  / —  .  (î* +  i)t •  I! » ±  y— i  sin. —  - — , si i’on y  suppose 2>F'-+- 1  renfermé entre Fes limites o, «; ou, ce qui revient au même, dans la formule (13) ,  si l’on y  suppose 2/É-hi renfermé entre les mêmes limites. Corollaire z.,r Lorsque n  est pair, les diverses valeurs que 2/c-t-i peut recevoir, sans sortir des limites o, n ,  sont respectivement 1   f  ^  î  ÿ  f  •  •  é  •  Tl Pour chacune de ces valeurs de 2  k  -+- 1 ,  fa formule (13) fournit toujours deux valeurs imaginaires •  ^ conjuguées de l’expression ((—i))”'. par suite, cette expression ,  dans le cas que nous considérons tom. l. o Digitized by Google
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    Ô16 cours d’analyse. ici ,  n’aclmet point de valeurs réelles mais seulement n  valeurs imaginaires conjuguées deux à  deux, Savoir :  ’ (■4), cos.  1- l/—î sin. —  ,  cos.  t/— «  sin. —  , n  "  n  n  '  4  n ï* ✓   •  V* / —  •  >T . -  y  —  i  sin. — ,  cos.  V~x sin. - —  , n  '  n  1  n  ’  n  ’ COS. &.C. ... .&C.... (n— i)* *    .  (n— 1  Vt (h— '    .  (n— i)t cû*.  hy-Tain.—  ,  cos.  âin.-  Supposons, par exemple, n  =3 3. O» trouvera _i_ qu’il existe deux valeurs de l’expression (( —  i))*, ou, ce qui revient au même, deux valeurs de x propres à  vérifier l’équation x  —  —  1 »  !  t et que ces valeurs *  toutes deux imaginaires ,  sont respectivement cos. -+- ÿ^T'sin. —  —  J  x cos. —  —  r- Supposons encore n  —  4 .  On verra qu’il existe I .quatre valeurs de l’expression ((■ —  1  )) *  ,  ou ,  en d’autres termes, quatre valeurs de .r propres à  vérifier l'équation v  T .  •  -  •  •  y\ *  ’  ''' '< '  ’* ’  ""i 2^*ori ^rr*r*s! i\- .  r.ù\ •  0  o»;i *j 1  ?f r»T •A •• ‘**ta * Digilized by Google
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    I.B* PARTIE. C  fl AP. VII. Ôi-1 et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules >  •  * -TT .  s —  •  T cos. —  ±  y-\ un. — — ,  > 4  4 cos. ■  ±  y—' sio. — —  ,  I 4  4 .  ,, ou, ce qui revient au même, dans la seule formulé tir cos. —  ±  i/— i  sin. ~~ . 4  4 Comme on a  d’ailleurs ,  . ‘5T TT I cos. —  —  sin. —  —  ~-r— , 4  4  VI on trouvera définitivement Corollaire 2.' Lorsque n  est impair, les di-> verses valeurs que 2  1  peut recevoir sans sortir des limites o  et n, sont respectivement I  j  ^  j  ^  j  •••• Tl ~  2  j  Tl» Pour chacune de ces valeurs de 2^+1, la formule (13) fournit en général deux valeurs imagiI naires conjuguées de l’expression ((— 1)) ”, c’est-àdire ,  deux racines imaginaires de —  1  conjuguées et du degré n. Seulement on trouve ,  pour 2 ta- 1  =nf une racine unique et réelle ,  savoir ,  —  1 .  En ré,* '  ^ sumé, lorsque n  est impair, l’expression ((—*))” admet ,  avec la seule valeur réelle Digitized by Google
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    212 cours d’analyse. n —  i  valeurs imaginaires conjuguées deux à  deux , savoir COS (‘ 5) ' cos &c. , VT y  ,  T  *JT y— — ■  T n  r  n  7  n  r  n  ’ ITT / —  .  \TT ît y   .  ÎT n  r  n  7  n  r  n  7 &c. , (n— z)t —  .  («— i)t (m— i)t   .  (n— j)t f  cos.  1-/— T  sm.  ,  cos.-  —  — sm.   — n  '  «  *1 '  M  • Le nombre total de ces valeurs réelles ou imaginaires est égal à  n. Supposons ,  par exemple, n  —  3. On trouvera I qu’il existe trois valeurs de l’expression (( — 1  )) J  , ou, ce qui revient au même, trois valeurs de x propres à  vérifier l’équation x i —  I et que ces valeurs ,  dont une est réelle ,  sont respectivement •  .  ~  1 -  1  .. '  . cos W  /   .T I  3  3  /  .  1- y — 1  sin. —  —  1  y — 1  , I  '  i  2  1  r *  /   Tt I  12 y  cos.  y— 1  sm.- —  =  - —  v— 1* 3  .  3  2  2  r COROLLAIRE 3.' n  désignant un nombre entier quelconque ,  le nombre des valeurs ,  soit réelles , soit imaginaires, de l’expression ((— 1)) ", ou, ce qui Digitized by Google
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    I." PARTIE. CHAP. VII. 213 revient au même ,  le nombre des valeurs de x propres à  vérifier l’équation x" =  —  i ,  restera toujours égal à  n. 5.* Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l'expression “O)'SOLUTION. Les nombres m  et n  étant supposés premiers entre eux ,  on aura ,  d’après la définition m même de l’expression (( —  i  )) " , i puis, en remettant pour (( — i)) "  sa valeur générale tirée de l’équation (  i  .3 )  ', on trouvera (l6) ((-!)) *  -cos.—;- -;-dr/^7s,n. -V w  . I  % Pour déduire de cette dernière formule toutes les m valeurs de ((— i)) ", il ne reste qu’à donner successivement à  z Ic-t- r  toutes les valeurs entières et impaires comprises entre o  et n. Soient z/c' i  ,  z/c" i, deux de ces valeurs supposées inégales. Je dis que les cosinus m  (  ii'+i)» i)ir COS* ■  «  cos* ~  « w  *  7  n seront nécessairement différens l’un de l’autre. En effet ,  ces cosinus ne pourraient devenir égaux que Digitized by Google
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    21 4  cours d’analyse. dans. le cas où les arcs qui leur correspondent seraient liés entre eux par une équation de la forme m  Æ'-(- i  ,  »  ,  m.f* k"-*- i  )  t'. —   - —  2  A  7T zfc.    -  —  , A  désignant un nombre entier. Or, on tire de cette équation m  j~ ±(ir-«-.)=bc»r-4-.) j II faudrait donc ,  puisque m  est premier à  n ,  que le nombre entier ±  (  i  k'-+- 1  )  rt (  i  k"-t- i  ) 1  , fût divisible par n  ;  ce qu’on ne saurait admettre , attendu que, les nombres zk[-\- i  ,  zk" -+- i  étant inégaux, et chacun deux ne pouvant surpasser n, leur demi-somme ,  et à  plus forte raison leur demidifférence, est nécessairement inferieure à  n. Ainsi deux valeurs différentes de zk~\-i comprises entre les limites o  et n  fournissent deux valeurs différentes de On conclut aisément de cette remarque que les valeurs réelles ou imaginaires de l’expression (( — i)) données par l’équation (16) sont au nombre de n, *  JL J comme celles de (( i  ))" et de (( —  i  ))" .  De plus * comme on a  évidemment Digitized by Google »ia
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    I.” PARÏÏE. CHAP; VIT. 215 cos.    ±  Sin. — —  J =  cos. m[zk-t- l)7T dt |/— I  sin. 111 (2 k  -+- i)^ ={-0" =  - 1  *  ", .  ; m il en résulte que toute valeur de (( — 1)) "  est une expression réelle ou imaginaire dont la puissance n.Ke équivaut à  ±  1 ,  par conséquent ,  une valeur de I  '  £ (( 1  )) "  ou de (( —  1  )) " .  Cette remarque conduit à  • l’équation *v •  '  •  • (■7) ((->))•'=((>))% toutes les fois que (— i)m =  t  ,  c’est-à-dire, toutes les fois que m  est un nombre pair ;  et à  la suivante (•8) ((-or=((-‘f. lorsque (— 1)*= —  1, c’est-à-dire, lorsque m  est un nombre impair. Ajoutons que l’on peut comprendre les équations (  1  7) et (18) dans une seule formule ,  en écrivant OsO ((-0):=(((-0mf- •  ■■ 6.e Problème. Trouver les diverses valeurs réelles ou imaginaires de l’ expression m ((-0) SOLUTION. On aura ,  d’après la définition des puissances négatives , Digitized by Google
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    21Ô cours d’analysé. i puis, en remettant pour ((— 1)) ”  sa valeur générale tirée de l’équation ( 1 6) ,  et ayant égard à  la formule (9) du paragraphe précédent, (HJ cos.  n / —  I  S1ÜA »i(iÀ4-»)y , n •  II suit de cette dernière équation que les diverses n valeurs de ((— 1)) "  sont les mêmes que celles de m ((1)) * .  On aura en conséquence .  tn 1  . (21) ((— 1)) "  =  ((1))" ,  si m  est pair, et m  £ (22) (( — 1)) "  =  ((— i))", si ni est impair. A  la place des deux formules qui précèdent ,  on peut se contenter d’écrire la suivante , (*î) ((-))-=«(-) T-., Corollaire. Si l’on fait tw=i ,  la formule (23) donnera (24) ((-1 rSfl-ij*. ■. En terminant ce paragraphe, nous ferons reiriâr* quer que les équatioris (3), (4), (8), (13), (16) et (20) ,  à  l’aide desquelles on détermine les valeurs des expressions Digitized by Google
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    I.** PARTIE. CHAP. VII. 217 ((0)-.:  «0 P> ((-0)", (HJ% ((-0f% M;> : peuvent être remplacées par deux formules. En effet, si l’on désigne par a  une quantité positive ou hégative dont la valeur numérique soit fractionnaire, la valeur de (( i  ))" déterminée par l’équation (3), (6) ou (8) sera évidemment (23) (( 1  ))" =  cos. 2  k a 7r ±  y'— «  sin. 2  k  a  7T , tandis que la valeur de (( —  1  ))“ déterminée par l’équation (13), (16) ou (20) sera (*«) ((-or — cos.(2A'-t- l 'yiTTzhy'—i sin.^A'-H^aTT. Dans les deux formules précédentes ,  l’on peut prendre pour k  un nombre entier quelconque. J. 4.* Sur les Racines des expressions imaginaires ,  et sur leurs Puissances fractionnaires et irrationnelles. Soit CL -4- £  j/— 1 Une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours trouver [  voyez le §. 2  ]  une valeur positive de j> et une infinité de valeurs réelles de ô propres à  vérifier 1  équation (i) A  -4- C  y'— 1  —J> (cos. 9  -+- 1  sin» 6)* Digitized by Google
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    218 COURS d’analyse. Cela posé, concevons qué l’on désigne par m  et n deux nombres entiers premiers entre eux. Si l’on fait usage dos notations adoptées dans le premier paragraphe, les racines «.*" de l’expression cc-t-€j/- T, ou ,  ce qui revient au même ,  ses puissances du degré —  seront les diverses valeurs de •  ______ , XÛ' cl -+- =  (()) * . En conséquence ,  pour déterminer ces racines et ces puissances ,  il suffira de résoudre l’un après l’autre les trois problèmes suivans : l.er Problème. Trouver les diverses valeurs de l expression ((oc -t- £ ]/-i )) " . Solution. Soit JC —  r  (  cos. t  |/— i  sin. t ) l’une de ces valeurs, r  désignant une quantité pp-, sitive, et t  un arc réel. On aura, d’après la définition même de l’expression ((cc-hCj/^T)) " , (2) xn z=zcL-¥- £  j/— 1  =r J> (cos. 6-t- ]/— 1  sin. ô) j Digitized by Google
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    219 1.” PARTIE. CHAP. VII. ou ,  ce qui revient au même , r" [  cos. n  f-t-j/— i  sin. n  <] —f> [cos. 6  -t- ]/— i  sin. 9  ]. On tirera de cette dernière équation [  à  l’aide du i.tr théorème, §.2] r"=/V cos.» £4- j/— 1  sin. nt —  cos. 9  -+- }/—' sin. 9  , et par suite cos .nt —  cos. 9 ,  sin .nt —  sin. 9  , fl± 1  k  T n î S u( =z è  ±  ik 7T , Æ  représentant un nombre entier quelconque. Les quantités r  et t  étant ainsi déterminées ,  les diverses valeurs de x  propres à  vérifier l'équation (  1  )  seront évidemment comprises dans la formule x :  ÿ  "  [cos. (rfc 2  A  t /•  sm. I  rb î  ^  t  J i  r  s  , — .  sir .  , —  . =  ^  "  I  cos. —  -t- )/— 1  sm. —  cos. ±  j/— 1  sm. , » ou ,  ce qui revient au même ,  dans la suivante , (3) [cos. l-*-/-! sin. -J~]((l))“ . t En d’autres termes ,  l’expression (( a, -+- C  )) “  , 1  *  ; aussi bien que ((1)) " ,  admettra n  valeurs différentes déterminées par l'équation \ Digitized by Google
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    220 cours d’analyse. , (4) ((cL-t-Cj/^i)) '  —f" [cos. y~i sin. (( I  )) » . Corollaire i/r Supposons n= 2. On trouvera S  u  il existe deux valeurs de l’expression % ((«t+CjÆïf, ou ,  ce qui revient au même ,  deux valeurs de x propres à  vérifier l'équation .  'T =( cos. 0 -f- j/— 1  sin. ô) , et que ces deux valeurs sont comprises dans la formule (cos. sin. 1). Corollaire 2.* Supposons encore n  —  7. On trouvera qu’il existe trois valeurs de l’expression ((et -4- G  /-i )) 3  » ou i  ce qui revient au même ,  trois valeurs de x propres à  vérifier l’équation x  ’  —  et -t~ G  j/-i —  j> (cos. 6  y'— 1  sin. ô) , et que ces trois valeurs sont respectivement /  J  (cos. y  H- /-I sin. j-J , (cos. y y) (cos. y sin. y^ —  ÿ  j  (cos. 9"+*2,r 1  j/ r(:n fl-^2,r>t J  -*-y 1  sin. ^  J  , r j^COS. y  -+■ y  — 1  sin‘ [cos- y  —  sin- y] —  p  5  £cos. _9-1T ,  ,/- •  fl-^1 i  .. ^K tsin‘ }  J- 1 Digilized by Google
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    J  .  I." PARTIE. CIIÀP. VII. 221 Corollaire Supposons enfin n  =  40n trouvera qu’il existe quatre valeurs de l’expression ou, ce qui revient au même, quatre valeurs de x propres à  vérifier l’équation / X* =  ce -+- €  ]/— 1  =  (cos. 0  -+- j/— ’i sin. 0) , et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules l  r  û    û  *> zt j> *  j^cos. —  -+- |/— i  sin. —J , dr ÿ  *  J^sin. —  —  y—i cos.— J. t 2.* Problème. Trouver les diverses valeurs de f  expression Solution. Les nombres tn et n  étant supposés premiers entre eux, on aura, d’après la définition •  m même de l’expression (( ce -+- £  >  )) " , puis, en remettant pour ((ce h- "  sa valeur générale tirée de l’équation (4) ,  on trouvera »  • (5) ((a^/~j)) '  =f w  [cos- T  •+-/-7sin -T ]((')) '• Digitized by Google
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    2â2 ■  coïjrs d’analyse. < Corollaire i.'r Si dans l’équation (5) on m remet pour ((0)" sa valeur tirée de k  formule (6) [  §• 3  •* ]  »  011 obtiendra la suivante , (6). 3.e Problème. Trouver les diverses valeurs de ï expression ((«,+e^r ))-■• . Solution. On aura ,  d’après la définition même des puissances négatives , ((ce -+-€/-■ )) "■= m puis, en remettant pour ((ct+£yC7)) "  sa valeur tirée de réquation (6), et ayant égard à  la formule (17) du deuxième paragraphe, on trouvera (?* +CJ=$ =  feo, <ËÉlk7r) _V— »«=*=»**) 1 L  n  „  J ->'■ :  [«? ?] [-. %*/=*. =£ï] . ou ,  en d’autres termes ,  .  n Corollaire i.*r Si l’on faitwi=i ,  l’équation (7) donnera (8) ((«-t-f/TT)) V  «= ji~ ^ £cos. ±  _ JL J Digifeed by Google
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    1.” PARTIE. CHAP. VII. $23 Après avoir fixé ,  comme on vient de le faire , les diverses valeurs des quatre expressions ((«.-,-£ ,  ((■=- £  Y-' ,  • on reconnaîtra sans peine que les équations (4), (5), (8) et (7), à  l’aide desquelles on détermine ces valeurs ,  peuvent être remplacées par une seule for* mule. Si l’on représente par a  une quantité positive ou négative dont la valeur numérique soit fractionnaire ,  la formule dont il s’agit sera (9) 1  Y  —  j>‘ [cos.a0-4-j/— »sin.a0]((l))*. ;  r  ,  •  •  •  ’  . Dans les calculs qui précèdent ,  f  désigne tou-, jours le module de L’expression imaginaire c’est-à-dire ,  la quantité positive y /[a.% et 0 l’un quelconque des arcs propres à  vérifier l’équation (  1  ) ,  ou ,  ce qui revient au même ,  les équations (4) du deuxième paragraphe, savoir , cos. 0  = sin. 0  — e  ■ En divisant ces deux dernières l’une par l’autre ,  on en conclura •  ’  .> ■  * Par suite, si l’on nomme £  le plus petit arc, abstracDigitized by Google
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    224 cours d’analyse. tion faite du signe ,  qui ait pour tangente ,  ou , en d’autres termes, si Fon fait (12) £  —  arc tang.» •— , on trouvera (13) teng. 0  =  tang. £ Cela posé, il deviendra facile d’introduire au lieu de l’arc 0 ,  dans les diverses formules rapportées plus haut, Tare £, dont la valeur est complètement déterminée. On y  parviendra en effet par les considérations suivantes. Les arcs 6  et£, ayant la même tangente, auront aussi ,  abstraction faite du signe ,  le même sinus et •  le même cosinus; et comme d’ailleurs l’équation (13) peut se mettre sous la forme sin. 8  sin. £ coi. g  co*. (  ’ il est clair que pour y  satisfaire ,  on devra poser en même temps ou (i4) cos. 0  =  cos. £  ,  sin. 0  =  sin. Ç, ou bien (13) cos. 0  =  —  cos. £ ,  sin .  0  =  —  sin £ De plus ,  la valeur de cos. 0  déterminée par la première des équations (10) étant évidemment de même signe que et, tandis que l’arc £  compris entre les limites — ■+■ -p, a  toujours un cosinus Digitized by Google
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    \ \ I.** ‘PARTIE. 'CHAP: VII. •  225 positif, il en résulte que des équations (i 4) et (15) les'deux premières subsisteront, si cl est positif, et les deux dernières, si et est négatif. Voyons maintenant à  quoi se réduisent dans ces deux hypothèses les formules (1) et (9). Si d’abord on suppose cl positif, les équations (  1 6) pourront être remplacées par les équations (  1 4  )  ; et l’on déduira de celles-ci une infinité de valeurs ‘de 6 ,  parmi lesquelles on doit remarquer la suivante (16) 8  x» £ Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formules(i) ot (9) deviennent respectivement (17) cL-4-£}A-i =j»(cos. £-4--j/— 1  sin. £) , .(l 8) ((ct-t-Cj/— 1  (cos.a £-+-}/— i  sin.tf £) Si l’on suppose en second lieu et négatif, les équations (10) pourront être remplacées par les équations (1 5), desquelles on déduira, entre autres valeurs de 8, (19) .  8  =  £  -+- 7T. Par suite ,  on pourra, dans cette hypothèse, aux formules (1) et (9) substituer celles qui suivent, (20) et-t-C )/— 1  =  — j> (cos. £-4- p'— 1  sin. £) , .((« +  ‘ [cos. (a£ -4- air )  -1- sin.(a( -4- air)] ((i))* —  S* (cos.a£-4--/ZrTsin.a£) (cos. aT-4-y/’II7sin.aT) Si l’on fait en particulier et -4- C  ÿ'^î =  —  i ,  c’estTOM. 1. P Digitized by Google
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    > 226 •  cours d’analyse. à-dire ,  a, =  —  1 ,  £  =  o ,  on trouvera £  =  arc tang. )  =  O  ; et la formule (21) deviendra (2 2) ((— I  Jf =  (cos.   Ç= arc tang. , on aura ,  pour des valeurs positives de et , Ict -+• G  Ÿ'—' =  f  (  cos. £-+- 1^— Tgin. Ç) , ((ct-hG =/ (cos .a j/^Tsin.a £) (( I  ))' , ((l))a =  cos. 2  X' a  7T =t sin. 2  Xott ; et ,  pour des valeurs négatives de et , Digitized by Google

    [image: Image 204]
  

  
    Page 250
    

  
  
    / .  I.” PARTIE: CHAP. VII. 227 Iet -t- C  /-> =  —/ (cos. £-t- |/-7 sin. Q 71? ((ct-i-C =/' (cos.C^-/rr sin.a^ ((— 1))'! ? ((— 1  ))'=c«>s.(2^-+- 1  ,a7r)±/^7 sin.(2X--+-i.a'?r). On doit ajouter que, si l’on désigne par n  le dénominateur de la fraction ia plus simple qui représente la valeur numérique de a, n  sera précisément le nombre de