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    DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS o  u DE L’EXTRACTION Par feu ^Monfeur DE LA LOVH E  R  E  t  de l  Academie Trançoije, (§?■ des Jnfcriptions &  'B elle s  Lettres . Chez G. F. QU ILLAÜ, Imprimeur Juré -  Libraire de TUniverfitc, rueGalande, près la Place Mauberc, '  à  l’Annonciation. M. D  C  C. XXXII. AVEC AP PROBATION ET PRIVILEGE DV ROr. Digitized by Google
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    A  V  E  RTI S  S  E  MENT. % ET Ouvrage n’eft gros, que par la multiplicité des Exemples y le fujet d’ailleurs en eft très-fimple. Lorfque j’imaginai la définition de laRaifon Géométrique, qui en eft le fondement ,  j’employai à  l’expliquer le mot de Degré, &  j’avois toujours efperé, queje ne tomberois dans aucune équivoque , avec l’ufage ,  que les Analyftes font de ce mot, dans la diftinélion des Equations ;  mais enfin ,  j’ai crû qu’il valoir mieux le laifter aux Analyftes ,  &  je l’ai corrigé par le mot de Grade ,  en plulleurs endroits de cet Ouvrage. Peut-être aurai-je omis quelquefois par mcgarde cetre
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    corrcêlion ,  mais cela ne fera aucun embarras ;  car on verra aifémciy: ,  fi je parle de Râifon Géométrique, auquel cas il faudra mettre Grade ,  ou fi je parle d’Equation, auquel cas il faut laiiTer Degré. Je confelfe aufïi que je n’ai pas fans doute pris garde à  toutes les fautes, que le Copifte a  pû Elire dans les calculs ,  &  meme dans le difeours ;  mais je fuis perfuadé ,  que ccs fautes ne fçauroient arrêter <qui que ce foit dans un Ouvrage aufli ailé à  entendre que celui-ci. i Digitized by
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    »  iy4* è*i i^i £JJ{, T  A  B  LE De ce qui eft contenu dans cet Ouvrage. T\ E  l'effence de la raifort ,  ou du rapport des grandeurs entre elles. Où je fais voir que /’ ejfencc de la raifort géométrique conffte dans une férié ou fuite -de fou [trait ions ,  que j'appelle le détail de la raifort. Page i De la proportion qui nef que la conformité des deux raifons dans leur détail. 27 Zcmrne pour le Problème de la Réfolution des Equations , où je donne la méthode de trouver le détail de la raijon des racines des pui/jances de toute équation donnée. 2,9. De la Réfolution des Equations. Problème unique. *4 rticlc premier contenant les Exemples des Equations homoè  ne s  \  dont les hautes puiffances font ,  l’une dans un montre de l'équation .  &  l’autre dans l'autre j  où je fais voir comment on peut dans ma Méthode opérer par nombres ç> par lettres. ibid. Article deuxième contenant les Equations homogènes ,  où les hautes puijjances font dans un meme membre de l’équa. tion. 39^ Article troifième contenant les Exemples des Equations héterogenes. JO 'Article quatrième, Seflion prèmière ,  quand l'une des hautes puiffances eft accompagnée d'un abfolu. JQ Article quatrième ,  Settion deuxième ,  où les hautes puijfance ^  font hétérogènes ,  &  dont lune ejl accompagnée d'un abfolu. jî Article quatrième, Setiion troifième, dis Fralt ions dans les Equations. •  5Tz Article quatrième ,  Section quatrième ,  des doubles ,  triples ,, multiples Equations de tous les degrés. 8  Cr Article quatrième, Scétion cinquième flor [que dans l’Equa tion il n'y a  qu'une lettre ,  qui marque une quantité m~

  
    •  * Connue ;  où je donne l'extraction des racines des puiffaiii ccs numériques ,  &  des puiffances littérales ,  la rlfolutiort du cas irréductible t  &  celle de ces équations xi=ax-+-b , SC x' =  ax — b  104 Art. 4. Scct 6. de la réfolution des Equations entre grandeurs incommcnfurables ,  après quoi je fais voir que les grandeurs qu'on appelle imaginaire s  ,nc font point imaginaire s % &  que — 4  par exemple a  les memes racines que -t-4. 1 1 8 Art. 4. Scct. 7. des Equations qui ont autant de racines que de dimenfions. 116 Art. 4. Scct. 8. des racines incommcnfurables. .  134 Arp. 4. Scct. 9. contenant divers Problèmes >dont quelquesuns font de nombres fourds. ’  140 Art. j. Des fuites ou fériés ,  ou approximations. 160 • Ce qui fuit regarde principalement la réduction des Equations. .  ibid. Art. 6. Sett. 1. Examen de la Table générale des Grades des Racines Géométriques ,  qui fert de Lemmes. 165 Art. 6. Scct. 1. De sJEquations fourdes du deuxième degré ^ où je donne leur propriété caraliériftique ,qui efi que Id raifon de leurs racines efi toujours périodique. 16$ Article fixième ,  Seétion troificme. Où je donne la méthode de réduire au deuxième degré toutes les Equations qui y peuvent être réduites de quelque degré qu elles foient. Extraits de quelques Lettres de M. Leibnits. loi Je cite quelquefois les Analyftcs dans cet Ouvrage. Je les ai parcourus, non pour les étudier à  fond ,  mais pour y  chercher des Equations ,  &  les réfoudre par ma Méthode. Je ne fçais de l’Analyfe que ce qu’il y  a  de plus commun dans la Logiftique. Je commençai cette étude dans ma jeunefle ,  &  même celle des Serions coniques. Je fis des Eléments à  ma manière: mais enfuite ayant abandonné les Mathématiques pendant plus de trentecinq ans, j'y fuis revenu trop tard pour y  faire tous les progrès que je m’étois promis ,  &  dont je réfer vai l’étude pour l’amufement de ma vieillefle ,  ne fçaehant pas que dans la vieillefle cet amufemenc devient un travail fort férieux. DF. LA Digitized by Google
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    DES EaUATIONS/^ o  v  (ÇYvvi DE L’EXTRACTION^ DE LEURS RACINES. 4 AVANT QUE D’ENTRER EN MATIERE, je fuis obligé de tranfcrire ici une partie de ce que j’ai penlé (ur l’EITencc du rapport, ou de la raifon des grandeurs entre elles ,  à  la tète de mon Traité des proportions. Digitized by Google
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    ;.» De la Re'soiotioh •  l’objet d’une nouvelle comparailon. Car je puis comparer cerce différence avec chacune des deux grandeurs premièrement prifes :  mais en comparant cette différence avec la plus grande grandeur ,  je trouve que l’excès de la plus grande grandeur fur cette différence, ell la moindre des deux premières grandeurs que je connois déjà , &  cette comparailon m’eft inutile 5  puisqu’elle ne peut offrir à  mon elprit rien de nouveau. Au contraire, fi je compare cette différence avec la moindre des deux premières grandeurs, je dois les trouver égales ou inégale». Si je les trouve égales ,  mon cfprit le repofe: mais fi elles font inégales ,  leur différence eft l’objet d’une troifiéme <comparaifon :  ainfi de fuite. Ces comparaifons, comme on voit, font de véritables fouftraclions ,  dont ces différences font les refies. *  Et l’on voit aulli ,  qu’après chaque fouftraclion ,  c’eft le retranché &  le refic de cette fouftraclion ,  que l’on doit comparer enfemble dans la fuivante, c’eft-à dire , que le retranché &  le refie de chaque fouftraclion ,  deviennent ,  l’un le tout ,  6 i  l’autre le retranché de la fouftraclion d’après. On voit encore qu’on fouftrair toujours une moindre grandeur, d’une plus grande ,  quand elles font inégales. A  Et que quand elles font égales le détail de la raifon '  finit. ,  , De'fismtions. • T* A  raifon que les Géomètres appellent raifon arithmétique ,  eft la différence qui cil entre deux grandeurs. fa. i. Et la raifon ,  qu’ils appellent raifon géométrique ,  ou fimplemcnt rat fin ,  confiftc dans le détail ,  ou dans la fuite des fouftraélions que je viens de marquer qu’on peut faire entre elles. Puis donc quefouftrairc une grandeur d’une autre, qui foit de même nature, nous eft une chofe très-diftinélement connue, il s’enfuit que la raifon géométrique, qui ne confifte que dans un détail ou fuite de fouftraclions, nous eft crès-diftinélcmcnc connue. Digittéed by Google

  
    3 DES E' QJ7 A  T  I  O  N  S. Exemple d'une raifon en nombres. Ktrifon de 9  à  7 ~r Par exmple la raifon geo*  métrique ,  ou lïmplcment la raifon de ces deux nombres , 9  6c 7, confifte en ce qu’ôtant 7  de 9  ,  il refte 2  ,  6c qu’ôtanc 2  de 7 ,  il refte y ,  6c qu’ôtant encore 1  de y ,  il refte 3  ,  6c qu’ôtant encore 1  de 3  (  car il *3. faut toujours ôter *  le moindre du plus grand )  il refte r , 6c qu’ôtant 1  de i, il refte encore 1 :  6c enfin que de 1  ôtant 1 ,  le refte eft zéro ,  qui ne fournit pas de nouvelle louftraclion. : à  faire. 9 7 2 7 •2 î J s. 3 3 2 1 2 i' ï r Pccinicre SouftraÔion. ic. SouflraCtion. 3  e. Souftraâion. 4e. Sou/lraSion. 5  e. Souflraftion. lu châtient »  la marge ft rapportent à ett ouvrage. Dernière Souflraâion, i  , Oh peut de même comparer enfemble deux grandeurs quelconques de même efpéce, 6c qui par confëquent puiftent être fouftraites l’une de l'autre, comme par exemple deux lignes. Avertissement. 8. P  ^ r  s  N  Peut fa‘re Par lettres toutes les Souftra«ftions^ on peut faire auflî par lettres le détail de routes raifons géométriques, comme par exemple le détail de la railon de 9  à  7. Aij Digitized by Google

  
    4 Delà Re'so Ainfi en mettant a pour 9 ,  &  b  pour 7 ,  & lbuftrayant b  d'a ,  le relie fera a  —  b. Et de b  (oüftrayarit a  —  b ,  le relie fera —  a  +  1  b  , &  de —  a  +  rb fouftrayarrt encore a  —  b , le relie fera —  ia-+-3 b, &  foullrayant encore a —  b, de refte fera —  3  a h- 4  b. Et ainfi de fuite comme il eft marqué xi à cqté. L  U  T  I  O  N .a b a  — ~b b a  — b —  a  ■+■ 1  b —  a  1  b  a  —  b —  ‘ÏI? —  z  a  4- 3  b a  —  b —  3  a  4. b a  —  b —  3  a  4  b -♦-4 a  —  5  b m-43 —  j  b —  3  a  -+- 4  b 1- 7a —  9  b 9 7 x 7 1 7 5 z J 3 x •I % 1 1 X r o .  Axiome. T^E la définition de la raifon il s’enfuit ,  que la raifon entre deux grandeurs ne peut aller de deux maniérés différentes. Car puifque le détail de cette raifon eft une fuite de fouftraélions ,  il ne peut recevoir des différences ,  que quelqu’une de fes fouftraélions ne fe falle de deux maniérés différentes ,  ce qui eft* impoflible. VERT 1  SSE MENT. T)Our marquer une raifon je mettrai deux points entre fes termes :  ainfi 9  :  7  voudra dire la raifon de 9  à  7. Et par lettres a  :  b ,  par exemple ,  voudra dire la raifon d’a à  b. Digitized by Google

  
    DES E' QJT A  T  I  O  N  S. J Axiome. r  •  • 10. pu. s  q^o e  ,  tant que le détail d’une raifon dure ,  on foullrait toujours une moindre quantité d’une plus grande *  les relies dans toutes ces foullraclions ,  lonc des *3. grandeurs politives. Seulement dans la derniere fouftraélion d’une raifon, puifqu’on foullrait une grandeur égale d’une égale *  le * relie cil zéro. Axiome. r  *  * 11. T  E  moindre terme d’une raifon ne peut continuellement être foullrait du plus grand. Il faut au contraire qu en étant foullrait une ou plulieurs fois ,  il l’épuile enfin :  car une grandeur pofitive ne peut toujours *  *  être fouflraite d’une grandeur pofitive &  terminée , fans l’épuifer. D  e' F  I  N  I  T  I  O  K. 12. S1 dans le détail d’une raifon ,  le moindre terme efl u  retranché dans toutes les foullraclions ,  (  lefquelles en ce cas -  là *  feront en nombre limité )  il cil vifible que *  ir. le plus grand terme efl multiple du moindre*, ”  * D  e' F I  N  I  T  I  O  N. 13CT le moindre terme, apres une ou plulieurs foultra^  élions ,  ne 1  aille rien ,  ou qu’il laide un relie poficif moindre que lui, j’appellerai un yade cette foullradion, ou cette fuite de foullraclions, dans lefquelles le moindre terme efl toujours le retranche ,  &  généralement dans le detail d’une raifon j’appellerai un nouveau yade , quand ce fera une nouvelle grandeur ,  qui fera le retranché,  foit qu’elle ne le foit qu’une fois, ou qu’elle le foie plulieurs fois de fuite. A  iij •  ^Digitized by Google

  
    6 De la R  e' solution Ainfi dans la raifon de 9  à  7^ la première fouftraclion fait un grade ,  pareeque 7  n’cft retranché que dans cetce première fouftraclion. La deuxième ,  la troifiême, &  la quatrième iouftraclionsfont un deuxième grade ;  pareeque le nombre 2  cft retranché dans chacune de ces fouftraftions. Enfin la cinquième &  la fixiême fouftradions font un troifiême grade ;  pareeque l’unité eft retranchée dans l’une &  l’autre de ces fouftraélions. Dans la raifon de 9  à  7 le premier grade eft donc d’une fouftraclion ,  le deuxième eft de 3  ,  &  le troifiême eft de deuxv fouftra&ions. C  o  n  s  e’ q^u e I^. Les raifons multiples n’ont donc qu’un grade ,  puifque dans toutes les fouftraftions d’une raifon multiple , c’eft toujours la grandeur fous-multiple ,  ou le deuxième *11. terme de la raiion *  qui eft le retranché. Axiome. IT-DÎ"!. une raifon il ne peut y  avoir aucun grade, dont les fouftradions ne finiflent 5  puifqu’une même grandeur eft toujours le retranché dans un même 13- grade *  &  qu’elle ne le peut toujours être’'’ fans épuiier la grandeur dont elle eft fouftraite. Raifon de y  , *  7o 9 7 2 7 z J 5 2 3 3 z . 1. 2. 1. r 1 1 ô N  C  E. Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. D  E' f  I  N  I  T  I  O  N; 7 J  6. T’, Appellerai articles dans le détail d’une raifon , J  le tout ,  le retranche ,  &  le refte de chaque fouftraclion : fi bien que chaque fouftraclion aura trois articles. R  E  M  A  R  Q_U E. ÇHaqjje article du détail d’une raifon par lettres, hormis les deux termes de la raifon ,  quand ce font des grandeurs fîmples ,  comme a  :  b  ,  chaque article, dis je ,  étant une fouftraclion ,  ou une différence ,  eft un multip.le du confequent retranché d’un multiple de l’antécédent ,  ou un multiple de l’antécédent retranché d’un • multiple du conféquent ,  ou la’difference des deux multiples. Je prends le mot de multiple dans toute fon étendue ,  c’eft à-dire, lors meme qu’il n’eft multiple que par l’unité Avertissement. 17- DA ns le détail d’une raifon ,  puifque *  c’eft: tou- *2. jours le retranche &  le refte d’une fouftraclion', qui deviennent le tout &  le retranche de la fouftradion fuivante ,  Sc puifque *  dans tout un même grade ,  le retran- *  1 3, ché eft toujours le même -, il s’enfuit que tant qu’un grade dure ,  c’eft-à-dire tant que lé même retranché fe trouve moindre que le refte ,  le refle d’une fouftraclion devient le tout de la fouftraclion fuivante; .  -- . Ainfi dans ces trois premie- i res fouftraélions de la raifon 11 :  3  ,  ou de 11 à  j  ,  toutes d’un. * même grade ,  puifque le nombre} eft le retranché en toutes, le tout de la deuxième fouftraélïon ,  qui eft 8  ,  eft le refie de la première-, &  5 ,  le t;out de la / troifiéme ,  eft le refie de la fécondé. n 3 8 8 y î J 3 x 1 Digitized by Google

  
    s De la R  i  solution Avertissement. 18. *3pUisQjTE-* le retranché de la derniere foudradion d'un grade ed plus grand que fan rede ,  bi puifque *  l’un doit être faudrait de l’autre dans la foudradion fuivaote, qui ed la première du grade fuivant, il s’enfuit que quand il y  a  deux foudradions immédiates, ou confecutives, dont la première ed la dernière d’un grade ,  &  la deuxième la première du grade fuivant , alors le retranché de la première devient le tou{ de la deuxième ,  &  le refte de la première devient le retranché de la deuxième. a o o O ü 1 1 Ainfi dans la raifon de.ii 33, après la troificme &  derniere foudradion du premier grade , (  qui ed la derniere ,  parccque le retranché 3  s’y. trouve plus grand que le rejlc 1  )  le tout dé la quatrième foudradion ,  qui ed la première du deuxième grade ,  ed le nombre 3  ,  qui a été le retranché dans tout le premier grade, &  le retranché ed le nombre 1  ,  qui a  été le refie de la foudradion précédente. De même dans la cinquième Àudradion ,  qui ed la première du rroifiême grade, le nombre 2  ed le tout, parcequ’il a  été le retranché dans la foudradion précédente ,  qui toute feule fait le deuxième ,  &  le retranché ed l’unité ;  parcequ’elle a  été le refie de la foudradion précédente. 3 8 8 3 î 5 1 2 3 t Corollaire. Digitized by Google

  
    DES E' Q^U A  .T I  O  N  S. Corollaire. •  9 j o  T  L  s’enfuit de ces deux avertiflemens ,  que dans le dé. 'Lcail de toute raifon ,  un tout de quelque fouftra&ion que ce foit ,  eft plus grand ,  ou vaut mieux ,  qu’aucun des articles qui le fuivent, &  qu’ainfi le premier terme d’une raifon vaut mieux que tout autre article de cette raifon, &  que le deuxième terme d’une raifon devenant le premier tout du deuxième grade, eft plus grand que tout article fuivanc. Av E  RT IS SEMENT.' 30 £3 17 20. pUiSQui dans un grade au"*■ tre que le premier ,  le premier tout eft le retranché du *17. grade précédent* ,  &  puifque le retranché d’un grade ,  aucre que le premier grade ,  eft le dernier refte du grade précédent ,  il s’enfuit que le premier tout d’un grade, autre que le premier &  le fécond grades , eft le dernier refte du grade antéprécédent ,  ou qui précédé le précédent, &  qu’autant qu’il y  a  de fouftra&ions dans un grade, autre que le premier &. le fécond grades ,  autant de fois on louftrait le dernier refte du grade précédent ,  du dernier refte de l’antéprécédent. Ainfi dans la raifon 30 :  13 , ou de 30 a  13, le premier tout du troifiême grade eft le nombre 4 ,  dernier refte du grade antéprécédent ,  c’eft-à-dire du premier grade :  &  l’unité ,  qui eft Digitized by Google
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    IO De LA R  E' SOLUTION* le dernier refte du grade précédent, c’eft-à-dire du deuxième grade ,  cft fouftraite du nombre 4  ,  dans les 4 fouftra&ions du troifième grade. Corollaire. 21, T  E  dernier refte d’un grade devenant* le retranché du *  17 grade fuivant, eft plus grand que le dernier refte du grade luivant ,  puiique le dernier refte d’un grade eft moindre que le retranché de ce grade. C  O  N  5  e’ U  E  N  C  E.' 22 R  E  -  là s’enfuit que les derniers relies des grades d’une *  raifon ,  vont toujours décroillànt cane que le détail de cette raifon dure. Axiome, ^  T"\ A  n  s  les raifons de nombre à  nombre ,  les derniers relies des grades ne pouvant décroître au deflous de l’unité ,  c’ell une conléquence néceftaire ,  que les grades &  les fouftraélions cellent dans toute railon de nombre à  nombre. Axiome. 2  a  T) Ans une raifon a  :  b ,  dont le détail finiffe ,  les muL •  tiples de fes termes a ,  &  b  ,  qui feront fouftraits l’un de l’autre dans fon dernier refte ,  feront égaux entre eux. Car foit fon dernier refte xa —  y  b, où x  ,  &  y  font les nombres multiplicateurs d’a, 8 c  de b. Puifque x  a — y  b eft le dernier relie de la raifon a  :  b  donc x  a  —  y  b  =  o ; donc en tranfpofant y  b  fous ligne contraire x  a.=o+y b, doncxa=yb. 4 Digitized by Google

  
    Formation des grades d’une raifon far lettres. .  A  n  s  le premier grade d’une raifon quelconque a  :  b , ^  le premier relie elt a  —  b  ,  le deuxième eft a  —  1  b , le troifiême a  —  3  b  j  &  ainfi de fuite ,  où le plus grand terme a  ,  garde toujours fon ligne ,  qui cil le ligne -+■ , &  Ion préfix qui eft l’unité. Et le moindre terme b  y  eft toujours aflèclé du ligne — ,  &  a  pour préfix tous les nombres de fuite à  commencer par l’unité, fie à  la concurrence du nombre des fouftraclions de ce grade ,  le rang defquelles eft toujours marqué par le préfix du moindre terme b. Tous les préfix de b  peuvent être marquez en géné’  ral par la lettre p  ,  &  ainfi tous les relies du premier grade feront chacun a  —  pb, ou félon les. differentes valeurs, la lettre p  marquera le rang de chaque fouftra<ftion, &  dans Je dernier relie elle marquera la derniere fouftradion de ce grade. Et ce premier relie a  —  p  b fuivant la réglé de la fouftradion par lettres eft formé par le retranché b ,  lequel après avoir été multiplié par p, &  avoir pris un ligne contraire, a  été joint au tout a. Et cette première fouftradion eft le commencement de la table générale des grades des raifons géométriques , &  a  —  p  b  eft l’exprclfion générale des relies de ce premier grade. .  Dans le deuxième grade *  le retranché b  du grade précédent doit être le tout ,  fie a  —  p  b ,  dernier relie du grade précédent ,  doit être le retranché ,  lefquels font déjà dans la table. Et pour retrancher a  —  pb de b, d’autant que dans chaque grade, le retranché peut l’être une ou plufieurs fois, il faut multiplier le retranché -♦-a —  pb par f, qui marquera le multiplicateur du fécond grade ,  fie après en avoir changé les lignes ,  il faut l’ajouter au tout b  ,  ce qui fait s— i a  ■+- fp b  -t- b  ,  qu’il faut mettre dans la table pour l’exprelfion générale des relies du deuxième grade des raifons géométriques. Dans le troiliême grade, le retranché du deuxieme doit être le tout ,  fie le dernier relie du deuxième doit Bij

  
    s 3°yxi De la R  e’ solution être le retranche ,  c’cft -  à  -  dire que les deux dernieres quantitez, mifes dcja dans la cable, doivent être, l’une le touc, &  l’autre le retranché du premier refte du troifiême grade, &pour retrancher — là+fpb-*-b, dea— pb, il faut multiplier par la lettre t, qui fera le multiplicateur du croifiême grade, le dernier refte — fa-t- fpb-*-b, & après en avoir changé les lignes ,  l’ajouter à  a  —  pb ,  ce qui fait -*-tfa —  tfpb —  tb-+-a — pb, &  pour plus de netteté rangeant les multiples d’a de fuite ,  &  les multipies de b  de fuite ,  on mettra dans la table ■+• 1  fa -h a, —  tfpb —  tb —  pb,cequi fera l’cxprelfion générale des relies du troifiême grade des railbns géométriques. Ainfi pour avoir le premier refte du quatrième grade,1 on multipliera le dernier relie de la table, quiell-t-tfa -t- a— tfpb —  tb —  b  par une nouvelle lettre q  ,  pour marquer que c’eft le multiplicateur du quatrième gr^le , &  après en avoir changé les lignes ,  on l’ajoutera au pénultième refte de la table, qui eft celui du fécond grade, fçavoir —  fa-*-fpb-«-b, &  féparant comme dcuus les multiples d’a, de ceux de b, ce fera —  qtfa — qa — fa -+-qtfpb-+.qtb-4-pb-+*fpb-t-b, que l’on ajouterai la table pour l’expreflion générale des relies du quatrième grade. Ainfi on multipliera l’exprelfion générale des relies du quatrième grade par c ,  qui fera le multiplicateur du cinquième, &  après en avoir changé les lignes, on l’ajoutera au refte du troifiême grade,&il en reviendra l’exprefiion générale des relies du cinquième grade ,  que l’on ajoutera à  la table. Et l’on aura ainfi de fuite les relies de tous les grades, ou leurs exprelfions générales ,  obfervanc de mettre toujours une nouvelle lettre pour multiplicateur. Avertissement. TQ Ans cette table les lettres a  &  b ,  qui marquent les termes de toute raifon géométrique en général, changeant de ligne i  chaque grade -, &  confervant toujours un même ligne ddns tous les relies d’un même grade , Digitized by Google*

  
    DES E' A  T  1  O  N  S. .  13 le terme a  fera afïèdé du ligne dans tous les relies •* des grades en rang impair ,  premier ,  troifième ,  cinquiême ,  6cc. 6c il lera affèdé du figne —  dans tous les relies des grades en rang pair ,  deuxieme ,  quatrième , fixiême, 6cc. Et au contraire le terme b  lera affedé du figne —  dans tous les relies des grades en rang impair ,  6c du figne -h dans tous les relies des grades en rang pair. Et ainfi le même terme n’ell jamais affedé de même ligne dans deux grades conlécutifs. Avertissement. pO.M m  E  la divifion *  vaut une ,  ou plufieurs foullra. * dions d’une même grandeur, dont la multitude effc marquée par le quotient, li bien que fi la divifion n’cll qu’une loullradion le quotient en cil l’unité ,  fi la divilion vaut deux foullradions ,  le quotient en eft deux , fi elle vaut trois loullradioni ,  le quotient en cil trois, &  ainfi de fuite i  delà s’enfuie qu’on peut faire le détail d’une raifon par la divifion comme par la loullradion , ainfi au premier grade on peut diviler le premier terme de la raifon par le fécond ,  6c le quotient de la divifion marquera la multitude des foullradions de ce grade, & fi la divifion de ce premier grade ell imparfaite ,  6c qu’elle laide un relie moindre que le divifeur, qui ell le retranché de ce grade ,  il y  aura un deuxième grade ,  où le deuxième terme lera le tout d’une nouvelle divifion ,  le relie du premier grade en fera le divifeur, ôc le quotient marquera la multitude des foullradions de ce fécond grade; Et fi la divifion de ce deuxième grade ell encore imparfaite, 6c qu’elle laiffe un relie moindre que le divifeur , qui cil le retranché de ce deuxième grade ,  il y  aura un troifième grade, qui fe formera par une troifième divifion, dont le tout fera le retranché ,  ou le divifeur du grade précédent ,  6c le relie du grade précédent en fera le divileûr ,  6c le quotient marquera la multitude des foullradions de ce troifième grade, 6c ainfi de fuite jufqu’à ce que l’on vienne à  un grade dans lequel la divifion foie exade 6c ne laiûc rien de relie, B  iij

  
    i4 .  De la R  e' solution' Ainfi dans la raifon de 9  à  7  ,  la divifion du premier grade a  ÎW pour quotient j  9  (l. &ü refte x pareeque divdant 9  par 7 ,  7  •  9  91. n’cft qu’une fois en 9  ,  8c il g_ 7  ' refte 2. p  -  «  m  n. Dans le deuxième grade, le 7  7  (  3* êtilreltei nombre 2  ,  qui cft le refte du *  1 grade précèdent ,  divifant 7  ,  J qui eft le divifeur du même ?  j grade précédent ,  le quotient ?  2 de la divifion de ce deuxieme J grade eft 3  ,  qui marque que ce J grade eft de trois fouftra&ions, z ou que 2  peut être foufttait trois fois de 7 ,  &  il refte 1. -  ,  .  „a_ Dans le troifiême grade ,  1  . l’unité ,  qui eft le refte du grade I  1 précédent ,  devant être fou- £  ! ftraite de 2, qui eft le retranché, c  1 ou le divifeur du grade précé- "  £ dent ,  on peut divifer r  par 1  ,  o &  le quotient fera 2  ,  qui marquera que ce troifiême grade cft de deux fouftraélions, ou que 1  pouvoir être fouftrait deux fois de 1 ,  &  pareeque cette derniere divifion fe trouve exafte ,  8c ne laifie rien ,  la raifon celle ,  8c les quotients de fe s  trois grades font 132, qui font voir nettement l’cflcnce de cette raifon. Que fi l’on fuppofoit que la raifon ne finît pas ,  il s’enfuivroit qu’elle auroit un nombre infini de grades, 8c par conféqucnt un nombre infini de quotients. Les Analyftes les ont nommez tous enfemble par une leule lettre fans les connoître. . 9(1. 8c il refte 2 7 7(3. &  il refte i 1(2. &  il ne refte 1  rien. Avertissement. *  T’A 1  déjà dit *  qu’on a  nommé la raifon multiple ou J  d’un grade ,  par fon quotient :  ainfi la raifon double eft la raifon multiple ,  dont 2  eft le quotient, la triple eft celle ,  donc 3  eft le quotient ,  8c afnfi de fuite. L’on Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  5. w a  auffi donné des noms aux raifons de deux grades ,  on les trouve dans les commentaires de Clavius fur le cinquième livre des Elémens d’Euclide, fie en d’autres Auteurs ,  &  ces noms font pris des quotients des deux grades de ces raifons ,  on pourroit de même nommer toutes les raifons qui finirent par les quotients de tous leurs grades ,  comme la railon de 9  à  7  par fes trois quotients 1  3  z. . PR OPOSITIO N. THEOREME. .  1  *  I ■p\ Ans chaque relie du détail d’une raifon par lettres, le préfix du fécond terme de la railon comparé au préfix du premier terme ,  eft capable des louftraclions, qui ont été faites dans le détail de cette raifon, jufqu’à la fouftraclion ,  dont eft ce relie. Dans le premier grade chaque relie eft a  —  p  b  ou p  *  multiplicateur du premier grade ,  marque, félon ce qu’il a  d’unitez, le nombre des louftra&ions qui ont été faites dans ce premier grade jufqu’â chaque relie. Et ainfi dans chaque relie en comparant le préfix de b  au préfix d’a, à  inclure qu’on compare a  à  b, l’unité ,  qui eft le préfix d’a ,  pourra être fouftraitc autant de fois de p, préfix de b, que b  aura été fouftraitd’a. Dans le deuxieme grade ,  dont les relies font mari quez —  fa-t-fpb-«-b, le nombre f  multiplicateur de ce deuxième grade *  marque de même ,  félon ce qu’il a d’umtez ,  combien il a  été fait de fouftraélions pour parvenir à  chaque relie de ce deuxième grade. Que û vous divifez le préfix fp -+- 1  du deuxième terme b  ,  par f  préfix du premier terme a, le quotient fera p, &  il reliera 1 ,  c’eft- à-dire que f  pourra être fouftrait de fp -1- 1 autant de fois que p  a  d’unitez, &  par conféquent autant de fois qu’il y  a  eu des fouftraclions dans le premier grade de cette raifon ,  &  enfin divifant f, premier préfix par l’unité, qui relie du fécond préfix, le quotient fera f  qui marquera que l’unité aura été fouftraite d’f autant de fois qu’il aura été fait des fouftratftions dans ce deu �

  
    16 De la R  e' solution xiême grade. Donc les préfix de ce deuxieme grade f, &  fp-*- 1  font capables premièrement des foullradions p, &  puis des foullradions f, c’eft à  dire d’autant delouftradions qu’il y  en a  eu au premier &  au deuxième grades julqu’à la fouftradion, dont le nombre f  aura marqué le rang par fes unitez. Dans le troifiême grade, dont les relies font marquez -*-tfa-t- 1 a  —  tfpb — tb —  pb. Le nombre t  multipli17. cateur du troifiême grade marque de même ,  *  lèlon ce qu’il a  d’unitez ,  combien il a  été fait de foullradions pour parvenir à  chaque relie de ce troifiême grade. Que iî vous divilèz le préfix tfp-*- 1  -*- p  du deuxième terme b, par le préfix c T-i- 1  du premier terme a  ,  le quotient fera p ,  &. il reliera t ,  &  divifant le premier préfix tf-n f»ar t, le quotient fera f, &  il reliera 1, &  divifant t  par 1, e  quotient fera t ,  &  ainfi les trois quotients feront p  f. t. Donc dans ce troifiême grade, les préfix -*- 1  f  •+• 1 ,  Sc -*- t  fp 1  ■+■ p  font capables, io. des foullradions p, i°. des foullradions f, &  enfin des foullradions t ,  c’ell -  à  -  dire d’autant de foullradions qu’il y  en a  eu au premier ,  au #  deuxième ,  &  au troifiême grades ,  jufqu’à la foullradion, dont le nombre c  aura par fes unitez ,  marqué le rang dans le troifiême grade. Dans le quatrième grade, dont les relies font marquez —  q  t  f  a — qa — fa-*-qtfpb-*-qtb-*-qpb-*-fpb z8. -t- b ,  le nombre, q  marque de même, *  lelon ce qu’il a  d’unitez ,  combien il a  été fait de foullradions pour parvenir à  chaque relie de ce quatrième grade. Que fi vous divifez le préfix du deuxième ternie b ,  qui eft q  t  fp -+- q  t .+- q  p  ■+• fp -*- 1 ,  par le préfix du premier terme a ,  qui eft •*-qtf-*-q-t-f, le quotient fera p, &  il reliera qt-*-i j  & divifant le premier préfix -♦- q  t  f-+- q  -t- f  par q  t  1 ,  le quotient fera f ,  &c il reliera h- q  ,  &  divifant q  c  -*- 1  par q, le quotient fera t ,  &  il reliera 1  j  &  enfin divifant qpar 1, le quotient fera q. Donc les quotients feront p. 1. 1. q. Donc dans ce quatrième grade ,  les préfix q  tf •+■ q  1- f, &qtfp-»-qtT-qp-*-fp-»-i, font capables i°. des fouftradions p. des foullradions f, 30. des foullradions t ,  & .  enfin des foullradions q, c’eft-à-dire d’autant de fouftradions Digitized by Google

  
    ro » 8  IJ E' QJ17 A  T  I  O  N  S.: 17 Aiorre qu’il y  en a  eu aux premier, deuxième, troifiême, &  quatrième grades jufqu’à la fouftradion ,  dont le nom. bre q  aura marqué le rang dans le quatrième grade par fes unirez. Et ainfi de fuite chaque grade étant formé par un nouveau multiplicateur, chaque multiplicateur reviendra en fon rang pour quotient dans les divifions ,  dont les •préfix feront capables. r. q •  f. d. CoROLLAIB.ES. Y*)E cette propofition il s’enfuit qu’à mefure que-le détail d’une raifon entre deux grandeurs ,  fe forme par la fouftradion, le même détail fé forme par l’addition entre leurs préfix; Il s’enfuit auflî que les préfix du dernier refte d’une raifon font capables des fouftradions de cette raifon. • J? RO P  O  S  I  r  I  0  N-. PROBLEME. 6' T  E  nombre des grades d’une raifon ,  donc le détail finiffe, étant preferit avec le nombre des fouftradions de chacun de fes grades, il faut trouver deux nombres, qui foient entre eux en cette raifon; Que la raifon propofée aie, par exemple ,  trois grades ,  & trois fouftradions au premier grade, x  au deuxième ,6c 4 au troifiême. Pour trouver deux nonfbrcs ,  qui foient en cette raifon ,  je prends a  ,  &  b ,  que b tj ro O c 2 co 31 a9 b 11 a  —  b 22 a  —  b 9 b >5 a  —  x  b J  3 a  —  x  b 9. b 4 a  —  3  b ~9 4 a —  3  b 3 —  a  -4-4 b 5 —  a -4- 4  b 4 a — 3  b •  ■  1 —  ïa +  7  b 4 a  — 3  b r —  xa -4- 7 b 1 -4- 3  a — 10b 3 3a— tcb 1 —  xa -4- 7b 2' ja —  17b 2ja — 17b 1 —  2a -4- 7 b 1 •7a — 24b i' -4- 7  a — 24b 1 —  x  a  -4- 7b 0 ■+- 9  a  —  31b c  * C Digitized by Google

  
    i8 De la R. e' solution je fuppofe en êxrc les ternies, &  je fais le detail de leut railon en fouftrayant b  de a  trois fois ,  ce qui fait le premier grade ,  dont le dernier relie eft a  —  3  b  ;  puis de b je foullrais deux fois a  —  3  b ,  ce qui faille deuxième grade ,  dont le dernier refte-lera —  1  a  -+- 7  b. Et enfin de a  — 3  b  je foullrais quatre fois —  ia-*-7b, ce qui fait le troisième Sc dernier grade prclcrit, dont le dernier relie elt h- 9  a  —  31 b  ;  6cÜ s’enfuit du corollaire précédent que les préfix 31 ,  &  9  font en la raifon prefcrice de trois grades ,  &  de trois foüllraélions au premier ,  de deux au deuxième ,  Si de quatre au troifième ,  comme il paroîc dans le détail ci devant >  de la raifon 31 :  9. Co R  O  L  L  A  I  R  E. T  L  s’enfuit de cette propofirion ,  que dans le dernier A  relie d’une raifon quelconque a  :  b ,  qui finit ,  fi a ,  &  b font des nombres ,  le préfix de b  comparé au préfix d’a exprimant la railbn du nombre a  au nombre b, il y  a quatre nombres qui font deux fois la même raifon ,  1°. la raifon a  :  b ,  x°. la raifon du préfix de b  au préfix d’a ,  8c le produit de l’antécédent de la première ,  Si du conféquent de la fécondé ell égal au produit du conféquent de la première ,  Sc de l’antécédent de la fécondé ,  comme ici 9  a=3i b ,  puifque dans le dernier relie —  9  a  -*-31 b =  0. C  o  n  s  e' e  n  c  e. • pUi s  qu e  la raifon a  .• b  ell exprimée par la raifon 31 :  9, A  a  peut donc être 31 ,  &  alors b  fera 9  t  Si 9  a  fera 31 multiplié par 9  ,  &  31 b  fera 9  multiplié par 3r ,  &  l’un vaudra l’autre ,  c’cft-à-dirc que neuf fois 31 vaudront trente &  une fois 9. Et il a  été déjà *  démontré plus en général par la notion de la multiplication ,  qu’un premier nombre multiplié par un fécond, donne le mêmç , produit que le fécond multiplié par le premier.

  
    DES E  Q^U A  T  I  O  N  S. 19 .  \  * Avertissement. 2  a  T’Ai démontré ailleurs *  que dans chaque relie d’une • 3  J  raifon les deux préfix font des nombres premiers entre eux. Avertissement. AO. T' Ai aulfi démontre ailleurs qu’il y  a  des continus en ~  ^  telles ràifons ,  que le- détail n’en finit jamais. D  e’ F  I  N  I  T  I  O  N  S. A- 1 .  nfOuTE raifon, dont le détail finit ,  eft appellée raifon ~  de nonnbre à  nombre ;  parcequ’elle *  peut être exprimée *  jy, par nombres. A  2. Toute raifon, dont le détail ne'pcut finir, ne peut être *  exprimée par nombres ,  &  elle eft appellée raifon * fotirde. R  E  M  A  R  Q_U E. A'* .  T\ An*s les raifons de nombre à  nombre ,  on parvient à  l’égalité j  ou au zero^lans un nombre fini de fouftradions. Dans les raifons fourdes ,  où les derniers relies des grades vont* toujours décroiffànt, on va chercher le zéro ou l’égalité dans l’infini ,  ou dans un nombre infini de fouftraûions. r  R  OPOSITIO N. THEOREME. AA, p  U  i  s  QJJ e  l’on peut fouflraire une grandeur négative 1  d'une négatiye *  il y  a  raifon de l’une à  l’autre. En quoi * .. il faut obfe'rver que comme dans la railon de deux grandeurs polkives on retranche toujours une moindre grandeur pofitive d’une plus grande pofitive, aulfi dans la raifon de deux grandeurs négatives on fouftrait toujours une moindre grandeur négative, ou, 11 l’on veut, une grandeur moins négative ,  d’une pins grande négative , Cij * Digitized by Google

  
    io D  £ ou ,  fi l’on veut ainfi —  a —  b* a-»-b ""^TT —  a-t- b Hhâ —  zb i- a  —  i  B —  a -h b za —  3F •+• z  a —  3  b t— a  b 1-3 a— 4  b —  a  1- b H-3a — 4  b — 4a-»- 5  b -«-3 a — 4b —  4  a -*-5 b -^ya— 9^b LA R  e' solution encore ,  d’une grandeur plus négative: —  9 —  7 —  z —  7 — ■  a —  7 —  5  ,   Z —  7 —  3 —  z —  i —  Z —  I  • ' —  £ —  I  A   O +  9 ■+■7 -4- » •4-7 1-1 ■4-5 1- x *4-7 •4-7 •4-.X 1-i 1- x 1-4 1-1 v 1- I 1- I 1-0 1- a i-b Hhi —  b i-b i-a —  b —  ai- z S " — ai- ib i-a —  bj —  ia +  3  b —  ia +  3b i_ a  —  b —  3*-**4^ 1- a  —  b *r-3*i-4b 1-4 a— j_b —  i  a  4-4 b 14a —  f  b —  7a->-ÿb Démonfiration. De —  9  ôtyic — 7 ,  il refte —  z  comme de 1- 9  ôtant 1- 7 ,  il refte 1- z. Puis de —  7  ôtant —  z , refte —  5 ,  comme de 1- 7  ôtant 1- z ,  refte -t- j ,  &  ainfi des fouftraclions fuivantes ,  dans lefquelles on parvient au •4 zéro de part &  d’autre en même temps ,  ce qui *  eft la fin des raifons. Or cela eft aiie à  entendre :  car fouftraire une raifon négative d’une négative, c’eft en un fens diminuer la négative, dont on fouftrjùc ,  c’eft la rendre négative , mais moins négative: mais en même temps c'eft l’approcher d’autant du zéro, c’eft augmenter d’autant fa valeur. Et comme —  9  ,  &  —  7  font autant au deflbus du zéro , que ■+• 9 ,  &  -+- 7  font au deflus, il eft naturel que donnant à  —  9  ,  &  à  • —  7  des mêmes accroifièmcns qu’on retranche de 1- 9  ,  &  de -h 7, on arrive en même temps de part &  d’autre au zéro. Le détail de la raifon de —  9  a  —  7 eft donc le même que celui de 1- 9  à-»- 7 ,  mais le premier fe^forme par des iouftra&ions négatives ,  qui font des acDigitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  r  O  N  S. *1 crofflemens réels ,  ou de vraies additions ,  &  le deuxième iê forme par autant de décroiffemens réels ,  ou de vraies fouftra&ions. c. q.f. d. *• Avertissement. QU o  i  qu e  j’aye fixé cet exemple aux nombres ,  en fuppofant a  =  9  v  &  b  =  7 ,  pour rendre cette démonftration plus fenfible, il eft néanmoins évident que fia ,  &  b  fignifient des lignes ,  ou d’autres continus en raifon fourde, le détail en pourra être continué infiniment de part &  d’autre ,  fans qu’il y  ait aucune différence. PROPOSITION. T  H  E  O  ‘R E  M  E. » puisquE l’on peuc fouftraire une grandeur pofitive d’une négative ,  &  une négative d’une pofitive *  il y  a raifon des unes aux autres ,  mais le détail s'en fait par des additions ,  &  non par des fouftra&ions ,  en ajoutant dans chaque addition, les deux moindres nombres de l’addition précédente ,  ou les grandeurs qui ont les moindres préfix dans l’addition précédente. Bèmonftration. Comme ajouter une grandeur négative à  une pofitive ,  c’eft retrancher autant *  de la pofitive j &  comme ajouter une grandeur pofitive à  une négative, c’eft encore retrancher autant de la négative *  on fera entre les mêmes grandeurs afièftées de fïgnes contraires des fouftra&ions réciproques en lesajoutanc cnfemble.

  
    ii De LA RÉSOLÛT ION —  a —  9 H- 9 *4- a  * -4- b 7 —  7 —  b . —  a  b   2 ■4- 1 *+• â    l> -t- 1) •+• 7 —  7 . —  b —  a-*-b —  î -4- X •4- a  —  b —  a-t-ib *4- y a —  id —  a  -t- 1  b î   2 —  5 -t- a  —  1 1» —  a-4-b -4- X -4- a  —  b —  1  a  -t- 3  b -+• 3 —  3 .+■ 1  a  —  3  b —  xa -t- 3  b •+■ 3 —  3 fia — 3  b —  a  +  b   X 4- 1 -t- a  —  b —  3a-*-4b ■+■ 1   1 h- 3a — 4 b —  a-*- b —  X •+- Z -4- a  —  b —  3  a  -*-4 b •+- I —  x *»-3a — 4b —  4Af-yb • —  1 I f  4a —  j  b —  4a-t- 5  b -4- I -4- I -4- 4  a  —  j  b —  3  a  -t- 4b   I p__ x •4-3 a— 4b • —  7  a  9  b ’  O. O ■4- 7  a  —  9  b Ainfi à  -h 9  ajoutant —  7 ,  la fomme eft •+■ x ,  &  à  —  9' ajoutant -t- 7 ,  lafommeeft —  x. Puisa —  7  ajoutant 1, la fomme eft —  j ,  &  à  ■+■ 7  ajoutant —  1 ,  la fomme eft •+■ 5. Et ainfi des autres additions, où l’on voit que les deux nombres 9  8c 7, affe<ftez de lignes contraires ,  le dérruifent réciproquement l’un l’autre jufqu’au zéro , avec cette différence qu’à l’égard des nombres pofitifs, ces additions fonc des décroiffemens ,  8c de véritables fouftraftions ,  8c qu’à l’égard des négatifs ,  ce font des accroiflemens ,  ou de véritables additions. Donc, 8cc. c.q.f.d. Avertissement. CÜ exemple eft encore ici appliqué aux nombres, pour en rendre la vérité plus fênfible ,  mais fi l’on fuppofe encore ici qu’a 6c b  foient des continus en raifon fourde ,  il eft évident que le détail de leur raifon de parc 8c d’autre ,  pourra être toujours continué fans aucune différence. Digitized by Google

  
    .  DES E' QJU A  T  I  O  N  S. Avertissement. 'E détail fe peut faire aufli par la (ouftraclion , —  a +  b -4- a —  b —  a  —  b •+• a  -4- b -4- b ~^Tb —  a a  -4-b -4- a  —  zb —  a —  zb &C. &c. « PROPOSITION. THEOREME. •  ¥ A  6. HAns le détail par lettres d’une raifon quelconque "^a-.b, toute fouftraélion ,  hormis la prémière ,  foie qu’elle foit de même grade que la fouftra&ion antérieure, > •  ou qu’elle foit d’un grade différent, aura dans fon refte les mêmes fommes, mais avec mêmes fignes ,  fi elle efl de même grade ,  ou avec fignes contraires, fi elle cil de grade différent. Bémonjlration. Dans toute fouflraélion fubféquente à  une autre, comme les fouftraélions Y ,  &  Z, •  '  b X  a  — b —  a -4- 1  b Y  a  —  b —  i  a  3  b a  —  b —  a  —  z  b  Z za —  3  b font ici fubféquentcs à  la fouftracfidn X  ;  on fouftraic *  « on le retranché de la précédente ,  du refte de la précédente ,  comme dans la fouftraffion Y  ,  ou le rejle de la précédente ,  du retranché de Ta précédente ,  comin e  dans la fouftraélion Z ,  fi bien que çe font les mêmes articles fouftraits l’un de l’autre ,  le premier du fécond dans la Digitized by Google

  
    24 Delà R. e' solution fouftraclion Y, 5i le fécond du premier dans la fouftradion Z. Mais fouftraire ces articles l’un de l’autre, c’eft fouftraire en meme temps l’un de l’autre deujc termes homonymes affectez de lignes contraires, fçavoir •+• a  de —  a 6c —  b  de ■+• 2  b  dans la fouftradion Y ,  &  —  a  de -t- a , .  6c -h i  b  de —  b  dans la fouftradion Z. Donc dans l’une *  ôc l’autre louftradion *  les termes x  6c b  doivent avoir pour préfix ,  la fomme des préfix de — a, 6c de -»-av , c’eft-à-dirc i, 6c la fomme des préfix de —  b-, 6c de-»- 1  b, c’cft-à-dirc 3 ,  mais avec des lignes contraires pareils aux *  lignes des tous de ces deux fouftradions ,  dans lelquels *  le terme a  6c le terme b  font fous lignes contraires. Car ces *  deux tous *  font le retranché &  le rejlc de la fouftradion antérieure. Donc dans le détail d’une raifon ,  6cc. c. q.f. d. CoROLLAI R  E  S Du détail de la raifon géométrique. A’1 .  i.T_I O  r  m  i  s  les termes d’une raifon ,  il n’y a  aucun article dans le détail de cette raifon qui ne foit le relie de quelqu’une de fes fouftradions -, car le premier tout d’un grade eft le dernier relie du grade antcprcce.  dent ,  6c dans un même grade chaque tout ,  hormis le premier de ce grade, eft le relie de la louftradion précédente. Et quant au retranché d’un grade ,  il eft le dernier refie du grade précédent ;  ainfi il n'y a  ni tout ,  ni retranché qui ne foit le refie de quelque louftradion ,  hormis les deux ternies de la railon. z. Tout refit t  hormis le dernier du pénultième, ou ■" *  du dernier grade d’une raifon ,  eft le tout de quelque fouftradion poftérieure à  celle ,  dont il eft le refte :  car s’il eft le dernier refte de fon grade ,  il eft le retranché du grade prémicrement luivant ,  6c par conféquent le premier tout du grade Secondement fuivant. S’il n’eft pas le dernier refie de fon grade ,  il eft le tout de la fouftraclion, qui dans ce meme grade fuit celle, dont il eft le refte. j  3. Tout refte n’eft pas retranché dans quelque fouftra1  ■'.* dion. Il n’y a  que le dernier refte de chaque grade, qui devient le retranché dans toutes les fouftradions du grade luivant. •  4. Tout Digitized by Google

  
    DES E' QJ0 A  T  I  O  N  S. IJ O, 4- T  out retranché ,  hormis celui du dernier grade d’une raifon ,  eft un tout ,  car il l’eft dans la première fouftra.  dion du grade, qui fuit celui, duquel il eft 1  e retranché. j  #  J. Tout tout n’eft pas un retranché. Il n’y a  que le premier tout d’un grade qui le foie ,  fçavoir dans le grade précédent. Valeur des tous dans le détail d’une raifon. »  J ("^Haqu i  tout d’un grade contient autant de fois le retranché de fon grade, qu’il y  a  de fouftradions depuis, &  y  comprife la fouftradion, dont eft ce tout jufqu’à la derniere incluftvement ,  plus le dernier relie de *fon grade. Ainfi dans la raifon 14 :  -3 ,  le nombre 14 ,  qui eft le premier tout du premier grade compofé de quatre fouflradions ,  contient quatre fois le nombre 3  -, puifque 3  étant le retranché dans toutes les fouftradions, il eft retranché quatre fois de 14 ,  &  de plus 14 contient 1 ,  qui eft le dernier relie • de ce crade ,  c’éft -  à  -  dire ,  ce qui relie de 14 après qu’on en a  retranché quatre fois le nombre 3. De même le nombre ir, qui eft le tout de la deuxième fouftradion ,  contient trois fois le nombre 3  j  puifque le nombre 3 en eft fouftrait trois fois ,  c’efti-dire autant de fois qu’il y  a  de ’ fouftradions ,  depuis ,  &  y  comprife cette fécondé jufqu’à la derniere inclufivement ,  &  de plus le nombre 11 contient le nombre 1  ,  qui eft le dernier refie de ce grade ,  c’eft-à-dire , ce qui relie du nombre n  après gu’on en a  retranché crois fois le nombre 3; J4 _3 1 1 ïl< _3 Ji 9 J 5 _3 x ~3 a 1 1

  
    iC I) E  LA R  E' SOLUTION N  C  E. ÇoNSEQ^UE V  n  A/T A  I  s  le retranché de ce grade, eft le premier tout /  ^  du grade fuivant ,  donc chaque tout d’un grade contient autant de fois le premier tout du grade fuivant ,  qu’il y  a  de louftraclions dans Ion grade ,  depuis y  comprife la fouftra&ion ,  dont eft ce tout ,  julqu a  la demiere inclulivement ,  plus le dernier refte de fon grade. 0 ■  .C O  N  S  E  q^U E  N  C  E. T  4" Ad ^ 1  *  k  dernier refte de f°n grade ,  eft le premier X  tout du grade fecondement luivant ,  donc chaque tout d’un grade contient autant de fois le premier tout du grade luivant ,  qu’il y  a  de fouftra&ions dans fon grade/ depuis ,  &  y  comprile la fouftraélion ,  dont eft ce tout juk qu’à la demiere inclulivement ,  plus le premier tout du grade fecondement fuivant. C  O  N  S  E  q^U E  N  C  E. c  c  .  A/T A  i  s  le premier tout du grade fecondement fuivant *  '  VJ‘ contient *  autant de fois le premier tout du grade-1 troifiêmement fuivant ,  qu’il y  a  de fouftractions dans le grade fecondement fuivant ,  plus le premier tout du grade quatrièmement fuivant :  donc chaîjue tout d’un grade contient autant de fois le premier tout du grade premièrement fuivant qu’il y  a  de fouftraélions dans fon •  grade ,  depuis ,  &  y  comprile la fouftradtion ,  dont eft ce tout jufqu’à la demiere inclulivement ;  plus autant de fois .  le premier tout du grade fecondement fuivant, qu’il y  a de fouftraclions dans le grade premièrement fuivant ;  plus le premier tout du grade troifiêmement luivant, autanc de fois qu’il y  a  de louftraclions dans le grade fccondement luivant *  plus le premier tout du grade quatrièmement fuivant, autant de fois qu’il y  a  de louftraclions dans le grade troifiêmement fuivant. Et ainfi de fuite quelque loin que puifle s’étendre le détail d’une raifon. c- £  Donc un tout d’un grade antérieur contient le premier J  *  tout de chaque grade poftérieur. Avertissement. p  O  iT r. Ravoir ce que vaut un refte ,  ou un retranché t A  il faut les conliderer ,  où ils font des tous. T  7. V Digitized by Google

  
    D  t  S  E'q^U ATI ON t; De la Proportion. *7 T  Es Géomètres ont regardé les raifonsdes grandeurs, commç une efpéce de grandeurs, &  ils ont dit qu’il y en a  d’égales &  d’inégales. Deux raifons géométriques feront dites égales, quand le détail des fouftradions de l’une ne fera en rien différent du detail des fouftradions de l’autre. D’où il arrivera que dans les fouftradions ,  qui feront en même rang, ou qui fe feront en même temps de part &  d’autre ,  les retranchez^ feront en même temps égaux aux reftes ,  ou en même temps plus grands, ou en même temps moindres que les reftes. Ainfi la raifon de 9  à  7  eft égale à  celle de 18 à  14. Et dans les foullradions, qui Te font en même temps ,  le retranche eft de part&d’autre> • que le refte ,  ou que le relie ,  ou =  au refte. Detail de la raifon Détail de la raifon de 9  à  7  dei% à  14 9  Le retranché eft de part &  18 7  d’autre plus grand que le 14 2  refte. 4 7" Le retranché eft de part &  14 x  d’autre moindre que le refte. 4 S JIci de même. '• , 10 10 1 ►  * 4 3 3 Ici le retranché eft plus ■> 6  * 6 a' grand que le refte. _4 7 2  ■ Le retranché eft de part & 2 4 1 d'autre égal au refte. a 1 1 1 Le zéro eft le refte de part ~x . 2 • 1 &  d’autre. 2 ô 0 Dij •Digitized by Google

  
    1$ De LA RE'SOLUTfOK Je marquerai ainfi l'égalité des raifons a:b =  c: d,8C je marquerai ainfi leur inégalité u  :  x  >< y  :  z. L’égalité des railons s’appelle proportion ,  6c les grandeurs entre lelquelles il y 'a égalité de raifons ,  font appelles proportionnelles. Je marquerai ainfi quatre grandeurs proportionnelles a  :  b  ::c :  d, &  en nombres, 9  :  7  :  :  18 : 14. Et je fuis peut* être le premier qui ait marqué une railon par deux points entre fes deux termes ;  pareeque j’ai voulu parler fouvenc d’une raifon -feule ,  &  que j’ai cru la rendre ainfi plus connoillable pour être une railon. PROPOSITION I  i .  THEOREME. 6  O. rT’ O  u  t  e  s  les fois qu’il y  aura quatre grandeurs proportionnelles. a  :  b  :  :  C  :  d  ., -t- a  :  -t- b  :  :  c  :  ■+■ d elles pourront fouiîrir les chan- -*-a: —  b  :  :  —  c  :  d gemens des lignes expofez dans -t-a:-+-b:: —  c: —  d les theoremes ,  *  &  demeurer -+-a: —  b: :-*-c : — d proportionnelles. Ainfi outre la — a: —  b:: —  c  : — d proportion a  :n- b  :  :-«-C:4-d, — a  :  -t- b: :  C  !  —  d il y  aura ces fept autres propor- — a  :  —  b  :  :  c  :  -t- d tions, qui font ci à  côté ,  ce qui —a :  b: : —  c  :  d fera en tout huit proportions ,  dont les quatre premières onr le figne devant le premier terme ,  Sc les quatre autres le figne — . J'omets ici le rcjlc de mes penfées fur l'effence de la rai4> fon géométrique ,  &tout mon traité des proportions ,  qui en efi la fuite. Les vérité 5^, que je pourrai maintenant citer de la doctrine des proportions } font ajjie reconnu es par Euclide. Digitized by Google
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    DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS, 0  V DE L’EXTRACTION DE LEURS RACINES. I  E  M  M  E ,  qu'il eft importait de bien entendre , &  de bien retenir, PROBLEME. QU’il faille donner de fuite autant de reflet par lettres qu’on voudra de la raifon d’a ,  à  b  des racines d’une équation donnée ,  à  commencer par le premier rejle. Soit l'équation donnée a*= i  b1 — 3  a  b. 1°. Il faut mettre fous le ligne ■+■ cous les termes de l’équation donnée, ainfi al-+-3ab =  zbl, 5c non pas a*== 1  b*- 3  ab. 10. H  faut mettre a, &  b  fous l’équation à  la tête de deux colomnes :  ainli a1 -t- 3  a  b  =  1  b* a  b 4  1  — 1  > Et mettre tout de fuite dans la colomne qui eft fous a, tous les préfix d’a, 5c dans la colomne ,  qui eft fous b, tous les préfix de b  ,  de tous les 'reflet de fuite. Ainfi il faut mettre d’abord l’unité fous a  ,  &  fous b ,  car ce font *  les préfix d’a &  de b  dans le prémicr rcfle. Et dans * ce premier rcfle ,  où l’on fuppofe qu’a =  1 ,  6c que b auffi =  1 ,  on trouve que a1 = 1 , 5c que b1 = aufli 1 ,  5c JDiij

  
    30 Delà R  e' solution que 3ab=3 ,  donc a1-*- 3ab =4, &  il faut mettre 4  1 côté de l’unité, qui eft fous a, &  parceque zbl =  i, Toi? met 1  du côté de b. 30. Parceque 4  V  '1 ,  on met ■+■ devant l’unité fous a , *  &  —  devant l’unité fous b  5  &  ce prémier rcy?*’ eft a  — b, où l’on fuppofe que b  a  été fouftrait d’a. Or foit que cette première fouftraclion faffe un grade *  15. 6. ou non, il eft certain* que dans le relie de la deuxième fouflraétion ,  le préfix d’a eft encore 1 ,  &  que celui de b eft 2 ,  parceque dans le prémier rejie b  eft affrété du figne — .  Et a  valant 1 ,  &  b  valant 2  dans ce deuxième refit 3  &  3  a  b  valant 3, •  a  b 4  1  —  i  2 7  “»i •  -+- 2  8 l’on trouve i  6  du côté d’a ,  &  on le met ,  &  le quarré de 2, qui eft fous b, étant4, zbl=8, &  on met 8  du côté de b ,  &  8  étant v  7 ,  c’cft une preuve qu’on a  fouftrait a  —  b  de b. Car de b retrancher a  —  b le refit eft-a +  ib ’ Et l’on met devant b  ,  &  —  devant a ,  &  c’eft le deu*31. xiomc refie ,  &  dès lors a  caulè* de la diverfité des lignes, la deuxième fouftraclion commence un nouveau grade ,  daus lequel a  —  b ,  prémier refie ,  a  été fouftrait de b  prémier retranche. *  47- Le refie fuivant fe formant par l’addition *  des préfix précédcns ,  on met 2  fous a, &  3  fous b. a  b 4  h-i — 1  2 7   I  *4-2 8 il -4- i  —3 18 Eta valant 2, &  b  valant 3, donc a* 4-3 a  b  =4 + 18 1 qui eft 22, qu’on met. du côté d’a,& 2^=18 ,  qu’on met ducôtéde b, &  parceque 22 b'* 18, c’eft fignequ’on a  fouftrait —  a  4* x  d  de a  —  b  (  ce qui eft aile à  éprou» Digitized by Google

  
    des Equations, 31 ver )  &  l’on met h- devant 1  fous a, &  —  devant 3  fous b ,  &  c  ell le troifiemc relie ,  &  à  caule du changement des lignes, c’elt encore le commencement d’un nouveau grade. On continue par addition des derniers préfix ,  & Ion met 3  fous a ,  &  5  fous b ,  &  ce font les prefix du quatrième refie. a b 4 •+■ 1 —  1 a 4 • — 1 -4- z 8 zz -+- z —  3 18 J4 ■+*3 —  5 î° Ou a  valant 3 ,  &  b  valant y, donc a1-*- 3  a  b  =  9  -+-43, ce qui vaut 54 ,  &  1  b  l  =  50, &  l’on met ■+• du côté du plus fort ,  &  —  du côté du plus foible ;  pareeque c’elt toujours le plus foible, qui eft louftrait du plus fort. Et pareeque les lignes de ce refie font pareils à  ceux du refit précédent, &  que c’ell une continuation de gra. de ,  j’ajoute les préfix du dernier relie du grade précédent, qui font 1 ,  &  1  aux préfix dç ce dernier refte ,  qui font 3  &  5 ,  ce qui fait 4  fous a ,  &  7  fous b ,  &  a1 +  3  a  b =  16 84, ce qui fait 100 ,  &  1  bl =  p8. 100 ■+- 4  — 7  98 Et pareeque ioo'» 98, je mets +■ devant 4,8c —  devant 7 ,  &  à  caufe de la continuation du grade ,  je mets y  fous a ,  &  9  fous b  ,  te la valeur de al-t- 3ab ell zy 1  3 j  =5: 1 60 ,  &  celle de 1  b 1  ell 1 6z. 160 — y  h- 9  i6z Et pareeque i6z~> 160, je mets —  devant y , &-r- devant 9, &  à  caufo du changement des lignes, ce qui fait un nouveau grade, les préfix fuivans font 9  fous a, &  16 fous b. a  b 1 60 —5 9  idz 5*3 h- 9  — 1 6  311 &a1 =  8i,&3ab =  43i,ce qui fait 313 du côté d’a,& bl =  iy6 donc z  b*= yiz du côté de b, &  pareeque 313 "> 31Z, je mets -+- devant 9  ,& — devant 16, ce qui commence un nouveau grade.

  
    Jt De la Re* solot'Iom Puis continuant fuivant les mêmes réglés ,  je mets1146 — 14 -*-xj 1150 1198 — 13 -+-41 3361 1446 — 31 -4-J7 6498, &c. „  C’elt allez. ,  &c de relie pour connoître la nature decette opération ,  qui ne peut finir que quand on parvient à  une même fomme de part &  d’autre ,  ce qui n’arrive jamais quand la raifon d’a à  b  cil lourde ,  &  alors on peut feulement donner de fuite autant de refies que l’on veut à  commencer par le premier ,  &  les derniers refies de *ar chaque grade lont *  autant d’approximations. Les fommes écrites à  droite êc à  gauche ne fervent qu’à la fureté du calcul, ou pour le revoir, ou pour y avoir recours fi l’on s’anperçoit de s’etre mécompté ,  ou. d’avoir mal placé les lignes. Avertissement. 6  2. A/T ^  1  s  Pour domjer ^es rcftes d’une raifon ,  il n’eft pas necellaire que l’équation d’entre a ,  &  b  foie iple ,  fi a  efh la circonférence d’un cercle ,  & b  fon diamètre y  on ne Içait aucune équation exade entre a, &  b  :  mais comme Archimède, &  des Géomètres * récens en ont donné ,  à  ce que je crois ,  autant d’ap* •  proximations qu’on en peut fouhaiter ,  mettant, a  b  • -Ki —  r jefçai que ia> ib, &  ainfi je mets devant 1  fous a, &C —  devant 1  fous b  ,  &  les préfix du deuxième refie fec ront 1  fous a ,  &  1  fous b  ,  &  pareeque je fçai que 1  a^ a  b ,  je mets devant 1  fous a ,  &  —  devant 1  fous b. Je fçai encore que a  -> 3  b ,  &  le troificme refie eft •+- 1  a — 3  b mais pareeque 4  b  >  a ,  le quatrième refie elt —  1  a  -t-4 b &  les préfix du refie fuivant feront 1  &  7  ,  &  ainfi dtf fuite. Et il efl naturel quepuifque dans le détail doue raifon fourdc , parfaite Par c Digitized by Google

  
    DES E' QJT A  T  I  O  K  S. fourde, les reftcs font* de continuelles approximations; * la connoiflànce des approximations d’une raifon donne réciproquement le détail de fes refies. PROPOSITION VNIQJJR. PROBLEME. S  2  TJ N  e  équation étant donnée }  qu’il en faille extraire ■  ^  les racines. ^  Il a  été démontré *  que les préfix du dernier refte *.,5 d’une raifon expriment cette raifon ,  ou ce qui eft tout 5 un qu’ils en font les racines. On a  donc extrait les racines d’une équation ,  quand par la méthode précédente on a  trouvé tout le détail de la raifon qu’ont les racines entre elles. ,  Article premier. H  QOntena les exemples des équation» homogènes ,  donc JR hautes puiflances font l’une dans un membre de l’équation, &  l’autre dans l’autre. Exemple. 5Y =  1 1  z y z 5 —  I f- 1 1 2 1 0 —  2 ■> 1 1 2 »5 ►*-3 —  1 1 2 a5 -*-5 ■— 2 14 35 —  7 ■*-3 36 €0 IX .== î 60 Les fommes de part &  d’autre font égales ,  fçavoir 60 ,  te 60. Réfolution. y  =11 &z=j. Et les racines de l’équation font ou u, te j, ou en raifon de 12 à  j. Autre E  x  e  y  p  l  I. +y‘ t= 9  z1 y z 4  —1 ■+■ 1  9 j6 ■+> 2 —  1  9 36 3; =  a  36 Digiti2ed‘by Google

  
    34 De la R  e' solution Les Tommes de part &  d’autre font égales 3 6, &  36. Réfolution. y  =  3,&z =  i,&les termes de l’équation font ou 3  &  i, ou en raifon de 3  à  1. Je ne répéterai plus que les racines de l’équation font ou les derniers prefix ,  ou en raifon des derniers préfix. Je me contenterai de marquer la valeur des préhx. Août Exemple. Equation. 7yl +  lyz =  jz1 y  :  z 9 h- 1  — 1  5 7  *»* 4- • —  1  +2 20 28 +  12 —  *  *♦* 3  4J 63 +  14 +  3  — 4  80 .  VJ S  ■+■ 7° —  5=7 M-î Réfolution r1! N 1 II A  U  T b. e  Exemple. Equation. ioy* +  i4yz* +rjzyl-huz' •y % 10 +  14 —  1  + 1  ij+ 21 80+ 28 +  2  —  I  60+ 21 270 +  168 3=2 170 +  168 Réfolution. t y= j, &z =  i Aut re Exemple. Equation. 6f +  i3ylz +  iyz‘ =  jE* y  z 6  +  13 +  1 + 1  —1 5 6  +  16 +  8 .  *  .. 40 Réfolution. y= 1, 8cz =  2 ..Avertissement., TL feroit, çe me lemble, fuperflu de donner des exenu ■*ples d’équations plus élevées. Digitized by Googl

  
    DES F  QJU A  T  I  O  N  S. 35 Mais fans aller plus loin on voit 1°. que jufqu’ici ma manière de procéder ne peut réfoudre les équations qu’en nombres entiers, &  premiers *  entr’eux, &  qu’elle peut être fatigante par les multiplications. On verra dans la fuite qu’elles fe peuvent éviter en opérant par lettres ,  &  comment ma Méthode peut s’appliquer à  réfoudre les équations en nombres rompus, &  en nombres compotes entr’eux, &  meme en nombres fourds. z°. On voit que je n’ai beloin ni de faire évanouir dfe deux inconnues l’une, ni aucun terme de l’équation ,  ni de réduire à  l’unité l’abfolu d’aucune haute puiflance. 3°. On voit que je manie toujours deux racines ,  qui peuvent m’être inconnues, ce qui a  faic que je les ai marquées par y ,  &  par z ,  que l’on employé ufafe, &  defquellesje découvre la railon, loienc-emsnomre, ou lignes, ou telles grandeurs qu’on voudra. D’où il fuit que connoiflanc l’une je connoîtrai toujours l’autre. Et je ferai voir comment je réfouds par une fraélion les équations ,  qu’on appelle préparées ,  où il n'y a qu’une lettre, laquelle exprime une grandeur inconnue. 40. On voit que cette méthode ne cherche pas directement les racines des équations,, mais que par des approximations naturelles, &  continuelles, elle trouve les plus petits nombres qui expriment leur raifon, quand elles font en raifon dénombré à  nombre, &que quand elles font. en raifon lourde, elle mène aux nombres, qui approchent de plus en plus de leur raifon ,  fans que leur détail puiffe finir. Etc’eftpour cela que j’ai dit* que *43 dans les raifolis de nombre à  nombre, on parvient i l’égalité, ou au zéro, dans un nombre fini de foultra. étions :  mais que dans les raifons fourdes ,  où les derniers relies des grades vont toujours décroiffant, on va chercher le zéro ,  ou l’égalité dans l’infini ,  ou dans un nombre infini de foullractions. Avertissement.. 77 N  e  manière générale de varier les racines de route ^  équation ,  c’elt d’en multiplier ,  ou d’en divifer tous

  
    De la R  e' solution les termes par un même nombre ,  car tous leurs e'quimultiples étant en même raifon qu’elles ,  réfoudront comme elles cette équation, &  il en eft de même des quotients de leur diviliou par un même nombre. ^  r- T"\E toute équation, dont les abfolus font daps cha/  *  que membre une même fomme *  les deux racines font l’une &  l’autre l’unité ,  pareeque l’unité eft toutes les puillànces de l’unité. Ainli dans cette équation 3  y* =  z* •«- iyx, où l’abfolu 3  d’une part ,  &  les abfolus i-»-i de l’autre part font une même fomme y  =  i ,  &  z  == r, &3y1ÿ;3,&z1=i,&zyz =  i,ôczl -t- 1  yz =  3. DE L’EXTRACTION DES RACINES PAR LETTRES. Avertissement. s  s  *T\ Ans les opérations précédentes ,  on ne détermine ü  °  *  la place des lignes dans chaque refte ,  qu’après qu’on a  évalué les deux membres de l’équation ,  fie l’on met dans chaque refte le ligne -h du côté du membre le plus fort :  mais dans les opérations fuivantes on détermine chaque refte, c’eft-à-dire chaque fouftraûion par la feule infpe&ion de l’équation ,  qui découvre prefque toujours lequel des deux termes de l’équation eft le plus fort ;  6c c’cft de celui-là qu’on fouftrait le plus foible. Que fi l’on s’y méprend la fuite de l’operation en découvre d’abord la méprife en tombant dans l’impofîiblc. Et quelquefois auffi l’équation eft de telle nature, qu’elle peut avoir des folutions differentes en fuppofant le même terme tantôt plus foible ,  &  tantôt plus fort. Les exemples achèveront d’éclaircir tout cet aver. tifTement. E  X  E  M  F  L  E. Equation. yx =  7y. D.igitized by Google

  
    foie z  +  f  =  u foit f+r=z DES E  dJJ A  T  I  O  N  S, 37 Dans cette équation x  >  y, autrement jx feroit •< 7  y  contre l’hypothefc. Soit donc x  >  y  8c foit y  z  =  x donc yy-*-5z =  7y donc jz=iy donc y>z ioitz-t-u =  y donc jz=*z +  ni donc 3z=xu donc u  >  z  foit z  •*. f  =  u donc 3z=zz-t- z  f donc z=zf donc z> f  foicf-+.r =  z donc f  h- r  =  zf donc r  =  f, où les préfix font égaux de part 8c d’autre,  8c r ,  8c f  valant chacun i ,  on trouvera en remontant x  =  7, 8c y  =  j r= i  -  u  =  z-*-f=3 f=i y  =  ZH-u= j z  =  f-«-r =  z  x=y-*.z =  7  donc j x  =  7y Avertissement. T  Es grades font fort aifez à  appercevoir. Y  n’eft fouftrait qu’une fois ,  8c c’eft le premier grade. Z  eft faudrait z  fois ,  8c c’eft le deuxième grade. S  n’eft fouftrait qu’une fois ,  8c c’eft le troifième grade. s Autre Exemple. Equation 35 y1 ■+■ 8  yz =  z7Zx doncz>y foity +  a  =  zi donc 3  jy 1  8y 1  +  8ya =  iyy 1  -t- j4ya-t- 17a1, donc iéyt =  46ya^. zya1 donc y  >  a  foita-*-b =  y donc i6a1H-3zab-«-i6bt =  46ax-**46ab-hZ7al donc i6bl =  j7a1-4-i4ab doncb>a foita+c=b donc 1 6al -t.3zac.4- 16c1 =  57a1 .+• 14a1 •*» i4ac donc 55aL =  i6c>,>t>i8ac donc c  >  a  foit a  -t- d  <=c c Eiij *  D

    [image: Image 13]
  
    38 De la R  e’ soioTrov donc 55 a* =  1 6a1'-»- }zad-t-i6dl4-i8al+iSad donc ua1 =  lôd1-^ joad dnoca>d .  foitdn-e =  a donc ndl-t-4îde ■+■ nel =  iôd1-*- jod1 +  5ode donc iiel=4ydl^-Sde donce>d foitd-s-f=e doncndl-»-4idf-*-2ifi=4jdl4- 8dl-t-8df donc uf1-»- J4df=3id‘ doncd>f foitf-s-g =  d donc i  iP -t- 34P -t- 34fg = 32^-+- 64fg ■+• 3  zgl donc i3^ =  3°fg-*-3igl doncf>g •  foie g-»- h  =  f donc 13g1 -+-46gh -»-32h*' =  jîg* 30g*- -»- 3ogh donc 13H1 i6gh =  39gt, où la fomme des préfix cilla tnême de part &  d’autre ,  &  h ,  &  g  étant chacune l'unité, on trouve en rétrogradant y  =17, &z =  3j. h  =  i  a=d-»-e =  8 x  '  c  —  a  -»- d = 1 1 =  g  -+-h =  2  v  b  =  a-*- c  —  iy d  =  f -t*g —  3  y  =  a-»-b=27 '  y1 =  729 «  =  d-t-f=5 z=y-+-a =  3j zl= mj yz= 945 Equation 3jy1-t- 8yz =  îyz1 Valeur 35515 h- 7560=33075. y  eil fouilrait une fois ,  a  l’eft trois fois, d  l’eft deux fois, f  l’eft une fois ,  6c 9  une fois ,  ce qui fait cinq grades. Les valeurs ,  ou ré [olutions étant juftts ,  c‘c fi une preuve , _  que les deux operations ont été bien faites ,  cefl-k-dire, que ‘  dans le premier exemple ,oùilaéréditX>y,'fl>zizï> f, (ela a  été vrai ,  <ÿ- que les flgnes des refles ont été bien pla. ce\.i &  les grades bien diftinïls ,  &  de meme dans le deuxième exemple ,  où il a  été dit ,  7  >  y ,  y  >  a ,  b  >  a ,  c  >• a, a>d,c>d,d>f,f>g, cela a  été vrai ,  &  que les fî&nes des refles ont été bien placez^, &  les grades bien diftincls. Or de combien les uns de ces nombres ont été plus grands que les autres ,  cela n'importe >  l’erreur de ce calcul Digitized by Google

  
    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. 39 ne ferait rien ,  pourvu qu'il confie que ceux qui font marque 2^ plus grands ,  le f oient en effet. Et il en ejl de même lorfquc l'on opère en nombres . A  VE R  T  I  S  S  E  M  E  N  T. • TL faut obferver que la puiflànce la plus forte eft dans •‘"chaque refte du côté que la* Tomme des prefix eft plus foible, &  c’eft de celle là qu’il faut fouftraire par fubftitution, &  par ce moyen la fomme des prefix de ce même côte devient plus grande. Ce qui revient à  fortifier toujours le côté foible des prefix ,  pour parvenir à  en rendre la fomme égale de part 8c d’autre: Mais cette régie n’eû toujours fûre que dans les équations qui ont toute la régularité des précédentes. Elle manque quelquefois dans les équations d’une autre nature, 8c la feule régie tdüjours infaillible eft d’éviter les degrez qui n’ont point de fin contraire à  la nature *  de la raifon géomé- ’ trique ,  comme l’on verra dans la fuite. On verra aullî que ces deux maniérés d’extraire las racines par nombres ou par lettres ,  s’entr’aident fouvenc l’une faute, •  '  • Article Second, Contenant les équations homogènes ,  où les hautes puiffances font dans un même membre de f  équation . k. <-] T'X A  n  s  ce fécond article on a  fouvent des réfolutions •  *  différentes en nombres entiers ,  8c premiers entre eux, en mettant indifféremment au deuxième refte, z fous y, ou fous z ,  pareeque z  peut être plus grand 8c plus petit qu’y. On parvient auffi quelquefois à  une deuxième rçfolution en continuant l’operation après la prémitre réfolution. .  ; .  Et lorfqu’il n’eft pas indifférent de mettre 1  fous y , ou fous z, &  qu’en le faifantil arriveroifque le premier refte n’auroic pas de fin (ce qui eft, comme je l’ai déjà dit ,  contre la nafure de la raifon géométrique )  c’eft •  Di

  
    40 De la R  e' solution parcequ’il n’eft pas vrai dans toute équation de cette nature ,  que les deux racines puiflent indifféremment être l’une plus grande que l’autre. De plus ici contre la régie *  il faut quelquefois mettre *  45 le ligne •+• du côté de la fomme la môins forte ,  parcequ’autrement on tomberoic dans un grade qui ne finirait point, toutes irrégularités qui viennent de l’irrégularité des équations ,  dans lefquelles l’une des puiflances n’ell. pas dans l’un des membres ,  &  l’autre dans l’autre. Ce qui fait que l’on conlîdere toujours deux chofes à  la fois dans chaque relie, fçavoir lequel des deux termes eft le plus grand ,  ce qui eft le principal ,  &  laquelle des deux fommes eft la plus grande, ou celle du côté ,  où font les puiftances ,  ou bien celle du côté ,  où font les produits de leurs degrez parodiques }  confidération ,  qui doit céder à  la prémiere ,  quand les deux paroilTent demander des lignes différents ,  ce qui eft allez rare. E  X  E  M  1 r  L  E. %■ 2y* •+■ Z1 =  3yz y z »  -4- I I  = 1  3 Réfolution. y  =  *  » &  z  =  I On peut avoir une autre réfolution de cette cquation en mettant i .  fous z. y z a  -+• r -♦-i = — 1  J *-*-4 1= —  z. 6 Réfolution. y=i. &  Z  =  1 On ne peut plus avoir d’autres racines ,  ni en mettant a  fous y, ni en continuant l’operation. Autke Exemple. Equation. ‘  y1-t-6xl =  jyx y  x 7 —  i  h- i 5 4  *+■ ^ —  a  =  -f. i io • 3= *  MJ Première •  Digitized by Google

  
    4* DES E\tJATIOSS. Première Réfolution. x  =  i ,  y  =  i Deuxième Réfolution. x  =  i ,  y  =  3 Au prémier refte, fi fuivant la régie *  j’euffe mis ■+■ *45 devant l'unité fous y  ,  &  —  devant l'unité fous x ,  il eût fallu mettre i  fous x ,  le prémier grade n’eût pû finir, i  caufe que le côté d’x eût toujours été le plus fort. Et quant à  la deuxième réfolution, elle s  eft offerte au refte fuivant en continuant le degré. R  E* SOLUTION PAR.LlTTR.ES. DE la même équation yx-+- 6xx =  jyx, fi y  étoit = x, donc 7X1 feroient =  jxl ,  ce qui ne fe peut. Si y droit <  x ,  donc jyx feroient <  jx> contre l’hypothefe. donc y  >  x  x  -f- z  =  y donc x1 •+■ i  x  z  -t- z1 6  x1 =* y  x* -t- y  x  z donc i  x’ -*• z’ =  j  x  z ,  où les préfix de part &  d’autre font égaux. x  =  i "  2_ï équation y* ■+■ 6x* =  jyx y=x+z =  t  yx =  i. valeur 4 -t- 6  =  i o En continuant l'équation ix* -*-z* =  3XZ, pour chercher une autre folution ,  fi elle eft poflïble, il faut fuppofer z  >  x ,  i  caufe que le préfix de ix1 eft plus fort que celui de z*, &  que ce feroit s’éloigner de l’égalité, de iuppofer x  >  z ,  ce fêroit tomber dans un grade fans fin. Soit donc l’équation ax1 •+-z* =  3xz z  >  x  *foitx-*-u=z donc i  x1 x*-*- iz u -+-u1 =  3x’ -*-3 x  u  _ donc u* =3 x  u ,  les prefi* font égaux. x  =  i  . U  =  I  , I  =  x  +  itt=i équation y *-+- 6  x* =  yyx y  =  x-t-z=3 ..valeur 9  •+• 6  =1 J : La derniere équation étant =  u1-*-xu,il eft impoifiW? d’aller plus loin. i.i> .a.

  
    4* Di LA RE'SOLUt i'cfl» Autre Exemple. Equation. ^  y* +  2ix*=3 ioyx y 22 + 1 —  i 10 4  +  21 + 1 —  2 20 9  +  21 + 1  = —  } 30 16 +  21 + 1 —  4 40 2j +  21 + 1 -5 5° 36+21 + 1 —  6 60 49 +  21 + 1  = —  7 70 Première réfolution. X=I, y=3 Deuxieme réfolution. x  =  i, y  =  7 La deuxième folution s’eft prefentée en continuant le degré jufqu’au fepriêmc refte, c’eft-à dire tant que les fournies du côté d’y ont été plus foibles que celles du côté d'x ,  &  il faut fuppofer dans le troifiême refte que 9 ■+■ 11 du côté d’x eft >  jo du côté d’y ,  autrement on tomberoit dans un grade fans fin. On n’eût pu trouver une autre réfolution en mettant 1  fous X. R.e'solutcon par Lettre*. D® la même équation y* +  ux* =  ioyx. Si x  étoit=y, ■*il y  auroit ny 1  =  ioyl ,  ce qui ne fe peut. Si x  étoit >  y ,  donc joyx feraient <5 iox1 contre l’hypothefe : Donc y  >  x ,  foit donc L’équation y1+2ixl =  ioyx y  >  x  foit x  -4- z  =  y X1 +  1XZ +  z1 +  ZIX1=I0Xl^-I0X2 i2Xl +  z*=8xz z  >  x  foitx +  u  =  z x1 *4- ixu +  U1 +  IZX1= 8xl 8xu jxl +  ul =  6xu ,  préfix égaux, x  =  1 U  =  I z  =  x+-u =  2. Equation y,^2ix»= ioyx. y  =  x-bz=3. *  Valeur 9+21 =  30. I Digitized by Google

  
    DES E' QJJ ATIOHS." r  43 Pour trouver une autre folution fur la derniere équation 5X1 u1 =  6xu j  je dois fuppofer u  >  x ,  autrement les préfix du premier membre de l’cquation s'écarteroient de l’cgalité ,  &  tomberoient dans un grade fans fin. 11 faut donc fuppofer u  >  x: Soit donc l’équation jxl-*-u‘ =  6xu u  >  x  foit x  +  t  =  u X* 2Xt •+. t»H- JX* e= 6x‘ 4- éxe t* =  4  x  t t  >  x  foit x  -+- f= t x  f— 4  x  ï  .  f=3x f  >  x  ;  .  foirx-*-r=f x-*-r =  3X r  —  z  x r >  x  foitx-t-q=r x  +  q=ix q  =  x  préfix égaux ,  &  cela ne peut aller plus loin. q=i t=x +  f=4 . x=i n=x-»-t=î # r=x+q=i z=x-*-u=6 y4 -mx= loyx équation. f=x-t*r=3 y=x+z=7 49-t-n =70 valeur. .  Autre Exemple. Equation ny*-4- jzl = =‘?y* y z u-+* 5 —  1 -+- 1 •9 48 -t- y -4- X —  r  ” 38 108 -4- zo •*~3 —  1 >14 191-^43 -4-4 —  3 128 300-*- 80 T  = 4 380 Prémiere réfolution. y  =  5, &z =  4 OntrotfVe plutôt une autre réfolution en mettant r fous z  :  ainfi *  •  1  iy*-i-yz1 =  i ^yz y  ’  z 1  z  -t- y  -4- 1  -  *  —  r  19 I-Z +  IO «4-1  1  0  3S in-4y V  =  3  57 ■  Fij 1 Digitized by Google

  
    44 Dr ia' Ri' solution Deuxième réfolution. yŒii,i =  j.' Pour mettre z  fous z  le premier relie a  dû avoir -t- de. 4j. vant i  fous y ,  &  —  devanc i  fous z ,  8c ü  félon la règle* j’eulle mis au fécond relie —  devant i ,  -t- devant z, je ferois tombé dans un grade fans fin ,  le côté fous z  eût toujours été le plus fort. A  U  T re Exe M  P  L  E. Equation. z8y*-4* ijz* M r-* II • y z 18 -t- ij —  1 + 1 47 z8 60 —  t •4- 1 96 z8 -4- 13J ■4-1 —  î *43 iiz-*-37J ■4-1 ~ î 470 *J*-*-73î î  = 7 987 Préhiiere réfolution. y = 3 ,  &  z  -7 On trouve une autre réfolution en mettant z  fous y: ainfi , z8^* -t- î  jx* =47yz y  * x8 -4- IJ —  1 -4- 1 •  47 I  I  1-4- I  J •4- X —  I 97 Z  J  Z  -4- 60 +  3  ’ —  Z z  8  z 448-4-I3J •*■4 —  3 564 7OO-4-I4O 5  = 4 940 Deuxième réfolution. y=j,z =  4. Rî'sotu T  I  O  N  PA] R. L  E  T TRES, T^E la meme équation z8y’-*- ijz* =  47yz. Je vois par ■^l’inégalité des préfix des deux membres de cette équation ,  que y  >< z: mais je ne vois pas. clairement que y  foit >  ,  ni qu’il foit •< z. Et je puis eflàyer l’une &  l’autre de ces fuppofitions. Soit donc en premier lieu z  >  y. Equation. z8y*.*ijz*=47yz. z> y  «  -  foity +  x  =  z z8y*^i5y*+3oyx^i5X*=47y*+47yx •  Digitized by Google

  
    I \  des E'q^uationj;.. 45 ijx* =^4y1-»-i7yx * x  >  y  '.i ;  .  :  ;  folcy-+-u=x i  jy^ 3  oyu 1  j  ul = 4y4 1 7yx-+- 1 7yu ija1-*-i3yu =  6y1 y  >. u  y  v  foicu-4.t:=y i5ul-*.i3Ul-Hijut =  (»ut-t-iiut.*.6tt % hu1-huc= 6tl t  >  u  foicu-4-f=t . nul*4- u1-*- uf= éu*-4* nuf-»- 6CX 17U* =  uu*-4-6f* préfix égaux. u  =  i  V  ........ f  =  1 t  =  U-4- f=i y  =  u-4-t==3 équation 18 y*-t-ijz’=47yz x  =  y  -+- u=4 valeur 151 -4-7»; =  587 Z  =  y-4-X=7 Autre R  e' solution De la même Equation ,  en fuppofant y  >  z; i8y*-4- 1  jz* =  47yz _ y>Z „  foitZH-Xrsay a  8  z* .4- j  6zx -4- 1 8  x* -4* 1  jz* = 47Z* 47ZX a8x,-*-9ZX=4z* z>x foicx-»-u=z i8x* -t- 9X’ -t- 9XU =  4X* -4- 8xu -4- 4u* . 33X1 -4- xu =  4U1 u  jj. x  *  '  foit x  -4. t = u 33X* +■ x* -4- xt =  4X* -4- 8xt -1- 4t» 30x*=4t*-4-7Xt t>x foie x  +  f=t 30X1 == 4X* -4- 8xf-t- 4f* -4- 7X* -4- 7xf i9x» =  4f’ -4- iyxf préfix égaux x  =  1  ’  • f  =  i t  ==X *4*f= 1 u  =  x+t =  ) z  =  x  -4- u  =3 4. équation i8y* -4- ijz* =  47Y 1 y=z«4>x=s5, valeur 700 -*• 140 =  94° F  ù) i •  by Google
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    \ ki * 46 D  ï  la Résolution Autre Exemple. 1  jy*4- 142* =  3  8yz ■+• 39 y . —  1 z •+■ l 3« 60 •+■ 14 2 —  I 7 * *35 •+“ 9 6 4-3   2 118 140 4-116 4-4 =  3 436 5734-384 4-5 —  4 760 540 4- 600 6 =  5 1140 Première rcfolution. y  =  4, z  =  j Deuxième réfolution. y  =  6 ,  z  =  5 Si au premier refte j’eufle mis les lignes fuivanrla ré*45 gle *  Ie premier grade n’eût pas eu de fin. L’on trouve la deuxième refolution en continuant le grade, c’eft-à. dire ,  en mettant 4- devant 4 ,  &  —  devant 3  au quatrième refte, &  H- devant 6  ,  &  —  devant j  au fixiême refte, quoique les fommes de côté &  d’autre n’y confentent pas. Et ces irrégularités viennent de ce que le quatrième refte n'eft pas un véritable refte fait par une vraie fouftraâion, mais une réfolution de l’équation en ces deux racines 4  &  3 ,  où il faut fuppofer que 140 4- 216 du côté d’y >  436 du côté de z ,  autrement on tomberoit dans un grade fans fin. Résolution par Lettres. De la même i quation ljy*4-i4Z, =  38yz. 1  ’ ’  z  >■ y  foit y  4- x  =  z i5y*-4- i4y,H-48yx4-i4x, =  38y14-38yx 39y* -H i4Xl 4- 48yx =  3«yl H"38yz y1 -h I4X1 4- 1  oyx =  o ,  impoflible. Donc y  >  z L’équation 1  jy14-i4Z* =  38yz y  >  z  foit z  4- x  =  y 1  jzl 4- 3ozx 4- ijx‘4- 14Z1 =  38z* 4- 38ZX ,5X‘4-391*-+-3ozx =  38z‘4-3Szx ' .  Digitized by Google

  
    »  B  S  •  E' QJU A. T  I  O  N  $. '4* ijx*4-z\=Szx * z>x :  foitx-f-u=z i  jx* 4- x1 4- îxu 4- u* =  8x‘ 4- 8xu 4-i6x14-u* 4- ixu =  8xl 4-8xu Sx^U'srsÊXU u>x foicx4-c =  u 8x* 4- xl 4-axt 4-tl= 6x‘4-6xt 9XI4-ixc4-tl =  6x‘ 4- 6xt 3xl 4-t1 =  4XC préfix égaux x  =  i '  =  '  -  •• A u=x4-t =  t z  =  x  +  u  =  j, :  équation rjy* 4- z4Zl =38yz. y  =  x  4- z  =  4. valeur 1404-116 =456. Pour avoir une autre folution,foic la derniere équation 3X*4-c* =  4xt t>x '  "  foicx4-f=t • 3X‘ 4- x‘ îxf 4- f* =  4X‘ 4- 4xf 4X1 4- îxf 4-f1 =  4X1 4- 4xf ixf4-P =  4xf zx 4- f  =  4X f= ix f>x *  lbirx4-r =  f x4-r =  ix x  =  r  préfix égaux x  =  i r= 1 f=x 4- r  =z t  =  x  4- f=3 U  =  t+X=r4 z  =  x  4- u  =  5  icrc équation 1  jy‘4- i4z‘=38yz y=x4-z =  6  J40 4*600=11140 Après l’équaàon x  ■= r, il n’y a  plus rien à  chercher. •  D

  
    Dru Rï'joiütiok Autre Exemple. Equation x' 4- 6  y  ’  =  7  *  y‘ x  y !+•< 1  =  *  7 84—6 x  —  1  14* Première réfolucion x  =  1 ,  y  =  1 Deuxième réfolucion x  =  z ,  y = 1 Autre Exemple. x»4- x  6  x  y1 *= 9  x‘ y  -t-i+y1 x  y 1  -4- 16 — 1  9-+-148  4- p  —1 =  4-1 364-14 174-78 J  =  1  814-14 Première réfolution x  =  i,y =  i Deuxième réfolution x  =  3,y =  i Autre Exemple» 3y'-t- jz»=*jxy*4-3y^ y  1 8  — 1  =- 4-1 8 24.4-3 4- 2  —  1  104-6 814-40 — 3  4- 1  904-36 37J4-I3J 5  <= 3  3734-133 Prémière réfolution y  =  1 ,  &  z  =  1 Deuxième réfolution y=“5j &z«=j Autre Exemple. Equation toy* 4- 32'*=6zy*4- 5  y  z1 y  z    104- 3, 4-1, — »  6  4- y '*04-14'; -  r— 1‘ ;* 4*1 au 8o 4- 81 —1 4-3 71 4- 9P *704-375 3  =»• 5  *-7° “+-375 Réfolution y  =  3  >  &  z  =  J. Digitized by Google
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    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. 49 Je n’ai fçû trouver d’autres racines en nombres entiers ,  &  premiers entr’eux. Autre Exemple. Eqüation. jy’ -4- izz’ =3zyl-+-ioyEl y  * 5-4-IZ -  —I •+■ 1  3-4-20 4° +  i* 2  =  1  12 +  40 Je n’ai pû trouver d’autres racines en nombres entiers, &  premiers entr’eux. A  u T  R  E Exemple. Equation. i5y’4*28z' = laizy'^-ioyz1 15-*- 28 y —  1 z ■4- r ar-4- 10 120-*- 28 •4-2 ■ — 1 8  4 4® 4oj ■+■ 214 ■+•3. —2 378-*. 280 960-+- 7j 6 —  4 ■**3 1008-4- 720 5*45 -*-35°° 7 =  5 îI4J-*-35°° *  Réfolution ‘-«S II --i w &  Z  =  J Je n’ai pû trouver d’autres racines en nombres entiers, &  premiers entr’eax. Avertissement. ■p\E tout ce que deflus il eft vifible que quand dans le détail de la raifon d’une équation on eft parvenu à  des reftes ,  donc les préüx font chacun plus grands que chacun des abfolus des puilîànces d’une équation , fans parvenir à  l’égalité ,  c’eft une marque que la raifon que l’on cherche eft fourdc ,  pareeque dans les équations, les racines font, ou les abfolus des puiflances ,  ou enveloppées dans ces abfolus.

  
    î° Di LÀ Résolution Article Troisième. Contenant les exemples des équations hétérogènes. En cet article ,  &  dans les fuivans ,  on parvient quelquefois à  plus d’une folution ,  &  meme à  infinies fo lut ions : mais il y  faut éviter le grade fans fin. Exemple. Equation y1 =  z5 ^  H .  1 z *= 4*1 * r 4 -  a   I 1 9  . «*- 3  1 8 1 6 —  4 *î *7 49 —  7 •+■ S “J 100 — 10 *•*7 343 Ce troifiême grade ne peut finir, &  il ne paroît pas de deuxième égalité, &  les racines ne font peut .  être pas des nombres premiers entr’eux :  mais comme cette méthode tend toujours à  découvrir les racines ,  ou la railon des racines entre elles ,  il faut les chercher dans les relies des deux grades antérieurs ,  mais ce n’efl qu’à tâtons qu’on peut découvrir celle ,  ou celles, où les racines font nombres entiers compofez entr’eux. Le moyen Je plus naturel d’y parvenir eft de multiplier les préfix des relies par un commun multiplicateur que je marquerai par la lettre m. Soit donc l’équation yt =  z’. am b  m i  t= i 4- 1  • —  [ 9m1 4-3 . —  1  8m’ Soitam =  y, &bm==z, &que a  ôcb marquent fuccelfivement tous les préfix des relies ,  qui font fous eux, &  foit m  leur commun multiplicateur ,  dont il faut trouver la valeur. Dans le troifiême refie y  =  3m, &  yl =  9m1, &z = am, 6cz’ csSm’, 6c il faut que 9m1 =  8m'. Je divife Digitized by Google

  
    ©ES E' Q_tJ A  T  I  O  K  !>- jl î’un 8C l’autre par m1, 8c j’ai 9  =  8m ,  8c divifant par 8 j’ai m  =  | Donc y  as 3m =  -f, donc y*=^£ z  —  im _  ;i _  1  z>— zü Z.  1111 g  4  .64 Si je continue le deuxième grade ,  j’aurai 4., 8c 3  au quatrième rcfte. 16m1 y* =3 Z y am Z bm —  1 4- 1 •+- 1 —  i 4-}. Tl' ■^4 —  3 17m’ OC 1  OUI   X  y  Ail y  vu UlTUHWh F»» »»» J  MMiMà IV   i. ym j 8c m  ê  77 ,  8c ce grade ne me donnera jamais que des racines en nombres rompus. . Mais fi je continue le premier grade ,  j’aurai infinies folutions en entiers. Soie donc L’équation yl =  z* y am 1m1 — 1 ,1 Z bm 4-r 4m1 — î  -*-! Divifcz par m1 le quotient eftm 8c y1 =  64, 8cm’ =  64 =  z’ 5m1 —  3  =  1 1  m’ m* donc ml=m,m=t donc 4m 1  =  m  ’ 4, 8Cim =  8  =  y, m* 16m1 —  4  =  4,1 m* 9m1 =  m5, &  divifant par m1, m  =  9, 8c m’ =  z3 =719 =  y  =  3111 =  17, ^91^ =  719. i6mt=m,,8cm =  i6J8cm5 =z’ =  4096 , 8cy =  4,8cyl i  =  16 m1 •  '  &  ainfi en continuant toujours ce même grade. •  •  •  *  *  %  .  -  •  ’  \  ■ *  Corollaire. 7  t  rp D  u  t  e  s  les fois qu’on aura un cube ,  comme 64 , -*■ dont la racine 4  fera un quarré ,  ce cube fera un autre quarre ,  dont la racine quarrée 8  fera un autre cube. ’  • G  ij «

  
    5* Delà R. «'solution Autke Exemple. Equation. zy1 =  z* #-i —i ' z  — i  •+- 1  8 8  — i  ■+■ 3  Z7 18 — 3  •  -*-4 14 Ce deuxième grade ne peut finir ,  6c il ne paroît point de racines ,  parcequ’il n’y en a  pas en nombres premiers entr’eux ,  pour en avoir en nombrçs compofez. Soit la même équation. zyl =  z* 7  i.Z am bm zm* —  r  =4-11x3’ Soit y=;am ,&z=bm, a  6c b  valent fucceffivement tous les prcfix, qui font fous eux. zml =  m5,donc divifant par m1, on am =  z,6cm1,ouyt = 4, ôc zy 1  c= 8, 6cm ’  ou z  *  =  8,6c les racines fonc z  6c z. Donc 8m1 =  m’, donc m  ;= 8,6c im=y =  i6, ml =64. 4m1 =  yl =  zj$,zy1 =jrz,m =  8, m’ =  511 qs= z’, 6c les racines font 16 =  y, 6c 8  =  z Donc i8m1 =  ipî>donc =  18 3m =  y  =  54, yx=z9i<5,zylc=. 5831, z  =  i8, z’ =  j83z ,  6c les •  racines fonc 54 =  y, 6c 18 =  z, 6c ainfi de fuite mettant tous Jes nombres de fuite fous y, 6c toujoiffs l’unité fous z. 8m1 —  1  =  4-1 m’ ï8mx —  3=+im' Co K.0LLA1EB. QUand deux quarrez zy1 fonc égaux à  un cube z’ ; la racine z  du cube eft double d’un nombre quarré, 6c la racine de ce quarré multipliant celle du cube, qui eft z ,  produit y  racine des z  quarrez ,  qui font égaux au cube z’. Ainfi prenant 3z double du quarré 16 ,  donc la racine eft 4. Si je multiplie 31 par 4, j’aurai iz8 racines du quarré 16384, 6c 1  fois 16384 ,  eft 31768 ,  qui eft le cube dç 3z. Digitized by Google

  
    51 DES E' QJJ A  T  I  0  N  S. Autre Exemp. le. Equation. i 4 9 25 49 y1 y —  i t' *+- 2 —  3 —  5 ■7 1Z z -*-r —  i ■+• 2 ■*■3 •4 2 2 1 6 54 128 Ce grade ne pent finir ,  &  il en faut conclure que l’équation ne fe peut réfoudre en nombres entiers premiers entr’eux. Soit la même équation y1 =  iz* foity =am,8cbm =  z am bm m1 1  .* un1 ml =  im1, &  divifant par m1, il revient 1  =m, donc m  —  {  m1 —  ^ = y 2ml=i=i=z. 4m1 2  =  1 / am* Divifant par im‘, j’ai m  =  »,&4m‘ =  ï6 = yx, &  im’ —  16 —  az’. Les racines font y  =  4 , &z =  2,&4&2 font nombres compofez. 9m1 3  =  1 am’ Je divife par m1, j’ai 9  =  am ,  &  la réfoludon ne fera pas en entiers. i6mx 4  =  1 ira’ Et divifanc par am*, j’ai d’une part 8  =  m d'autre part 5  donc am , . J ou 4m =  3a =  y, &y* î= 1014, &  bm =  m  = z== 8  ,  &  z1 =  jxa, & 2Z* =  JO24. Et ainfï de fuite en continuant le grade ,  c’eft-à-dire en continuant de mettre 1  fous bm ,  qui eft z ,  &  tous les nombres de fuite fous am ,  qui eft y, j’aurai à  tous les impairs des racines en fractions, &  à  tous les pairs j’au. Giij t  ze^by

  
    fO j4 De la Résolution rai des racines qui feront des nombres entiers compofez entr’eux. Corollaire. CI l’équation eft de deux autres puiiïances diflantes ^d’un feul degré, on aura de même en entiers à  chaque nombre pair une puiflance égale à  deux puififances d’un degré immédiatement plus élevé. Ainfi fi l’équation eft y’ == iz‘, ou fi elle efl y+ =  iz' ,  &  ainfi de iuite on en aura une réfolution en entiers .a chaque nombre pair. . Corollaire. 74 •T O  ut e  s  les fois que vous aurez un quarré égal à deux cubes ,  vous aurez un quarré égal à  deux quarrez cubes. Par exemple 16 eft un quarré égal à  deux cubes, dont chacun eft 8. Il faut démontrer que iém‘ fera égal à  îms ,  car divifant par un1 vous aurez 8  == m  ' ,  &  m  =  î ,  donc mi =  31, &  im'= 64 quarré de 8 l’un des cubes. Pour démontrer que 1014 eft un quarré égal à  deux cubes ,  dont chacun eft 511. Je mets ioi4ms=im', 6c divifant par im‘ j’ai ji 2  =  m», donc m  =  8 ,  donc m5 = 31768 &  im> =*65336 quarré deij6 moitié de l’un des ■ cubes-, &  non pas l’un des cubes, comme dans l’exemple precedent. Le tout peut être la matière d’une grande difeuifion puifque ce n’eft qu’un exemple d’un problème qui peut être varié infiniment en cherchant l’égalité entre des puiflances de differens degrez. Autre Exemple. Equation y!-»-y* =  4Z‘ Y  z 1  1  -4-1 —  1  4 1  -tr I  ;  1  -4-1 16 31-4-4. i  =  3  36 Réfolution y  =  i, z  =  3 Si j’eufïe mis autrement les lignes au premier relie , le deuxième grade n’eût pas eu de fia >  .  ’  « Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. JJ Je n’ai pû trouver d’autres racines en nombres entiers &  premiers entr’eux ,  mais au deuxième refie on peut avoir des racines en nombres fourds en fuppofanc y  =  ma, &z =  mb. Car alors m' +  m^^m1, &  divisant par m‘ il y  aura m> -4- 1  =  4, &  retranchant 1  partout, m> =  î, &m =  r»3. Et en continuant le premier grade on peut avoir infinies rcfolutions en nombres lourds. Autre Exemple. . Equation y*=)Z' +  iy y  z r  t 1 -4- 1  — 1 j-*-* 1 —  1  -4- 1 I2-4-Z 16 -+- r  — î *7*4 81 3  —  5 7J +  6 Réfolution y  =  j,Z=j •l •  .  \ Je n’ai pû trouver d’autres racines en nombres entiers ,  ni premiers ni compofez. Je négligé les réfolutions lourdes. *  p  •  * >  •  * . Autre Exemple. Equation 4y> =  jzl yyz y z '  4 + 1 —  i S 4 — 1 -4- z >IZ4- IO 3» —  z •*•3 17-4-30 108 3 -  =  4 Réfolution y  =  j  ,  &  z  =  4 v  -  -  < Je n’ai pû trouver d’autres racines en nombres entiers, &  premiers entr’eux ,  mais en pofant am ==y ,  &  bm = z ,  on aura au premier refte deux racines égales ,  Ravoir 1 6c z.

  
    j  6  De la R  e' solution 4y‘ =  3Z*-+-jyz • '  am bm 4m' 1  1  8nr donc en divifant par 4m1 m  =  1 , donc amouy =  i,îc y* =  8 , 4y* =  3z, &  bm,ouz ,  ou yz =  i ,  fiera* ou bm1, ouz!,=yz =  4, &8z*=3z. Autre Exemple. .  •  s Equation y*-»- iy =  2Z>-4-zl y  z .  I-+- 1  I  =  •  I  1-4-1 Première réfolution y  =  1 ,  &  z  =  i On trouve une autre réfolution en mettant -4- devant l’unité fous y ,  &  —  devant l’unitc fous z, &  par conlequent en mettant i  fous z  au deuxième relie. Eqi/ation y64.2y=izt-4-z* r-4-i 1-4-2 *-4-1’ 64-4-4 719-4-6 y -4- 1 *4- 1 —  1 —  2 î z —  I • — ■  2 •*-} "*"5 7 2-4- 1 16 -4- 4 Î4-*- 9 1JO-H 2J 686-4-491 7T« Deuxième rélolution y  =  J, &z =  7 Si au deuxième relie j’eufle mis 1  -+- 1 ,  je ferois tombé dans un grade infini. Il ell impofiible d’avoir d’autres réfol utions. •  *  * ARTICLE IV. Section Premiers. Qu < nid l'une des puiff antes eft accompagicc d’un abfolu. Exemple. Equation 7x -4- j  =  3y x  -  .  y  . 7-4-5 -+-I —I y  3  ’  ' 7-4-5 -4-1 —  2  .  .  6 7-4-5 -4-1 —3 9 74.5 1  =  4  11 Réfolution x  =  i,z =  4 Avertissement. 'Digitized by Google

  
    n SES E' 0^0 A  T  I  O  N  S, Avertissement. 1 L  eft évident qu’en cette équation r  où -jx eft accompagné de l’abfolu j ,  la raifon x  :  y  que je vais appeller indirette ,  eft differente de la raifon x  :  y  que j’appellerai raifon dirctte dans l’équation fans abfolu 7x =  3y, te que dans ces équations accompagnées d’un abfolu ,  la raifon indirecte eft d’autant plus approchante delà raifon dircéle que l’abfolu eft plus petit. Or il n’eft pas jmpoflible qu’il y  ait en differents nombres entiers ,  & premiers entr’eux pris deux à  deux ,  plus d’une raifon indireéle par un même abfolu, &  dans la même équation, ce qui fait plus d’une réfolution de cette équation, te quelquefois infinies réfolutions. Mais pour y  parvenir il faut encore ici s’écarter de la régie *  qui met le *43, figne -t» du côté le plus fort ;  car autrement on n’abotitiroit jamais qu’aux mêmes racines. Et pour ce qui eft du choix des reftes ,  defquels il faudra changer les lignes, c’eft-à-dire meccre-t-du côté le plus foible, il faut, pour avoir plus d’une réfolution en nombres entiers ,  que la raifon des racines pures , c’eft à-dire la raifon direétc, fe continue indépendamment de l’abfolii. Et ainfi dans le refte ,  où eft la première égalité, il faut pour aller à  une fécondé, mettre •+■ où il doit» être ,  fans avoir égard à  l’abfolu. Et dans le refte, où eft cette deuxième égalité ,  il faut en ufer de même, fi on veut aller à  une troifiême, te ainfi de fuite. Ainfi dans l’exemple précédent, fie dans le fécond refte ,  dont les préfix font 1  Ions x, & —  1  fous y ,  te où le membre de l’équation du côté d’x vaut 7-*- j  ,  fie celui du côté d’y ne vaut que 6, &  7-4-5 étant diminué de 5, eft 7, qui eft >  6  5  Si donc dans ce deuxième refte je veux changer les fignes fie mettre —  1  ■+■ 1 ,  je ne parviendrai point à  une égalité. Soit pour le faire voir, L'équation 1 x  .  y 7-M ,  -4-1 —t J 7”*“ 5 —  1  -»-z 6  . 14- -*■ J •+■ 1  —3 -♦-3 —  5 9 11 +  5 ry * H itizèd by Google

  
    / jS De LA R  E' SOLUTION En continuant j’ajoute- •  Je n’ajouterai que 6  de rai toujours 7  de ce côte- ce côté -  ci qui eft le plus ci qui eft le plus fort. foible ,  &  qui demeurera toujours le plus foible. Et il n’y aura paint d’égalitc. Et de même fi dans ce même exemple ,  &  dans le premier refte, ou encore du côté d’x, 7 -h J, diminué de j  eft >  1 ,  qui eft du côté d’y ,  je change les figaes —  1  -t- 1 ,  je ne parviendrai jamais à  l’égalité. Figure 3e. 7  *+S eo II X T • 7  +  5 —  1 -4- r 3 7+5 +  f —  2 6 H  +5 ■+• * ~3 9 2I-t- J -*■3 ~4 12 De ce côté-ci qui eft le plus fort, j’ajoute toujours 7De ce côté-ci qui eft le plus foible, je n’ajoute que 3 ,  &  ainfi ce côté fera toujours le plu* foible,& point d’égalicé. Mais fi dans le même exemple, &  dans le troifiême refte ,  où les préfix font -h 2  —  3 ,  à  caufe que du côté d’x il y  a  7  y ,  &  de l’autre côté 9  ,  &  que 9  eft plus fort que 7, ou que7-»-j diminué de 5, je change les fignes, je parviendrai à  une deuxième égalité. Ainfi. Figure 4e. Equation. 7x-*-y =  3y 7+5 X H-I y —  1 3 7+5 I   2 G 7  +  5 • —  I +  3 9 14 + j 2 —  5 ™  +  5 **■3 —  8 24 28 + y 4 £= II 33 Deuxieme réfolütion x=4,& y  =  u Digitized byGoogl
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    DES E' Q^U ATI O'N S. ' Et dans ce dernier détail, &  dans le quatrième refte, eù 14 du côté d’x eft plus petit que ij du côté d'y, fi {'e change les fignes je parviendrai à  une troifiême égaicc. Ainfi. ' Figure je. ’  ^  7x^-5=3y x .y '  7  +  5 H- I ’• —  1 3 1  +  5 X •  ’   z •  6 1  +  5 —  I' +  3  . 9 H  +  5 ’.î —  1 •*+* 5 •i fJ. 21-»- j +  3 —  7 21 35 +  5 +  5 —  12 3* 4-9 +  5 +  1 v  —17 5l 63 +  5 •  ■+■ 9  21 6  6 11+5 ■♦■il — 1 7 Si 9l + 5 ■♦*13 =  —32 96 Que fi dans Ta même équation 7X-+. y  =  jy, &dans fon quatrième refte ,  où eft la réfolution, ou l’égalité, je veux donner des fignes aux termes ,  &  mettre •+■ r —  4 ,  ou —  1  -t- 4 ,  &  continuer l’operation ,  je n’en aurai point de folurion. Et premièrement que je mette 1  fous x ,  &  —  4  fous y ,  ce qui fera continuer le même grade. Ainfi. Figure 6c.. -  +  j  = x  y 7+5 •4* I  I •  3 1  +  5 -t- I —  2 6 7  +  5 -4- I — 3 9 1  +  5 -4- I —  4 1 1 1  +  5 -*-I "M •î H+5  1 9 *7 Dès le cinquième refte je commence un nouveau grade ,  dans lequel à  chaque nouveau refte j’ajouterai 7  du côté d’x ,  qui eft le plus foible ,  donc dans tous les reftes, *  le côté d’y fera le plus fort ,  &  l’abfolu j  n’égalera jamais l’exccs du côté plus fort, donc je ne parviendrai pas à l’égalité.

  
    6o De u  Re'soiotjok z°. Si je mets —  i  fous x  &  -t- 4  fqps y  en changeant . de grade dès le quatrième refte, il faudra que je le coutinue fans pouvoir jamais parvenir à  l’égalité. Ainfi. Figure 7e. 7x +  y=3y \  •  *  y • 7  +  5 •♦•i —  * 3 7  +  5 -V I  .  —  Z A -  6 7  +  5 +  *  —  3 9 7+5 —  f  +4 11 *4+5 T* “*• 7zi +  5 —  3  10 30 J’ajouterai toujours 7  du côté d’x ,  qui eft le plus foible ,  8c toujours 9  du côté d’y ,  qui eft le plus fort ,  Ce J’abfolu y  fera toujours moindre que l’excès du côté le plus fort ,  donc je ne parviendrai jamais à  l’égalité en nombres enriers. Mais G  je veux des racines en fraûions ,  ou en nombres compofez entr’eux ,  j’en trouverai infinies en fractions, 8c quelques-unes en nombres compofez entr’eux. Et premièrement dans le troifiêmc refte du prémier grade dans la première figure ,  où il y  a  -+- j  —  3 ,  fi je mets +im —  3m, j’aurai 7m-*-} d’une parc, 8c 9m de l’autre part. Ainfi 7  m  -t- j  +im — 3m 9m 8c ôtant 7m de part 8c d’autre ,  il reftera un =  y ,  &  m =  {, 8c x  =  f, 8c 7X =  if ,8c 7X -*-5 =  ^  d’une parc, 8c y  =  8c 3y =  4^ d’autre part. Et fi je contiguë ce prémier grade j’aurai ainfi infinies folucions en fraûions. Que fi je change les lignes du troifième refte dans la quatrième figure ,  ce qui formera un deuxième grade , j’aurai daos le quatrième refte .une folution en entiers compofez entr’eux :  car ayant dans ce refte -i- 1  —  y, fi je mets +  im —  jm ,  j’aurai d’une part 14m y  ,  8c de l’autre j’aurai tym ,  8c ôtant 14m de part 8c d’autre, j’aurai m  =  y ,  8c x  étant =  im ,  vaudra 10 ,  8c yx y  vaudront 7y, 8c de l’autre part y  vaudra ym ,  ou iy ,  8c 3y .. vaudra 73 ,  où les racines y  8c ay lbnt des nombres compolèz. Digitized by Google

  
    ,  des Equations. 6i Ec après avoir changé les lignes du quatrième relie dans la cinquième figure ,  j’aurai au fixième telle -t- 7  iz, qui me donnera une autre folution en entiers compofez }  car d’une part j'aurai 35m j, &  de l’autre 36m , -  ‘  donc m  =  j, &: x= jm ,  ou ij, &  7X-4- j  =  180 ,  où les racines ij &  60 font des nombres compofez. Je n’ai point cherché d'autres racines au de- là de 13 &  de 52 , qui font celles de la cinquième figure.’ ... A  u  t  k  e  Exemple, Oà l'une des puijfances efi accompagnée d'un alfolu. Equation 3y‘ =3 jz»-t-7 y  ‘  z j  —  t  -4- 1  y 7 IX h- 2  =  —  1  J-4-7 . *7 ■+■ 3  =  —  x  20-4-7 +8 4  . —  3  ’  4î-*-7 73 —  î  *  ■+■ 4  80-*- 7 243 —  9  -t- 7  .  245-4-7 507 -t- 13 =  — 10 500-4-7 Cette équation jyl= jzl-4-7, a  trois rélolutions dans ces fept refies. Or à  chaque rélolution c’ell une raifon indireéle, qui celîe, de forte que dans ces fept relies, la prémière raifon indireûe a  ceflfé au deuxième relie, & fes racines onr été y  =  z ,  &  1  =  z. La deuxième railon indireéle a  celTc au troifiême relie ,  &  fes racines ont été 3=y,&2 =  z,&la troifiême raifon indire&e a ceffé au lepciême relie, &  fes racines font 13=. y ,  &  10 =  z. Quant à  la railon directe ,  elle n’ell point finie, puifqu’en aucun de ces fept relies il n’y a  d’égalité indépendamment de l’abfolu j  mais la raifon direiflc elt allée le même train que les indireftes ,  pareeque les lignes font placez dans ces fept relies ,  comme ils doivent l’ècre indépendamment de l’abfolu 7, car par. tout où il y  ,a 1- du côté de z ,  le côté de z  fans l’abfolu efl plus fort que le côté d’y ,  &  par tout où il y  a -t- du côté d’y, lp côté d’y elt plus fort que le côté de z  fans l’abfolu. •  Or toutes les fois que des équations du fécond degré , H  iij •  * * •• tized by Google

  
    6i De la Rï'soiution dont les puiflances font l’une dans un membre de l’équation &  l'autre dans l’autre ,  &  dont l’une eft accompagnée ou affrétée d’un abfolu ,  toutes les fois ,  dis -je que ces fortes d’équations ont une folution, elles en ont une infinité ,  ce que je démontrerai dans la fuite ,  &  maintenant je vais en donner quelques exemples. 11 en faut pourtant excepter celles, où l’un des membres eft '  un quarre feulement, &  l’autre membre un quarré, dont le préfix foit un nombre quarré, &. qui foit accompagné d’un abfblu ,  comme feroit «jx1-*- 13 =  z*. Re'solution par Lettres /  *  •  '  •  t, . De la mime Equation. *  z  y1 =  fz 7 y  >  1  fort z  +  x  =  y 3Z1 6xz Or 3X1 =  5Z1 7 3Xi-»-6xz =  izi-*-7. Préfix égaux. w x  =  i  prémière équation 3Xl-t-’6xz =  2zt-»-7 •  z  1. ‘  •  3-t-6 =  i-t-7 Et remontant y  =  z-»-x =  i. Deuxième équation 3yl =  jzi-#-7 h=jh-7 Pour continuer il faut prendre la dernière équation. 3X1 -1- 6xz =  izl -»-*7 z  >  x  •  foit x-*- u  =  z 3X1-»- éx1-*- éxu =  IX1 4-4XU -4- 1U1 ■+• 7 7X1-»- ixu =  au1-»-7 préfix égaux. x  =  i  troifiême équation 7x»-+-2XU =  2U*-»-7 u  =  i  7-t- 2  =  2  7 Et remontant z  =  x  -*-u =  2  quatrième équation 3y1 =  jz1-r- 7  pareille y=x-»-z=3 27 =  20-4-7 âlai«e. Pour continuer encore 7X» ■+- 2XU =  2U1 7 u  >  x. foitx-t-t =  a 7X» -4- 2Xl -+- 2Xt =  2Xl •+- 4Xt ■+■ t» ■+■ 7 7x» =  2t»-+-2XtH- 7. Si je fubftituois à  x, dont le préfix eft le plus foible ,  je com- ’ berois dans l’impoflible. t

  
    foicf-4-q=r ql -h <>fq =  if1 ■+■' 7 des E  q^ü A  T  i  o  v  s. 6y 1 1> x  foitx-4-f= t 7X1 =  ixl +  4if-»- iP-t-ix‘-*-xf-»-7 3x1 =  if1-H 6xf-*- 7 x  >  f  foitfVr =  x 3f1-*- 6fr =  60-4- éfr-4-7 3rl==Î^H-7 r  >  1  -  foitf-4-q=r 3O -4- 6fq -+- 3ql =  yf» -4- 7 3ql-t-6fq =  ift-*-7 préfix égaux q  =  t  cinquième équation jql -4- 6fq =  if1 ■+■' 7 1  =1 '  3-t-6 =  i-+-7 Et remontant r  =  f+ q  =  i r  =  f-t-r =  3 t  =  f  x  =  4  (îxiême équation 7X1 -4- ixu =  iu1 -4- 7 u  =  x-4-t =  7  -  63-4-41 =  98-1-7 Et remontant encore »  *  a z  =x -4- u  =  1  o  feptiêmc équation 3yl =  yz1 -4- 7 y =z-4- x  =  13 .  valeur 307 =  yoo -4- 7 Et puifque certe équation 3q* -4- 6fq =  if* -t- 7  elt pareille à  l’équation 3X1 -4- 6xz =  izl -4- 7 ,  je puis la continuer comme l’équation 3x* -4- 6x1 =  îz1 -4- 7  a  été continuée^ &  comme j’ai mis z-+-x, &x +  u  =  z,&comme cela a  fait l’équation ixu=iu* -4- 7 Je puis mettre f  >  q  foitq-4-p =  f Et fans calculer fuppofer cette équation 7q‘ -4- iqp —  ■+■ 7 q  =  1  huitième équation 7ql -4- îqp =  ip1 -4- 7 p=p 7-4-1 =  i-4- 7 Et remontant f= q  -*- p  =  1  neuvième équation pareille à  laprémière, r  =  f-4-q =  3  3r1=yft-4- 7 17 =  10-4-7 Et remontant encore . x  =  f  r  =  y  *; t  =  x  f  =  7  dixième équation yx1 -+- îxu =  3U1 7 U  =  X-4-t —  Il 17j4.HO =  188 -4-7 jitized by Google

  
    64 De u  Résolution Ec remontant encore z  =  x-t-u=i7 onzième équation 3yl= +  7 y  =  z-f-x=zi 1451 =  1445-+- 7  . Je puis encore reprendre l’équation 7q‘4-zqp =  ip1-+-7> &  fans calculer de nouveau la continuer comme l’équation 7x14-zxu =  zul-+-7 a  été continuée &  fuppofer p  >  q  foit q  4- o  =  p o> q  foitq-|-n =  o iq >• n .  foit n  +  m  =  q m  >  n  -  foit n-f- 1  =  m Et fuppofer cette équation 3I1 6nl =>nl 4- 7 ,  où n  =  i, &  l  =  1 ,  &  fans m’arrêter à  chaque équation, je puis remonter aux deux ,  qui font toujours les plus fortes, Ravoir, 7xt4-ix‘ =  zu,-Hu , & 3y* =  5ZlHh 7. Ainfi n  c= 1  r  =  q-+.f=i3 •  l  =  i  x  =  f-4-r=i3 xl =  yi9 m  =  n-f-l =  z  .  t=x-4-f= 33 q  =  m-+-n =  3  u  =  x-f- 1  =  56 u* =  3136 o  =  q-)-n =  4  izc équation 7X1 4- zxu =  zu*-f<7 p=q-t-o =  7  3703 -t-ij76 =  6i7l -+-7 valeur. l=q4-p =  io Et reitiontant ou rétrogradant. z  =  x-(-u — 79 treizième équation 3yl= jz^4-*7 y=y4-z =  ioz 3iziz=3izôj-+.7 &  ainfi toujours à  l’infini. Autile Exemple, Qui fut propofè par Monficur de Fermât. y  6. Equation i3Zl-4-i=y1 y  >  z  .  foit z-f-x =  y 13Z1 H- 1  =  zl-t-zzx+xl IZZl4-I =  zZX-t-Xl ■  x  >  z  ‘  foit z -4- u  =  x izz‘ 4- 1  =  zz14-zzu4-il*f- zzu 4-u* 9Z,-+-i =  4Z’u-|-uI u  >  z  •  foitz-l!-r =  u 9Z>4- i=4Zl4-4Zr-4-z*4-zzr4-rl 4Z*-+-t Digitized by Google

  
    65 DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. 41*4- 1  =  6zr -+- r* ï  >  r  <  foit r-+- q  =  z 4rl-+-8rq-t-4q1-t-i= 6rl 6qr-f-rl 4rq-+4q1-*- «  =  3r* r  >  q  foie q-f- p  =  r iq1 -h iqp -+- 4q‘ 4- 1  =3q* 4- éqp -f- 3p* 3q>4-i =  4qpH-3P* q  >  P  .  foit p  4- o  =  q 3p> 4_ <îpo 4- 3  ol 4- 1  =  4p» 4- 4 op 4- 3pl ipo-*-3oI-»-i =  4pl p  >  o  foit o-t-n =  p on -i-3 o» +-1 =4 o» -i-8 on 4- 4n» o1 -+- 1  =6 on 4n» o  >  n  •  foitn-t-m =  o ni+imn +  ml-Mc=énl+ 6nm-*-4nl m1 4- 1  =  ?nl 4- 4nm m  >  n n» 4- znl -+- 1* 4- i  =  t>n» -+- 4n»4- 4nl l*4-i =  iinl4-inl foit n  4- 1  —  m 1  >  n nl4- :nk 4- k! +  i  =  nnl +  ml 4- mk kl4-i =  i3n* foit n  +  k  =  l k  >  n n1 anh 4- h* 4- 1  =  »3n» foitn4-h= k anh4-hl-4-i =  iinl h  >  n foitn4-g =  h in1 4- îng 4- nl’-t- ing4 g1 + 1  =  i  m» 4ng4-gl4-I=gnl foit n  4-f= g g  >  n 4nl4-4nf4-nl-+-mf4-fi4-i=gn1 énf 4- f1 4- 1  == 4*1* n  >  f 6fl 4- 6 fe -+• fl 4- 1  =  4^ 4- 8 fe 4- 4e1 3^4-1 =  ife4-4c» foit f  4- e  =  n r  ® f  >  e 3e»4-éed4-3<it4-i =  zct4- ied4-4e* foite4-d =  f 4ed4- 3dl4- 1  =3el foit d  4- b  =  e e  >  d 4dl 4- 4db 4- 3dl 4- 1  =  3  dl 4- 6db +■ 3  b; L Donc 4d» 4- 1  =  zbd 4- 3b1, I

  
    6 S  De là Résolution Les préfix font égaux de part &  d’autre ,  k  l'on trouve z  =  180 }  Bcy =  6 49. b= 1  n+m=o= 33 d  —  1  n-*-o =  p= 38 J>4-d= e  =  1  p-*-o=q =  71 d-t- c= f  =  3  q-+-p =  r= 109 f  -+. e  =  x  =  J  q-+-r=z= 180 z‘ =  3i4o» ri4- f  —  g  => 8  z-t-r =  u==i89 n  -t-g =  h  =  13 z-*-u =  x  =  4Ô9 ü-kJi= k  =18 z-*-x =  y=649 n  +  k= 1  =13 z-+-x =  y  =  649 n-t- 1  =  m  =  i3 y1 =  4iizoi =  i3zl-+-i *  • Pour continuer» je fuppofe d  >  b  ainfi équation 4d‘ =  ibd-t- 3b1 d  >  b  foie b  4- a  =  d 4b1 -t- 8ba 4- 4e1 -t- 1= ib1-*- zba -+- 3b1 4a1, •+■ 6ba 4* 1  •  b1 b  >  a  *  foie a  4- c  =  b 4a1 4- 6al 4- 6ac -4- c = a1 4- zac -t- cl 9a1-*-4ac-4- i  =  cl • c  >  a  »  foita-»-/J =  c 9a1 4- 4a1 4- 4ab-t-i =  a»4*za£ +  £*• jzal-t-ia(5-^i =fil P  >  a  ‘  foit a -*->• =  * 11a1 4- 1a1 ia> 4- 1  =  a1-*- zay -+- 1  =  a1 za> 4- >' 13a* 4-1 =  / Equation qui cfV femblable à  la première i3Z‘4-i =  y*, a  vaut 180, &> 649 ,  &  remontant ü  =  a4->= 819 '  o  =  n  4- m  =  41837 c  =  a  4* £  =  1009 .  p=n4-Û= 49311 b=a4-c= 1189 *  q=p4- o  =  91159 d=a4-b= 1369 .  r <=p4-q =141481 e=b4-d= 2558 z=r4- q  =  13364a f=e4-d= 3917 u=Z4- r  =  3751 1 1 n=f-t-e= 6485 x  =  ï  +  u  =608761 Digitized by Google
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    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. 67 f=n f= 10411 .  y  =  z  ■+• x  =841401 =  n-+-g=i6897 z1 =  54587649600 A= n  -*-h =  13381 yx= 709639444801 l  =  n -*-^=19867 *  Pour continuer il faum=n-t- 1=36351 droit mettre cette Jerniere valeur de z  pour celle d’«, &  cette derniere va. leur d’y pour celle de y  ,  fuppofer i* =  a  >  &  achever de remonter pàr c ,  b ,  d ,  &c. jufqu’à y  comme on vient de faire ,  &  ainfi de fuite à  l’infini. Autre* E x  e  m  p  l  e. i3Z* =  y*-t- 1 Dans lequel après fix fouftra&ions on trouvera que z =  j ,  &  qu’y =  1 8 ,  &  en continuant on trouvera après quatorze autres fouftradions ,  &  en remontant que z  = 5985, &qu’y= 11581, &  ainfi à  l’infini. Autre Exemple. Dans lequel après trois fouftradlions on trouvera que z  =  J  >  y  =  4- Et après dix autres fouftradions , &  en remontant on trouve z  =  7i,&Y=i^,& ainfi à  l’infini. Autre Exemple, Où r une des puiffances cft accompagnée du plan .  des racines ,  gS Sun abfolu. •  Equation 48y‘=£|.8x>-+- 16x7-1-3 y  >  *  .  i"oirx-i-z =  y 48xl^-96xz-t-48z, =  48x1^- i6x‘-i- 16x2-1-3 48 z? -i- 8  o  xz =  1 6  x* 3 X  >  z  foitz-»-u=x 48z*-«-8oz*-+-8ozu =  i6z,4-3izu-i- i6ul-t-3 iiiz‘-H48zu =  i6u‘-t-3 u  >  z  foitz-*-t=u 11 îz1 -*- 48 z‘ -t- 48 zt -+■ 1 6zl .+■ 3  îzt 4- 1 6 t 1  -*■ 3 i44Zl+ i6zt= i6tl-t-3 t>z foitz-t-f=t lij

  
    68 De la Rb' solution i44Z*-4- i6z* -+- i6zf=i6zl-t-}izf-*-i6f1-t*} i44Z‘ =  i6f‘ ■+■ 1 6zfn-f f  >  z  t  foicz4*r =  f i44Z* =  i6z‘ ■+-3zzr-+.f6r,-4-ï6z’4- i6zr-*- 3 mzl =  i6rt-*-48zr-*-3 r  >  z  foicz-+-q =  r n  izl =  1 6zl -h }  îzq 1 6q* -1- 48Z1 -*-48zq -*- } 48z* =  i6q1-4-8o zq-4-3 z  >  q  foie q-*-p =  Z 48qlH- ?6qp -*-48pl =  1 6q* -*-8o ql-«-8o qp-»-3 4Sp1-*-i6qp =  48q*-i-3 q  >  p  ,  '  foicp-i-o =  q 48 p1 -4- 1 6p* ■+• 1 6po = 48pl •+■ 9  6po -4- 48 ol -4- 3 1 6p* =  4801 ^-8 o  po 3 p  >  o  foie o  +  n=p 1 6  o>-*- 3 mo -hi 6nl =48 ol -h 8 o  on ■+■ 3 1  gn1 =  1 1 101-»- 4800-4-3 n  >  o  •  foie o  ■+■ m  =  n 16 om ■+■ 1 6m- =rn o,-*-48 o1 -+- 48 om ■+■ 3 i6m‘=i44o‘H- 160014-3 ni >  o  foie o  +  l  =  m 1 6  o‘ -+-31 ol h- 1 6ll =144 ol-4- 1 6  o* h-i 6  ol -4-3 1 6ll -t- 1 6  ol =  144 o1 -4- 3 1  >. o  foie o  -4- k  =  l 1 6  o* 4. 31 ok -t- 1 6kl 1 6  o1 ^  16 ok =  1440* 3 i6kl-»-48 ok =  mol+ 3 k  >  o  foie o-+-i =  k 1 6  o1 -+- 31 oi -4-48 o1 -h 48 oi =  ni o1 4-3 i6i*-4-8ooi =  48 ol^-3 o  >  i  •  foie i  4- h  =  o i6il-4- 80 i* -4- 80 ih =  4811 -4- 96^ -4-48^4- 3 48^=4811* 4- i6ih -4-3 ,  équation femblable à  la première ,  laquelle fe refondra en une aucrc femblable ,  6c ainfi à  l’infini. '  Digitized by Google

  
    DES E' QJU A  T  I  O  N  S. C<) A  y  T  R. E  Exemple,' Où les deux puijfances font affeïlies. Equation 4yl»*-i =  yz-»-z* z  >  y  foity-t-e=z 4y‘-t- r  =  y  +  ye-*- y1-*- iye-*-e* xy*-t- 1  =  el-t- i3ye y  >  e iel -t- 4ef ■+. if? ■+- i  =  e* + 3e1 -t- jef =ie» c> f if1 f1 fg 1  =  if 1 .+. 4fg 1g1 f1-*- 1  =  3% f  >  g g1 ■+■ zgh h* -1- 1  =  1g1 •+■ 3g1 •+■ 3gh hl-*-i -4g1-*- gh h  >  g gl-wgh-t-k‘-t-i =4g*n-g‘ +  gk k>-+-gk-hi=4g* k  >  g g* H- igl -H 1 1  -+- g1 H- gi +■ 1  =4g‘ r* -+- 3gi -i- 1 = ig* g  > 1 l1 -f- 3I1 4- 3lm 4- r  =  il* 4- 41m -+- îm il>4-i =lm4-iml m=u y=e4-f=i6.y* =  ij6 1  =  i  z  =  e-hy=ij .  zl =  6ij g=!-+-m =  »  équation 4y‘-4-i =  yz -4- z* k  =  g-f-l =  j  1014-f-i =  4004-615 h  =  g-Hk=y f=g4-h =  7 e  =  r  -f-g =  9 Cette équation 4^ 4- 1  =  p’ -f- np étant pareille à  la prémière 4y* 4- 1  =  zl •+- yz ,  où j’ai trouvé y  =  z ,  &  z =  15. Je puis fuppofer n= 16, &  p  =  xj, &° =  n  4- p =41 .remonter par m, 1, g, 8cc.jufqu,àz=y-+-e. Ainû k  =  g-f-l =  X03 Toit e  m- f  =  y (oit f-»-g=e. » foit g  -h h  =  f foitg-i-k=:h foit g  -+- 1  == k foit 1 4- m  —  g !  16 p=xj h=gH-k= 333 . Iilj ■» Di

  
    7Ô De LA R  E' SOLUTION o  =  n-f-p= 41 f  =  g4-fi= 463 m=rH- o  =  37 e=fi-+-g =  593 1— m-f-n= 73 y=e-t-f=iojé g  =  l-Hm =  i30 z  =  y-4-e =  i649 y* = 1 1 15136 ^*=1719101 4y‘ — 44^°J44 yz= 174.344 4y*-h 1  =  4460545 =  z’ +■ yz =4460545 &  ainfi à l’infini. Avertissement. 77* ^Outes les équations femblables de quelque grade qu’elles foienc ,  fe réfoudront de meme ,  fi elles peuvent être réfoluës en nombres entiers. Qu’il faille réfoudre cette équation cubique : Equatîon 3721 4- 1 c= yi y  >  2. .  foit z  4- x  =  y 37Z' 4- 1  =  z» 4- 3Zlx 4- 3ZX* 4- x» 36Z14- 1  =  3Z‘X4-3ZX* 4-xi x  >  z  foit z  4- u  =  x 3 6zî 4- 1  =  3Zî 4- 4- 3Z! 4- te‘u4- 3Zu!4- zi 4- 3Z'u 4~3zul4-m içzi 4- 1  —  Ul 4- 1  iZ*U 4- 6zu* u  >  z  foitz-+-f=u ï?zi 4- 1  =  zi 4- 3Z*f4- 3zf‘ 4-fî 4- 1  iz»4- 1  iz*f4- 6z» 4- uz44- 6zf* 10 z' 4- 1= fi 4- i*7Z*f4- jzf* z  >  i  •  foitf4-r=z 10 f) 4-3of r  4-3ofrl 4- ion 4- 1  =fi 4- 27^ 4~54fIr4-i7fr* 4-9f»4-9f*r r  >  f  #  foitf4-q =  r 10 fi 4-3ofq4- 3ofq* 4- ioqi 4- jf> 4- 6fq 4- 33ql 4- 1  = 17^4-33^4-33^ q  =  1  Z  =  i4-r =  3 1  =  1  u  =  Z4-f=4 r  =  f4-q =  z  x  =  z4-u =  7 y  =  Z4-x =  io yi= 1000 Je n’ai rien à  affirmer des deuxièmes racines, dès que r '  Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. l’équation palïe le deuxième degré :  mais s’il y  en a  on les trouvera de la meme maniéré que dans les équations du deuxième degré. Je n’en ai pas cherché à  cette équation. ARTICLE I  V. Sec T  1  0  N D  E  ü  x  I A E  M  F, Où les hautes putffances font hétérogènes ,  &  dont l'une eft accompagnée d’un abfolu. E  x E  M  P  L  E. Equation XJ = =  z* 4-4 . • X Z t —  t -M 1  4-4 8 4-i —  r 14-4 l7 4- 3 —  z 44-4 64 -+-4 —  3 94-4 Ce grade ne peut finir ,  &  la réfolution ne paroît pas. [  faut cflayer z  fous z. Equation XJ = =  z* 4- 4 X z 1 4-t —  1 14-4 1 4-i —  z 4-H4 1 —  1 4- 3 94-4 8 —  z 4“ î zy4-4 *7 —  3 4- 7 494-4 64 —  4 4-9 S 1 4- 4 ut î =  Il m  4-4 Réfolution x  =  j, &  z  =  ir. En mettant z  fous z ,  l’unité qui eft au delTus doit être afFccléf du ligne — ,  &  le prémier refte eft 4- i  —  i , quant au deuxième refte fi j’eufle mis —  1 4- z  je ferois tombé dans un grade infini, il a  donc fallu mettre 4- i —  z ,  &  la fuite eft conforme à  la réglé, qui met le ligne 4- du plus fort côté. Or foit qu’on continue le grade ou qu’on en change, on ne parviendra plus à  l’égalité. Le côté de x  lera toujours le plus fort. En cette rélolution les racines font des nombres prémiérs entr’eux.

    [image: Image 18]
  
    7* D  E Equation LA ,Re' SOLUTION •  I Autrement. X3 <= z1 -4- 4 •Z5 z» =z!y)-H4y> Z —  I 1 Z  =  1 y +  * i foit- =  x y H-4 4+4 =  i  ,  y  =  i x  =  -=- .  xi =  8  .z’ =  4. z‘-+-4=8 =  x5 y  i  -r ■ Soit que l’on, continue le grade ou qu’on en change, on ne parviendra pas à  une autre égalité. Au prémier cas le côté de x  fera toujours le plus fort, au deuxième cas ce fera le côté de z  qui fera le plus fore. Ici x  &  z  valant chacun i  ne font pas nombres prémiers entr’eüx ,  ce qui fait voir qu’une même équation peut avoir des foludons differentes en nombres prémiers &  en nombres compofez non multiples des prémiers. Autre Exemple, Equation xîœz'-Hz i 8 27 x —  i +  i +  3 i  + 1 i  4- i 4  +  a Ce grade ne peut finir. Il faut eflayer i  fous z z + 1 —  i —  i Equation i t 8 *7 XJ: X + 1 . —  I +  z :Zl4-2 Z —  I + 1 “3 i  + 1 4+i • 9  +  i 3  =  J  25-hi Au troifiême relie fi je mets —  1 4-3 ,  le quatrième relie fera 4- y  —  4, &  commencera le troifiême grade qui ne pourra finir ,  il faut donc mettre au troifiême relie Digitized by Google

  
    DES E’ Q^ü A  T  I  O  N  S. .  73 refie x  —  3 ,  &  le refie fuivanc donnera 3  ,  &  5  racines de l’équation. Mais Toit que l’on continue le grade ou qu’on jn change ,  on ne parviendra pas à  une nouvelle égalité, le. côté de x  fera toujours le plus fort. Et on ne peut trouver aucune autre réfolution de cecte équation ni en entiers ni en rompus. Ces deux dernieres équations font dans le commentaire de Bachet fur la dix neuvième queflion du livre fixicme de Diophante ,  où elles fonc réfolucs par des méthodes particulières ,  à  quoi M. de Fermât ajoute que le quarré 15 efl le feul ,  qui avec x  fafle un cube, qui efl X7, &  qu’on en a  infinies folutions par la méthode de Bachet, 6c cela efl vrai ,  mais par des équations toujours differentes. Dans une de fes lettres il dit qu’il n’y a  que ces deux quarrez 4, &  txi ,  qui avec 4, faflent chacun un cube, fçavoir 8  8c ixy. Ces propofitions univcrfelles 6c,negativcs furent fort admirées. Ces découvertes fonc auffi aifées qu’inutiles. Par exemple je prends au hazard 8  6c 9, où le quarré furpafle le cube de l’unité, ce qui efl y* =  z*-t-i. Ma méthode m’en donne les racines y  =  3 ,  6c z  =  x  ,  6c ne m’en donne point d’autres. Equation yl =  z>4- 1 y  z 1 —  1  4-1 I  -4-1 4 •f— 1  I 1  -Ht 9 3  ==» 1 8  4- 1 Réfolution y=3 z  =  * S  ' On ne peut pas dans le deuxième refie mettre x  fous z, car le cube excéderoit le quarré. On ne peut pas auffi continuer l’operation ni en continuante grade, ni en changeant de grade ,  quelque parti que l’on prenne, le cube excédera toujours le quarré ,  9  efl donc le feul quarré qui excede de l’unité un cube qui efl 8. Les cinq exemples ftiivans fonc pris du quatrième problème du livre troifiêrne des Elemens d’Algébre de M. Ozanam >  où les lettres a  6c b  font des nombres K

  
    74 De la Résolution arbitraires ,  &  x  &  z  des nombres inconnus. Le Problème eft tel. Problème. • Egaler au quarré une puiffance. où la lettre inconnue ait quatre dimenûons. Premier Exemple, Oà la puiffance n’a que les deux premiers termes. Equation abx+-*-ab xî =  z* foie a=i .  b=j .  z=xy donc jx*-+- 9X' =  x’y* divifex par x’ donc 3xl-+-9X=y* X y 3 +.9 4-1 —  1 1 3+9 4-i ■ —  1 4 3  +  9 4-1 —  3k 9 3+9 —  1 +  4 16 I2-f- l8 •  —  1 •  4-7 '• 49 Ce deuxieme grade ne peut finir, ce qui prouve que les racines x  &  y  ne font pas nombres entiers premiers .  entre eux ,  &  en effet on va voir que les racines x  &  y font 9  $c 18. L’on ne peut mettre 2  fous x  ,  pareequex feroit toujours >  y, ce qui n’eft pas vrai ,  puifque y1 > 3X1 (  èquat. )  Il faut donc chercher la réfolution dans l’un des trois relies du premier grade. Or la raifon x  :  y ne peut être 1 :  1 ,  eflayons fi elle peut être 1  :  i .  Si x  :  y *: :  1  :  2  donc 2K =  y ,  donc 4x* == y1 :  mais y’ (  èquat. )  = 3X1-*- 9X,donc 4x» =  3x1-*- 9X, donc x*=9X,doncx = 9, donc x* =  8i, donc 3X,= 243 ,  &  9X=-. 8r ,  donc3xl -4- 9X1=243 81 =314, dont la racine eft 18 =  y, & multipliant le tout par 81 ,  qui eft xx ,  on aura la réfolution de l’équation propofée. Je ne la donnerois pas pour un exemple de l’cxtra&ion d’une racine quarréquarrée, mais d’une racine quarrée fimplement. •  Cherchons encore une réfolution dans le troifiême refte. Soit y  :  x  :  :  3  : 1 ,  donc y  =  3x, &3X* =  y* =  3X1-*9X, donc9Xl =  3*’ 9X\donc 6x,= 9X,donc6x=9, donc x  =  |  =  { .  x  y  =3x (  équation )  = Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. 75 Cherchons dans le quatrième refte du même grade continué x  :  y  :: 1:4, donc 4X =  y  ,  donc i6x‘ =  y*: mais 3X1-»- 9X =  y*, donc i6x, =  3X, +  9X, donc 13X1 = 9X, donc t3x =  9 ,  donc x  =  On aura aullî en nombres rompus infinies réfolutions en continuant le premier grade ,  &  on en aura de même dans le deuxième grade. Ainfi dans le cinquième refte ^oit x  :  y  :  :  1  :  donc yx =  2y ,  donc 49xl =  4yl -, mais y1==3xl-t- 9X, donc =  iix‘-*-36x, donc }yx'=}6x, donc 37x= 3 6, donc x  —  i-i. R  e' solution D’un autre cas de la même équation. Equation abx+ h- abbx» =  z>. Soit a=3 .  b=z .  z=xy 6x+-*-iix* =  x,y* Éxl+ux=yl <>-*-12 x .  ^ 1 y —  1 1 6  11 — 2 4 6  ■+■ 12 ■+■ 1 —3 9 6  -+- ii *  -4- I —4 ]  6 6  -f- rz  I 5 ’L 24 -h 24   2 ■+■ 9 81 Ce grade ne peut finir ,  &  il n’y peut avoir de réfolution en entiers que dans les reftes du premier grade. La raifon y  :  x  ne peut être ny 1 : 1 , ny 1 : 2 ,  qui font les deux prémiers reftes. Dans le troifiêmc 1 : 3  :  :  x  :  y ,  donc 3X =  y ,  &  9X*^= y1, mais (  cquat. )  6x1-»- nx =  y*,donc çxl =  6xl r îx ,  donc 3X‘ =  ux, donc 3X 12 ,  donc x  =  ~,ce qui donne une refolution en fraélions, &  parceque Y  =  c’eft aufii une refolution en entiers ,  où x  =  4, &  x2 =  i6, &6xl =  96, &  izx =  48, &6x* = 12X =  96 -t-43 =  144 =  y1, donc la racine eft 12 =  y. Les racines (ont donc 4  &  12 nombres compofez entre eux. *  < Eftayons encore dans le quatrième refte la proportion y  :  x  ::4 •  1 ,  où 4X =  y ,  Ôci6x‘ =  yt, mais (  cquat. }  y‘ R.j

  
    « l'y De la R. e' solution =  6x*-»- nx, donc i6x1= 6xr-+-nx ;  donc iox1 =  nx) donc i  ex ■= i  2 ,  donc x=~=f -  Et de meme on peut trouver infinies folutions en fractions. A Deuxieme Exemple, Où il n'y a  que les trois premiers termes ,  &  dont le premier &  le troijibnc font quarrci ^ *  Equation x4 =  axî-4-bbxx =  x* foie z  =  xy x4-+-bbxx == xlyM-ax» foit a  =3 , II A <3 donc divifant par xs x*-4-4 =  y*-4-3x * x  y • 1  -4-4  I  -4- 1 i’***3 4-4-4 -4-2 • —  I I  -4- 6 9-1-4 3  =  ’  1 x  =  3  y  —  1 4-4-9 Et fi l’on multiplie le tout par 9  qui =  xx, on aura la refolution de l’équation propofée. x+ —  3x*-t-4xx =  y*xl=zl 81 —  81-4-36 =  36, donc la racine cft 6  =  z Si j’eufle mis 2  fous y ,  la refolution eût été impoffible. Cette équation ne mene à  aucune réfolution en fractions. Autre Résolution De la même Equation. Equation x4-*-bbxx=z*-4-ax5. Soica=i,&b=3,&z=xy x++.9xx =  y‘,H-ix) donc divifanc par xl xi-t-9 =yl-*-ix x  y 1-4-9 *+■ x  —1 i-t-i i-*-9 1  — 2  4-4-1 1-4-9 — 1  -4-3 9-4-1 Ce grade ne peut finir-, &  fi je mets 1  fous x ,  le deuxième grade commencera au deuxième refte ,  &  ne pourra finir. J’effaye de racourcir le prémier grade en mettant -4- devant 2. .  Digilized by Google

  
    77 DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. Equation xl-+9 =  yl-i-ix x y 1  ■+■ 9 -t-i —  1 1  4- î IH- 9 t  -5 -4-t 44-1 4-5-9 2 X  =  2 Il 94-4 Ec fi l’on mulciplie le tout par 4, qui eft xx, on aura la réfolution de l’équation propoféa. Equation x+ —  ix}-t-9xx =  x-y\ Réfolution 16 — 16-1-36 =  +  x  9  =36. A  • Troisième Exemple,.. Où font tous les termes. Equation x* — zaxJ-t-jaaxx — 6abbx-t-b+=zl .  a=i .b=z x+ —  1X5 -1- jxx —  14X — 1 6  =  z’ X  + JXX 1 6  =  Zl 1X5 14X x  z .16 -»-i — t  *  1  ■+■ 1-+-14 -16 — 1  -+■ 1  1  n-14 - 1 6  — î  -+- 3  9-1-16 +  48 .16 3  =  4  I6-1-J4-1-71 x  =  3, &z=4 Si j’eufle mis 1  fous x ,  je n’eufle pas trouvé de réfolution. La fommc de chaque part eft 141. 'Autre R. e' solution. a=i, &b =  i Equation x+-+- yaaxx-+ 1  =  z1-+ iax3-i- 6abbx x+-i- yxx -+ 1  =  z1-*- îxî ■+■ 6x 1+ J*-*- 5l6 +2081-1-45»-»- s  i6 -i-io81-1-45■  i« •  1 ■  1 x —  1 -+-i* •3 z ■  1 •  1 •  z 1  ■+• 1  -+- 6 1  -+ 16 -1- 6z 4-1-54-1-18 Ce grade ne peut finir. J’eflaye i  fousz ,  &  par confequent je mets —  devant l’unité fousz. Equation x* yx1 -+-I =zl-t- ix> 6x 4  .  Küj

  
    7» De la R  e' solution x  z i  ■+■ 5-4-1 ■+■ i  —i i  •+• i -+- 6 'i-i-j-Hi —  i  -t- 1  9  ■+■ i  -4- 6 16-4-10-4-1 1  =  3  9-4-16-4-iz x  =  z  .  z  =  3 Equation x+ —  ix)-*-jxx —  6x -4- 1  =  z1 Rcfolution 1 6 —  16-4-10 — 11-4-1 =  9 A Q_uatr.ieme- Exemple, OU le quatrième terme manque. Equation x+-4-iaxi — bbxx-+-aabb x+ -»• zxi -4- 4 = z1 4X1 foita=i,8cb=z 4 X  Z 1-*- i-*-4 +  1  .  —1 4 1  ■+• 1  ■+• 4  I  -4- Z 4  +  4 16-4-16 -1-4 +  1  —3 9-4-1 6 8l ■+■ J4-4-4 *  ‘♦*3 —  5 15 +  36 Ce grade ne peut finir, &  fi je merrois z  fous x  ce feroit pis. Il n’eft pas poflible aufli de trouver la réfolution de cette équation dans les deux premiers relies. La proportion z  :  x  :  :  1 : 1  eft vifiblement.faufle ,  fit la proportion z  :  x  :  :  z  :  1  ne I’eft pas moins. Car foit z  = zx, donc zl =  4xl, donc z1-+-4X1 =  8xt, mais (  cquat. ) x+ zxi-t-4=z1-t-4x‘, donc x+h- zxi-4-4 =  8£1. 9 x< zxî -4- 4  =  8x* loitx =  u+ ui „ul y .  y4 yi T  y» u4^-iu!y-t-4y4==8u,y‘ ■* 4 I  -4- 1-4- 4 u —  1 y ■4- 1 8 16-4- 16-+- 4 -f- z —  1 3i 8 1  ■+■ 108 \G —  3 ■4- z z88 é25 +  75° +  H -5 +  3 1800 Ce troificme grade ne peut finir :  5: par les deux Digitized by Google

  
    DES E' Q_U A  T  I  O  N  S. *  7 9 premiers grades il paroît que-la raifon u  :  y  >  i  :  i, 8c <5 t  :  i  ,  &  ainfi x, qui eft =  -, n’eft pas un entier. Pour revenir à  Inéquation propofée , Je ne puis racourcir aucun des premiers grades ,  qui n’ont chacun qu’un relie, 6c fi j’allongcois le fécond , les nombres fous z  n’excederoicnt que de l’unité ceux qui feroient fous x, &  la raifon iroit toujours croillant. 11 faut donc allonger le premier grade ,  &  l’allonger en tâtonant. ♦ Equation x+-*-ix)-f.4=zl^-4xt Si je le termine au troifième refie ,  6c que je mette au quatrième —  i  -t- 4, j’aurai au neuvième refte 1  fous x ,  &  7  fous z ,  ce qui fera z  :  5  :  :  x  :  z ,  6c zz =  jx ,  6c 4Z1 =  zjx1, &  4Z1 i6xl =4ix* :  mais 4Z*-t- i6xl = 4X+ -*• 8x5 16 ,  donc 4X+-t- Sx» 16 =  4»xl. Equation 4x+-*-8x*-t-i6 =  4ixl • u+ 0u» ,  u1 4 — *- 8  — -*-16 =  41 — j+ y* y 4u+ -+- 8u»y ■+• 1 6y+= 4iury* foitx=-. 4 -H 8  16 u —  I y 41 64 •+■ 64 *+• 1 6  Z H- I 164 314-*- 116 ■+■ 16 -1-} *  —I 369 zjoo-*-zooo-*- 64 —  2 tozy Ce grade ne peut finir, 6c ainfi la raifon u  :  y  n’ell pas multiple, 8c^ n’efl pas en nombre entier. Je reviens à  l’équation propofée.

  
    #0 Î>E LA R  E' SOLUTION Si j'en termine le premier grade au quatrième relie, 6c que je mette — 1-4-j au cinquième relie, j’aurai au fixiême relie 2  fous x ,  fie 9  lous z, 6c la proportion fera 1 :  9  :: x  :z, fie 2Z= 9X, &  4Z1 =  8i£’-, fie 4Z1-4-i6x>=  4x+-t- Sxi 16 ,  donc en ce cas 4X+-t-x>-»-i6 =  97X. Equation 4X+-t-8x5-»-i<5 = u+ 0  m  .  ul 4— •+■ 8  —  -4- 1 6  =  97— *  VJ y  V1 foitx=y ■y4 4U+ ■ y’ •2UJy. ■  i6y4 =  97uly» 4+ 8  + 16 U —  I y -*-i •97 64-*- 64-4-16  2 _  ■+- 1 •  388 324 -+216-4- 16 —  3 -4-1 873 1024-*- J12 -t- 16 4 =  1 M II * II S u V t-4 • x  :Z :  :  2  :  9:14 : 18 .  ^  =  18 .  zl =  3i4 Equation X+-4-2X» —  4X> -4- 4= z1 Réfolution 236-4-1^8 —  64-4-4=324 A  * C  1  n  q^u ieme Exemple, Où le Deuxième terme manque. Equation x+-+-2aaxx —  aabx-4-aabb =  zl. b  =  2. a=i ♦  x*-i-2atx1-*-2abb=zl-4-aabx X4-4-2X1-4-8 =  Zl-4-2X x z 1  +  1+8 •  1 —  1  1-4-2 t  -t- 2  -4- 8 •+■ 1 —  2  4-4-2 1  -4- 2  -4- 8 1 =  3  9  -*- * x  =  1  ; z  =  3 Equation x4^-2a1x1 —  a1bx-4-aibl=z* Réfolution 1-4-2 — 2-4- 8  =  9 '  SIXIEME Digitized byGoogle
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    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. A Sixième Exemple, Où le troifième &  le quatrième termes manquent. ?» x* —  4ax’-i-i6a+ =  z* x+-»- i6a+: =  4ax'--4-z‘ foie a -+- 16 — z* -4-4x1 X  z 1  +  16 -t- 1  — 1 •• i-*- 4 *  •+- 16 *4- I  —  2 4-4- 4 1  -t- 16 -t- »  —3 9  +  4 I  -4- 1 6 —  1  .  -4-4 16-4-4 1 6  -t- 1 6 2  t- 7 •49-+-13 Ce grade ne peut finir, &  quelque efiai que .l’on fade, on ne peut trouver de rdfolution qu’en prenant la proportion dans le premier relie i  :  i  .  z  :  x  .  donc z  =  x , &  z’=x*, &  zl-*-4Xî=xl+4xJ, ce qui eft (  cquat. )  =x+ •t- 1 6. X4-hl6 =  Xl-4-4X5 foit x  = U  +  -  U1 Ui — -  -4- 1  6  =  —  -4- 4  — y  4  y  ^  y5 u+4-i6y4=u1yl-4-4Uîy ,  "  Y 1-4-16 1 — 1  1 i-t- 4 16-4-16 —  2  -t- 1 4-4- 32 81-4-16 — j- ■+■ i 9  -4- I08 2J 6-4-16 4  1 16  2  j6      u  4 u  4  •  y  1  • x 4 Equation x+ —  4X! .4- i6a+=z* .  z=4 Rcfolution 156 —  256-4-16 =  16 le cas qui fuit dans M. Oz^nam eft celui où le deuxième &  le troifième termes manquent. Je me fuis arrêté là , farce qu’il ne nia pas été affez^ facile de trouver quelque hypotbefe }  dont la réfolution fût en nombres entiers. gKized by Google

  
    The text on this page is estimated to be only 29.81% accurate
    8a I. De la Re’ solution article IV. •  A Section Deux-ieme. •  Des F  raflions dans les Equations. Exemple, Où les deux Racines font des Fractions. 1 2 Equation 3yl=3XM-xy-+-^ foit y=^ > z1 r1 T.T y*= — xl=— ,  xy= — /  Qt ql J  uq Et mettant tout à  meme dénomination. zlal ulrl zruq \'-=— î-xl=r  XV  1  u*ql u*ql ;  u‘q* &  prenant u*q*=z dénominateur de la fraftion qui eft dans l’équation propofée, d’autant que 16 n’a pas d’autre aliquote que 4, qui eft un quarré, il réfulte que u*=4, &  que ql=4 ,  &  que u=t ,  &  q=2 fi bien que z'q1  4Z’ t  ulr'  4r»  4zr ^  ulq* 16 X  u  q’ 16 ^  16 &  l’équation propofée 3yl =  3Xl-*-xy-t-ÿi eft réduite i q. 4=Ç*î-5 -î| 16 16 16 16 r  16 16 16 16 Et multipliant par 16. 3Z*=3r*-*-zr-t-3 équation à  réfoudre, z  > 3  r 1 6  ra-»- 3al=3 rM-r’-hra-H 3al-*-jra=rl^-3 r  >  a 3  a: 5a 1  jab=al-*-aab+bM-3 7al-t-3ab=bl-*-3 b  >  a 7a1 -»-3a*-4-3 ac=a’-f iac-f c‘4-3 9al-+-ac=cl-*-3 c  >  a foit r-*'ac=z foit a-t-b=r foit a+C— b foit a+d=c Digitized by Google

  
    ms E' q^u axions; 8y 9a*+a*-»-ad=a*^-iad-f d-^-3 9ai=d1-+-ad-*-3 d  >  a  '  foit a+e=d 9  ax=a* -t- iae-t- e*-t-a’-4-ae-«-3 7a*=e*-t-jae-t-3 prcfix égaux. 2—1 •  • e=i d=a-»-e=x c=a-4-d=i b=a-*-c=4 Et évaluant z  Sc r  dans l’équation _  =  — r  h- ^-7-*- -, ,  l  equanon fera .16 16 16 16* ^ 432__30o 110 ^2 16 16 16 16 Equation propofée 3y*=3X‘+xy-*-^. Réfolution 432 300 120 12 ~i(>~~Î6'*~îV*"ïï' Autre Exemple, Où tes deux racines font des fractions. -  .  100 Equation 4y»+^^==zox '*-xySil ’on ne prenoit pour fraûion que l’une des racines y  ou x ,  on ne parviendroit pas à  une réfolution. Soit donc 4yi. 100 hioo" Zi 100 4-.-*-: =20X’+xy ,  &  Toit y=~ ,  &  x==u  q r* zr rui '  200 q‘ uq &  mettant le tout à  même dénomination z’q1 100  20Uirl zrqu* ^uiq1 "+* 200 uiq1 u»q* &  cherchant les aliquo.tes des 200 ,  j’y trouve 8 ,  qui çft un cube ,  8c 25 qui eft un quarré ,  donc le produit •  L  ij

  
    The text on this page is estimated to be only 28.44% accurate
    *4 De LA R  V  SOLUTION eft u'q^ioo, 8c u=z, 5c q=j, 6c évaluant par -tout u  &  q ,  j'ai iooz» ioo léorJ zozr  1    — > 200 200 IOO ZOO 6c multipliant par ioo ,  j’ai i  oozi-t- ioo=i 6orl-»-20zr , 6c diviiànt par 5, j’ai '  iozî+.io=3ir*4-4zr, dont il faut extraire les racine* r  >  z  foit z-»-a=r iozî-»-io=3 izm- (?4za-»-3 zal-»-4Z*4-4za z  >  a  -  foit a-+-b=z loa1^.6oa*b+<Joab*^2obi^-^o=3la,-^-64ab-t-3lb, 64al-»-64ab 31a1 4a’-*-8ab-t-4bl 4a*-t-4ab loa^^-6oa,b-♦-6oab’-♦-lob^-+-lo=I36a1^-I4oab-»-36b, b  >  a  •  foit a-*-c=b 20a? (îoa'+éoa'c 136a* éoai-t-noa^+éoac* i4oa1-M4oac 2oaï-+-6oa1c-»-6oact-i-20C54-20 .  3<ja,-*-7iac-*-36ct i6oaH-24oa’c-«-iaoacl2oc5-t-2o=3i2a‘-*-ii2ac-*-36c\ Les fommes des préfix font égales. a=i c=i b=a-t-c=* __z  3  }  27x  r  4xl  1 6   yr  11 u  2^ 8  q  jX zs^X uq 10’ ! — yx_ . zj' uq 10 Ces trois frayions réduites à  même dénomination font ,  673 128 vi=— ^z*=— yx=— 1  200 200 ;  140 ’lQO Equation propofée 4y54-^>=zoz‘^-yx. 200 Digitized

  
    *5 •DES E' Q^U A  T  I  O  K  S. Réfolution lZSV2=UfE*î!S ZOO ÎOO zoo 108 Autre Exemple, Oà l'une des racines eft une fraïlion. Soit l’équacion 3y1=30x13° foit y=î, &  x=- ’ *  u 1  q z* r* y*=— x‘= — ul q* réduifant à  même dénomination zIq1I,_ qlut y= — ;  u-q1 u‘ql Equation propofée 3yl=3ox1-*-^ ,r .  .  .  r’u* 3° reformes ainfi »— -*-=30  1-— JuIqt u’q1 îy &  prenant uql-=-iy, d’autant que ay n’a point d’aliquote, qui foit nombre quarré, q‘=iy, &  u‘=i, ou bien q‘=i ,  &  ul=ij. Mais cette derniere fuppofition ne menant pas à  réfolurion, il faut fuppofèr q*=iy, &  q=y ,  &  ul=t ,  &c u=i ,  Sc évaluant q  &  u , l’équation 3Z q* yor'ii1 30 u  q- u-q* 25 *  ■  fe réduit à  !£= 321^3° *J *J donc multipliant tout par ij 7jzt=3or*+3o .  ( &  divifant par y iyzl=6rM-6 ,  dont il faut extraire les racines r  >  z  foit z-*-a=r 1  yz»=6z^i zza+ 6aM-6 9Zl=6al-*-uza-t-6 z  >  a  foit a+b=z 9a*-t-i Sab+gb^iîa1-*-! zaM-ï iab-t-6 9bl^-6ab=9al^»6, préfix égaux,

  
    8S De la R  e' solution a=i ijî,=ér*+5 b=i -  60=54+6 z=a+b=i ..z’=4 r==a+z=3 .  rl=9 .  •  ' zi r  3V,  9 Y— a! 7  1  *  y  =4 ‘  7e! 5  15 réduifant à  même dénomination y— 100 z‘=l 25 Equation propofée }y’=3oxl+^ _  ,r .  .  300 170 10 •  Refolution où y  l’une des racines ,  eft un nombre entier ,  fçavoir i, &  l’autre racine eft f  nombre rompu. ARTICLE J  V. A Section Q^u a  t  r  1  e  m  e  , DE LA RE'SOLVTJON Des doubles ,  triples ,  &  multiples Equations de tous les Dcgrez^ JE multiplie enfemble les équations données. Le produit doit être une puiflince du même degré que les données ,  &  je cherche la raifon qui eft entre la grandeur inconnue &  la racine de ce produit, dont je ne connois que le degré. Je commence par quelques exemples de doubles équations. Je mettrai Q_pour dire quarre. .  Exemple. X ■+ iz =Q X -H J  =  Q_ -  JX 1  ■+• 60 ‘•4-IZX x>+ 17X t- 6o=zl produit des 1*», quarrez. Il en faut extraire les racines x  &. z. Digifîzed by Google

  
    DES E' QJ7 A  T  I  O  K  S. 87 Le qnarré 81 eft le premier quarré plus grand que la fomme des préfix ,  qui font du côte d  x. Je mets xl -«-17x^60=81, &  ôtant 60 de part &  d'autre, il relie x‘-4-i7X=ii ,  ce qui ne le peut en entiers. Je mets 100, &  ôtant 60 relie x1-*-i7X=40, ne le peut en entiers , je mets ni. De ni ôtant Go ,  relie xl-*-i7x=5l qui ne fe peut en entiers, je mets 144. De 144 ôtant 6 o, relie 84. Je l’ellaye. xllbitx =  Ibit y-*-f=u 1 foiry-»-r=f r* fuit y  +  q  =  r -i7x =  84 u* u  n •  . —  -*-17 —  =  84 .  r  y ul-t-i7yu =  84y* u  >  y y»-*-iyf-t-f1-»-i7y,-H7yf=84y» fl^zyf-+-y’-M7y‘^‘7fy=84y‘ f‘-t-i9yl=:66y> f  >  y  •  • yl-+-zyr-*-rM-r9y,-t-i9yr=66y* r’-«-iiyr=46y1 r  >  y  . y‘-*-iyq-i-qi-+*iiy1-^ nyq qt-»-z3yq=z4, fommes égales. q=i u— y  v  f=+ y=i •  ,=“-=^4.*-* '  ' r=y-f-q=z xM-i7*-»-*o=z» f=y^.r =  3  16^68-^60=144 z=i» ’  •  X  +  I1=Z X-*-J=Z 4+11=16 4-+-Î — 9 Avertissement. t\A NS cette méthode, dès qu’on veut voir fi une équa•U t  ton peut fe ré foudre en entiers ,  il faut en chercher les racines ,  comme je les ai cherchées de r  équation xl-H7x =  84. J  ai voulu donner cet exemple de cette méthode ,  dont je n'euffe pu me fervir dans quelques exemples des Sections précédentes, &  je ne men fervirai plus dans les exemples fuivans.

  
    88 Delà R  e' solution Elle change la première équation ,  de forte qu'il n'y a dans l'un des membres que la lettre x  qui eft inconnue i  & un abfolu feul dans l'autre membre de t équation. Autrement. Soit la même équation xt-n7x-*-6o=Lt I  -4-17-1-60 x -*-i z c   I I 1-4-17-4-60 •4-1   1 4 1-4-17-4-60 -4-1 “  3 9 i-*-i7-*-6o -4-1 —  4 16 1  -4-17-4-60 -4-1 —  5 1  -*-17-4-60 -4-1 —  6 36 i-M7-*-6o -*- 1 —  7 49 1  -4-17-4-60 -4 I —  8 64 i-*-I7-*-6o. —  I -4- 9 8 1 4-4-14-4-60 —  X ■+•17 289 9  -*-51-4-60 —3 -4-iy 6ij Ce fécond grade ne peut finir. Le côté de z  ,  qui donne tous les quarrez de fuite fera toujours le plus fort ,  &  la réfolution en nombres ne fe peut trouver que dans les huit relies du prémier grade. La raifon du premier relie cl^ :  i  :  :  x  :  z  ,  donc x—z, donc x’=z1, donc x,=x^7x-*-6o impoflïble. La raifon du deuxième relie i  :  1  :: x  :  z, donc ix=z, donc 4x*=z*, donc 4X,=x*-*-i7X-»-6o ,  donc3X*=i7X •4-60 impoflïble au moins en entiers. Troificnae refte 1:3 ::x:z, donc 3X=z, donc 9X*=z>vdonc 9x1=x’-»-i7X -4-60, donc 8x*=i7x-t-6o. Je l’eiïaye. Equation 8x‘=i7x^-6o 8— = u  , 11 -—60 y 8ul=i7uy-t-6oy* a  >  y  foicy+f=a îy1-»- 1 6yf-*- 8A= iyyiH. iyyf^- éoy* 8f‘ =  69yl-t-yf y Digitizéd by Google I  J

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S.' $9 f  >  y  foit y+r=f Sy'-t-i6yr+$rl=z6ç)yl+yl+yr 8rl+ijyr=6iyl r  >  y  foie y+q=r 8yl-*-i6yq +  8qi-+ijyM-ijyq=6iy‘: Sq^j'yq^jpy1, préfix égaux. q=i y=i r=y-+q=z f=y-t-r=3 xl-biyx+6o— z1 .  z=3xe=u u=y+f=4=^=x J  1 6+68 -+60=144 quarré de 11. Les racines 4  &  11 font des nombres compofez en raifon 1:3. Avertissement. C I  l’on veut effayer les raifons des préfix des 7  autres relies de ce premier grade, comme par exemple 1 : 4  :  :  x  :  z ,  de forte que 4X =  z ,  &  que puis ^  =  x, on ne trouvera plus que u  foit à  y  en raifon multiple ,  ni par conféquent que x  foit un nombre entier. Avertissement. PEtte deuxieme méthode fait de la haute puif^fancc toute feule un membre de l’cquation. Autre Exemple, COit x  +  y=Q, 6cx-+n =  Q:Je multiplie l’un par ^l’autre, &  j’ai x‘-+i6x-+io5=z* :  xl-+z6x-+io5=z\ Equation à  réfoudre ,  où l’abfolu eft fore. x  z 1 -+16-4-105 -+i — 1  1 i-+zé-+ioj -+i z  4 Vifiblement le côté de x  fera toujours le plus fort, jufqu’à ce que je trouve un quarré égal ou plus fort que 131 ,  qui eft la fomme des préfix du côté de x. Mais 131 n’eft pas un nombre quarré, ôc le premier quarré.

  
    jo De la Résolution plus fort que iji eft 144, dont la racine cil 12. Je ferai donc 11 fouftra&ions au premier grade fans trouver d’égalité ,  &  le deuxieme grade fera fans fin. C’cft donc dans les 11 relies du prémier grade qu’ell la réfolution en entiers. Mais dans aucun de ces relies la railon des Sréfix n’ell celle de x  à  z. C’efl pourquoi il ne me ree  d’autre voye i  tenter ,  que celle de racourcir en tâtonnant le prémier grade ,  ce qui lé fait en changeant les lignes de l’un des onze prémiers relies. Si je change les fignes du deuxième relie, je tomberai d’abord dans un grade fans fin. Si je change ceux du troifîême il en fera de même. Le côté de x  fera toujours le plus fort 5  mais fi je change ceux du quatrième, j’aurai 2, fie 7  au cinquième relie. X,-t-2éX4-I0J=Z* X Z -4-1 —  I -4- I —  2 -4- I —  3  I *♦- 4 4-** •4-2 —  7 49 9  ■+■ 98-4-103 ”*•3 — 11 121 16-4-104-4-103 4 =  13 “î •  j  r x  =  4 l!-i _  _ z  =  !3 6-  rions données , x-h 5  =  un quarré .  x  -t-xi =  un quarré X-4-J =  9  4-*-lI =  2J fie 9x15 =  225 quarré de ij=zl Autre Exemple, Soit x-*-i2 =  Q^ x-f>n =  Q_ 11X-4-2J2 XH-IZX *-H3+*J* x14-33X+2j2=z* x  z -t s Digitized by Google
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    D £  S  E’q^O A  T  I  O  N  S. 9r 14-33+ijï 4i —■! 4  t— 4* x  — ■  i .  4 X  — — z . 1<}X1=Z1 .  XM-33X 2J2 =i6xl, donc ijx1 = •  33x-t-2ji,oùlavaleur de x  i\’eft pas un nombre entier. ih-33+ijx 4-1 —3 9  9*l=zl •  8x5 =  33* -4-zji .  x  ne peut être ni 3  ni 4,ilieroit trop foible. 4-1 —416 z=4. léxl=eZl.I5X* =33X,& 152, x  ne peut être un nombre entier. i-*-33 .1 y  25 z=5 .  x=i .  z=jx. Zl=2jX*. 24X1 =  3JX -+•252. . 24xi =  33*-*-25x u* U 24.- =  33--4-2Jt y1 y 24U‘ =  35uy-*-2j2y* y foit y-*-c=u foie y-*-f=t foie y-*-r=f u  > 24y:-»-4Syc+î4t*=33y‘^-33yt-t.i5iy» o4Ci-*-ijyt=i6iyl t  >  y 24y--i'4Ryf-+-i4f3-*-ijyl->*-iîyl=i6iy< 24f1-v-63yf=iiiyl f> y 24y*-4-48yr^-i4r--4-éjyt-4-é3yr=2i2y* 24rl+iiiyr=35yl. prefix égaux. t=y-*-i=3 •  x=ÿ=7=4» u=y-^c=4 équations données x-*- 11=4-4- 11 =  16 x-*-ii=4-4-ii =  a.J 16 Se ay font quarrez. y—1 r=t f=y4*r =  x Digitized by Google
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    9* De la Résolution Autre Exemp 4x4-1 =  Q_ x* — zx-*- 1  = L  E. +  4X +  I —  8x* —  ix 4*’4x5 — 7X1 -t-zx -n=z» z,-»-7x1=4x3 4. zx 4. I. Equation à  refoudre où les hautes puiffances font de même Equation z,4-7X1=4xi -t-zx +1 parc. 2  >  x  .  foitX4-y=z x,-nxy-i-yt.-»-7x,=4Z'-*-ix-»-i 8x1-i-ixy-»-yî=4x>-*-ix+i foiex >  y  foity+n=x S  y^i 6ym- 8ui H-zy'+iyu -t-y’ï=4y3+i zy ^+1 zy uJ-»-4u) -t-zy-*- zu-t-i y=i u=i x=y+r=z. Equat. données 4X-m=Q: x1=zx 4-i=Q_ zp=x-^y=3 84-1=9 . 4 — 44-1=1 '  9xi=9=z» .  z=3 J’ai pris cet exemple de Le quatrième pâte de /’lnventum novum ,  qui cjl a  la tête du Diophante donné par feu M. de Fermât avec les remarques de fon pere. Or quelque nombre que fait x  ,  il cfi évident que x1 —  zx 4- i fera un quarte dont la racine fera x  —  1. On aura donc autant de fois des racines de cette double équation que 4x^-1 fera quatre ,  &  cela fera toutes les fois que x  fera le double d'un triangulaire :  car alors 4x4-1 fera huit fois un triangulaire plus 1 ,  ce qui cjl toujours un nombre quatre. *“ Et parce que x1 4- zx -t- i  cjl aujfî un quarré ,  ce quatre de 4X 1  donnera de nouvelles racines autant de fois que x fera double d’un triangulaire. J’ai voulu un exemple ,  où il y  eût quelque terme négatif comme ici — zx cjl un terme du fécond quarré . Digitized by Google

  
    DES E' A  T  I  O  N  S. ‘  J5 Avertissement. Pour chercher une folution enfradion, j’ai l’équation r  ■  u 4X»-nx-M=7Xl-*-zl ioicx=Uî U  U1 ,  1 4 —  -t*Z— -4-1 — 7  -  -4-Z.  ~yj y  y1 4U)-4-iuy1-4-y5=7uly -+zlyl, zl eft l’abfolu de y >■ qu’il faut chercher en tâtonnant: tout nombre entier eft trop fort, même l’unité *  &  l’cpreuve en eft ai fée, {  eft trop fort, ±  eft la feule fradion qui puifle réulfir, z*=^. 4ui -4- my1 y  »  =  7u!y -4- |y> i6ui-h 8uy*-4-4y» =  x8uly-4- y’ i6uî4.8uy’4-3y>= z8u‘y, Equation à  réfoudre, où les hautes puiflances font de même part. y  >  u  •  foie u  -t- 1  =  y 1  6uï -4- 8u' -4- 1 6u:t -4- 80^4-311' 4- 9u’t-4- juc^h- jt5=i8uJ ^-z8u't u'-4-3U1t=3t,-4-i7utl u  ;> t  foitt-4-f=u tJ+3t!f-4-3tf:+fî-4-3t'-4-6t‘f+3tf!=3tî-4-i7tï-4-i7t,f f;-4-6tf:=i6t!-4-St'f f >t «  foit-4-r =  i tî-4-3t!r-4-3tr’-4-rï-4-^t'-4-TitIr-4-6tr,=i6C)-4-8t)-j-8t‘f préfix égaux. r  =  i  .  f=t-4-r =  z  .  y«= u  -4- 1  =  4 r=i .  u=t-4-f=3 .  x=- =  - .  4X*4-J==5 v  I  ,+ J’ai cherche d’abord par megar derme ré folution en f, raclions à  cette feule équation îx1 —  ix -4- 1  =  Z’- , dont la ré folution en entiers eft X4 , (f Xj= 15, (f- je veux bien la mettre ici ,  quoique ce ne foit pas une réfo~ lution «Hune double équation. iz 4  16 — f-T= — 4  4  4 X>-4-I —  1X=Q_ 9  16 14  i_ i6*T6 16 r6 1  4  1 ^  16 16 4 t z1 —  4 M  îij

  
    N 94 De la Re'jolotion foie ix1-*- 1 — îx = p ,  &  foie x== z1 u  y 2— +l=— =  Z«v  y iu1 -t- y1 =  2UV4-z1y‘ Z1 qui eft l’abfolu de y1 ne peut être un nombre en. tier ,  &  ce n’eft qu'en tâtonnant que je trouve que z=^ 2Xl -+■ 1  — uc =  z» foitx=Z-H x •  8  •+■ i r8-*- 4 5°-+- 9 98 188 49 2Ul -+■ I  2- =Zl y  . .  13 2Ul +  yl=zuyH-zlyt loitz=— fcx‘=^2 +9 au* 4-y' =  îuy -+- y  lzl u  y  169 .  , r  *  ih  >r, donc —  i- h- 1  49 ’ •+■ I  * —  I  Ifig —  3=4-2 *4— >  î, je mets — *  J  "4"3 4- devant 1  fous y. 4* 7  "  4  169 . iz =  7  4-*-rr <  J» donc x  9  „  . <; 9  ,  &  je mets —  devant i, 124-4X '-9 =  >  zi,&jemett 49 49 «►devant z  ;  3o-t-9x^=-Ü^Ixio &jemets4-dc49 49 vant 3. -  .  169 1183 „  _  . .  364-16 x  - — = — -  •< j8, &  je mets — -  devant 4 49 49 . :  1*84-49x^=337 u=ix. 7  =  y  .  -=-=x . ■  y  y  49 24 ï68 ,  288 49 t%= ~=— ,  IX* = — .  I=“ y  49 49. 49! _ Digitiz&d-by Google

  
    DES E'q^u a  T  X  O  N  S. 55 ax’ =  ix-«.iE=.fcl 288  168 49  337 x68  169   t 49 49 "*"49 49 49 49 Exemple, D’une triple Equation. x-*-2 =  Q, •  / 2X-t- 1  =  Q_ 3x-*-4 =  Qi 9 Le produit 6xî-i-i6x,-*-3<)X-m6 =  z\ Somme des préfix du côté de x ,  c’eft 84. Le premier quarré plus fort eft 100, dont la racine eft 10. Le premier grade a  9  fouftraclions fans que l’égalité paroifle ,  &  le deuxième grade eft fans fin. Les préfix des reftes de ces neuf louftraftions ne font en aucune raifon,qui mené à  l’égalké. Et il faut néceffairement racourcir le prémier grade, &  ce n’eft qu’au neuvième refte qu’il faut changer les lignes ;  mais il faut encore les changer au refte fiiivant, pour ne pas tomber dans un grade fans fin, &  puis opérer à  l’ordinaire. 6x)-»-26x1-»-36x-Mé= X 84 + 1 =z* Z —  8 64. 84 —  1 ■+■ 9 8r 48-4-io4-t-7i-*-i6 +  i —  '7 289 i6i-»-i3-«-io8-t-i6 —  3 +  l6 676 750+6J0+180+16 —5 •*•43 1849 205 8+1 274+252+1 6 7  = 60 3600 x  =  7 .  z  — 60 •  Equations données x-*-a=Q .  ix-+-z=Q^ .  3X-»-4=Qi Valeurs 7-»-2=9 .  14-»- 2 =16 .  21+4=925. Les trois quarrez 9 , 16 , 2 j  multipliez enfemble pro^ ^uifent 3600 quarré de 60 =  z. 4 ’SDi

  
    9* De la R. e' solution Autre Exemple D’une triple Equation. ix +  i= un quarré. x  +  i  =  un autre quarré. x  + 1 8  =untroifièine quarré. Leur produit eft zx» +  4ixl +  i nx +  71 ,  que je fuppofe =  z\ La fomme des préfix du côte de x  eft 118 ,  &  le premier quarré plus fort eft 156, dont la racine eft 1 6. Le premier grade eft donc de quinze fouftra&ions fans que l’égalité parodie, 6c le deuxieme grade cû fans fin. Et en racourciilant le prémicr grade au neuvième refte, on parvient à  l’égalitc, mais non pas fans fortir de l’operation ordinaire ,  comme l’on va voir :  car il n’y a que le refte fuivant, qui eft le dixième, +  i —  17, où les lignes foient pofez fuivant la règle ordinaire. Il faut les mettre contre cette réglé ,  dans les reftes onzième &  douzième pour éviter deujf fois un grade fans fin ,  6c le treizième refte eft la réfolution de la triple équation. îxi 4zx’ +  iux +  71 =zl x Z iz8 + 1 —  8 64 zz8 —  1 +  9 Si 16 -h 1(58 +  114-4- 71 + 1 —  17 189 54+ 378+336-4- 7z —  3 + 16 676 150 +  1500+160+ 71 —  y -+-43 1849 686+1058+784+ 71 7 60 3600 x  =  7  ; Z  = =  60 Equations ix+i =  Q^ X  Z =  x+ 18 =  0: Valeurs 14+1 =  16. 7  +  i =  9. 7+18=  15. Les trois racines font 4,3, j  ,  dont le produit eft 60— z, 6c le produit des trois quarrez 16 ,  9  ,  ij ,  eft 3600 quarré de 60. Avertissement. LA Multiplication des équations propofées en peut produire une fi grande ,  qu’il lcroic plus commode de r r Digitized by Google

  
    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. 97 de chercher les réfolutions de chacune des propofées à parc, que celle cfè la produite ,  &  d’ordinaire, au moins dans les réfolutions en nombres entiers, la valeur de l’inconnuë dans la plus grande des équations propofées , eft la mefme que la valeur de l’inconnue dans les petites. Soient par exemple, les trois équations fuivantes. x1 4- 1  =  à  un x*+X9 =  à  un x'+6x +  j= àun Les multiplications &  la réfolution en feraient également cnnuyeufes ,  au lieu que la réfolution de la dernière eft très-facile ,  &  qu’elle fuffic pour découvrir la valeur de l’incoqnuë dans tourelles trois. XsH-6x +  }=2‘ I  4* 6  -4- J X 4- 1 Z —  I 1 I  2 4- 1  2 4 I  2 4- 1 —  5 9 I  2 —  1 4- 4 1 6 32-fI24-J a =  7 49 Equations x'h-i x  —  2 =  9. X*4-Xz=7 -9=9. x^ 4-6x4-5=20 Réfolutions S -4-1 —9. 164-2 — 9-9324-124-5=49 Avertissement. /"N N  appelle affirmatif un nombre affecté du ligne 4-, négatif, ou faux, un nombre affecté du ligne — . Mais il arrive quelquefois qu’un nombre affirmatif eft affecté du ligne — ,  &  qu’un nombre faux e(T affecté du ligne 4-, parccqu’une leccre non affrétée de ligne, x, par exemple ,  peut eltre prife pour un nombre taux ,  11 bien que x  feul lignifiera —  4, qui efl un nombre négatif, ou faux. Or fi cet x  clt multiplié par un nombre polîtif ,  comme -4-2 ,  le produit fera ■+ ix ,  &  vaudra —  8 ,  parceque —  4  par -t- 2  fait — -  8  ,  &  amfi -nx efl un nombre faux ,  ou négatif, quoiqu’affecte du ligne -1-. Si au contraire x  qui vaut — 4, eft mmriphé par un nombre négatif, comme — 5  ,  le produit, qui eft —  3  x,

  
    ()S DelaR.e'solution vaudra +n, pareeque — 4  par —  3 ,  donne *•+■ r  1 ,  & ainfi — }xcfl un nombre affirmatif, (jboiqu’atïèélé du ligne — . "Que fi vous fuppofez que x  foie -+-4, alors le multi. pliant, comme ci-delTus par -1-2 ,1e produic ix vaudra -4-8. Et le multipliant, encore comme ci-delTùs par — 3, le produit — 3X =  —  1  z -, pareeque h- 4  multiplié par -♦-1 =  8, &  que -+-4 multiplié par • — 3  =  —  iz. Lors donc que +zx c(t luppofé nombre faux, ou négatif, —  ix cft nombre affirmatif; &  lorfquc — 3X efl fuppofé négatif, -4-3 x  cft affirmatif. Ainfi en changeant les fignes des nombres faux ,  on change les nombres faux ,  ou négatifs en nombres vrais ,  ou affirmatifs. Lors donc que je vrox trouver la racine faufie d’une équation ,  j’en change les fignes pour rendre la racine vraye ;  pareeque par ma méthode je n’opére que par nombres vrais ,  6c ne trouve que des racines vrayes, qui deviennent faillies en changeant leur ligne. Exemple, Où la Racine cfl un nombre faux. z  x  -  —  4  x  -4- 1  = —  ix +  t  =  Q^ 11 faut changer les fignes des termes, donc l’expofanr cft un nombre impair. Multiplication de zx’- +  4x +  t par +  ix +  i zx‘+4x +  i 4x'+Sxl +  zx "produic 4x1 1  oxl +  6x+i=zl X Z * 2*t h- r j —  I 1 2  I -+" 1 -    2 4 1  2 1 •+- 1 —  î "9 2  [ -4- I —4 1  6 -4-4H- 1  0  -4- 6-t- 1  I +  5 1  5 3 1 +40+1 z  +  t -4- 2 “9 81 108-1-90-4-18-1-1 -<-3 —  14 196 2  j  6  -4- 1  6  0  -4- 24-4-1 -4-4 —  19 8  6  1 .Digitized by Googlq

  
    •  DES E\uatioks, 99 Ce grade ne peut finir. Mettre i  fous x  fëroit encore pis. On ne peut prendre la proportion en aucun des cinq premiers reftes ,  qui fo|it les deux premiers grades :  à  prendre Z: x  :: J  :  i  x  feroit >  3  ,  &C -<4 5  &  à f (rendre z:X::4: 1. x  feroit une fraétion moindre* q*uc 'unité ;  &  à  prendre la proportion dans les reftes anté* rieurs, x  vaudroit encore moins. Pour trouver la valeur d'x en un nombre entier, il faut prolonger le premier grade, en changeant les lignes du cinquième refte ,  en mectant -w —  j ,  &  puis procéder régulièrement. Equation 4x54-1 ox* +  6x +  i=z‘ •  x -fc-I 4- I •  il — I S  41  1  + 36 31+40+11+1 — i •+I I l  2  I 108+90+18 +  1  —3 -*-16 156 i  j  6 -t- 1  6  0 -+ 3  6  4- 1  4 =  i  l 44I x  =4. z Equations. ixl+4x +  i. —  Il 2X4-1 Réfutations. 3  1  4- 1  6  ■+• 1  =4 9 S  +  i  =  9 Et pareeque dans les équations données il y  a  — 4X, & — ix, la racine eft —4. Ainfi x  =  —  4  ,  &  par conféquent — 4X* eft — 4  multiplié par — 4  ,  ce qui eft 16. Equations données, sx' —  4X+1 =  —  1  x  4- 1  =  Q •  3 1  ■+• 1  6  -j- i  =  4  S  -4- 1  =■ 9 Autre E.xemple, Où la Racine eft favftfc. S  x1 1  6  x  4  — ix*+ 4  x  4-4 — Q_ Il faut changer les fignes, ou l’cxpofant eft un nombre impair.' N  ij

  
    100 De la Re'soiution Sx1 —  i6x+4 ’ix‘   4X+4 >, 31 x1 — 64x4-16 •  .  —  3  2  x’>-t- 64X1 — l6x i  6  x4 —  3  2  x> 4- 2  x1 1 6x4 — 6  4  x> 4* 104X1 —  S  o  x-*-i 6=zl iix++io4x!H-i6 =  z14-64xî4-8ox x Z ifi+i 044-1 6 —  1 4- 1  14-644-80 2564-4164-16 4- 2 —  x  1  +  512 +  160 12964-9364-16 ■4-5  1* 44-I72S4-24O Ce grade ne peut finir. Et la proportion dans le premier relie ne menant pas à  1  égalité ,  je mets u fous z. 1  6  x44-i 04X1 4- 1  6 =  z1 4-64 x' 4-8 ox x z *  . 4- 1 —  1 1  6  4. 1  044- 1  6 —  1 4-2 44-644-80 2564-4164-16'' 4-*2  3  9  4-5 I  24-1 60 129 64.9 3  64-1 6 •4*3 —  5  254-172S 4-24 Ce grade ne finit pas. La proportion dans le premier relie ne meine pas à  l’égalité. Je la prends au fécond relie. Z  :  X: :  2: I. 2X=:Z.4.X’=Z* i  6x4-»- xc>4x1-w6 =  64x!-+-8cx. Soit x=~ ,u4 u1 ,  ,  u’ u 1 6— r4* 100-7 +  1  6  =  64—4-8 oy4 y  y’ y II1 * 6y4=»64u5 y 4" 8  o  uy* u  y 1  64-1 oo +  i  6  — 1  ■+■ x j  j  6 4- 40 o-3- 1  6  2  =  t 6  4  +  S  o jii-t-i 60 =  6  72 =4.z=ix =  4. La racine faulTe eft — 2=x. Et 1  6x efl — x  mal‘  *  f Digitized by Google

  
    DES E  Q^U A  T  I  0  N  S.' 101 tiplic paj 1 6. le produit eft — ,  &  4X eft — z multiplie par 4  ,  ce qui fait — 8. Equations données 8x‘ +  i6x +  4  =  Q;_ix, +  4x -+“4 =  0:3 1  —  314-4 =  4- 8 — 8 -+*4=4 Ces deux quarrez 4  &  4  multipliés enfemble donnent 1  6  quarre de — 4= à  deux fois — x= à  z. Autre Exemple, Dont la Racine efi faujje. îx' +  ix +  t  —  Q__ ix‘+6x +  i  =  Q_ Il fauc changer les lignes aux termes, où l’expofant cfl: un nombre impair. Multiplication de- 1  x* —  îx +  t par ix1— 6  x  -v 1 Produit 4x44-zx* —  zx 4- r —  izxî4-izxl —  6  x 4-4X+  4X5 4- z  X1 —  1  6  <5 x>4- 1  6x* — 8x+r Signes changés 4X4 — ’i 6x' +  ^x‘ —  8x +  i=z Donc 4X4 -t- 1  6  x‘^-i=z‘ +  x)+ 8x » x  z 44- 16 4- 1 —  1  4- r  x  4- 1  6  4. g 64-1- 64 4- i —  z  4-1 14-1184-16 3  14-4-1444- X 4-3 ■ —  1  14-43x4-14 ijoo +  400 +  1 4-5 — z  14-10004-40 Ce grade ne peut finir ,  Se on ne réuffira pas à  prendre la proportion dans les deux premiers relies ,  ni à. continuer le premier grade ,  ni en le rompant. Il faut mettre z  fous z  ,  &  continuer ce premier grade ,  en mettant —  devant 1 ,  &  4- devant 3  ,  &  puis opérer régulièrement jufqu’au feptiomc rcile ,  où fera l'égalitc.

  
    ici De la R  e’ solution 4x4-+-i ÉX’+I X =  Z1 -4-*I Z 6  x’-4- I  X 4-t-i 6  -4-1 -4-1 —  I 1-4-16 -4-8 4-4- 1  6  -4-1 -4-1  2 4  ■+- 1  6  -4- 8 4-4- 1  6-4-1 -4- I —  3 9-4-16 -4-8 4-4- i  6  -4-1 —  I ■+■ 4 1  6  -4— 1  6  -4— S 64-4-6 4-4-1  2 ‘+~7 . 49-4-118-4-16 3*4 “H 144^"* —  3 -4-1T 1 1 1  -4-43 n-24 1024-4-156-4-1 x II 4* • =  1  5 Z  =  I  J 215-4-1014-4-31 La racine fauflè cft — 4. &  ainfi ix, &  — 4  multiplié par 1 ,  ce qui cft — 8  ,  Si 6  x  cft — 4  par 6  ,  ce qui fait — 14. Equat. données. ixl +  ix-px =  Q^ix'-t-ôx-*- 1  =  Q. 31 — -8-4-1 =  15. 31 — 14-4- 1  =  9 Le produic.de ces deux quarrez 25, 6c 9  =  nj, dont la racine eft xj=z. Autre Exemple D'une double Equation cubique. x  +  4= un cube -  • '  -  x  4-1 1= un autre cube. Le produit de x-1-4 par x**i 1 ,  eft x' h- 4X1-4-1 1  x -+-44 =  zi La fomme des préfix du côté d’x eft 6  0. 6  0 .  X -4- I Z  I 1 6  0 -4- ï  1 S 6  0 -4- I —  3 27 6  0 —  I -4-4 64 8-4-l6 -4- 2  2  -4- 4  4 —  2 ■+■7 343 Ce grade ne peut finir, &  l’égalité ne paroît pas. Il faut la chercher dans les trois premiers reftes, mais en mettanc 1  lous x, c’cft à- dire en changeant les lignes du premier rcfte 3  le côte d’x feroit toujours le plus fort. En changeant les lignes du troilicme rcfte on V Digitized by Google

  
    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. IC3 rendroir le côte de z  encore plus fore ,  &  le deuxième grade feroit plus évidemment fans fin. C’cft donc du deuxième relie qu’il faut changer les lignes. .  *» X?4-4X*4- I  I  X  4-4 4  =  7.5 X  Z 6  o  4-1 — "1 i  z  =  x  ne fc püt 60 —  1  4-i 8  z  =  zxne meine pas à  une réfolurion en entiers 60 z  3  Z:x: :  3  :  2. donc 1Z =  3  X x$ donc 8  z! =  17x5. doncz5 =  z7~ .. j  X* donc x! 4-4 xl 4-11x4-44=1 7 y donc S xi-t- 3  1  xl4-8 8 X4-3 j  1  =  27x5 donc 32 x1 4-88x4-331 =? 1  9  Xî foît X: _  u —  y donc 3  1^4- 8  8-4- 3  J 1  = UÎ =  I  9— donc 3  zuy-t- 8  8  uy‘4-3j z  y! =  1  9U' V U 3  14-8 8  4-3 Jt 1 4- 1 —  I 19 1 1 8  4-17 64^3 J  2 4- 1 % mi z  884-1644-3 5  z —  1 3 j 1 3 ✓ J  I  24-3 JZ4-3 5* —  ï  — 4 Ill6 y=r. U  =  4  =  x x=-=-=4-xl= 16x4-11 =  17. x4-4 =  8. 3X=zz Y  1  *=1 z.z =  6. zl =  3  6.z’ =  i  1 6=8 x 1 7 Equations données. X4-4= ifn cube. xl4-u =  un cube. 44-4=8 164-11 =  17

  
    104 De 1  A  R  E* SOLUTION i ARTICLE IV. A Section Cin q^u i  e  m  e  , Zorfquc dans C équation il n'y a  qu'une lettre ,  laquelle marque une qumtitè inconnue, je fufpofe une fraction égale à  l’ inconnue. Exemple, Où I abfolu fcul eft l'un des membres de l Equation. ^  Oit 1’cquation 5  y  =  8. Je mets y=donc jx =  8 z donc j  x  ;= 8  z donc x> z  *  foie z-*-a =  x donc ja-t-5Z =  S  z  ,    j  a  =  3  z z> a  foit a-+-b==z donc ja =  3a-t-3b za =  3  b a> b  -  •  .  foit b-t-c =  a donc ib-t-zc =  3b 2Ct=b I b> c  •  foit c -t-d =  b c-»-d =  iC donc c=d ,  où les préfix font égaux de parr 8c d'autre c  =  i  z  =  a  br= j  ♦ d= 1  x  =a-t-z =  8 ^  8  ,  i_ï~y' a  =  b-t-c =  3 Ç’eft la divifion de 8  par j. yy=S DE \ Digitized by Google

  
    io5 DES E’ Q. V  A  T  I  O  N  S. JD £  L'EXTRACTION g  £ des racines des puijfances numériques. Exemple, Qu'il faille extraire en nombres entiers la racine qukrrcc de 8. yl =  8  foie y  =  l X4 1  =  8 z‘ x' =  8z‘ X  >  z  ,  foie z  -H a  =  X 2'-+- iza+i'=8zi ai +  iza=7Z‘ a  >  z  foie z  h- b  =a z'-t-izb -t-b,^-zl-^-l^b=7z, bl-4-4Z b  =  5Z* z  >  b Or dès que z  eft le plus fort, il faut revenir au relie précédent, qui eft ici a' +  iza= yt ;  &  pareeque les préfix du prémier membre ne valent que 3  ,  il faut mettre a‘ +  iza =  3z‘, égalité dans laquelle z  =  i, & a  =  i, &  par conséquent jzl =  3  ,  &  7ZS =  7  ,  &  de 7 ôtant 3  relie 4 ,  qui eft l’excès de 8  ,  fur y  le plus grand quarré qui Soit dans 8, lequel y1 eft donc 4. Et puis X=z-+-a,donc x  =  z  ,  donc ~  =  i- =  z=y,donc a  eft la racine de y1, qui eft 4, Sc 4  eft le plus grand nombre entier quarré qui Soit dans 8. EXTRACTION de la racine qUàrrêe de 144. 4x'=i44 y 4^ =  '44 4  y* =  1441* /

  
    106 De la R  e' solution y  >  z  foie z  -4-a =  y 4Zl-t-S z  a  4- 4al =  i  44Z1 4al-+- 8  z  a  =  1  40 z1 a  >  z  foit z  4- b  =  a 4z‘ 4- 8  z  b  -4-4 b1 -+- 8  z1 1-+- 8  z b=i 40Z* 4bl+i 6  zb =  i  iüz* b  >  z  foicz4-c =  b 4Zl4- 8  z  c  -+- 4 c1 4- 1  6 z‘-+- 1 6 z c  =  1 1 8 z1 4C1-i-z4ZC=io8zc c>z -  •  foitZ4-d=C 4  z*h- 8z d.4-4dl4-z4Z1-»-i4zd =  ioSz4 4d’+j 1  z  d= 8zl d>z foie z  4- e  =  d 4Z‘4- 8z e  4- 4  e4 4-3 zz* 4-3 ize =  8oz‘ 4e*4-4oze =  44Z*, &  les préfix de part 5c d’atjere font égaux, e  =  1 z  =  1 d  =  Z4-e= 1 C  =Z4-d= 3 b  =  z  4- c  =  4 a  =  z  4- b  =y y  =z 4- a  =6 iz=ix=V'4X* =  V144 FOUR EJTTRAIRE la racine qukrrcc de 1  9  y. *î —  *95 u* u> =  i9jy* u  >  y y1 4-z yz4-z‘ =  i  9  jy* zl4-zyz =  i  9 4 y* z  >  y y14-zyt4-t14-zy*4-zyc=aT94y, t14-4yt=i9iy* *  >y y>4-zy f4-f‘ 4-4yl4-4y/=i 9  iy4 f4 4-6yf=î86y* foie x  =  •  y foie y4-z =  u foit y  4- C  =  z foie y4-f=t Digitized by Google

  
    DES E’ Q^U A  T  I  O  N  S.' J07 f  >  y  foie y  4- r  =  f  . y‘4-iyr-*-r1-t-<jyl-h6yr =  i8 6 y* ri-v8yr =  i79y* r  >  y  foie y  4* q  =  r y1 4-z y  q  4-q*4- 8  y' 4- 8yq =  i  7 9 y» ql4-ioyq=i 7oy* q  >  y  .  foie y  4- p  =q y1 4-z y  p  4-pî4-ioy1-+-ioyp =  i7 0  y* p1 +  1  zyp =  1 J  9  y1 p  >  y  ’  foie y  -b o  =p y* -v- z  y  o  4-0*4- 1  zy*4-izy 0= 1  J  9  y1 o* -t-i4yo =  i  46y* 0  >■ y  foie y  4- n  =0 y1 -h z  y  n  -»-n,-4-r4y,-+-i4yn= i46y* nl -»-i6yn= 1  3  1  y1 n  >  y  foie y-^m=n y1 +  zym+m’+i (Sy1 -*-i(Sym =  1  3  1  y1 m*4-iSym= 1 1  4y* m  y  foie y  4-1 =  m y  +  zyl 4- 1* 4-1 8y* 4-1 8  yl =  i  i4y* i‘4-zoyl=9jy* 1  >  y  •  foie y4-k=i y1 4- z  y  k  4-k,4-ioy14-zoy k= 9  j  y* # k*4-zzyk=7 4  y1 k  >  y  “  foie y  4- i  =  k yl4- z  y  i  ^-i*4-zzyl4-z zyi =  74y‘ i‘4-z4yi=5iy* i  ^  y  foie y  4 -h=£ y* 4- z  y  h  4-h*4-z4y*-+-z4yh= j  1  y* h* 4- z  G  y  h=z 6  y’ y  >  h. II faut revenir au refte antérieur qui eft i* -»-2 4  yi =  yi y*. &  fuppôfer i*4-z4y i=s: jy*, &de y  1  y1 il refte z6y‘, &  i*4- z  4  y  i  =  z  j  y^ où les préfix étoient égaux. •  i  =  1 £  =  *  ■ k  =  y  4- 1  =  z 1  =s y  4- k  =  3 n m=y 4-1=4 =  y  4- m  =  5 o  =  y  4- n  =6 p=y4-o =  7 Oij ized by Google

  
    io8 De la R  e' solution q  =  y  -t-p =  8  z  =  y+t =  u r=y-i-q =  9  u  =  y-t- z  =  i  3  f=y-i-r =  io x=j=ü=ij=y'i9jy* — i6yWi6yyl t  =  y  -h- T  =  i  i  Et puifque y1 =1.13=^169 ,  Et 1  6  9  quârré de 1 3  eft le plus grand quârrc qui fo if dans 195. ZJTTRstCTIQN de la racine cubique de 8. X’=8 fuit X: y  *  =  8  z» y  >  z  .  foit z-+-a=y z3-t-3z,a4-3zal4-a5 =  8zi, &  les préfix font égaux de part fie d’autre. a  =  n z  =  1 y  =  z  -+- a  =1 1 jE^rit^cr/oiv ✓  de la racine cubique de z  1  6> 8  x'= z  1  6 iiUz.é V >  8  y' =  z  1  éz* foie z  a  =  y 8  zî-H 1 4  z’a-t- z  4Z a* -h 8  ai =  z  1  6z' 8z,-HZ4za’-t-z4az*==zo8zi a  ;> z  foit ZT4-b=a \ Digitized by Google

  
    DES E’ CLU A  T  r  O  N  s, 109 8z' 4-24 z,b4-i4zb‘ 4-8 b> 4- 242’ 4-4 S  z* b  4- 242b* 4-2 4zi-v-i4Z1b=io?z* z  =  1 b  =  1 a  =b =  i  * y  =  z-+-a =  3.y! =  1  7 8  y» =  8  x  1  7= z  1  6. V8 =1. ^27=3 »   1x3 =  6  =  Vt 1  6 Avertissement^ P’Est affez pour faire voir que l’on peut extraire • ^  les racines de toutes les puiftances numériques, fans qu’il en faille fuppôfer aucunes, comme dans les méthodes ordinaires. DE L'EJL T  RAÇT ION des racines des puiffances littérales. L'inconnue peut avoir ici un préffx 'plus grand que 1‘ unité. Exemple, ^  1  * Qu'il faille extraire la racine quarrée 4X‘ +  4X+i. S Oi t  x+z la racine cherchée. Sonquârré fera x‘4ixz +  z‘ =  4Xl +  4X +  i. Et retranchant x* par tout ,  il y  aura ixz +  z1 =  jx‘ +  4X +  i z  X —  I  4- I  ,  • 44-4 2  =  I  3-+-44-I z  =  1. x  =  i. X4-z =  3  eft la racine 4X14-4X4-i =  9  •  xl+ixz4-z‘=9 4 -*.44-1 =  9  1  +  44-4 =  9. 9  eft le quârré. Je continue, 8c au deuxième refte je mets 4- devança z  x —  1  4- 1 4- 1  —  1 114-9 3=2 124-84-1 O  üj > ) ■Wi<

  
    IIO De la R  e’ solution z=3. x  =  i. x-4-z= j  eft la racine 4X1-+*4X-HI =  15 X; +  lXI +  2: =  1 5 16-4-8-4-1 =  15 4-4-11-4-9=15 eft le quârrc Exemple, Qÿ'il faille extraire la racine quarté» de x  5  -4. 1. Soie x-4-y la racine cherchée xl+ixy +  yl=xî+i y  •  ;  x  • •4» I  —  I 4  H- 4 -4-1  1  =  +1 27-4-1 5  +  11+4 1x3- 8-4-1 y  =  1. x=i xl-4-ixy yl =  <f 4+44-1=9 x? •+• 1  8  -4- 1  =  9 Soit qu’on continue le grade, ou qu’on en change ' le côté d’x fera toujours le plus fort ,  &  il n’y aura plus ' de réfolution. « Avertissem en T. T’At extraie ci-devant n° 80 pag. 74.&fuiv. par une^  autre méthode la racine qnârrce de cinq puiflances du quatrième degré prifes de M1 Ozanam. Autre Exempte, Où r abfolu efl feul. Bans Mr de lagny ,p. 48 y; x> =  9  8  —  4  jx donc x> -4-4jx=9 S foit x  =  Z) z yT 4  î  -  =  9  8  multipliant par y? z* -4-45 zyl =  9  S  y» 2  >  Y  foit y'+3 y‘u^-3 yu‘-4-m-4-45yïH-45yiu =  9 46 y)-t-48y1m-3yu^u5 =  9  8  yï y-+8  y5 y Digitized by Google

  
    DES E’ QJJ A  T  I  O  N  S. .  III US -H 4. 8  y 1  u  3  y ul =  5  1  y», où les préfix font égaux de part 5c d’aurre. y  =  r. z=y +  u=i, x  =  9  8  —  4  jx U  =  I. X  =  -  =  i. 8  =  98  90 y Exemple, Où l'abfolu efl attaché au. degré parodique. Dans Mr de Lagny ,  p. 461. Equation, x' =  7:x +  i8o foit x  == £ donc ï- =  7zJ-t-zSo z1 '  z &  multipliant par le dénominateur z, on a  à  réfoudre, y* <= 7 1  y  z1 ■+■ 1 8  o  z* donc y  >  z  /oit z+u =  y z>-t-3Z*u-«-3 z u* -*-us=7iz>h- 7  z  zlu -*-zSoz> u>^-3zui =35 iz> +6 9Z’u u>z. foit z-*-f=u.ul =  z  1  ■+■ izf-4-f* z'-s-3z1 f+3 z  P -t-f-t-3 z» -*-6zIf-*'3zfl=35iz',,*,,6 9  z‘ H-69Z,f 1^-hêz f1=4i6z»-*-6oz’f f  >  z  . . .  foit z  -t-r =  f. f  ‘  =  z  1  +iz r-*-rl z'-*-3 z’r-»-3 z  rl-*-r'-*.6 z5-t-uz’r^6zr‘=4i6zi-*-6oz* 6ozT r'-t- 9  z  r* =469z'-^4jzlr r  >  z .  foit z •+• q  =  r. rl= z 2  -+• zzq-*-q» z’-t- 3  z1 q  ■+■ 3  z  ql -»-q!-t- 9z’-»-i8zlq-*-9Zql=469Z’-+- 4  yz1 -*-4îzcl q'-*-nzql=j04Z'=i4Ztq q  >  z .  foit z-+-p=q.ql= z  l-t-z z  p-»-p* Z'+3 z’p +  îzp’+p'-t-i zz'+i4Z!p7-iizp,=j04Z5-*-x4z* P'-*- 3  z1 P  + 1 5ZP 1  =5 1  îz’

  
    IIî De LA R  E' SOLUTION p>z. foie z  ■+■ n  =  p. pl=zl -*-i z  n  +  n’ z' +  }Zl n  ^-jzn'-hni-*- 3  z*+-jzln i  ji' +  30ïln *  -4- 1  j  z  n*= j  i  j  z» n’^éz'n*. i  8  zn*=49i' n  >  z .  foit z  -t-m= n.n^i' +  izm +  m' z'-4-3 z'iri 4-3zml-4-mlH-3<5z'H-36z* rrw- i  8  z1 4-3 6  z’ m H>i8zml =  4  9  6  z» m,-*-7jz,m.f.2 1  z  m* =44iz» « m> z. foit z  -+- 1  =  m .  m*=zl -+- 1  z  1  1* z' 3  z‘ 1  h- 3  zl*^-lJ4-75zî^. 7j z* l^-2i z1 -4-41 z1 1 *  H.2izl1=4 4  l  z» l!-4-I20Z‘l-»-2 4  Z  ll=344Z> 1  >  z .  foit z  k  =  1 .  1 1  =  z' +2zk +  k‘ z’ -4^3 z“k ^3zk1-4-k'-4-iioz’-4-i20zIika-24Z'-H4 8z,k -4-i4zk*=3 44Z* k!-4-i7iz*k-i-i7zkl=i99Zî, où les préfix font égaux. Z=IJq=:Z-4-p=6 k  -+- 1  .  r  =  z  -+- q  =7 1  ==Z-4-k =  2 m  =  z-H 1  =  3 n  =z-t-m=4 p  =  zH-n =  y V  10 f  =  z-4-r=8. x  =  i  =  —  xi=iooo z  1 u  =  z+ f  =  9  .  x>=7ix-»-28o y  =  Z-4-U =  10. I  000=720 -+-280. Autre 4 Digitized by Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S. ”  IIJ Autre Exemple,. De thème page 464. X' a=é0X-4-4Ô0 *  fo itx =  ^’ V» y  * —  =  6  0I-+-400 « z> z yi =60 yz’-Kfooxi y  >  z  .  foie z  -♦* a  =  y z'-t~3 z*a -t-jza'-naiïs: 60 z  »  6oz*a-t-4oozf a'-+-3 za1=4j9Z'-*-j7z1a a  >  z  foit z  4- b= a z'-i-3zlb -t-3zb1-+-b!-*-3z'-+-6z‘b-t-3zb*=:4j9Zl-t- y  7  z* -H y  7  z* b b>-4-^zb* s=y i  iz> -+-48zab b  >  z  :  foit z  c  =  b zM-3 z,t-t-3Zc‘-t-c'-+-6zi-Hiiz,c-t-6zc,=yizz*-t- 4  8  z' -1-48 Z‘C *c'-+.9zc* =yy7z?+33z,c c  >  z  •  foie z  -t-d =  c z'-t-3,z*d-t-3ZcJ’-f-diH-9Z»-4-i8z’cl4-9zd‘=5J7Z'-»- 3  3  z* -*-3 3z.’d d,-*-iîzd’?=j90Z,-»-iiz*d d  >  z  foie z  ■+■ e  =  d z'-t-3 z,e-t-3ze’-*-ei-+-nz'-4-J4z’e+uze,=j90z,-f- 1  1  z> .  +az’e ei-t-i yz e’ -t-i yz' e  =y8 9Z* .  €  >  z  '  foie z  -4- f  e Z)^.32>f^-3zf>H-fi-hiyzi-»-30Z‘f-*-iyzf,-t-iyzi-t-i y  z‘f *  ■  =y89Z!* f'-4-i8zf* -<-48z‘f=y89z* v f. >  z  .  •  v .  foie z  -f-g =  f zh- 3  z’g-HZgN-g'-w 8z'-4-3 6z’g-t-i 8zg’-*- 48x1 48 z1 g ’’ ==y89z» izg5-+-8 7z*g =y 8  9z» j- p» z- foit z  -+- h  =  g jitized by Google

  
    if4 De la R  e’ solution • z'-t-îz'h -+-3zh1-t-h'-*-iiz»-»-zizh,-t-87Z,H-87z,h=jS9Z' h'-+-i4zh’-»-i3iz’h=478z* h  >  z  •  •  foit z  -4- i  =  h z’-h 3  z’ i  -t-3zi,-+-i'-»-i4Z'-4-48z,i-t-i4zi* i' ■+■ 17Z i1 -vi8iz*i=4782 i  >  z foit z  k  =i • z'^-3 z* k  ■4-3zk,-4-k'-4-i7Z'H-j4z’k-+- 1  7  z  k’ -+- 1  8  1  z« -4- t  8  1  z 1  k  =  4  7  8i‘ k'-»-3ozk,-4-i38z1k=iÉ9Z,> les préfix (ont égaux. z  =*= i  I  d  =  z-i-e- =  6 k= 1  c=i +  d  =  7 . h  =  Z-+- 1  =1 b  ■- z  -4- c  -  '  -  8 • g= z-t- h  =3 a  =  z  -4- b  =  9 f=z-»-g=4 y  =  z  -+- a  =  10 « c  =  z  -t- f  ~  J Y  IO z  ~i • \ % -  Autre Exemple, . Dans le cas irrcduttihle ,  page 469. • oo x> =  9ox-+-ioo r4 z foit x  =  z> z * —  ==90 -  -4-100 • • y. y zi=9oz.y,-*-iooy* donc z  >  y • foit y  -t- u  =  z y)-4- 3  y‘ U -4- 3  yUl -4-]u>=9 oy> H-9oyl m-iooy*ï= 1  9  0  ys • ^  u'-»-3 yu*=i89y'-4*87y,u «  >  y  • +9 0  y'u . #  *  foit y  -4- f= u y4-3y»f.*-3yf>-t-f>.*-3y'-4-<>y,f-+-3yfls=i89y'-*- 877» •  >+*8 7y:f 4y>-4-9y‘f-4-6yf‘.t-f,=i76y'-h87y‘r £-*- 6  yfJ =i7zy'-»-78y‘f *>y • 9 ‘.r.. foit y^-rscf • « e \ • •  • Digitized by Google ;  J

  
    DES E’ Q^U A  T  I  O  N  S. Iiy 3  Yî r_*"3 yr* 78y-J ***78y*r 7yM-ijy’r-+-9yrl -4-r>=3joyM-78y*r r* h- y  r*=343yM-63y*r r  >'y foie y -4- q  =  r y’-4-3 y*q-t- 3  yq’H-q’-t-^y ,-f*i8y‘q-h9yql=343y>-*- 63 y» -*-63y‘q ioy?-»-iiy,q-4-uyq1-4-q’=4o6y)-».63ylq q>-4-izyq*=396yî4-4iy-q .  ^ q  >  y  foit y  •+■ p  =  q y1H-3y>p-H3yp>-Kpl^.IiyJ^-l4y‘p4-Iiyp>==356yi^_4iyJ -*-4iy‘p i3y’-4-i7y1p-i-i5yp>-*-p3,=438y'^-48y*p p- -4-fjyp>=4iJ^-t-iîy1p p -> y  foie y  +  n= p y’ 3y ’n-t^yn1 n-n’ •4-iîy’-4-3oy,n-4*i5ynt=4xjy’-4-i5y,n 4-i jyJ * i<5y’+33yin-4-i8yn1-t-n3=r44oyî-n5yîn n,-»-I8y’n^.I8ynl=4l4y, n  >  y  t  ,  foit y  +  m  =  n y  i  ‘m-4-3 ym*-HD?-4-i 8  y  5-4- 1 8y lm-4- i8yi-*-3 6y1m-*- 1 8ym»=4147» 37y,-+.y7y*m+iiym1+m>=4z4y» ra>-Kî7y’m-4-2,ym*=387y» m  >  y  foit y  1  =  m yj-4-3y‘ î+jyi’-^.i’H-^y’ '*-î7y‘i+iiy,^-j4y1i-‘-11 yi*' =387y* 79yî-nozy1 l»4-i4yl’-4-l,=i87yJ • 1? -4-ioxy* l-4-24yl,=3o8y» 1  >  y  fok y  -4- k  =  I’ y!-4-3y,k-4-3yk*-4-k*-w0iy}-+‘i°iy1k***14y,-+-48y,.k+ï+'ylc* =3o8y» i2-7yJ4-i53y*k-4>27yk*-4-kJ=3o8y’ Pij

  
    y  =  i k=i u6 Dê la Re’solution ]ç}_(.ijjy>k-t-z7ykl=i8iyi ,  où. les préfix font égaux de parc &  d'autre. p=y+nr=y| q=y-t p=6 z-=y-Hi=io |  i  '  ? |  =  y-*-k=z|r =y-»-q=7 x=-=io.x'=ioo.x5=rt>oo i  y m  =  y-t-l =3 f=y +  r  =  8  xî=90x-*-ioo I  .  ' n  ==y-*-m=4 u=y-t-U=9. iooo=9oo-noo A  • CinVi eme Exemple, pag. 481. J  ci tabfolu efi attache à  la h  au U  puijfance. Equation xt=84X — 160 «foie x  =  y x’-*-i6o=84X x’ ,  0  z -  -w 6  0=84v  y •  •  z!H-i6oy5=84zyl ,  où les déux puiflances font de meme parc. Il paroît que z  eft plus grande qu’y ,  en ce que fi on fouftrayoit z  d’y, 6c que l’on mîc z-*-u =  y,les préfix de z  iroient fi loin ,  qu’ils s’éloigneroient vifibîewenc de l’égalité. D’ailleurs zx y, autrement 1 6iy»=S4y» ce qui ne fe peut. Il faut donc mettre z  y  foit y  -+- u  =  z y  I+3 y ’u-t-3 y  u’-j-u 1 6oy !=84y 1 84y *u i6iy1-4-3y,u-4-3yu,-+u3=84y?-*-84y,u u5+77yî-t-^yu*=Siy1u préfix égaux y=i. 0=*i. z==y-*- u=z j  xi=84x=i6o x=-=i.x>=8. 8=j68 — 160=8 c r \ Digitized by GoQgle

  
    DES E’ QJJ A  T  I  O  N  S. 117 Pour avDir une autre réfolutionja dernière équation eft ui.*.77y>4<3yu*==8iy*u foie toujours x=l je mets u  >  y  f°i£ y  h- f  =  u yî^-3y«f^-3yf*-HO-t-77y»-*-3y 5-v-6y‘fH-}yf* =8iy> -t-8iy!f 8  ïy '-f-9 y 'f-^-^y f*-j-fi-4-8 1  y  !+8 1  y*f f’-t-6yf*=7iy *f f  >  y  .  foit y  -h r  =  f y!^-3y!r-t-3yr,-*-r'-H6y?i-t-iiy,r+<jyrl=7iy,-*-7 iy*r 7yiH.ijy>r-»-9yr‘-*-Ti=7iy'-t-7iylr rî-t-9yr*=6jy>-»-j7y,r r  >  y  *  *  foie y  q  =  r yM-3y =  q-HJyq'+q5+9y» +  ISylq-H9yq*=<5jy>-+- J  7 Y* ^57y‘q ioy'M-uy^-Huyq’+q^iity’-t-STy’q qM-uyq’=niy!-*-36yl q q>y *  foity-*-p=q yH-3ylp-*- 3ypl +p'H-uy !-*- i^y'p+uyp* =  Iiy'-v- 3  6 y5 •  *H<îy‘p i3y<-t-i7y'p-+-iîypM-p’ =t48yî-t-36y!p p5^ijyp*=i3jyîH-9y'p p  >  y  -  foit y  -t- n  =  p y»-t-3y,n-t-3yn,-+-ni-nyy,-v3oy,nH-rjyn,= i3jyi-i- 9  y1 -t-9Y;p i6y»-t-33y,n4-i8yn1-<-n'=i44y»-»-9y,p *  c n  i4y ’  n+ 1 8n’-i-n '= 1 18 yi n> y  foit y+m=n v,+,y>m4-3ym1+m>+i4y'+Hy,m-+-l8y,-^3ér™+3^ymt :  =uSyJ 43y -j-é3y*ra-»-iiym*-wnî-hU,8y> ,  prçfnc égaux. tized by Google

  
    118 Del A  Re'soluti 0  N y  = :  r r=y+q=j • m  = 1  z f=y+r—6 • n  c= y-*-m =  i II + >II S ; P= y-t-n =  3 z=y-*-n=8 x' = =84*— sléo q= y+p«=4 z  8  . Xe=-=r-=»8 y  1 5iz==67i— >160 ARTICLE I  V. Sec T  i 0  N  .Si A X  I  E M  E. • DES £  Q^V '  A T  I 0  N s ►  entre grandeurs incommtnfurables. 8  0  t  L  faut pour eh extraire les racines opérer comme fur *  1  les autres grandeurs. Premier. Exemp l.e. T  Orfque l’une des ûicommenfurables clî accompa^gnée d’un abfolu , Soit l’équation v/Ijô-*-4==*/ii8xi. foit x  =  | <. ZJ .  z* vT+4 4-+-4 Vzyi-*-4Zî=V’iz8ylz y  *  z 1  s~i V 1 1 8 « 2  —  I  Vjll =  8 y — *• iüi.J=x=». _  «  *. V'lX* =  V,I 6=4. •  VÎT-*- 4= 8. donc V'ix>=8. x*=4. §  . u8 k, =  y  1  ». »  =  8 \ Digitized by Google

  
    DES E’(5,UA T  |  0  Kl. '  ** 9 Deuxieme Exemple, f  Orfque l’inconnue eft dans tous les termes de Péquation ,  fî quelqu’un des termes a  un coefEciant , qui eft une racine quarrée, ou cubique ,  ou autre ,  je compare l’inconnue avec cette racine ,  &  l'inconnue fera un nombre entier ,  fi elle a  railbn de nombre à nombre avec cette racine. Soit par exemple l’équation x4-V,64X=Viax4-xt comme 6  4  coefEciant d’x ,  qui eft fous le ligne ,  eft le quarré de 8  ,  &  le cube de 4, j’appelle a1 fon quarré , &  a» fon cube, ce qui fait deux équations. L’une eft x+v'ïmT=ViîÏx-*-x1, &  l’autre eft xWâïx=v'iax-t-x*' , dans lefquelles l’inconnue eft comparée avec les deux racines du coefEciant 6  4. Première Equation x4-v/alx=v/lTx4-xl a  x i  +  v7 —  1 4-1 I  4-1 i-t-vT—  t -*-1 m 24-1 n-vT* 14-^77 —  3 w 4-1 ✓7 4- t — 4 t 4* I /S 4-1 s  — l-4-Vl J —  J 4-1 ✓704-1 *  [i—ÿ r-t-v 3  6 —  6 4-1 ✓  I24-I —  7 4*1 ✓744» I s__ IH-V64 i s* 1 ✓764*1 ^64=4 ✓77=4 -A y 1 . t

  
    no De la Résolution ?     Deuxième Equation x+Va*x=v'iax-+-x* a  x 1  ■+■ I  —I -4-1 V''l-4-ï i  +  i  i  =  i  v^4X‘ =V4=i4-i Réfolution a  =  i  x  =  i I  ■+• Z  =  -4-1 •+-.!■ Je ne donne point et exemple des grandeurs imaginaires que je ne crois pas devoir être difiinguèes des incommensurables 3  à- je crois devoir mettre ici ce que je pen/e de _  leur nature >  parecque je le crois dèmonjlratif. »  ■  ►  -  -  -  :: i  .  ■ ;  D  JE t  L  A  N  A  T  V  R  E des grandeurs imaginaires.. « J’Ai démontre ci-dcflus *  ces huit proportions que je mets ici à  côté. On pourroit ,  ce fernble ,  trai- a  :  -4— b  :  :  c  :  d ter d’imàginftires les ièpt demie* *+a: —  br: —  c:-t-d res ,  puifqu’elles ont des termes a  :  b» :  : — c:-4-d faux, c’eft-à-dire^uf ne (ont pas n-a: — b:: — c: —  d dans la nature, mais qui lont des — a: —  b r : • — c: —  d manières de compter, nées dans — a: —  b::+-c: — d notre imagination. Ce n’ell pour- — a: —  b::-+-c:-t-d tant pas en ce fens. là qu’on a  enru —a :  -t- b  ;  c  ;  ■+- d ployé le terme d'imaginaire. .  .  * Çr fi dans ces 8  proportions on fuppofe que a. b.c. d foient des nombres, &  qu’a =1, les 4  premières feront les 4  multiplications .«ronrifciës, &  les 4  autres font l’origine des “grandeurs imaginaires. • Dans les deux premières proportions on voit que le quarré -*-4 a  deux racines -t-i ,2c — 1. IL t ■  • '  -  Digitized by Google

  
    DES E  QU A  T  I  O  K  S.' lir. Il eft furprenanc, qu’un quarré affirmatif aie une racine négative ,  &  l'on a* tenté de rendre cela fenfible par des convenances ,  mais fans démonftratu*. +  l.,+ »:; +  :: +  4 •+• I  :  —  2  :  :  — 2: -4- 4 -+- 1  :  -4- 2  :  :  —  2  :  —  4 *4- U —  2:: —  2  :  —  4 —  1  :  —  2  :  :  —  2  :  —  4 —  1  :  -4- 2  :  :  -4- 2  : —  4 —  I  :  —  2:: +  i: +  4 —  I  :  -+• 2  :: — i:-4- 4 Dans les j«. &  6 e. on voit que Te quarrc — 4  a  les mêmes racines — 2, &: -4-2 ,  &  il ne doit pas paroître étrange que le quarrc négatif — 4  ait aufli-bicn que le pofitif -4-4 une racine affe&ée du ligne contraire au • lien. On n’a pas dit pourtant que — 4  ait deux racines ,  l’une poUcive ,  &  l’autre négative ,  comme on*l'a dit de -4-4. L’un a  paru certain après une longue expérience toujours confiante ,  l’autre n’a feulement pas été penfé. Cependant l’un &  l’autre font également fondez fur de véritables proportions, fondées néanmoins fur ces principes ,  qu'on peut retrancher une quantité faufle, d’une faufie ,  &  d’une vraie, &  une vraie d’une faullc. Principes imaginaires dans le lens que j’ai dit. Et pour rendre ces proportions également fenfibles , il eft évident que — }  eft autant de fois en — 9  que -4-3 eft de fois en -4-9. Mais le nombre des fois que -4-3 eft en -4- 9 ,  fe marque ainfi ,-4-17. Donc -4-17 marque aulîi le nombre des fois que — 3  eft en — 9. Et comme l'on dit que -4-3 par -4-9 fait 27, aulîi l’on dit que — 3 par — 9  fait 27. * De même —  1  peut être autant de fois en -4-3 ,  que 3  en —  9  ,  car ajoutez crois fois —  1  à  -4-3 ,  la fomme fera zéro. Ajoutez trois fois -(-3 à  — 9  ,ce fera la même fomme ,  c’eft.à dire, zéro. Maintenant fouftrayez trois fois -+- 1  de -4- 3 ,  le refte eft zéro ,  &  fouftrayez trois fois -4-3 de -4-9, le refte eft encore zéro. ÂiDu la propofirion eft également démontrée dans les deux maniérés j  &  comme la deuxième maniéré s’exprime ainfi ,  trois fois 3  font -4-9 ,  aufli la première doit s’exprimer trois fois 3  font —9.

  
    îiï De la Re'solutioj» De plus j’ai démontré dans mon grand Ouvrage que dans toutes ces proportions ,  &  indépendamment l’une de l’autre ,  le produit des extrêmes eft égal au produit des moyens. M. de Lagny,page 437, dit qu’il y  a  deux racines imaginaires de cette équation xx = —  b^qui font l’une pofitive b, &  l’autre négati\™= — V  — b. Si xx,ditil,= — 9, on aura x=h — 3,8c x  =    3, c’eft-à-dirc que les deux racines de — 9  font -4-3 8c _3, qui font auffi les racines de -*- 9. Il fe propofe,, •  page 440, cette autre équation xx=Sx — ij,où il dit que x  =  4-4  -3 ,  8c qu’encore x  =  4  3  racines mixtes imaginaires ,  où font les deux racines de —  9 fçavoir — 3,8c -*-3. Et dans l’équation xx= — 8x — il trouve les racines — 4  h  3, 8c — 4  3  »  H0* font encore mixtes ,  8c où font les racines de —  9  ,  fçavoir — 3  ,  8c -*-3. La première opération eft ainfi xx== 8x — ij ,  je prends la moitié du coefficiant 8., qui eft 4 ,  je le quârre ,  c’eft r  6 , 8c 1  6  —  1 5  =  —  9 ,  les racines de — 9  font -4-3, 8c — 3. La fécondé opération xx = —  8  x  —  zj ,  je prends — 4, je le quârre, c’eft 1 6, 8c 16 —  1  j  =  —  9  ,  dont les racines font eficore 3  ,  ôc Les quârrez ,  dont*les racines font lourdes, en ont aulïî une affirmative, 8c une négative. Les proportions font -h 1  :/3": :v/3:-»-3 ,  où le quârré 3  a  une racine lourde pofitive, 8c -*-i: —  V3:: —  +  )  ,  où ce même quârré 3  a  une racine négative. Le R. P. Reyneau remarque en plus d’un endroit de fon Analyfe démontrée, que les racines imaginaires jont toujours en nombre pair dans les équations. Et c’eft ce qu’on vient de voir dans les deux ci-deiïùs de M. de Lagny. L’effet de ces multiplications inconnues n’a pas laiûe d’être reconnu véritable :  car par exemple quand on h Digitized by Google

  
    DES E  Q^U A  T  I  O  N  S. •  Il> die que 4- >/*-} ,  par h- ^“3 produit — 3  ,  on n’a pû fuppofer d’autre multiplication que celle-ci- —  1: -W— 3::-t-V— 3: —  3. Car celle-ci +i:+V — j:: -+-*' —  3: —  3  n’cll pas Une proportion ,  ni par conféquent une multiplication ;  les deux premières quanci. tés affirmatives 4-1:4-^— 1  ne peuvent ccre en meme raifon que les deux dernières -t-v1— 3: —  >, dont l’une eft affirmative ,  &  l’autre négative. Voyons encore ces huit autres proportions* ou multiplications plus élevées d’un degré. On voit dans la première que -^i:4-a::4-4:4-t le quârré -t- 4  multiplié pâr fa ra- h- 1  : —  1:: — 4: 4- S cine 2  ,  produit le cube -4-8. -4- 1  :  *4- 1  :  : —  4  :  —  8 Et dans la deuxième on voit que -4- 1  : — 2: :4- 4? —  8 le quârré — 4, multiplié par fa —  1: —  2:: —  4: —  8. racine — 2  ,  produit le meme — 1:4-2:: 4-4: —  8 cube 4-8. Donc — z  eft la ra- — j: —  2::4-4: 4-8 cine négative du quârré néga- — 1:4-2:: — 4:4-8 tif — 4 ,  8c il eft poflîble que le quârré négatif —  4  ait une racine négative — 2 ,  comme on l’a vu dans la cinquième des huit premières multiplications. On voit encore ici que le cube 4-8 eft produit dans la fepciême proportion par le quârré 4-4 mulciplié par fa racine —  2, 8c dans la huitième que le même cube 4-8 eft produit par le quârré — 4  multiplié par fa racine 4-2. On voit que le cube négatif —  8  eft produit deux fois par le quârré — 4  multiplié par fes deux racines 4-2 ,  — 2  ,  &  que le même cube — 8  eft encore produit deux autres fois par le quârré affirmatif 4-4 multiplié par lès deux racines — &  4-1. Donc la racine affirmaive 4- 2  peut produire deux fois le cube —  8  en multipliant fes deux quârrés — 4 , 8c 4-4

  
    *i4 De la R  e' solution Avertissement. N  voit dans les multiplications imaginaires ,  c’eftà-dire dans celles ,  où —  1* eft le premier terme T que 4- par 4- produit — ,&que 4- par — ,ou,cequieft tout un ,  —  par 4- produit 4-, ce qui eft le contraire de ce qui arrive dans les multiplications ordinaires, •  I. Corollaire. r"\ E  là fuit que toutes les puiffances de quelque degré ^qu’elles foient, ont deux premières racines, qui nefont différentes l’une de l'autre que par leurs lignes v c’eft-à dire ,  en ce que Tune eft pofirive &  l’autre négative. II. Corollaire. "P T  il fuit auflî qu’une même racine peut produire deux puiffances ,  qui ne diffèrent l’une de l'autre que par leurs lignes. Avertissement. ^Ur cette connoiflance des grandeurs imaginaires ÿ •  dont je ne veux pas changer le nom ,  j’ai tenté de •  J*     ■ donner la valeur de cette formule ^504-^ —  1450a 4-V50— V — 14500 ,  qui eft 1  o ,  &  que M. de Lagny dit, page 469, être la forme irrationnelle &  imaginaire de la racine de cette équation- x> =  9  a  X4- 1  00 ,  qui eft. dans le cas irréductible. Pour le faire ,  je cherche la racine quârrée de 24500 ,  &c je trouve qu’elle eft irrationnelle ,  &  qu’elle tombe encre 1  6  6, &  167; je •  y  / prends 1  6  G  pour la véritable racine ,  &  je puis l’affè<fter de 4- ,  Si de — ,  &  je citerai la cinquième multi1 t r Digitized by Google

  
    DES E' QJÜ A  t  I  O  N  S; flj plication ,  qui eft la première des imaginaires. i°. Je dis —  i  G  6  =^14500 ,  mais foible de quelque chofe , à  j  o  j’ajoute —  1  6  6  ,  la fomme eft —  r  1  6. De jo je retranche — t  6  6, 6c le refte eft z 1  6  ,  8t trop fort parceque retranchant — 16 6, qui eft foible ,  le refte <   i— — en doit être plus fort ;  V — 11 G  —  -+-4* v'né—-f-6 ,  & 64-4=10 racine cherchée de l’équation x'=9ox-woo. z°. Je prends -4-166, &  je dis à  jo j’ajoute 4-1 66, la fomme eft zi6. De 50 j’ôte 4-166 ,  le refte eft: ^  ' —  x  1  6. Vi 1  6=4-6 ,  &  V  — 1  x  6=4-4* &  64-4=10. , J’ai donné quelquefois pour puiflances numériques exactes ,  les plus grandes ,  qui font comprifes dans les nombres que j’ai donnés pour elles: mais dans ces operations voù il entre des nombres fourds ,  le fuccès doit fervir de démonftration. :  “  I* v Je puis de même donner la valeur de ces deux irrcommenfurables , que M. de Lagny ,page 499 ,  dit être les racines de cette équation x? —  71 x  —  z  8  0=0 Ravoir X  =  —  J4-V^jx =  —  î  —  V  —  3.  3  eft le quarré de y/ —  3  ,  racine qui tombe entre r  &  z- Je puis prendre 4- 1  ,  6c —  1  ,  pour V  —  3  v  je prends — •! :  donc —  5 4-\/ 3  -== J4-i=^6 ,  &  f &  —6 &  — 4  font —  1  o,qui peut être ht racine de x'. Je pren<^4ri pour.V— 3  >&— 5-*"1— — 4*» 6c — j  — 1= —  6  ,  8c encore une fois — 4, 8c — 6 font -—10. *

  
    riG De u  R  e’ solution Je laide à  faire 4m plus grand examen de ces grandeurs imaginaires, à  qui voudra s’en donner la peine $ mais je crois qu’on ne voudra plus les traiter d'impoffibles, mais les regarder comme une deuxieme cfpece de grandeurs incommenfurables. ARTICLE J  V. •  A Section Septième, DES £  V  A  T  J  0:'<N St •  * Qui ont autant de ratines que de dimenjîons. Onfieur Defcartes au commencement du croificme livre de fa Géométrie ,  conftruic, de ces quatre équations multipliées enfemble,x —  j  =  o, x  —  3=0, x — 4  =  0, x  —  j  =  o  ,  cette autre équation x4 —  4 x1 —  1  9  x  x  •+■ 1  o  6  x  — 110 =  0, èç il connoît qu’elle a nne racine fauüè,en ce qu’elle a  deux lignes pareils de fuite — 4X1 —  1 9  xx. j’extrais par ma méthode les racines de cette deuxième équation ,  Sc elle ne me donne que les trois vraies x ,  3 , 4  eh cette manière. X*- — 4** — 19XX — io6x — 110 x* 4- io6x=4 -4-1 9  x* 4-110 Y4 Y  Y* Y* i— -+-106 ~  =4 -L -f-1 9  *■ 4-1 îo Z4 Z  z> 7  z1 y4-w o6y z’=4y ’z-hi 9  y ‘z’-*-i ioz4 foit x  =  — z 164-I 1  t ,  — 1 < — t 4-1 =  4-1 514*764-1X0 8H-3 18 —3 =  4-1 I084-1714-IXO 156-1-414 -  — 4 4 =  4-T 1564-3044-110 <15-1- J  30 — î x  i  •  5004-4754-1 10 Puifque l’expofant de la puiflance efl 4  ,  il me manh Digitized by Google

  
    •des E'<^ü ation;; tiy que une quatrième racine qui eft fauffe }  &  pour ]a trou, ver ,  je rends faux tous les termes de mon équation, en changeant les lignes des termes y ,  donc l’expofant eft un nombre impair, en cette manière. y4— .io6yz' = —  4y»z-»-i ÿyz' +  i  ioz«. Et comme je n’opére qu’en nombres affirmatifs ,  je «ranfpolé les termes négatifs de cette équation en cette manierc y«-t-4y z== i  9  y’z1-*- 1 06 y  z1 -4- 1  ioz> ,dunt je cherche la racine, qui reviendra vraie, èi que je ren»r drai fâulîe en changeant fon ftgne. y44-+-y'z =  19 y *  z* ■+• 1  0  6  y  z» ■+■ 1 1 0  z* y ’  z — i -r-r 16-H1 — 1 H-I 9<>-i-ro<>-Mio 8i-t-io8 .  V —3 -4-1 .  1 7  IH-3J é-t-uo 136-4-156 —4 -t-I 304-4-414-+-110 6  îj-t-500 — î =  -4-1 475-‘-J3°-*-h° H516+864 6 X  I 684-4-636-4-110 y  =  j. z  = =  1. x  = vA II II —  x  =  -î —  j  eft la racine cherchée. A  T  E  R  f  1  ». «  î. »  T. *  I peut s’appercevoir d’une autre forte, des racine* ^faufles dans ces équations. Ainfi dans l’exemple précédent ,  puifque l’équation x4 —  4*’ —  1  9 x1 ■+• 1  o é x  —  ho, ne me donne dans le détail que trois racines ,1,3,4, &  que l’expo/ant 4  de la haute puiflànce a  quatre unités, je puis foupçonner que cette équation a  un» racine faulle -, &c pour le vérifier je mulciplie enfemble les trois binômes compolés de l’inconnué x* &  des trois racines vraies, le produit fera l’équation »  —  9 x  x  -h 1 6  x  —  *4=»o ,  èc non x4— 4x1

  
    u& De là Rb's otonod —  i  9  xx-+- io 6  x  =  r  îo. Je fç ai donc par-là que 11 première équation a  été multipliée par x ,  8c par une racine faufle ,  c’eft-à dire affectée du fignc 4— Or x multipliant la première équation ,  n’en change ni les lignes ,  ni les préfix ,  8c donne x‘ —  9x>4-x6x* — i4x=o, ce qui écant retranché de la deuxième équation ,  il relie 4-5 x1 —  4jxl-*-i3ox —  izo, que je fçai être le produit de la première équation multipliée par la ra.cine faufle. Ec pareeque la même racine étant vraie, c’eft-à dire affectée du ligne auroft produit la même fomme fous lignes contraires ,  c’eft à.dire — ^-Kfjx* —  130x4-110 ,  j’ajouterai ceci à  la première équation, 8c j’en ferai une, qui aura les quatre racines, mais toutes vraies ,  ftjavoir x+ -r- 1 4  x* 4- 7  1  x1 —  1  54x4-110. J’en extrairai les racines, 8c la quatrième vraie affectée du ligne 4- lera la faufle ;  6c pour en extraire les racines, je la transforme ainfi. •x4-t-7i x1 4- 1  iOt=i4X»-*-ij4x foie ,  z 4  z* z1 z donc —  4-7 1  —  4-1 10=14 — 7 -+-154y 4  *  ,yl y  '  '  y donc z4 -t-yiz y’-HJioy 4=i4Zîy-»-ij4zy z Comme les deux hautes puiflances font en un même membre de l’équation ,  quoique Suivant la régie *  je dûfle mettre 4- devant l’unité fous y  ,  j’y mets —  , pareequ’autrement le premier grade ne pourroit finir. Equation z44-7iz,y,-*-iioy4 =  J4Zîy4-i 542 y1 •z y i-t- 71 -4-110 — 1  -M 144-154 164-1844-1,10 814-33 94-110 1564-11364-110 61 54*i775-+-uo 11964-16564-110 — 1  =  4-1  3  =  4-t —4 =  -W 4*6 x  1 1 114-308 3784-461 896-1-616 1 1504-770 30144-914 Et comme le côté de z  eft plus fort que celui d’y indépenL  ■ I  Digitizeq by Google

  
    1 ♦  V. Dlf F  QJ7 ATIOKJ,' tlj indépendamment de l’abfolu izo.il ne faut plus efperer de réfolution ,  foie qu’on continue le grade ou qu’on en change. *• Avertissement. T  A  différence qu’il y  a  entre les équations produites par la multiplication de plufieurs équations que j’ai réfolucs.article 4. feftion 6  ,  &  les équations, qui ont autant de racines que de dimenfions ,  c’eft que dans celles-ci la même lettre inconnue a  différentes valeurs dans les différentes équations ,  qui les produifent ,  & que dans les autres la même lettre inconnue n’a qu’une même valeur en chacune des équations qui les produifent,  ce qui vient évidemment des manières différentes* * dont ces prémières, 8c ces dernières équations font bâties. Dans l’équation fuivante ,  la racine n’a aufli qu’une valeur. <  . *  •  *  t  / E’ Q..Ü A  T  I  O  N  , Où ni la haute puijfance ,  ni le degré parodique ne font fculs » x  =  4x1 ■+■ 4 foit x  =  4. •  L. 4, f^y^rr47 •  *  * 2*-4-zy l=42’y -h 4y » z> y  foit y-hut=x y>-t-3y*u+3yu,-*-uî-*-yî+y,u=4y>"**8y,u-*-4yuN»4y u'=6y5+4y’u-v-yu* u  >  y  foit y  +  f  —  » y,-+-3y,f-+-3yf.,-*-f»=^y,-*-4yt +4y» Ç+ ys -h jy 5  f-+-yfl f'-hiyf*— ioyJ-*-3ylf f  >  y  foit y-h r  =  ! a  by Google

  
    130 De ia Re’solutiom yî-t-3yjr+3yr,-t-r!-t-iyîH'4y,r-Hiyr*=>°y,**-jy,"'"3ylr r*-t-4y’M-5yrl— ,oy y=i •  r  =  i  •  ’  » f=y-»-r =  1 u=y-t-f=3 x= y-»- u  =4 • ,  '  y — ^.rr=-=4.xts=ig.4xt=é4.4x1-4-4=68x,->-x=63 x  =  64 c J’ai pris cette équation du Commentaire de Bâche fur la dix-neuviême queftion du livre fixiême de Diophante ,  où Bachet dit que de fon temps on n’avoir pas encore trouvé de régie generale pour réfoudre de femblablcs équations. Avertissement. DAns les équations ,  qui ont autant de racines que l’expofant de la haute puiffance a  d’unités, la haute puiffance n’a que l’unité pour coefffeiant j  &  quand outre cela leur deuxième terme c(l évanoui ,  on les appelle équations compofées ,  parcequ’elles peuvent être produites par les équations d’un moindre degrc multipliées entre elles. Ma méthode donne toutes les racines en nombres entiers qu’ont ces équations, ôtj’en ai donné plufieurs exemples dans la fedion précédente. Mais il y  a  fur cela deux obfervations à  faire. La première eft.que lorfqu’une équation a  plufieurs racines égales en nombres entiers ,  ma méthode n’en donne qu’une en une opération ,& qu’il faut faire autant d’opérations qu’il y  a  de racines égales dans l’équation. La fécondé obfervation à  faire ,  eft que les équations compofées n’ont pas toujours autant de racines en nombres entiers, que l’expofant de leur haute puiflaifce a  d’unités ,  &on leur en trouve, ou en nombres rompus, ou d’mcommenfurables, ou d’imaginaires. L Digitized by Google

  
    DES F  Q_U A  T  I  O  N  S: DES RACINES E' G  A  .Z E  S en nombres entiers. Premier. Cas. Cl, par exemple, de trois binômes femblables , comiqe x — 1=0. x — 1=0. x — i=o ,  on produit une équation, qui fera x’ — éx’-t-nx —  8=o,l’on voie d’abord que n’ayant pas un même ligne deux fois de fuite, elle n’a pas de racine faufle :  mais quand on en extraira les racines ,  il n’en paroîtra qu’une, qui fera î. x' +  i  ir=*6x‘+8 foicx=ï Ïi-Mi xï^éïl+g’-'•  Z> Z  Z1 y* -4- 1  iyz'=6 y*z-i-Sz» y  2 8- 1-14 — 1  —  •+’1 .  14+8 9- 4-36 3  X  I  54-4-8 Pour avoir une deuxième racine, je divilé l’é x* — éx’-4-nx — 8=0 par cette équation x — 1= vaut la racine connue 1. x» —  6  x1 -4- 1 1  x  —  8(xx — 4X-4-4. x  —  1 3* —  ixl •    — — - — — 4Xl +  i  ix —  8 ,  .  .  -  x — 1 —  4xl-»-8x ^ '  4X —  8 vile l’équation — z=o ,  ou x J’ai pour quotient l’équation x1 — 4x-4-4=o,donc Ri> ligitized by Google

  
    ■  jji De -'ia Re* solution j’extrais les racines, &  il ne me revient que la racine &  c’eft la deuxième racine =  à  la première. Je divife encore par la nouvelle équation x  — 2=0 pareille la première-, cette deuxieme équation x’ — 4X'-4-4=ao, &  j'ai pour quotient x  —  2  =  0 ,  qui ell la troiljême racine x. . A Deuxieme Cas. /quelquefois il y  a  dans l’cquation des racines éga^les, 6c d’inégales, 6c il n’en paroît qu’une des .  égales. A  4 Deuxieme Exemple, COit l’équation x1 —  ioxl*+-33x —  36 =  0, où !l ^  n’y a  pas même ligne deux fois de iuitc,6c ainfi il n’y a  pas de racine faullc. J’extrais les racines. Equation x,4-33x=:ox,4-36 foit x^=I •  y,H-33yz’=ioyiz-+-3<;EJ y  z I-t-33 — I  -4-1 IO-+-36 84-66 — X  4-1 4C4-36 X74-99 3. =  I  904-36 644-131 4  =  I  1604-36 i  x  j  4-16 j  y  x  1  1304-36 II ne paroît que deux racines, qui font3,&4, & l’expofant de la haute puiflance étant 3 ,  il manque une racine 5  &  pour voir fi elle eft égale à  l'une des premières ,  je divife l’équation propofée par x — 3=0 , ou par x  — 4  =  o. Et je trouve toujours le même
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    DES H’ <^IT A  T  I  O  N  S, y  J quotient x —  3  =  °> qui fait voir que la racine cachée eft 3. x' — ioxt-*-33x — 3 (S (x1 — 6X+9 x1 — rox1-*- 3  3  x  —  j  6 *  (X1 — 7X-HI* x  — 4 x> — 4x‘ — 6XV33X x— 4 — 6x-t-i4X ?x— 36 x-4 9X-36 x1— 3 X»  }Xl_ ~ ~~-—7xtm*~5ix x— 3 — 7Xl-*-tix -4-1ZX  }$ x— 3 nx — 3  6 xl-4- 9  —6x *  foie x ïi+9I.=< ï Z‘ 7  Z yM-9Z*=^yz y  * — I  -4-1 4-4-9' — 1  ~hl II 9-4-9 3  =  1  18 I  Xl4-Ii= Z b7xJ tl+»=?£ y»-4-uz‘=7yz y  1 — r  -+-i 4  +  11 — I  -4-t Î  +  iï 3  =  1 H zi #  ' Dans ces deux extradions des racines, les deux hautes puiflfcnces y*,& zl font dans un même membre de l'équation ;  &  pour éviter de tomber dans un degré fans fin ,  il a  fallu mertre le ligne -4- du côté le plus foiblc dans les deux premières fouftradions de chacune de ces deux opérations. Rnj 1 zed by Google

  
    De la R. e’ solution ‘34 SS ARTICLE IV. •  A Section Huitième. DES RACINES INCOMMENSURABLES. JP L  l  e  s  font ou pures ,  ou fimples ,  comme v'P- n ,  ou — n ,  ou mixtes ,  c’eft-à-dire compofces d’un abfdlu, &  d’un incornmenfurable. AinG-»-,ou — m,-t- ou — V-»-n ,  ou y/ — n. Où neanmoins le ligne radical peut litre de tous les degrés V  ou v' Amplement. y1* v'. &c. Premier. Exemple. COit l’équation Xi —  71X — 180=0. Ma méthode ^m’en a  donné la racine 1  o  *  feulement ,  &  il n’y a point de racine négative, ni aucune autre racine égale à  la première 10. Mais en divifanc cette équation par le binôme x  — 10, j’ai eu pour quotient l’équation x‘+iox +  i8 =  o, dont il faut extraire les racines 3 &  après avoir tenté inutilement toutes les autres voyes, pour en avoir de rationnelles, je fuppofe x=— m-»-V— n. Je quarre cette racine incommenfufable. x= — m-4-V — n _^m -+-v —  n —  mV — n  —  n -+-mi •  mv' — n xl =  -+-ml — îmV — n  —  n —  « -+-J o  x  = — iom+ioV — n -+-18= 18 x--+- iox +  1 8=o=-4-m‘ — 10m — îmv — n-*-io\/ — n — n  • -4-18=0. donc -4-m’-4-iov — n-*-i8=-»-iom-*-imv' — n-*-n Tout* jnon artifice confifte à  ehoifir pour la valeur 1 •i btgiiized by Google

  
    DES E’ QJ7 A  T  I  O  N  S. IJJd’x, un incommenfurable mixte, de telle forte qu’il en revienne une équation mêlée des termes m ,  8c n  affirmatifs, 8c négatifs, dont extrayant les racines par ma méthode ,  je trouve la valeur de m  r  le de n  -y fouvenc même je la découvre par les fuppofitionj ,  qu’il faut faire, pour faire évanouir les incommenfurablcs. Ainfi je divife ioy/ — n  ,  &  îmv —  n  par V  —  n, 8c il relie 10 d’une part, 8c un de l’autre, ce qui fuppofe déjà m  == j. Je continue ,  8c je joints ces x  m ,  à  i  o  m , qui’ font nm; 8c dans le premier membre, te nombre io joinc à  x  8, fait 38 ,donc j’exfrais les racines. -tmlH-38 =  iim-»-n m n n-38 —  1 « -*-i 11 +  1 4H-38 —  x -Ht 24-+-r 9-1-38 -+-}  1 3  6-4-X ij-e'38 î =  3 60+y m  = f  n  =  3 x  = — m->- V — n • X  =— yW— 3. x= — j — VAux deux premiers relies le ligne ■+■ eft placé au côté le plus foible, pour éviter le degré fans fin. Or la racine to, 8c ces deux racines incommenfùrables font les trois racines de l’équation propoféc A Deuxieme Exemple, Dans le cas irréductible. COit l’équation x1 —  90X — 100 =  0. Ma métho^  de *  m’en a  donné la racine 1  o. Je divife cette équation par x  —  1  0  =0 ,  8c je n’ai pas de racine

  
    1)6 Di la R|e’ s  o  ï. u  t  i  o  k égale pour quotient* mais xl-*-i ox +  io. AinG x<— 90X —  ioo(x' +  iox +  ia x  —  1  o *  • Xî  10X* .  -+-IOXI— »  9OX X  — 10 IOX>  IOOX +  IOOX- -90X— IOO ce qui eft iox — 100 •x — 10 *  1  OX  1  o Pour avoir maintenant les racines .du quotient x‘-k iox +  io, je fuppofe x = — m — Vn,*que je quarre. —  m — y/n +mv' n -+- n —  v'rT x'^ro'+ira/n+n iox =  —  1  om — 1  ovTï ,  ,  1Q=  10 x’ +  iox4-io=m1 — 1  o  m  +imÆ —  1  oVh-+-n-MO=:o Donc m' +  imy/n+n+i o=+iom+iov'ff. Je divife xmv'n, &  lov^n par iy/i\ ,  &  j*ài m  =  jj; &  fubftituant dans l’équation precedente, y  au lieu d’m, &  25 au lieu de m1, j’ai 1  j-*-5-t-n-4-io =  jo-t-j. ce qui eft 40-wi=j5 ,  donc n=Iy, &  x  étant = — m — v'n •91 a  aufli x  =  —  j — V15 * A  caufe que m  &  n.ne fonr pas premiers entre eux y ils ne peuvent paroître dans le détail de leur raifon. •  '  v  *  *  -  •  ,  m4  *  .  .  •  •  .  • .  .  •• -* \ Tioisis’k* t ( Digitized by Google

  
    *37 Dt-S F  Q^U A  T  I  O  N  s. A Troisième Exemple. COit x» — 4x»-t-x — 4=0. J’en ai donné *  la ta- ?  $6 ^  cine ,  qui eft 4. Pour en avoir encore deux autres racines, je la divife par x — 4 x*— 4-xi-hx — 4  =  o(x-t-i =  o x— 4 •  XÎ  4XX •4-X— 4  .  -  * O  -  o J’ai pour quotient x*-hi =  o. Donc xl = — r,8c 1, &  — x=  \/ —1. Les trois racines font donc x=4. x=-*-v/^i,— x=- — v^— 1. Je puis avoir les mêmes réfolutions du quotient x*-w par deux incommenfurables mixtes affcâex de lignes contraires ,  fans quoi l’incommcnfurable ne pourrait difparoître. x=-t-m-+-v' — n •  .x m  — V — n -t-m V — n  —  n -t-m’ — m  v/- — n x^m1 —  : — x=v'  i=V-*-i Cet exemple fait voir que j’eufle pû dans les exemples précedens multiplier à  part fes deux valeurs, que j'ai démontrées, * Z  93 DbitTzed by Google

  
    1)8 De la Re'soiutiok A Qjj atrieme Exemple. Soit x+ — jxî —  x‘+9it —  (5=9 Donc x* 9  x  =  3  xî x1 <5 v* '■ y  Y’ y* ■+■ <5 —  -4- 9  -  =  î foie x  =  î Z» Z  * 3  1  ^ 1 4-^-4-*- <5 8  1  -4-9 -4- <> y' -4- 9  y z1 =3 y’ z  -4- y1 z’ -4- 6  z4 'y Z 1  +  9  — i- ~  + 1 1  6-t-i 8  — 1  —  +  1 8i -»-i 7  .  <• î  *  1 y  =  1  l=sl le n’ai que deux racines 1 ,  &  i ,  &  l’expofanc de la haute puiffance eft 4; il manque deux racines ;  &  quoiqu’il y  ait le ligne deux fois de fuite ,  il ny a  pas de faulle racine. Cette réglé de M. Defcartes peut manquer ,  quand il y  a  quelque racine inçompenfurable. Je fuppofe x‘=n. Donc x=Vn:xi =  nv'7r *+ =  nl — 3  x' =  3nv'ni 9X=-4-9V'n. Au lieu de x* 9  x  =  3Xi-+-x>-4-6 ,  équation propofée. __ _ J’ai n'*-+9v'n=3ny'n-t-n-»-6. Je divifé 9v'tî=3nVn par Vli ,  j’ai 9  d’unô part ,  &  3  n  de l’autre. ^ Donc nl-+9 =  311-4-11-4-6 Donc n1-»-3 ■ y' , rr> +  3 =4n foit n  =  ; I-4-Î 4-*- 3 9+3 *  -4- 3  z’=4 y  z z .  I  c= -4- 1 •  a  •  *4-i 3  =  * 4 8 ta Dlgitized by Google

  
    DES E’ QJÜ A  T  I  O  N  S. D* Dans la première réfolution y=i,8cz— i,n=» = ix=v'n=v,rj ÔCX’eft la première racine incommeafurable. Dans la deuxième réfolution y=3.z=in=l.=| =  3 x  __ y^n =^3", &  c’eft la deuxième racine incommenfurable. Les quatre racines font dctoc x=i. x=3- x  =  -+-v/r. x  =  v/3 &  même x  =  —  v'i. x=— vT, &  voilà plus de racu nés qu’il ne m’en faut ,  fi bien qu’il eft vrai qu il y  atoujours au moins autant de racines que 1  expofant de la baure puiflance a  d’unitez ,  mais il peut quelquefois y  en avoir davantage. Je fuppole toujours la vérité de ce que j’ai dit. * A C  1  N  <l.u ieme Exemple. Soit l’équation x* —  jx*— jx*.njx'-t-6x— 30=0. J’en cherche par ma méthode les racines en nombres entiers, &  elle ne m’en donne qu’une, qui eft j  -, &  l’expofant de la haute puiflance étant j  ,  il manque quatre racines. Pour les trouver je divife cette équation par le binôme x-j ,  &  le quotient eft l’équation X4 _  5  x*-+- 6 =0 ,  qui n’ayant que trois termes ,  n’a pas •  été produite par quatre binômes, mais par deux, dont le premier terme a  été x‘ accompagné dans châque binôme d’un nombre entier négatif. D’où il fuit que x* eft la racine de ces deux équations ,  &  que deux binômes ,  dont la puiflance foie x  accompagnée des •  deux mêmes nombres négatifs ,  donneront l’équation xi  jx-t-6 =  o. J’extrais par ma méthode les racines de cette derniere équation.

  
    tjf.9 D  X  U  Re’jÇLUTIOH x1 -+- 6 =  j  x Rit x  =  •  z £-h6 =  ,  ï z‘ '  z .  l •  ' ylH- 6zl =  j  y  z y  z 1-4-6 — I  -4- I î 4  +  6 —  Z  =  4» 1 1  0 9-4-6 ’   3  •  =  -4-1 *  y 16-4-6 4  *  * 10 Et je trouve que les racines font z  ,  &  3 ,  fi bien que x» —  1  =  0, x1 —  3=° ont produit l'équation x4 — j  xl-+- 6  —  o  ,  donc x  =  -4- v'I ,  &  x  = — /1,5c encore x=-4-v/3 ,  &  x  =  —  lefquclles quatre racines incommenfurablos avec la racine -4-j ,  font les cinq racines de l’équation propofée. ARTICLE IV. Section Premier, e. Contenant divers Problèmes ,  dont quelques-uns font de nombres fourds. Je me fuis dans cette Settton écarté quelquefois de mon fvjet ,  &  je trois qu'on me le pardonnera. I. Probleue. Trouver deux quàrrcx^, dont la différence foit donnée , éf que ce foit P  unité. C  Oit y  la racine de (‘un des quârrez, &  la racine de ^l’autre foit y — z ,  donc le premier fera y1, &le deuxième yx —  1  z  y  -►z1, dont la différence entre ces deux quârrez eft z 1  —  zzy, qui doit être égale à  l’unité, donc z‘ — xyz=i ,  donc z*— 1  =1 y  z  j.z eft arbitraire. Digitized by G

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  I. •  I+< Prenez que ce foie 3, donc z*=<j,donc 9 — i=5=iyz, donc Je quârré eft^j le premier quârré eft donc & le deuxième eft —  8  9 ,  ou ■!,*-*■ 1 ,  qui fatisfont au Problème. R. E  M  A  R  Q^U E. 1  -, l Si l’on multiplie par le quârrc 9, le quârré y-t-i, on aura le quârré 16-4-9 =  15. R  E  M  A  R. 4^0 E. C  I  l’on eût voulu que la différence des quârrez fiât ^  le binaire ,  il eût fallu fouffraire 1  de 9  ;  &c mettre 9  —  i  =  7  =  iyz j  donc £  =  Y  >  &  puifque z  =  j, donc Z  =  y  ,  donc y» =  «  s  donc le premier quârré eft &  le fécond eft ♦-£ — 7-4-9 ,  c’eft-a-dire fï-4-1 Remarque. p  T  fi on multiplie le quârré ■£-♦** par le quârré "*^6 6, on aura le quârré 49-4-71=1 11 quârré de iij &  comme on a  eu d’abord deux quârrez égaux à  un, quand la différence a. été l’unité ,  &  un quârré ,  &  le double d’un autre égaux à  un quârré, quand la différence a  cté le binaire ,  on aura toujours en entiers un quârré égal à  un autre ,  plus un autre multiplié par la différence des deux quârrez premièrement cherchez. Autrement. Trouver deux quârrez^ dont la différence fait donnée , &  que ce foit l’unité. 'un des quârrez, &  y — z  la l’un, eft donc y* ,  &  l’autre y— a  y z-4- z* 5  leur différence z* — xyz,donc z' — tyz=i. Soit y  =  3  ,  donc z* —  6z=i. Soit ~  =  z  ,  donc xl 6x .  . —  —  =  1  multipliant par u* x1 —  6xu =  ul xl =  u‘-4-6xu ’> Oit y  la racine de l’u racine de l’autre :  l’ut
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    141 Dé LA R  £' solution x  >  u  foit u-»-f=z u’-*-iut4-f*=u1H*6û*+<>wt=7u*-f*éuf f>=6uM-4U‘ f  >. u  »  foie u+r =  f uM*iur+rl==6ul-+-4Ul-i'4ur=aiou*-*-4ur r*=9ul-t-iur r> u  foie u-t-q=r uM-iuq-t-q*=9Ul-*>iu,Viuq=im,4.xuq q-=ioi£ '  w q=Vioul r=m-q=u-t-v/îou* f=u-*-r= um-Viou* x=m-f=}u+Vioul z  =  =3u +  Viou* u  ■  ■  — •  U 6z=i8im-6Viou» 3uWiou* 3U-» y'i qu^~ 311^1 oul-+-i ou1 ^sssçu^éuv'iou* ÇU'^Uv'lOU'-i-IOU1 ■1 ~~ <9U1H-6u\/iout-t-|ou»;=| r>ul.+. 6uv/Iôüi Z1— ézcrrigu^-t-élly/T^ — l8u— U1 •  ü  Et reduifant les fraflions à  m'cmt dénomination. I  •  • 19u’-»-6uVioU; — i8uj — 6uViour u» .  •  ’  ü> '  ■ i9-*-6oVï ou* —18 — 6u Viou,==I9 — 18=1 u' û> Autrement. C  Oit 7  la racine de l’un des quârrez ,  &  y+z Ia ra. ^  cine de l’autre. L’un eft donc y*, &  l'autre yl-nyz-vz», &  leur différence eft iyz.«.z*, qui doit être égale à Digitized by Google
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    DES E' QJÜ A  T  I  O  N  S. 143 l’unicc. Soie y  =  3  >  donc xyz«*»z,* =  6E-<“ï ,  donc 6i +  z' =  i  foic ^=z x_ =  1 ,  &  multipliant par u* u1 u x’+6xu=u* •  „ .  . u>x foie x+-f=u x*-t-ixl^-f,=x'-»-63t‘-4-<>al==7x*'*-6xf f*=6x’-t-4xf f>X *  foiCX +  t^f x'-t-ixr-t-r*=<x*-+-4x‘-4-4xr=x1-+-4xr rl=9Xl-*-ixr r> x  foic *-^{l=r x*-*'ixq-+-q’=9X*H-ix,-nxq=iix,"*,lX(l q*ï=iox* *     • q> v'iox*   .  . r=x-»q— x-*-vloX> f=x-t-r=îxWiox» u=x-+*f=3X-WioX‘ î—a-Wîôx* * — “  1  ... z  = X* i9X*-(-6xVioxl 6x u=3X-*-^ioxt u==3x-*Viox» 5xVTox’-*-iox* jxM-jxv'iox*   +(,x u*=i9xt-*-6xv'tox‘ I9X*-*-6xVioX* JX-H^IOX ■  ■  -  " Pour réduire ces deux flattions à  même dénomination. i9X1-t-6xy'iox* ^x-t-Viox1 b*= îx-^Viox1' t*+6z=^^. x i9x1v'iqx‘-i-6oxi , ^x’-t-iSxViox^ ^gitized by Google ■1

  
    144 Di la Ri' solution Dénominateur ii7X,+-37x,v7ôxr Premier. Numérateur jx’-hxViox» Deuxième Numérateur ir4X'+36xV1ox* '  La Tomme des deux fradions eft ii7x»^-37xViox* ii7x»^,37xViox* ii7Xi+37xViox* Ce qui eft égal à  l’unité. II. P&OBLIMI. Z’agfregi &  le Rtftangle de deux cotez, ^  étant donnez., trouver les citez. Soient les cotez a  &  e,dont Taggregé a  -*-6 =  11, &  le redangle ae =  i4. Puifque a+e=n, donc e  =  ix — a  ;  &  multipliant par a, donc ae=ua — a* ,  donc na — a*=i4> X  X1 x donc a*-»-i43f=i ia. Soit a  =  -  ,  donc  14—1 *  — y- y* y» 8c multipliant par y* ,  donc x*-f-i4y*==rixy. ,  Equation xj-*-i4y>-=nyx , Où les puiflTances font de même part. *>y y,-*-zyu-*-u’-4-i4y,=tiy,.*.u yu 1  jy*-*-zy *i»-u l=ssj xy * -► 1 1  y  « »3y»-*-u,==ioyu ,jÿ,-t-y1-t-xy(-*d*«ei.oy*>+-,oyf Hy’-i-iyfo-f^ioyM-ioyf 4y’-+-T‘ ~8yf foie y  -t> u = x y-t-T=u t>1 Digitized by
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    DES F  QJU A  T  I  O  N  SI HS f> y  ’  y-hr =  f 4y’-*-yM-iyr-t-r,=8yM-8yr ' fy*-*.iyr-»-r,=8y*-»-8yr ‘ r*=3y*+6yr r  >  y  y-t-q=r y*-nyqH-q‘=3yl-4-6y*-*- 6yq q>=8y^4yq q> y  y+p=q y‘-nyp-t-p*=8y‘-»-4y*+4yp P»=ny^iyp p> y  •  y+n=p y‘-»-iyn-4-n*=iiy’-*-iy*-4-iyn n1=ny* n=Vu p=y-t-n=r-*-v/iï q=y-t-p=n-vTi r  =y-+-q=3 -t-v'TÎ f=y+r=4-4-v/ïï .i y-1 u=y-f> f=j4-VÎI x=y-t-u =6 -WÏ7 X  é  +  V^lî ,  ,  3— —  =  — —  =  6-W n y  » e=i i — a=i i — 6 — y/Ti=6 — Vi i e-*- a=i i-tVn — V7z=i i ea=6-*-v/ïïx6 — VTi .  6 — vTï m. 6-*Vn -+-6v7I — 1 4 3  6—6vTî ca =36 — il— 14 T

  
    146 De la’He’ solution '  “  \ Autre Exemple. S  Oient a-*-e =  y  ,  8c ae=y. Donc 5  —  a  =  e, 8c multipliant y — a  par a, donc 5  a  —  a’ =  j  ,  donc a1 -h 5  =  5  a. Soit -  =  a, donc -kj=j ^  j  &  multipliant par r* ,  il en revient uM-yr* =yur ,  où les puiflances font de même parc. Equation ,  u’ -*■ y  r* =*= y  u  r u>r •  .  foie r-t-f=u r1 -h 1  r  f-t- f  * y  r 1  -t- y  r  f 6  r* -*• 1  r  f-*- f 1  =  t  r* •+- y  r  f r*-Hf‘ =  3rf. Il eft indifférent de fuppofer f>r,ou r  >  f ,  6c l’une 8c l’autre racine a  même folution. f> r  -  foit r-t-q =  f r*-*-rl-t-irq-*-q,=3r,M-3rq ar*-*-irq-4-q*=3ri-*-jrq ,  q*=r‘-t-rq ■  q==Vr*-*-rq f=r-+-q— r-tVF rq~ u=r-+- f=ir+v'r‘-K u=ir+v^j*-rq a=i-+-v/i-»-q a=H-v'n-q e=3— v'i^-q — îv'i-t-q — iH-q 6-HV^t-q c=_j  a  ae=6-t-v'i-+-q— J — q e=j — 1 — >/i-4-q=3 — Vi-vq. v'i-*-q=q ci-defîus a-*-e<=y .  -  ae— 6-WI^q — 1 — q=j • æ=5 ,  comme il parole ci à  côté. Digitized by Google r

  
    *47 DES ,E A  T  I  O  N  S. III. PROBLEME. Trouver deux nombres 1 ,  dr ni ,  dont la fomme I  -+- m fait égale à  leur produit l,m, &  qu'étant ajoutez^ À leurs quàrrez l1 ,  &• m* ,  le tout, 1‘ m1 -4-l-+-m fajji un nombre donné îo. Soit I-t-m ,  ou ml=a. Alors a1— l‘-*-ml-+- 1 1  m.' Mais I*-t-ml-t-lm =  zo ,  donc ajoutant lm par tout-, ll-t-m,-»-ilm =  io-t-lm ,  donc il y  aura a‘=:o+i "  v  v  *>« a=? • x1 x  ,  » donc -t=io+-> &  multipliant par y  * ,  il y  aura x* =  ioy*^-xy d’où x  >  y y'-t-iyu-^-u^y^yu-t-ioy.* uM-yu=zoy» u> y y>_H1yr-Hr*-«-y’-t-yr=2oy» . r*4-3yr=i8y* r> y yi-*-iy f-t-f’-H3y*-»-3yf=i8y* £Vjyf=i4y’ f>y *  '  " y*+iyq-*-qJ-t-îy’-t-5yq=J4y* q*-»-7yq=8y^ ;  •  y  V  / y— i  u=y-+-r=4q=i x=y-t-u=y. f=y-*-q =  z r=y ■+■(=) 5  doit donc être égal à  I  ■+■ m ,  &  à  1  m ,  ce qui eft le TiJ foie y  +  u  =  x foie y-+-r =  u foit y-ff=s| foie yn-q =f a*=zo-*-a i5=zo^5 -~=x— a=$ rï 77
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    148 Dï ia! Re'soldtiom deuxieme cas du Théorème précédent ,  par lequel il cfl démontré que t=i-tVi-*-q ,  8c que m=j — v'n-q, lcfqueli fatisfonc au Problème, comme on va voir l=z-t-Vi-t-q i-tVi->-q  4—1 donc l,=4-t-4V't-*-4'-»-i-t-q ajoutez a-»Vi-*-q donc l,-t-l=6-»-jv' n-q -*-1 -r q= 7 n-q-t-‘ , m=3 — v'i-t-q  3 — v'i-t-q  .  ; — 3\/iTq — 3V‘-*~q donc m*=9 — 6y/[-t-q=io — év'n-q+q ajoutez 3 — V'i-i-q m*-+-m=i3 — 7V'i-*-q-+-q m*-»-m=i3 — 7vT-*-q-*-q  donc l‘-hm‘-+-l-f-m=io — iVi-t-q-t-iq Et pareeque iv'i-rq=zq donc l«4-m’-t-l-*-m=io.   Avertissement* Dans ces deux exemples chaque refle peut fatisfaire au Problème. ■ •  .  )  '  ”  ; Dans le premier exemple j’ai poufTé I’opémion jufqu’au refle n’=uyl,ou bien n'=su j  d’où j’ai tiré 0=^71, Je pouvois ne pouder l'opération, par exempie, que jufqu’au refle p* =  t  ly’-t-yp, fie en extraire t Digitized by Google
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    des Equations. 149 ainfi la racine, donc p=Vin-iyp ,  &  à  caule que y=i, donc p=ViT-4-xp q=y-»-p=nVm-ip r=y+q=H-(/i i-t-ip f=y-t- rJ=j-»-v'i i-4-ïp U=y-H f  ryf+v'i 1-t-ïp x=y-Hi= 5+V1 t-*-»p a  =ii=x=j-f-v?ÏM-ip  e=i 1— -a=i x— 5— v^ifTp— 7— v'n-t-ip a-He=u a— J-*-Vit-(-ip ae=i4 e=7— v^n-np — Vli-t-xp — Il — ip ■  1 ae=3 }-t-Vn-«-xp — n — ip iVm-ip — ip= zéro ci-deflus 35-11=14 ae=i4 Je pouvois même poufler l’opération au de là du refte n‘=uy* .  *  :  . nl=nyl donc n  >• y  l®*1 y  -+> m  =  n donc yM-xmy-t-m*=uy im*-+-m*=ny‘ ,  ou bien im-t-m’=ii m==n — xm m=V 1 1 — xm n=y-t-m— — im p — y-f- n=y-*V n-t-im q=y-4-p=3-t'Vl 1  ~lin r=y-t-q=4-t-V 1 — un f=y-4-r= y-4-V'n — *m u=y-»- 1 = ÎWn- xm x=y-+-u=7-*-v'u — xm x— a a=7-hv'n— un Tiij > I  by Google

  
    350 De la R  e’ solution iz — a— e=ii — 7 — v'u — am=j — v'u —  im e=j— Vu — zm a-+-e=iz ae=z4_ Ce qui paroîtra en raulciplianr 7-4-Vu — zm,par 5 — v”i i — zm C’eft bien plus ,  le premier refte donne les racines de la même manière. , •  L’équation naturelle eft aM-i4=iia Donc a l=_ ii a— 24 e=n — Viza— Z4 a=v'iza— 14 -  a=Viza— 24 e=iz — a=iz — Viia — 14. ae=izViza — 14 — 113-1-24 a-4-e=iz. nv'iz — 14 — iza= zéro, donc ae=i4 ae=i4 ,  ce qui paroît en multipliant 11 — Vna — 14 par Vi ia — z4 Je ne m’étendrai pas à  faire voir les mêmes choies dans le deuxième exemple. Cela fuffit four faire voir combien Hcrigone eft borne. IV. Paoblemb. J  O  ^  Taire un quârré de zyz-t-z1 ÇOit y  nombre donné ,  &  de îy foie retranchée telle partie qu’on voudra ,  &  à  cette partie retranchée, &  à  la moitié du refte foit trouve le troifiême proportionel ,  ce troifième proportionel fera la valeur de z ,  &  la racine du quârré cherché fera z  -+- le moyen proportionel entre z  ,  &  la partie de zy. Ou, ce qui revient au même, la racine du quârré cherché fera la fomme des deux derniers nombres de ces trois proporcioneis. Digitized by Google .    J

  
    DES F  À  T  I  O  N  S. Ijt Soir par exemple y=j,&: iyz=ioz, de io ôtez i , refte.8 .donc la moitié cft 4, &  foient#i :  4  :  8  : — 8  fera égal à  z  ,  &  ioz=So ,’&z*=64 , &. ioz-t-z*=i44 q#£rié de ii, &  11 =.4-1-8. Que zy foie encore égal à  9 ,  ainfi çz-kz*. Otez }  de 9 ,  refte 6 ,  dont la moitié eft j ,  &  3  : 3 :  3  ■ — : ,  &  3=z , &  9  z  =  1 7 ,  & z*= 9, &  1  7  -t- 9  =  3  6  quârré de 6  ,  fie 6=3^3. Qu’il y  ait encore ijz+z». De ij ôtez 3 ,  refte 11 ,  dont la moitié eft 6  ,  &  foient 3  :  6: 11 s — :  m=z ,  &  ijz=i8o ,  &  Z1=i44, &  ijz-*-z* =314, quârré de 18 ,  &  18=6-1-1 z. Que fi le premier ou le troifiême proportionel eft un nombre rompu ,  la folution ne peut être en entiers. Corollaire. "T\E là il eft aifé de bâtir un triangle redangle en nombres, c’eft -à-dire de trouver un quârré, dont la racine fera l'hyporénufe du triangle, &  qui fera compofé de deux autres quârrez, donc les racines feront les cotez autour de l’angle droit de ce triangle redangle : car yl-+-iyz-t-zl eft un quârré, dont la racine cft y-t-z ; y1 eft un autre quârré ,  &  par ce problème iyz-*-zl en eft un autre. Ayant dortc mis tel nombre qu’on voudra pour y  ,  on aura en nombres un triangle redangle , y=j z=8.y-»-8=ij.y‘-t-iyz-i-z’=i69. y‘=ij.y — 1-1-z, ou 4-1-8=11, iyz-+-z1=i44. 15-4-144=169. Autre Corollaire. C  Oient pris trois nombres continuellement propor^tionelsa. b. c} rn-b-+_c fera égal à  y-t-z ,  qui eft l’hypotenufe ,  -^a-t-b fera égal à  y ,  qui cft l’un des cotez autour de l’angle droit. Ainfi foient pris 18: 6: i: — :, 18 fera =a, 6  =  b ,  &  i=c ,  Ja=9, &  U-t-b-t-c=i7 hypoténufe, dont le quârré eft 189 ,-ja-t-b=ij l’un des côtez, donc le quârré eft izj ,  &  b-t-c=8 l’autre côté, dont le quârré eft 64 ,  &  115-1-64=189 quârré de 17. Soient encore pris 16:8:4:— .••ja-*-b-*-c=îio by �

  
    IJl D  E  L  A  R. E  S  O  L  U  T  I  O  N poténufe, dont le quârré eft 400 ■> {a-4-b=i6 l’un des cotez, dont le quârré eft i56,ôcb-4-c=u l’autre côté, donaje quârré =144 ,  6c 156-4-144=400. .  Üe meme foient 8:10:5: — :  40 -4-10-4-5=6 5  ,  dont le quârré eft 4115540-4-10=60, dont le quârré eft 3600 ,  &  10-4-5=15 ,  dont le quârré =615 ,  6c 3600 ,6c 615=4115. On fera un autre triangle redangle.fur la même hypocénufe 6  5, en prenant 51:16:13:—:. J’ai pris ces trois dernières proportions, de ce que Bachet dit que 4115 peut être divifé quatre fois en deux quârrez, dont les racines font 60 ,  6c 15 ,  de quoi je m’étois apperçû , &  encore 63 ,  8c 1656 ,  ôc 33 ,& 51 ,  39. C’eft fur les hui. tième 6c neuvième queftions du deuxième livre de Diophante à  la fin. Avertissement. E  Corollaire peut être encore démontré d’une autre manière. Soit |--»-b-4-c l’hypotenufe d’un triangle rectangle ,  il^-b l’un de fes cotez ,  6c b-4-c l’autre. Le quârré de l’hypotenufe fera égal à  la fomme des quârrez des cotez t  6c les termes Temblables étant retranchez ,  il reftera a  c  du quârré de l’hypoténufe ,  ôc b* de la fomme des quârrez des coter, 6c a  c  fera =bl ,  donc a:b:c: — :,où a  eft double de £  premier terme de l’hypotenufe -j-4-b-HC. Avertissement. .  • 0  Corollaire précédent on peut tirer l’art de divifer un nombre quârré en deux quârrez. Il faut fur fa racine, comme hypoténufe , bâtir un triangle re&angle. Avertissem EN T. P  T  autant de fois que fur une même hypoténufe on pourra bâtir en nombres un triangle redangle ,  autant de fois on divifera en deux quârrez, le quârré de l’hypoténufc. V. PROBLEME.

  
    DES E’ Q^U A  T  I  O  K  s: «55 V. PROBLEME. T’Ai cru que par cette voye il me feroit aifé de dé- J  q  A J  montrée ,  qu’on ne peut trouver en nombres ,  deux * ■cubes qui foient égaux à  un cube. Soie un nombre quelconque a-t-b-+-c ,  dont le cube foit a'-^a’b-t-ja'c , -*-3ab--t-6abc-t-b»-»-3ac,-+-}cb*-»-3bc\ Soit a-nb une portion quelconque du nombre a-t-b-t-c, dont le cube fera a1 4-5ab-t-3ab‘-t-bs ,  &  foie t-t-c une autre portion, dont le cube fera b^b'c-^bc’-t-c». Je fuppofe que les cubes de a  +  b,&de b-»-c foient égaux au cube de a-*- b-*-c. J’ôte de part &  d’autre les termes pareils, &  il me relie b* d’une part égal à  ôabc-t^a’c , H-3ac*-t.c» d’autre part. Donc 6abc-*-3a’c-»-3acl-t-c} eft un cube ,  donc 6abc=a> ,  &  divifant par a ,  6bc=a* * &  pareeque ces deux cubes font égaux ,  leurs racines font égales ,  fçavoir b=a-«-c. J’ai donWeux équations 6bc=il ,  &  b=a-«-c. Donc multipliant cette derniere » équation par bc, j’aurai 6bc=6caH-6c* •, mais 6bc=a% qui eft la première équation, donc a*=bc’-4-6ca.. a>c foit c-*-d =  a cM-icd-*-d’=6cM-6c,-*-<!>cd=iic1.**6cd d*=iiclH-4cd d  >  c  foit c  h- f  —  d c!-+-icf-*-f,=iic,-t-4C,-*4cf=i5c,-»-4cf f‘=i4C!-»-icf f  >  c  foit c-+-g =  f C1-HlCg-4-g,==I4C*-«-lC,-4-lCg=l6c’-t-lCg g»=ijc. Donc c  eft un nombre fourd ,  donc a-j-b-*-c eft un nombre lourd contre l’bypothele. Je n’ai pas examiné fi par la meme voye on ni dcmontreroit pas que de toutes les puijfances au-deffus dit quarri ,  aucune ne peut être divifée en deux autres puiffances de mime nom ,  &• fi deux ou trois exemples ne feraient pas voir que la démonfiration s’étendrait à  tout. C’efi une zed by Googl (
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    IJ4. De la R  e' solution observation de feu M. de Fermât fur U  huitième queftioit du deuxieme Livre de Diophante. VI. PROBLEME. ioy D  Ivifer xj en deux quarrez. II faut trouver xl-*-y’=ij. Soit j — z=x, &  j — u=y. Puifquc*j=z=x,donc ij — ioz-4-z 1=x* Puis j— u=y,donc xj — iou-*-u,==y* Donc jo — ioz — iou-4-z,-4-u,=yt-*-y‘=2J Donc xj — ioz — iou-t-z,+u,=o Donc x5-*-z'-4-u*=roz+iou. Il y  a  autant raifon de fuppôfer z> u  ,que de fuppôfer u  >  z. Soitdoncz>u ,  foie u-+-f=z Donc XJ-i-U’-t-ZU f-4- f1-t-U’=:I0m-10 f+IOU XJH-XUM-XUf-t-f’ssXOU-t-Iof Donc f> u  f°*c u  +  r  =  f. xj-v-xu,-»-xu,-+-iur-+-u‘-*-xur-*-r,=xou-t-icm-ior i  ju1 r ‘-+-4U r==3 o  u-»- 1  or Donc r>u foit un-q =  r •  1j-t_fu*H-u*-iTXuq-i-q,-+-4u,+4uq=30U^-ICjU^l0Cl x  j -t-q3-+- 1  ou’ -t- 6  u  q=40 u-m o  q q>u foit u+p=q i  j^-u’^-iup-t-p’-^-i ouM-6 u’-i-6up=4C u-m ou-*-i cp 1j^_p>H-i7u*^-3up=jou-nop 1 p>u foit u-+-n=p lj^.ui^.iun-»-n,-Hi7U«-t-8u,-»-8un=jou-hiouH-ion ij+n*-t-x6ul-t-ioun=6ou-Hion jj ^  u  foit u  +  m  =  n j  j^-u‘-»-xum-»-ml-i-x 6u*-»-i ou ‘-t-i oum= 6  ou-4-i om-w ou xj-f-m‘+37U*-Hium=70u-+-iom m>u foic u-+-I=m ( I / Digitized by Google
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    DES E’ <^U A  T  I  O  N  S. Ijj lJ-HU‘"*"lul-4-I,-t-37U’-«-I2Ul-t-Ilul==7OU-4-I0U-t-Iol zj-*-l H-5ouM-i^.ul=8ou-t-iom ,  où les préfix font égaux. r=u-i-q=6 f=UH-r=7 z=u-i- r=8 X=J— z=5— 8=— 3.X*=J y=5— u=î— 1=4 y U  =  I 1  =  1 m=u-t- 1  =1 n=u-+-m=3 p  =  u-+-n=4 q=UH-p =  5 VII. Problème; I^Ivifer 1 69 en deux quarrcz. Il faut trouver x*-j-y* j  q  ^ =167. Soit 13 — z=x,fici3 — u=y. Puifque 13 — z=x, donc 169 — i6z+zl=x* Puifque 13 — u=y,donc 169 — i6u-Hi,=y* Donc 338 — zéz — x6m-zM-u,=xM-yl=i<>9 Donc 169 — zéz — zéu+z'-H^so Donc i69-t-z*-Hi*=i6z**»i6u Donc z>u foit u-+-f=Z Donc 169+uM-iu f-t-f*+u?=z(îm-i6f-n6u i69-t-iu‘-*-zu f+f>=jzu+iéf Doncf>u foit u-»-r =  f ié9-»-zu’-t'ZU1-».zur-»-u*+zur+r'=jzu+z6u-*.zér 1 6  9+ yu’^-4ur-»-r!=78u-»-z6r Donc r  >  u  foit u  +  q  =  t 1 6  9 -t- ju1-*-4U,-*-4uq-Hi‘-+-zuq-»-q*=78u-t-2 6m-z6 q j69-HOU1-*-6uq+ql=j o+u+ziSq Donc q >  u  foit u-+-p =  q; 1 6  9 -+■ zou1-*- 6uM- 6up*4-u'-*-zupH-p’=:io4m-z6m-z6p lé 9  ■+■ 1 7U* .+■ 8^.*-»- 8  un+u’-t-zun-t-n* =13 o  u-t- z  6p Vif gitized by Google 1

  
    156 De i  a  R. e' solution Donc p>u foie u-4-n==p i69-t-i7u*-*-8ul-t-8un-i-u*-*-zun-»-n*=i}o^-i-i6n-4-ién s69-+-i6u,-noun+n,=ij6u.*-z(>n . Donc n>u foie* u-*- m  =  n i  G  )  -hi ^a'-fiou'-t-iounn-u'-t-iu m+ m’ = 15 6u-t-z 6  u-*- 1 6  m 1 69-1-3 7U*-i-iuuTi+m‘=i8iu^.i6m Donc m>u m  •  foie u-*-l=m i63+37ui^.iiu5-niul-ml-4*zul-t-l’=ii8iu-n6u-*-i6l i^+jou'-t-i^-ul-td'szïioSu-nél.ôù les préfix font égaux u=i li=I . m=u+l=t n=u-t-m=3 v. p=u-*-n=4 q=u+p=y r=m-q=<>. x=i3 — 2—13 — 8=j. xl=i5 f=u-*-r=7. y=i3— u=j3— 1=11. y'= z=.u-i-f=8 Avertissement. • A  Mefure que 1’abfolu eft plus grand ,  l’extra&ion des '  racines e(l plus laborieule ,  6c elle elt prefque impraticable ,  quand les hautes puifianccs des racines font en un même membre de l’équation, 6c accompagnées d’un grand abfolu. Que fi ces équations peuvent avoir plusieurs folutions ,  l'embarras devient plus grand, parceque prefque après chaque fouftraction ,  on peut prendre les deux partis contraires, c’eft-à-dire,fouftraire réciproquement les deux racines l’une de l’autre. Oucre le péril de tomber dans des équations ,  dont les racines font des nombres compôfez entre. eux }  il faut dans ces occafions fe borner ,  &  ne pas fuivre toutes les variations ,  ce qui pourroit être un travail infini. Digitized by Googl
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    DES E’ QJ7 A  T  I  O  N  S. . VIII. PROBLEME. >57 'T’R.ouver un ndmbre qui divifé par xS ,  laiffe ij ,  par 19 laillè io, &par ry laiffe 7. Je commence par les I  Oy deux dernières conditions, qui contiennent les nombres les plus fimples, &  je chèrche un nombre z,qui divifé par 19 ,  laiflè jo, &  qui divifé par ry, laiflè 7. Puifque z  divifé par 19, laiffe 10, donc z — 10 divifé par 19 ne laiffe rien. Soit- =x,donc i9X=z — io, donc z=i9X+io ,  &  c’efl la-prémière équation. Puifque z  divifé par iy ,  laiffe 7, donc z— 7  divifé par îy ne laiffe rien. Soit— — -  =y, donc z  —  7=1 yy * .  donc z=îyy-«-7 ,  &  c’eft la deuxième équation. Il faut réduire ces deux équations à  une 5  puifque z=i9X-t-io,& que x=iyy+7, donc 1  yy ,où le nombre abfolu eft 3. ^  Je puis faire mes équations d’une autre force par l’addition. /  • 10. Puifque z  divifé par 19 laiffe 10, donc ajoutant 9 à  z ,  z-t-9 divifé par 19 ,  ne laiffe rien. Soit—— =x, donc i9X=z-<-9 ,  donc z=i9X — 9. *9 10. Puifque z  divifé par iy laiffe 7  ,  donc ajoutant S à  z, Z-+-8 divifé par iy,ne laiffe rien. Soit — x> donc i9X=z-4-9 ,  donc z— 19X — 9. 30. Puifque z  diviïe par ry laiffe 7, donc ajoutant S à  z, z-*-8 divifé par ly ,  ne laiffe rjen. Soit- =y,donc z+8=iyy,donc z=iyy— S. Pour réduire ces deux équations, puifque z=iç)X— 9, .  V  iij 1 1. red by Google

  
    158 *Di la R  e' solution &  que z=ijy — 8  ,  donc 19X — 9=157— 8  ,  &  tranfpôfant los nombres négatifs i9X-t-8=ijy-*-9 ,& retranchant 3  de part &  d’autre, relie i9X=ijy-M ,  &  ici le nombre abfolu n’étant que l’unité, au lieu que dans la jrédu&ion précédente le nombre ablolu ctoit j  ,  il fera plus naturel de procéder par cette nouvelle rédudion, quoique ces deux équations foient également aifées à réfoudre. 11 faut donc réfoudre cette derniere équation i9x^i5y +  i foie x-i-u=y foie u  +  r  =  x foie u  +  q=r O foie u+p =  q Le préfix 4  eft égal au préfïx 3+* Donc p=i j  £& u=i Donc u+p=q=a u-t-q=r=3 |  x-+-u=y=y u+r=x=4 !  z— i?x — 9=67.2 encore =jyy— 8=69, Maintenant fi 6 7  divifé par i8,laiflbit 13, le problème feroit rcfblu ,  mais 67 divifé par 18 ,  laide 11. SiDonc y  >  x .Donc I9x=i5x+i5u+» Donc 4X =15114-1 Donc x  >  u Donc 4u+4r=i3u+i Donc 4r=nu+i Donc r  >  u Donc 4U -*-4q= 1 1 Donc 4q=7uVi Donc q  >  u Donc 4U+4P >  7U+1 Donc p> 3U-M . < r~ Digitized by Go l l

  
    DES E’ QJJ A  T  I  O  N  S. iy9 donc à  <>7 j’ajoûce un nombre qui divifé par 19 8c par iy ,  ne laide rien ,  &  qui divifé par^i8 laifle 1 ,  ce nombre joint à  67 étant divifé par 18 ,  laidcra u-+-x*ou tj ,  6c divifé par 1.9 ,  il Iaiffera 10, 8c par ty il laiflèra 7. Or la prémiére de ces conditions, qui eft de ne laifler rien, étant divifé par 19 ou’par ly, ne peut convenir qu’au produic de 19 par ij,qui eft i8y, 6c à  fes multiples. Et pour la deuxième condition requife ,  qui eft dç laifler 1 ,  i8y n’y fatisfait pas, 8c s’il ne laifloic rien ,  je problème feroit impoflible ,  mais étant divifé par 18, il laiffe y. Il faut donc chercher un multiple de i8y,que j’appellerai x8yq ,  lequel étant divifé par 18 ,  laifle x. . Or i8yq=i8oq-*-yq, 6c x8oq divifc par i8,ne laifle rien, il faut donc chercher yq.qui divifé par x8, laifle x, ou qui foit égal à  un multiple de 18 , 6c x  au de-lâ. Ainfi yq=^r-*-x ,  te qui fe doit réfoudre par l’opération précédente. Puifque yq=x8r-*-i Donc q> r  • foit r-*-p=q Donc yr-*-yp=i8r-t-x • Donc yp=i3-»-x Donc p  >  r  • foit r-*-n =  p Donc yrf yn=ijr-4-i •  ■ Donc yn=i8r-*-x Donc n  >  r foit r-4-m=^n Donc 5r-t-ym=i8r+i. Donc ym=i3-M Donc m  >  r foit r-t- l  =  m Donc. yr-*-yl=ijr+t « Donc yl=8r-+-x Donc 1  >  r foit r+k =  l Donc jr+jk=8rH'q v  •  ■ .  .   �

  
    ifio De la R,e’so'lotios Donc jk=3r-n, où les préfix font égaux de parc fie d’autre. k=i ,  St nfc=i r-i-k=l=i • multipliez z8y r->-l — m=3 par 6=c, r-*-m=n— 4 • i7io==z8jq r-t-n=p=5 ajoutez 67 r-t-p=q — 6 • 5q=30 — z8r+z =30 1777 nombre cherché ARTICLE V. Des Suites ,  ou Séries ,  ou Approximations. L  Es approximations des racines d’une équation ,  font des valeurs approchées de leur véritable valeur. • Les fuites ou fériés ne font autre chôfe que la fijfte naturelle des fouftra&ions qui font le détail d'une ranon. Exemple pris du décail par lettres de la raifon ,  que l’on appelle moyenne &  extrême raifon, qui n’a qu’une fouftraction à  chaque grade, fie dont l’équation eft a*=b*-*-ab. • Equation a‘=b*-t-ab. a=i. b=i. a=b. ab=r. L’équation vaut donc i=n-r, ce qui eft i  —x ,  fit divifant i  fie • i  par 2 ,  ce fera i=-| ,  où la différence eft {. a>b. Soit b+c=a b’ 1  bc-t* c* = b  *  ^  b* b  c cvbc— b* b=i .c=i .  b-t-c=a=z .  a’=4. b> c. b*=i.ab=z. L’équation proEP fée èft donc 4=i-+-z ,  ou ien 4^=3 ,  &  divifant pUr 4 „ c’eft ,  fit la différence eft I '  4 Soit c-wl=b ♦  cM-xcd Digitized by Googl J

  
    DEJ E' Q^U A  T  I  O  N  S. i6l c1 -+-i cd-t-d1 =+cl-t-Cl -+-cd d‘-*>cl =  c* Casl. d  =  i. c-+-d =  b  =  i. b1 =4. b-t-c =  a  =3. a1 =9 s  ab =  6  r  donc l'équation eft -  .  9=4-»- 6, ce qui cft 9=10. divifant par 10 795 =  t§, la différence eft r Les différences ou les reftes vont toujours en décroiffant, &  par confcquent ce font autant d’approximations de la valeur des racines &  des approximations de l’entière réfolution de l’équation par la fuite des diminutions des différences, dont l’entière cefTation fait la rëfolution:fçavoiren un nombre cèrtain de fouftraclions, quand a  :  b  raifon des racines cft de nombre à  nombre, ou dans une infinité de fouftraclions ,  quand a  :  b  cft raffonfourde. ‘  Des mimes approximations &  des mimes fuites ou fériés par membres. J’Ai démontré *  que dans le décail d’une raifon ,  chaque tout contient ou vaut le premier tout de chaque grade fuivant. Ainfi la racine a, qui eft le premier tout contient ou vaut le premier tout de chaque grade, horfmis le prémier. Ainfi encore b ,  qui eft la deuxième racine, &  le prémier tout du deuxième grade, vaut le prémier tout\ lu troifiême grade, &  celui des grades fuivants. Et enfin ,  a- —  b ,  qui eft la différence de ces racines, &  prémier tout du troifiême grade, vaut le-prémier tout du quatrième grade ,  &  celui de chacun des grades fuivants. Ec c’eft ce que l’on appelle approximations &  fuites ou fériés dans lefquelles plus on prend un tout éloigné du ’prémier plus on approche des valeurs qu’on chèrehe. X

  
    \6i De la R. e’ solution Suite ouS irie en nombres de la moyenne &  extrême raifon. ï, — >  -*-» — 5 ,  — 3-^j ,  h-î — 8  , — S-4-13 , ■+-13— il,— im-34 ,  -4-3+— ÎJ b=— ï-4- 1* ,  -+-Ï— î  » — 3-M >  +5 —3 ,  —  8-4- J.-+-1 3 — 8 ,  &c. a— b=- J-hÏ ,  -K— ï ,  —  3-*-5 »  &c. Equation é^b'-i-ab Dans ces fériés les termes de a chaque refte font en telle raifon ,   b 33* qu’elle exprime ‘toutes les fouftraciions faites jufqu'à celle ,  dont cft ce refte inclufivement. Et comme plus on fait de fouftra&ions de fuite ,  plus on marche vers la réfolution de l’équation ;  il fuit que chaque refte eft une nouvelle apÎ>roximation vers cette réfolution , bit qu’elle arrive dans un cèrtain nombre de fouftradions ,  foit que l’on n’y puifle parvenir que par un nombre infini de foüftraclions que ,  la feulé Géométrie peut faire tout d’un coup par une ligne courbe tantôt d’une nature ,  tantôt d’une autre. Je reviens aux fériés par lettres ,  qui ne font autres •  que la table générale de la raifon géométrique ,  &  l’on voit bien que la fuite que je viens de donner par nombres, n’eft qu’un cas de cette table générale ,  où l’on fuppôfe que tous les multiplians, £, f, t  ,  3 ,  ne font chacun que l’unité. i> a — b — a-f-âb H-a-b — H->b — ?b — a  H-1 b "Ha — jb — Sa-Hb -Ha: — jb — ja-Hb H-ra — 8b — n-f-sb HH a— 8b —  *  -4-1 jb “Ha— —  8aH-ijb “H }a — 11b e r \ .  t Digitized by GoogI

  
    des E’ <tv A  T  I  O  N  S. 163 ARTICLE VI. Examen le la Table generale des Grades des raifons géométriques ,  qui fîrt de lemmes. I. Avertissement. D Ans chaque relie des grades en rang- pair, l’un de^ termes fera la racine b  avec J’unité pour préfix. Car le deuxième grade n’eft que le produit du prémier grade mulriplir par f, &  outre.cela le terme -t-ib. Le quatrième grade n’eft que le produit du troifiême multiplié parq, plus le deuxième grade dans lequel eft le terme -t-ib. Le fixiême grade n’eft que le produit du cinquième multiplié par ç, plus le quatrième grade dans lequel eft le terme -+-ib -, &ainfi de fuite à  l’infini. Donc, &c. c. g. f. d. .. IL A  V  E  R  T  I  S  S  E  M  E  N  T. T  A  fomme des préfix d’a dans le dèrnier refte d’un grade, étant multipliée par la fomme des préfix de b  dans chaque refte du grade fubfcqucnc ,  le produit fera égal à  la lumme dps préfix d’a dans chaque refte de ce deuxième grade multipliez par les préfix de b  du dèrnier refte du prémier de ces deux grades ,  à  l’unitc près ,  qui fera toujours la différence de ces deux produits. . Car chaque refte du deuxième de ces deux grades, n’eft que le dèrnier refte du prémier multiplié par une même lettre, à  l’unité près, qui eft le préfix de b  dans l’un dps deux relies ;  donc les préfix d’a font en môme railon aux préfix de b  dans ces relies de l’un &  l’autre {'rades :  doncces préfix multipliez en croix doivent faire es mêmes fournies, à  l’unité près ,  qui eft toujours leur différence, ç. cj. f, d. I08 IO9 Xij î)igitized by Google
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    I  10 164 De la Re’solutioh I. Corollaire. pOmme ces deux reftes confécutifs ont les mêmes préfix, foit qu’ils foient %  d’un même grade, ou de deux grades dîfférens, il s’enfuit de l’ Averti iTemenr précédent, que leurs préfix multipliez en croix., doivent toûjours faire une même fomme à  l’unité près ;  parceque le premier d’entre eux peut être le dernier de fon grade, Sc l’autre être le premier refte du grade fuivant, cela ne dépendant que'de leurs lignes, &  ngp de leurs préfix. II. Corollaire. "p\ E  là s’enfuit qu’un même refte a  toujours cette pro. priété ,  pour le moins avec deux reftes différens ,  fçavoir avec le refte qui le précédé immédiatement, &  avec le dernier refte du grade qui précédé celui, dont eft le premier de ces deux reftes. Ainfi par exemple. Les préfix i ,  8c 3  du dèrnier refte du prémier grade avec 1 , 8c 4  préfix du prémier refte du deuxième grade multipliez en croix ,  font 3 , 8c 4, dont la différence eft l’unité :  avec 1  — 2 , 8c 7  préfix du deuxième refte du .+. i deuxième grade ,  ils font 8  ,  8c 7  ,  ■+■ 1 8c avec ceux du troifiême refte du —  1 même grade, ils font 9 , 8c 10, où —  14toujours l’unité eft la différence :  —  3  44  8c ri préfix du quatrième refte —  44-13 du deuxième grade font 40, 8c 39 4- j  —  1 6 avec 3  8c 10 ,  préfix du refte immé- 9  29 diatement précédent ,  parceque cela devxoic être ainfi ,  Il 4  8c 13 avoient des' lignes contraires à  ceux qu’ils ont ,  8c qu’ils commençalTenc un autre grade, 8c les mêmes 48c 13 font 12, 13 avec 1, 8c 3  préfix du dernier refte du grade antérieur, comme il a  été remarqué. Enfin j  8c 16 ,  préfix du prémier refte du troifiême grade ,  font 6j ,  8c 64 avec 4  8c 13 ,  préfix du dèrnier 1 — i —  î -t-4 7 10 4-9 r .  r Digitized by Google

  
    DES E' Q^U À  T  I  O  H  S,' l£y refie du grade précédent, &  les mêmes préfix j& i6fonc jj& 1 6 avec les refles du prémier grade, comme fi le refte 5  —  1 6  avoir d’autres fignes ,  ainfi —  )  -i- 1 6 ,  &  qu’il fût encore du deuxieme grade. Le dernier refte 9  6c 19 ,  auquel je n’ai pas donné de fignes, fera 145- ,  &  144 avec j  &  16 ,  prefix du refte précédent ,  fi je mets — de'vant 9  ,  &  -+- devant 19 ,  ce qui *  commenceroitun autre grade ,  &  fi au contraire je mets •*-9 — 19 ,  ce qui fera continuer le grade, alors 9  &  19 avec 4  &  13 , prefix du dernier refte du grade antérieur, feront 116 ,  &  117. Tous exemples, où l’on voit que l’unité eft conftamment la différence des prôduits. Donc, &c. Avertissement. On voit bien que cette comparaifon des reftes peut être variée infiniment. ARTICLE VI. A Section Deuxieme III Des Equations du fécond degré. ■ A  __ ♦ Problème. COnftruire les formules des équations régulières du fécond degré. Soient pris à  diferetion dans la Table deux reftes difl fignes &  confécutifs ,  que j’appellerai reftes générants ,  & lelquels je fuppôfe faire proportion, que j’appellerai proportion générante }  avec les deux racines a  &  b, dont je fuppôfe toujours a  plus grande que b. Et multipliant enfemble les extremes, &  encore cnfembleles moyens, les produits de ces deux multiplications feront égaux, cette égalité, étant réduite aux moindres termes affirmatifs, fera une formule d’une équation du deuxième degré. Soient pris, par exemple, pour reftes générants, le prémier ôc le deuxième reftes de la Table, &  foit la pro’  X  iij, % ) Jiqi’incc b  y  Cooglc

  
    'O O * 166 D'i L  A  R. E* SOLUTION porrion générante a  :  b  :  :  a  —  pb :  —  fa-*-fpb-*-b. Le* produit des extrêmes —  fa1 -+- fpba -+■ ba fera égal au produit des moyens b  a  —  pb* ,  &  cette égalité étant réduite à  celle-ci fal =  pbl-»-fpba fera la prémiere formule d’une équation régulière du fécond degré, donc tous les termes feront poncifs. I  I  2  La fappoficion que je fais dafis ce problème n’eft pas vaine *  car quand je fuppôfe la proportion générante ,  & que par exemple je mets a:pb::a — pb: — fa-*-fpb-i-b,&que je conclus que le produit des extremes fera égal au produit des moyens, je fais ce que je fuppôfe. Je détermine la valeur d’a :  b  fur ce piéd-là ,  c’eft-à.dire fur la valeur qui rend l’équation vraie. Corollaire. Comme je fuppôfe toujours que dans la raifon a  :  b; a  marque le plus grand terme, de-là il s’enfuit que dans la proportion générante, le prémier refte générant, eft {>lus grand que le fécond, &  d'autant qu’ils expriment es reftes des deux grades confécutifs ,  il s’enfuit auffi que le prémier refte générant eft déterminé à  marquer le dernier refte de fon grade, &  par conféquent que le fécond étant plus petit que le prémier, comme b  eft plus petit que a ,  il marque auffi le dernier refte de fbn grade ,  car le dernier refte d’un grade antérieur n’eft plus grand que le fêul dèrnier refte du grade fubféquenc, &  en continuant la raifon on formera, d’abord le prémier refte d’un nouveau grade. Avertissement;. I  I  zj. J\Æaîs je puis dans la proportion générante renvèrfcr l’ordre des deux reftes générants. Par exemple foit la proportion générante a:b::a. — pb :  -t-fp b-t-b ,  dans laquelle les reftes générants font, félon l’ordre qu’ils ont dans le détail de la raifon &  laquelle me donne l’égalité générante —  fa1-*- f  pba-+- ba=ba — p b1, &  l’équation fa1=pb!-t-fpba. Je puis, dis-je, renvèrfcr l’orr r r \ r Digitized by Googf

  
    •  DES. E’ C^U A  T  I  O  N dre des reftes générants, &  prendre pour proportion générante a  :  b  :  :  —  fa fp b  -+- b  :  a  —  p  b ,  où le refte générant, qui eft le prémier dans le détail de la raifon ,  fe trouve moindre que le fécond refte générant ,  fi bien 3ue foufttayant le premier du fécond pour continuer le étail de la raifon ,  il fe trouve que le refte luivant eft con ligné au fécond refte générant, &  qu’ils continué le grade. I. Corollaire. * T^U Corollaire 8c de l’a vertiflement précédent s’enfuit j  j *^que les deux reftes générants ,  font les deux reftes , qui doivent continuer le détail de la raifon d'a, à  b ,  ils vont atfiener des grades pareils aux prémiers ,  que la raifon a  :  b  a  déjà amenez, 6c qui font un période ,  que ces nouveaux grades feront le fécond période, lequel finira j>ar deux reftes ,  qui feront comme les générants en raiion d’a, a  b, 8c qu’infi ce détail fera une fuite de périodes pareils en tout ,  qui ne finiront point. II. Corollaire. y  i  Es préfix qu’ont a  ,  8c b  dans les reftes générants ,  t  r  f font ceux que les puiflances a1, 8c b1 ont dans l’équa- ^ tion, puifque la multiplication par a  6c par b  ne les change point. III. Corollaire. ^Hâque racine eft affe<ftée de lignes contraires dans ^  les deux reftes générants, 8c les lignes d’a ,  6c b  font contraires dans un même refte générant. Donc les racines a, 8c b ,  dont l’une eft un refte générant, 6c l’autre dans l’autre refte générant ,  ont un même ligne j  donc le plan aj^ a  le même ligne dans l’un 6c dans l'autre membre de l’égalité générante. C’eft pourquoi dans la réduction que forme Péquation, le plan ab a  pour préfix la différence des préfix ,  qu’il a  dansTis deux membres de l’égalité générante ,  6c»fi cette différence eft le zéro ,  le plan a_b s'évanouit ,  8c ne paroit pas dans l’équation. 1 17

  
    i63 De la R  e’ solution. Avertissement. j  j  §  -L'Anstoutccquiaércditcy-defTus^ln’eftpointfuppôfi} que laraifon b  : a — bp, qui eft celle du retranché b  au prémier relie, Toit égale à  la raifon a  :  b, &  que a  :  b  :  a— pb foie en raifon continue ,  mais on le peuc fuppôfer. Et ainfi la proportion étant a  :  b  :  b  :  a  —  p  b  ,  les relies générants font b ,  &£ — Donc b1 produit des termes moyens ■ —  a* —  pba ,  produit des extrêmes, &  cette égalité fe réduit à  cette équation al =  b1-»-pba, qui eft, comme on verra dans la fuite, la plus fîmple formule d’une équation régulière du deuxième dégré. Toutes ces véritez s’éclairciront davantage dans le? hypothélès, ou exemples en nombres. ÿ «  I. PROBLEME. T  T  pOnflruire Péquation régulière &  périodique du fe1  1  J  '^'cond dégré ,  dont le période foit preferit ,  c’eft àa dire que l’ordre des grades ,  qui feront le période foir preferit", &  que le nombre des fouftra&ions de châque •  grade foit auflî preferit. i o. Il faut bâtir le période prefrrit. Par exemple foie le période de deux grades, dont le prémier ait deuxfouflraéiions, &  deuxième trois, ainfi. 2°. H  faut que la colomne foible, c’eft-à-diire celle,’ a  b  dont les préfix Jont les plus pe^  j  rits ,  foit *  fous la plus grande ra•  .  j  j  cinc. i°; Il faut fuppôfer la pra. +  I+ 5  portion que j’ay appellée gêné. rante ,  dont a  :  b  foitla prémière —  3  -4- 7  raifon (  où je fuppôfe a  >  b  ) relie ajouté >1-4—? ôt quç-la fécondé foit entre les dernier^ Î7 r Digitized by Google

  
    DES E'q^ü ations. iCç derniers refies des deux grades ,  que j’ai appelles les relies générants. Ainli a  :  b  :  :-+-a —  z  b  :  — 3  a  -4- 7  b Ou bien ainfi a  :  b  :  :  —  3  a -+-7 b  :  -4-a —  1  b Au premier cas on aura cette autre équation ab —  z  b‘ =  —  3  a1-»- 7 ab 3  al =  zbl-+-6ab Au fécond cas on Q^ra cette autre équation —  3ab-t*7b1 =  al —  zab qui fe réduit à  7  b1 =  a1 -h a  b 40. Si l’on fe détermine au prémîer cas ,  il faut que le relie a  —  z  b  foit plus grand que le relie —  3  a  -t- 7^. Il faut fuppôfer que le lixième relie, que j’appelle, refte ajouté ,  donc les préfix doivenc être 4  fous a, &  9  fous b ,  ait le ligne -4- devant 4, &  le ligne —  devant 9  j  ainli -4- 4 a  —  9b. Car cela ne pourra être, qu’on n’ait louerait le relie — 3  a -4- 7  b  du relle-4-azb. De forte que le relie —  4a-4-7 b  fera fuppôlé plus grand que le rdle 4  a  —  76 j  &  en ce cas-là fe deuxieme période qui commencera par le relie -4-4a— 9b, fera conligne au-prémier. Mais dans le fécond cas ,  où a  b  l’on fuppôfe le lîxiême relie , -4. 1  . —  i  ainlî — 4a-+*9b, ce ne pourra j   z  être qu’en foullrayanc a  —  zb •   1  de — 3 a -4-7 b, &  alors le relie ^  ia — z  b  fera fuppôle plus petit 1  ■+■ î  que le relie —  3  a  -1- 7  b  ;  &  le —  3  7  deuxième période ,  qui comreflc ajouté —  4-1-9 mencera par ce relie -  4.1.4.9b, fera dilfigne au prémîer. i°. Il faut démontrer que l'équation 3  8*=^ b* -4- 6a b ell périodique. Elle ell formée de cette proportion a  :  b  :  : Y

  
    170 De la R  e’ solution a  —  1  b  :  —  31-1-7 b; donc puifque la raifon de ces deux relies a-ib: —  3  a  -»- 7  b  ,  eft égale à  la raifon a  :  b ,  il fuit que les fouïtra&ions de ces deux raifons font pareilles, &  que celles de la raifon a: b  donnant d’abord ( conftruct )  le période prefcrit de deux grades, i ,  3  -, aulïï les foullradlions, qui en continuant cette raifon feronc faites entre ces deux relies a  —  :  b ,  &  —  32-1-7 donneront d’abord le même période. Mais ces relies a —  1  b  , & — 3a -+-7 b ,  doivent par leurs fouflraclions donner le fécond période de la raifon demandée; donc la raifon demandée aura les deux prémiers périodes pareils ;  donc les, deux derniers relies des deux dégrez du fécond période feront dans la raifon a  :  b. Donc par leurs fouflractions ils feront un troifiême période pareil aux deux prémiers ,  &  ainfi à  l’infini ,  lequel fera configne au fécond ,  comme le fécond l’a été au prémier. •  • 10. On démontrera de même que la raifon de l’équation 7  bt=al -t-a b  fera tous fes périodes pareils au prémier, mais dont le troifiême fera dilfigne au deuxième, comme le deuxième l’a été au prémier, &  ainfi alternativement les périodes feront confignes ,  mais toujours deux périodes de fuite feront dilfignes. Donc ,  &c. c. q. f. b. Autre Exemple, S  Oit le période prefcric de trois grades ,  dont le prémier &  le troifiême foient chacun d’une fouflraélion ,  &  que le deuxième grade foit de deux ,  &  qu’il faille trouver l’équation régulière du deuxième dégré, qui foit périodique, 5c donc les périodes foient pareils au période prefcrit. Soit a  fuppôfé >  b. H- a  —  b —  a  +  ib —  za-f-3 b h- 3  a — 4b V. ,  Digitized by Google
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    [ DES E' QJÜ A  T  I  O  N  S. 17, i°. Soit la proportion a:b:: —  x  a  3  b  :  3  a  —  4b Donc — xab-t-3 b1 =  3 a1 — 4a b ce qui eft 3b'-»-iab =  3al Cette équation fatisfera au problème, &  le deuxieme période fera diflïgne au premier. x°. Soit la proportion a:b::3a —  4b x  a  -+-3 b •  Donc3ab —  4b1» — xa’-^ab Donc xa* =  4bl, donc a! =  xb‘ Cette équation fatisfera au problème ,  le deuxième période fera configne au premier. Les démonftrations font ici pareilles à  celles de l’exemple précédent. A II. PROBLEME. TTNe équation régulière &  fourde du deuxième dégré, ^  dont les hautes puiflànces ne foient pas toutes deux dans le même membre de l’équation ,  étant donnée , démontrer qu’elle eft périodique. Soient trouvez les relies du détail de la railon de fes deux racines jufqu’à ce que les préfix des deux puiffances y  parodient, lis y  paroîtront, *  &  cehri dé la plus grande puillance paroîtra *  dans la colomne foible. Et puifque la raifon eft fuppôfée fourde, les préfix de fes deux puillances paroîtront en 4eux relies differents , qui feront en deux grades différents, mais confécutifs. Et pour fçavoir lequel de c es deux relies fera le plus fort, foie trouvé un relie de plus, que j’ai appellé le rtjle ajouté j  &  celui de ces deux prémiers relift, qui fe trouvera configne au relie ajouté ,  lera le plus fort, &  l’on aura une proportion ,  dont les termes feront ,  i°. la plus grande racine a ,  xQ. la plus petite racine b, 30. le plus grand des deux relies, où paroîtront les préfix des deux y  jj litized by Google 1

  
    1 i-ji De la Re’solütioh puillànces, 40. le plus petit de ces deux reftes. Puis le produit des extrêmes étant égal à  celui des moyens ,  ce fera l’équation propôfée. E  x  E  m  r  L  Ej 122 Soit l'équation propofce 7b1-*- 8  ab =  3  a1, dont a  eft la plus grande racine, &  foient trouvez fes reftes jufqu’à faire paroîtrc lespréfixdcs puiflanccs. Le préfixée b^qui eft 7, paroîtra dans la plus forte colomne au cinquième refte, &  le préfix d’a qui eft 3  ,  paroîtra dans la foible .  colomne au fixiême refte. Et parce que le cinquième refte k  trouve configne au feptiême,qui eft le refte ajouté, il s’enfuit qu’il eft plus grand que le fixiême refte. JL b 3 —  I 4-1 >î 1 1  1 4-1 74-1 6 17 ~3 4-t 74-Z4 48 -y- 4.  1 74-31 >47 *+*7  X 184-111 3.0 0 — J  0 -+■ 3 634-140 refte ajouté 867 4-1 7 —  5 17 j-t-6 S  0 Parce que le feptiême eft le refidu du fixiême fouftrait du cinquième, donc les quatre grandeurs proportionnelles font a  :  b  :  :  7  b  —  xa: —  1  o  b  4- 5  a Car le produit des extrêmes 3a1 — ioab, eft égal à  celui des moyennes 7b1 — zab ,  puifque tranfportant — ioab d’une part à  l’autre, il y  aura 5a1 d’une part,& 7b‘4-8ab de l’autre ,  qui font les membres de l’équation propolée. Donc (  hypoth. )  ils font égaux ;  donc les quatre grandeurs a  :  b  :  :  7  b  —  xa: —  lob +  ja, font proportionnelles j  &  par un raifonnement pareil à  celui de la démonftration du problème précédent, on démontrera V r "N .  Digitized by Google
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    DES E' Q.U A  T  I  O  N  J! 1 7$ <que l'équation propofëe 3a1 =7bl +  8ab eft périodique, &  que chacun de Tes périodes eft de trois grades, .dont le premier a  trois fouftraiftions ,  le deuxieme deux , &  le troifiême une >  &  que le deuxième période fera diflignc au prémier. Ce qui fc peut vérifier autant qu’on poudra en continuant le détail. *A V  E  R  T  I  S  S  E  M  E  N  T. QtJand les deux prémiers périodes font dilïignes, fi on les regarde comme compôfant un feul période, &  le troisième &  le quatrième comme compôfant un autre feul période, &  le cinquième 8c le fixiême de même, &ainfi ide fuite tous ces périodes compôfez chacun de deuxp.é, jiodes diflignes, ieront confignes entre eux. .Autre E Soit propôfée l’équation al-t-3ab = X  E  M =  9  b1 a P  L b 4 ■ — 1 +i 9 4+6 + 1 — 1 9 9  +  i  S —  3 +  2 36 *î-*-45 —  5 *♦* 3 8c 49-t-84 —  7 +  4 H4 8H-I3J —  9 *♦*5 115 / refte ajouté 111 +  198 —  AI ■+■ 6 3i4 a> b ,  donc 9 ,  qui eft le préfix de b ,  fera dans la plus forte colomne ,  qui eft la prémicre ,  &  il eft au quatrième refte du troifiême degré. Ec l’unité, qui eft le préfix d’a ,  fera dans la colomne foiblcj &  c’cft dans le deuxième refte, qui feul fait le grade antérieur, 8c les reftes

  
    174 Dr t  A  Résolution qui doivent entrer dans la proportion, font ib —  a  ,  & . —  9b-+-ja :  &  parce que le deuxième r eftp ib —  a  eft difligne au relie ajouté ,  qui eft —  1 1  b-*^a ,  il eft plus petit que le fixiême ,  &  ainfi la proportion eft a:b :  : — 9.bn-ja:ib — a, où le produit des extrêmes îab — a1 eft égal à  — ijbl-4-jab produit des moyens^ car en rranfpôfant le terme — 9  b1, &  le terme — a«- fous lignes contraires, &c retranchant 2a b  de part 6 C d’autre, on forme l’équation propolèe al-«-3 ab=9b*,. qu’il eft aifé de démontrer être périodique ,  &  de trois grades ,  dont les deux prémiers font d’une fouftraélion chacun ,  &  le troilîême de quatre ,  &  que le deuxième période eft conligne au premier ,  ce qui fe peut vérifier autant qu’on voudra en continuant le détail.^ Autre Exemple,. 2  A  ^Oit l’équation propofée a»-t-ab =  3b*a b* 1 ■ — 1 *4- I 3 -  6 -4- 2 —  I J m 9-4-6 •+-3.  Z 1  z refte ajouté lé-t-12 "*-4 —  3 *7 a> b, donc le préfix de b  eft dans la colomne forte; &  c’eft au deuxième refte du deuxième grade ,  ftjavoir 3b— ia ,  &  l’unité préfix d’a, eft dans la colomne foible, &  dans -t-a —  b  ,  unique refte du grade antérieur, qui eft. le premier }  donc les deux relies, qui doivent être dans la proportion, font -+-ab,&3b — 2  a. Et parce qiie -t-a —  b  eft difligne au refte ajouté ,  qui eft —  3  a  -t-4 b, le refte 3  b  —  2  a  eft plus grand que -t-a —  b  ,  la proportion eft donc 'a: b.*: 3  b  —  ia :-t-a —  b cù le produit des extrêmes -t-a1 — ab=4-3bî — iabi Et cran/pôfanc —  aab, il revient a1 -t-a b  =3 b* cquar ’V •"S r V Digitized by Google

  
    ■  »  E  S  E’ Q^Ü A  T  t  O  N  Jl •  I7J tion propofée ,  donc le période eft de deux gndes ,  le prémier d’une fouftraétion, &  le deuxieme de deux ;  6c le deuxième période eft diiïigne au prémier ,8c con (igné au fécond ,  ce qui fe vérifiera autanc qu’on voudra en continuant le détail. Autre Exempl it l’équation propofée a‘ =  i  b* , a  •  -b I  ;  -  — I  i *•< 4  —A relie ajoûcc 9  t-3 —  1 * * 8 ü> b ,  8c i ,  le préfix de b,fe montre au deuxième relie «le la colomne forte ,  6c l’unité préfix d’a dans la colomne foiblc au prémier relie. Ec parce que — b -h a eft difligne au troifiême relie h-3 b  —  ia, il effc plus petit que -j-ab — a  ,  8c la proportion elt a  :  b  :  :  1  b— a  j — b a. Donc —  ab-»-al=ibi-— ab •  .T •  ,  .  •  *  '  ,  >  ;  ,  ;  ‘  j'" Et ajoutant h- a  b  par tout, il revient al =  ibi équa. «ion propofée. Où l’on voit que le plan difparoît ,  parce que l’unité ell le préfix d*a dans l’un des relief, &  de b  dans l’aur tre, &  fous le même figne. r

  
    176 De i  a Re’so L  U  T  I 0  It A  U  T  R e  Ex E  M  P  L e; I  2  J  Soit l’équation 2  a1: II cr .  t* « • •  •  •  . a b 8* —  1 -HI S H 8 H-r  1 5 18 —  3 4-2. 2  0' î° :-+-3 —  5 I4î • refte ajouté. 118 H-î — S a  >  b ,  le préfix d’a, le montre dans la colomne foible ÿ. l’unique relie du c'roifiême grade ,  &  j, le préfix de b,', au premier relie du quatrième. Et parce que le relie —  3  b  h- i  a ,  eft idilfigne au relie ajouté ,  qui efl 8b— ja il ell plus_petitquele relie -+-j b— 3  a. La proportion eft donc a: ^  ***5 ~3 a-:'— •  3  b-i-a a. . Où a ,  6c b  ope dans les deux r.eftes. même préfix 3; avec meme ligne Donc — 3ab4-iât=jbl —  jab'V Et ajoutant par tout 33b, il revient la^jb* équa-' Ûorf propolee. ï. 'Avertissemen t., 12 6  Le s  racines négatives donnent la même équation dir deuxième degré que les racines pofitives. Soit par exemple l’équation propôléc aî-Kib^b1 ' 1 14 qu’il a  etc démontré ci-dellus ,  *  avoir un période compôfc r 1 e V Digitized by Google J

  
    ©ES E’ QJ7 A  T  I  O  N  S, I77 pôfé de deux grades, l’un d’une fouftraétion ,  8c l’autre de deux ,  &  dans fa proportion avoir le*d dixième refte •  __a plus grand que le premier.  b .  Ec foient bâtis par deux ~ — a-t-S*" racines négatives — a  ,  6 c. — b —  b  deux grades ,  le pré- — a-t-b mier d’une fouftra&ion ,  6c a — ib l'autre de deux j  le refte du a  — ib prémier grade fera — a-t-b r. — a-t-b &  le deuxième refte du fe-- »a — 3  b cond grade fera za — jb, &  la proportion fera: —  a: — b::za — *3 b;. —  2  a-t-b a1 —  ab =  —  1  a  b  -t- 3  b* Er en rranfpôfant —  lab1 a1 -t- a  b  =  5  b1 équation propoféc: * I  L  A  V  E  R  T  I  S  S  E  E  N  r. * Et fi l’on bâtit le période de deux racines, l’une pofitive, 8c l’autre négative — a  *8c -+-b, ou — b ,  6c -4- a, l’équation reviendra encore la meme. Il faut le louvenir que les fouftraâions fe font *  par autant d’additions. 127 '  44 —  a -t- a -t-b —  b —  a-t-b -t- a  —  b -t-b -b —  a-t-b -t- a —  b —  a  -t-z b 1- a  —  2 - —  a  -t- 1  b h- a  —  1  b •  — a-t-b ■+■ a  —  [>' —  za-t-3b -+- 2  a — 3  b — -a:-t-b »  :a +  3b: —  a-t-b. -t-a:-t-b:: 2a — 3b: a — b a1 —  ab== —  2 a  b -4- 3  b1 ai —  ab =  —  iab-»-3 b1 a’-t-ab =  3  b1 a1-*-ab=3b* Diymzed by Coogl

  
    *7* De la K  B' SOLUTION Ip T  h  e’ o  a  .E M  E. y  <y g  /"'Hâque formule d’equation du deuxième- degré, ~  marque par fes préfix le période de la raifon d^ fes racines, c’cft-à-dire de combien de grades eft ce période ,  &  de combien de fouftradtions chaque grade. Ainfi le formule al =  b‘-»-pab marque l’équation la plus fimple ,  qui dans chaque grade a  autanc de fouftraétions ,  que le préfix p  du plan a  b. a  d’unités. Si £=i ,  l’équation fera al =  bl-»-ab ,  ôcles racines a, fie b  feront entre elles félon la moyenne 8c extrême raifon ,  où chaque grade^ n’a qu’une fouftradtion. Si p=i, la raifon a:b aura deux fouftraclion à  chaque grade. Mais parce qu’en tous ces cas le deuxième dégré fera nécefiairement difligne au prémier ,  ôc que les dégrez alternatifs feront confignes, il s’enfuit que fi des deux périodes confécutifs ,  -& diflignes ,  on n’en fait *qu’un ,  ces nouveaux périodes feront confignes ,  ôc de deux grades d’autant de fouftraclions l’un que l’autre. I  29 Soit propofée l’équation a» =  bl-»-iab Exemple, a b I —  r -4-1 3 4 —  1 •+- 1 1-4-4 9 j+i —  1 I  -4- G 5 —  z 4-4- 1  0 49 —  7 ■+*} 9  +  4i Les quatre premières fouftraclions font le prémier période compôfc de deux périodes diflignes de deux fouftraélions chacun. La cinquième foufiradion com. mence un période configne au prémier }  donc toutes les fois que les puiflanccs n’ont que l’unité pour préfix, Digitized by GooglJ

  
    D  E  î  E’ QJ7 A  T  I  O  N  S. 179 l’équation eft fourde, &  la raifon de Tes racines n’a dans chaque période qu’un grade d’autant de fouftraélions t que le préfix du plan a  b  a  d’unités. Pour avoir les équations du deuxième dégré ,  donc le période ait deux grades, je prends les deux racines a ,  &  b  ,  &  le premier ,  8c le deuxième relies de la table générale ,& fais ainfi ma proportion a:b::a — pb: — fa-4-fpb +  b, qui me donne le formule de l’équation pb1-*-fpba^=lat ,  où l’on voit que le préfix de b1, marqué par p, a  autant d’unités, que le prémicr grade a  de louftracîions, 8c que le préfix d’a, marqué par f, a  autant d’unités, que le fécond grade a  de fouftraâions, 8c que le plan ab a  pour préfix fp, qui eft le produit des préfix des deux puiflances ,  8c que le plan ab eft attaché à  la plus foible puillance, qui eft b\ Exemple, F Quation ia‘ =  3b*-»-6ab a  b  .  •  -  • a  —  I  +  1  3  ■+■ 5 8  — z  ■+■ i  3-4-1 1 18 —3 -  -4- »  3  +  18 3a -4-4 -  —  *  3-*-»4 98 -4-7 — x  11-4-84 100 * —  i o  -4- 3  17 +  180 Le préfix du plan ab eft 6  ,  produit des préfix 1  ; 8c 3  ,  des pui (Tances a‘ ,  6e b* ,  8c cela fuffic pour aflùrer que la raifon eft" fourde ,  8c de deux grades dans chaque période, dont celui qui eft attaché au plan a  b, a  pour préfix la plus grande des deux aliquotes z ,  8c 3  du préfix du plan a  b.

  
    itto Pi LA R  E* SOLUTION «  AyïRTISSEM-ENT. j  "> j  ^1 je prends les mêmes quatre proportionnels, &  que *  je chauge l’ordre des deux derniers, ainli a: b:: —  fa -t-fpb-.a —  b  j  les produits des deux moyens, 8c les deux extrêmes me donneront encore un formule d’une équation ,  dont le période fera des deux mêmes grades, mais qui fera finvi d’un période diifigne. Proportion a:b:: —  1  a-4-fp b-4-b .-a —  pb Egalité a1 —  pab= —  fab-t-i pb!-*-b‘ Equation’ a*-4-f ab =  fpb’-4-b-4-pab •  Où l’on voit que l’un des quarrez a’ n’a que l’urocc. pour préfix,que le plan ab des racines a  pour prefix f  du. côté de a* ,  8c p  du côté de .b’ ,  8c par conféquent que fi p  ,  8c f  font égaux, le plan difparoît dans l’équation, 8c que s’ils Jonc inégaux, leur différence demeure préfix du plan a  b  du coté d’a1 ,  fi f>p,ou du côte de b1 ,  fi p  >  f, 8c que b* a  pour prefix le produit de P ,  8c d’f, plus l’unité. Z E  x  1 M  P  L  E >  ,  *  «: !  *  s *  ?  > . ,, a* = i7b*-«-ab a b * —  t ■4- I 4 —  1. -4-1 7-4-z », —3 -4- r 7  ■‘"3 •  i  <5 +  4—  I  '  ' 7-*-4 ,  49 •*-■7 ■  » — l a  8  i  4' I  0,0 *4-, O —  3 63-^30 169 !*+-»3 ;-4 4(2-4-51 ”  1 5  6 •4- 1  G —  J .175-4-80 3^1 —  *9 ' -4- 6 252-4-114 ni} —  35 -hV i 347-^385 Le préfix de b 1  eft 7> ôcez-en l’unité ,  refte 6 / • • Digitized by Google

  
    DES E’ Q^IT A  T  !  O  N  S. iSl les aüquores font 3 , 8c t }  la différente de 3 , 8c de 1  eft l’unité, qui cil le prefix du plan a  b  j  d’où il s’enfuie que 3  doit être fon préfij naturel ,8c que z  doit être le préfix du même plan a  b  du côté d’a* ,  8c que p  =  f, 6c f=z ,  &  qu’ainfi le premier grade de cette équation a trois fouftraûions ,  &  que le deuxième en a  deux ,  ce qui fait le prémier période, 8c que le deuxieme période ell dilfigne au premier ,  8c que les deux enfemblc n’en faifanf qu’un ,  ce période total fera de trois grades , dont le prémier fera de trois fouftraclions ,  le deuxième de cinq, &  le troifiême de deux ,  6c que tous les périodes qui fuivront celui-là ,  lui feront configncs j  d’où il fuit que la raifon d’a à  b  aura d’abord un grade de trois foullraélions ,  8c une fuite infinie de grades confignes alternativement l’un à  l’autre, mais chacun de cinq fouflraclions. I. Avertissement. X-»A fuite de ces formules feroit toujours accompagnée jn d’un plus grand nombre d’obfervacions. Je netn’yarrê- 3  J terai pas davantage. I  I. Avertissement: J’Ai dit ci.deflus *  que les coefficiants des deux hautes p  . puiflances d’une équation du deuxieme dégrc ,  pirorf- 3  T fent dans le détail de la raifon de leurs»racines. Cela fouffre une exception que j’ai remis à  expliquer en cet '  endroit. •J .  ... •  '  1 A II. THEOREME. Le tèrme a  d’un relie quelconque n’ell jamais exactement multiple du terme a  pris «dans un relie anté. rieur. Et il en eft de même du terme b. Car 10. ces relies ne peuvent être d’un même grade, parce que dans un même grade chaque relie ell un multiple du dhrnier telle du grade précédent, ajoute £iij i3f s Diçjüizcd by Google

  
    i8z De la R  e’ solution au dernier relie du grade antépfécédenr,c’ell-à-dire, qui précédé le précédent ,  &  par conféquent les tèrmes . d'u» même relie font équimulciple^des termes du dèrnier relie du grade précédent ajoutés aux termes d’un dernier relie du grade antéprécedent. i°. Ces relies ne peuvent être en grades différents ,  car les relies de deux grades différents ne font équimultiples d’aucun relie d’un grade antérieur à  ces deux grades différents, ce qui conclud en même temps pour leurs termes. . C  o  n  s  e’ q^u e  n  c  e. DE là s'enfuit que fi les équimultiples des tèrmes a  ; &  b  fe trouvent l’un en un relie d’un grade ,  & l’autre en un reûe d’un autre grade, les termes a ,  fie b fimples, ou fousmultipliés ,  ne paroîtront pas tous deux dans le détail de la raifon ,  parce qu’il y  auroit deux tèrmes d’a, &  deux termes de b  exactement multiples des tèrmes a ,  &  b  fimples. Je dis qu’ils ne paroîtront pas tous les Jeun }  car fi dans l’équation l’un des tèrmes a, ou b  n’a que l’unité pour préfix, tout autre tèrme a, ou b  fera fon multiple. C  O  N  S  e’ Q^U E  N  C  E. 1^7 £1 dans la conflruélion d’une équation ,  au lieu des tèrmes fimples a  ,  &  b  je prends leurs équimultiples, &  que la raifon de cette équation fe trouve fourde ,  les équimultiples d’a, 6c de b  paroîtront dans le détail. Et fi le plan ab eft équimultiple aux équimultiples d’a, &  de b  ,  l’équation divifée pour leur commune mefure, fera réduite à  de moindres tèrmes :  mais comme la raifon des racines fera toujours la même ,  fi l’on opère Digitized by Google

  
    DES E* Q^U AT 1.0 N  S. l8j fur cette équation réduite ,  les racines réduites ne pa. roîcronc point ,  mais leurs équimultiples. Equation •  al-t-3 ab = 6b‘ •’ a b -r +  3 —  t -4- r 6 0 4*+- ^ -4-X —  1 6 9-4-18 -4-3 —  z 14 « 1  6-4-36 —  4 -4-3 54 49-W05 -+* 7 — J 1 5° 111-4-164 -4-1 1 —  8 384 113-4-493 —  *5 -4-1 1 716 •  • 676-4-148 t — 16 -4-19 11 6  6 139 6-4-1977 —  37 -4-17 4374 1304-4- j  040 -48 -4-3 7 73 5  ° refte ajouté 3431-4-9881 —  59 -»-43 1 1  004 a  >  b  &  6 ,  le préfix de b ,  ne paroîc pas dans la colomne forte: mais 48 oduple de 6  s’y montre au quatrième refte du cinquième grade }  &  8  oduple de 1  unité* qui eft le préfix d’a,eft dans la colomne foible au dernier refte du quatrième grade. Et parce que ce refte, qui eft 11b — 8a,eft difligne au refte ajoute — j9b-+-4ja, il eft plus petit que le xefte -486-4-3 5a. La proportion eft donc ,  ,  o  . a:L::— 48b-+-35a:iib —  8a •Donc nab — 8a‘ =  — 48b‘-t-3 jab Donc 4 8 b' =  8 a*-*- 14a b *Et divifant tout par 8 a1 -4- 3  a  b  =  6  b* équation propôfée.

  
    m r  *• V' ' 184 De la, R  e ’SOIUTIJH Autre Exemple. ^8 S  Oit propofée l'équation a a*=b* b -*-zab • T  —  \ •+■ 1 î 4  —1 1 J-+-4 9 — i 1  ■+■ G *  î  1 ■ —  z 4-4- zo refie ajouté 49 — 7 -+-} 9  ■*t4 1 Donc a> b, donc l’unité préfix d’a doit être dans la foible colomne ,  &  elle ne peut être au deuxième refie, parce que l’unité préfix de b  ne fe trouvant qu’au premier relie, ne peut valoir, à  caufequeccs deux premiers refies étant d'un même^rade, les d'iux préfix des puiflances ne s’y peuvent trouver. 11 faut donc chèrcher un multiple de deux préfix 1 ,  &  i  ,  &  le binaire fe préfente d’abord -, H  efl pour a  dans le deuxième refie du deuxième grade ,  &  pour b  dans le deuxième refie du prémier grade ,  &  les refies font —  z  b  -h a ,  &  5  b  —  z  a  ; &  parce que — zb+a efl configne au refie ajouté, qui efl —  7 b-*-3 a 1 ,  c’efl une preuve que — zb+-a^»jb — za. La proportion fera donc. • a:b:: —  zb-4-a:jb —  za Car le produit des extrêmes j  a.b —  z  a* fera égal air produit des moyens — z  b*-+-a b ,  puifqu’ôtant ab de j*irtout ,  &  tranfpôfant — ia’, &  —  z  b» ,  il y  aura 2b’-*-4ab =  za‘ -, &divifant les préfix par z, il en re- . vient a’ =  b*-»-zab, qui cil l’équation propôfée, donc le période efl de deux grades de deux fouftra&ions châcurtt, &  le deuxième période efl configne au pré. mier ,  ce qui peut fe vérifier autant qu’on voudra contL tinuer le détail. Au T  R  B

  
    s DIS E’ Autre Oit l’équation zi’= <L_U A  T  I  O  N •Exemple :ibl-*»ab s. y relie ajouté a  b 1 —  1 -+- I 3 8 -4- z —  I 4 18 •+■ 3  Z 8  6 3* •*■4 “3 *r 8-+- r  z 5° —  J -<-4 3Z +  10 1  6  z H-9 —  7 9  8-1-63 1S5 a  b» b, donc z, le préfix d’a doit erre dans la foible co* lomne, il s’y trouve au croificmc relie, mais il ne convient pas ,  parce que z, le préfix de b  ,  qui fe trouve au deuxième relie, leroit dans le même grade; il faucdonc aller aux équimultiples ,  qui {ont 4  au cinquième relie pour le préfix d’a, &  4  agjquatriême relie pour le préfix de b ,  fie les deux relies qui entreront dans la proportion, feront,H-4b —  3a, fie — jb-f-4a ;  8 c  parce que 4b — 3a efl configne au relie ajouté ,  qui ell 9b —  7a ,  c’elt «ne preuve que 4  b  —  3  a  > — j  b -1-4 a. La proportion fera donc a  :  b  :  :  4  b — 3a: —  5  b  -i- 4  a  • Car le produit des extrêmes fera —  5  ab^^a* ,  &  celui des moyens fera 4b1 — 3  a  b. Or ces deux produits fe- ' ront égaux, puilque tranfpôfant — 5  a  b, il y  aura 4a* d’une part ,  Sc 4  b1-*- z  a  b  de l’autre 5  8: divifant tous les préfix par 1 ,  il y  aura • za‘ =  zb*-i-ab qui ell l'équation propôfée, dont le période efl de trois grades ,  le premier &  le troifiême d’une foullra&ion chacun ,  fit le deuxième de crois foullraclions ,  fie le. deuxième période ell difligne au prémicr. Ax

  
    lS6 De LA R.ESOLT7TI ON Autre Exemple, 140 S  Oie l'équation 3al =  7b‘ a  b relie ajouté 3 —  1 -4- 1 7 1 2 -4- 1 —  1 7 17 —  5 -t- 2  ’ 28 73 ■+■ 5 —  3 63 191 -t- 8 —  3 1 7  3 363 -+- 1  1 —  7 3*3 58 8 -H14 —  9 567l 867 +  '7 —  1 1 847 1100 +  10 —  13 1183 1587 -+-23 — 1 3 >3 73 2028 -4-1 6 —  17 2023 *3*3 —  *9 -4-19 2  5  27 9°73 —  36 9072 21168 -8f -M3 21 173 379^3 • — *39 -4-99 5  7  9  6.7 a> b, 3  le multiple d’a,nc fe trouve dans la colomne foible qu’au quatrième relie qui n’elt pas le dernier de fon grade. Il faut donc aller aux équimulriples de 3 ,  Sc &  de 7. Or 3 6  dodécuple de 3,fe montre à  l’unique relie du fixiême grade, 8 c  84 prefix de b ,  &  dodécuple de 7, fe montre au grade fuivant ;  &  a, &  b  ont en ces deux relies le même préfix jj avec le même ligne : &  parce que le relie 55b — 36a ell difligne au relie ajouté , il ell plus petit que —  8  4  b  .4- j  y  a. La proportion ell donc a: b:: —  84b-4-yya:jyb —  36a Donc yyab — 36 a1 =  —  84 b1 -«-yyab Donc — 3  6a* =  84bl Donc 3  a’ =  7  b* v r Digitized by GoogI

  
    DES E' Q^U A  T  I  O  N  S. C  O  N  S  E* QJJ E  N  C  E. I87 J^Àns les raifons lourdes du deuxième degré, les préfix des puiflances, ou les équimultiples de leurs préfix,«paroiflènt dans le détail de la raifon de leurs racinés }  mais ils ne paroiflcnt pas toujours dans les deux reftes générants ,  qui continuent le detail de la raifon. $ III. Problem-e. Ç Oit donné le détail d’une raifon quelconque a: b jufqu’à tel refte qu’on voudra ,  &  qu’il faille conftruire toutes les équations qui peuvent amener ce détail jufqu’au refte donné. Pour le faire ,  il faut prendre ce dernier refte, &  tel autre refte qu’on voudra de ceux qui précédent ce dèrnicr,&fuppc!lcr ces deux^pftes être en raifon a: b, il y  aura cette proportion a:b:: un refte :  l’autre refte. Soient multipliés les extrêmes tnfemble, &  les moyens enfemble ,  il y  aura égalité ;  &  tranfpôfant les tcrme*s négatifs d’un membre de l’égalité à  l’autre, ce fera une équation ,  dont tous les termes feront affirmatifs. J’ai déjà dit *  que cette fuppôficion n’eft^pas vaine , &  que quand je mêts cette proportion a  :  b  :  :  un refte : un autre refte ,  &  que je concluds que le produit des extrêmes clt égal à  celui des moyens, je fais ce que je fuppôfe. Je fixe la valeur d’a:b fur ce pied-là, c’eft-àdire fur la valeur qui rend l’équation vraye :  foit que cette valeur foit fourde, ou de nombre à  nombre. D’ailleurs la raifon a: b  fixée par ces deux reftes, ne peut avoir d’autre détail ,  que celui qui contient ces deux reftes. Donc j'ai conftruit une équation >  Scc. '  c. q. f. d. ' 141 I42 ili Aaij «• x
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    i8S De la Re’somjtioh; Exemple, i9.J E  fuppôfe toujours a> b, ce a  b qui ell arbitraire. '  —  i  -4- r Les nombres fous a  devien- —  zr+- r .  *  3 1  nent dans l’équation *  les prefix -4-3 —  1 de b  }  &  les nombres fous b, de. —  j  -t- 1 viennent les prefix d’a. —8-4-3 Je puis donner quatre équations ,  parce qucA puis faire quatre proportions, dont les deux prémierstermes feront a:b ,  &  le troifiême térme pourra être chacun de quatre autres relies ,  &  le quatrième terme fera le dernier relie ,  en quoi je fuppofe que le dèmier relie' —  Sb-*-3a ell <; qu’aucun des précédents ;  car autrement il n’y auroit pas de proportion ,  d’autant que b  <  a ,  où il ell évident que —  8  b  -4- 3  a  cil le relie de la loultraélion ,  dans laqueUt —  j  b -4- z  a, ell le tout , -h- 3  É> —  a  ell le retranché.^ftr le relie d’une foullradion ell <  que le tout de cette foullra&ion 4  donc —  8b-t-3a-<5b-4-ia. z°. —  8b-+-îa peut être >  ou •<-4-3 b  —  a  ,  ce font les deux relies qui contiennent le m  détail de cette raifon. 30. — b -4- 3  a  étant le dernier *  ii relie de fon grade, ell *  •< —  zb-*-a dèmier relie du •  18 grade antefieur. 40. — 8b-4-3a fera <  que — a  r  b,* puifque c’ell un tout pollérieur au relie — a-+-b, qui cil le tout de la fécondé foullradion. Soit 1°. a  :  b  :  :  —  j  b -4-1 a: —  8  b -4-3 a —  8  a  b  -t- 3  a*= —  jb*-+-iab ja’H-jb’sioab a b 3+5 —  1 -t- 1 1  0 JZ-t-J —  z -4- 1 z  0 *7 +  5 +  3 —  1 30 7  5  +i0 „  ~5 -4- z 1  0  0 1  9  z  +4 5 —  8 +  3 140

  
    DES F  CL U  ATI O  N  S. »$ J Soie i°. a:b :  : 3  b  —  a: — 8b-*-j4 —  8  a  b  4- 3  a: =  3  b1 —  a  b 3  ai =  3  b1-»- 7  ab 3a* =  3b1-v-7ab a  b 3 —  1 •4- 1 ,  3  +  7 i  a —  z 4-1 34-14 *7 *+-3 —  i 3  4-1 I 75 “5 4-1 ‘ I  14-70 191 -8 4-3 174-l68=5l9J Soit 30. a:b:: — tb +  a: —  8b4-ja —  8ab4~3a* = —  ib*4-ab 3  a1 4-1 b* = =  9  ab .  ' a b  * *  .  . 34-i —  i 4- I 9 114-1 —  1 4-1 1  8  ' 174-1 +  3 I 17 75 +  8 —  5 1 100 1 9 14- 1  8 -  8 •  3 116 Soit 40 ,  a:b:: —  b  4- a  : —  8  b-hja — a  b-H3 al = —  b* 4- a  b • 3  a1-*- b* = =  9  ab a b 3  +  i —  1 4* 1 9  • I  l  4- I — 1 4- I 18 174-1 +  3 —  I  . .  1 7 75 +  4 —  5 4-1 100 .  1914-9 —  8 +  3 i  4  6  • * Aaiij

  
    lÿO; D  E  I» A  H  e’S O  L  V  T  I  O  N /T. Avertissement. • TA.'* i  .f)U l’on voit que les prefix du plan dans l’équation •  cft le prefix de b  dans le dernierrefte générant ou —  le préfix d’a dans le premier relie générant de l’équation,félon que le prefix d’a eft affeéle de •+■ ou de — . Ainfi dans la première figure, ou dans le prémier refte •  générant il y  a  -ri a, le préfix d’a b  dans l’équation eft io ,  qui cft 8-+-i ,  c’eft-à-dire le préfiz d’a dans le. prémier refte générant ajouté au préfix de b  dans le deuxième refte générant. i. Au contraire dans la deuxième figure ,  ou dans le prémier refte de la proportion, il y  a  — a  j  le préfix du plan ab dans l’equation cft 7  ,  c’eft à-dirc 8  —  1. Le préfix de b  dans le deuxieme refte générant moins le prefix d’a dans le premier rèfte générant. 3. Dans la troisième &: dans la quatrième figures, il y  a  -t-a dans le prémier refte générant j  &  le préfix du plan ab dans l’équation ,  eft 9  ,  c’eft à  dire 8-t-i. Le 8 — 1  de la deuxième figure a  été déjà démontré ,  &  il eft aifé de démontrer par la même voye le prefix du plan a  b  dans les trois autres figures. il. Avertissement. • que le dernier refte — 8  b  -h 3  a  foit >  que l’un des. quatre autres reftes. Or le refte — 8  b+ja ne peut être >  que —  3  b  -+• 1  a  ,  ni >  que —  2  b  -1- 1  a  ,  ni que —  b  Mais il peut être plus grand &  plus petit que le refte 1- 3  b  —  r  a  ,  qui eft le refte ,  qui avec le refte —  S  b -*-3 à, doit continuer la raifon a: b. f  '• -I. ‘Corollaire. -  .  "PS E  ce Problème il fuit, qu’autânt qu’on a  de fouftra*“®cftions di$ détail d'une raifon ,  autant on peut avoir d’équations ,  qui les amènent 3  &  que dans une raifon Digitized by GcJOgle r
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    B  E  S  E’ Q^U A  T  T  O  N  S. T*>t fourde y  ayant une infinité de fouftra&ions poiïibles, il y  a  une infinité d’équations poflibles ,  qui peuvent amener ce même détail, c’eft-à dire qu’il peut y  avoir une infinité d’équations fourdes ,  qui auront un même détail infini, comme on a  vu qu’une feule équation peut amener infinies réfolutions. II. Corollaire. j  *  ,  * IL a  été dit *  que dans les équations homogènes du deuxième dégré ,  dont les hautes puiflances font , l’une dans un membre de l’équation ,  &  l’autre dans l’autre ,  le préfix du plan eft \£ différence de deux aliquotes réciproques du" produic des préfix des deux hautes puiflances ,  augmenté ou diminué de l’unité ,  6c maintenant je dis que •  Toutes les fois que les hautes puiflances font d’un même côté dans l’équation ,  le plan a  pour préfix la fomme des deux aliquotes réciproques du produit des préfix des puiflances ,  augmenté ou diminué de l’unité. Mais cela n’efl vrai que lorfque les reftes qui font dans la proportion générante ,  font ou dans un même Î;rade, ou que le prémier d’entre eux dans le détail, eft e  dernier refte de fon grade. Au prémier cas, les deux hautes puiflances font dans un même membre de l’équation: au deuxième cas elles font, l’une dans un membre de l’équation, &  l’autre dans l’autre 5  &  ce font les deux reftes, qui contiennent la railon des racines de l’équation. y III. Avertissement. TT Ors de ces deux cas ,  &  lorfque les deux reftes gcnérants font p|js dans des grades non confécutifs, il arrive que le plan dans l’équation a  pour préfix deux aliquotes du produic des préfix des puiflances ,  augmenté ou diminué d’un nombre plus grand que l’unité ,  ou de l’unité, félon la diftance des grades, où font les reftes générants. I46 *118 H7

  
    jpî D  Z  LA R  E* SOLUTION Exemple, Ç  Oit l’équation 3a* =  4bl-4-9ba; le produit des pré•  fix d.’s puiffances eft i  z  ,  &  i  z-*- ou — i ,  eft if ou 1 1 ,  qui ne peuvent être produits que par i  3  ,  &  ■ ,  donc la différence eft 1 z ,  ou par 1 1 ,  &  1 ,  dont la différence eft 10. Mais fi l’on diminue de deux le produit 1  z ,  il reftera 1  o  qui peut être produit par 1  o  &  1  ,  dont la différence eft 9  prefix du plan a  b  dans l’équation.' Ainfi • Equation 3al=4b*-+-9ab a  *  b 3 —  1 -+- i 4+ 9 1 1 — z -4- 1 4-4- 1 8 *7 —3 +  t 4^*7 48 +  4 —  1 4-4-36 **47 ■+■ 7 — z 16-4-1x6 300. —  1  0 -4-3. 3  6-4- z  70 Proportion a:b: :4b —  3: —  r  ob-i-3a Egalité — 1  oa b-*- 3  al = =  4  b1 —  b  X • Equation 3 jb II K rt -*■ 9a b Où l’on voit que les reftes générants font à  la vérité en deux grades confécutifs ,  mais que le prémier refte générant n’eft pas le dernier relie de fon grade. K III. THEOREME. L  Es équations homogènes du deuxieme dégré ,  donc les deux hautes puiffmees (ont danAm même membre de l’equation ,  ne font pas périodiques. Ces équations ne fe forment que par une proportion générante ,  don' les reftes générants font confignes ,  ioient-ils d’un même grade ,  ou de -deux grades differents , -1 Digitized by Google

  
    DES E’ QJ3 A  T  I  O  XS. 193 différents ,  mais configncs ,  lcfqucls reftes ne peuvent continuer la raifon. Mais des la première fouftraefion, les puiflances lè feparant ,  la raifon devient périodique. Exemple, S Oit l'équation 3  a1 ■+• j  b1 = oab a  >  b  b-»-c=a 5bl-*-}b,-*-6bc-f-îC, =  iob-t-iobc J  0 3C*=2b*-t-4bc. Equation périodique. S ARTICLE VL ^ A E  CT ION TROISIEME .  .  ..... ", ! JD E  Z  A  RE'BVCTJOZT des Equations. LEMME. PROBLEME IV. Donner deux maniérés d'élever une équation à  un deçrcfupérieur. Soit par exemple l’équation a,=b,i-wjib>'' au' il faille élever au troisième degré. .1: .1 3  :T 1  ' .  '  .  si H E J5 Quation la multiplie par a par b donc al==b‘-4-iab I  ;  '• aias=ab1-H2a1b ba1 =  bî*+-2ab* -  1  \ bi =  b  a* —  i  a  b* Maintenant pour élever Péquation. propôfée à  une cubique ,  dont les deux hautes puiflances foient dans un même membre de l’cquation, je mets les deux puif. fances a' h- b* d’une part ,  ôc leurs .valeurs de l’autre part ainfi : ai bi =3 a* b  — ■  ab‘ B  b

  
    © 194 De l-a R  e' solution Et pour l’clever à  une équation ,  où les deux hautes puiffanccs foient féparées ,  j’ajoute en croix à  la puif— lance a? ,  la valeur de bî ,  &  à  la puilTance b), la valeur d’a\ a’-+-baJ —  2ab1 =  bî-4-ab’-+-ia1b, ce qui fe réduit à  a* =  b* 4- }  a  b* 4- a* b ,  &  l’équation donnée eft élevée en deux façons ;  car il ell évident qu’en l’une &  en l’autre de ces deux équations ,  la raifon des racines a. -b elt la même. Si A  V  E  A  T  I  S  S  EM EN T. iyo O  N  peut aulfi élever en donnant des abfolus aux multiplians, a,& b, comme l’on verra par les éxem'  pies que j’en donnerai. .  . A Theoaeme IV. T  Oute équation régulière qui excédera le deuxième degré .  &  qui dans fon détail amènera les prèfix de fes hautes puiflances en deux relies de deux grades différents Sc confécutifs ,  donc le prémier foit le dernier, où l’unique relie de fon grade pourra être bailTé à  l’équation du deuxième degré ,  dont ces deux relies amenés par l’équation propôlée ,  feront les relies géné? rants. Pre* miea Exemple, I  y  I  S  Oit l’équation cubique 3  ai = 1  bJ 4- 6  a  b* 4- a1 b J’en fais le détail a  .  b 3 —  1 4- I 14-6 4- 1 *4 4- i —  I 14-114-4 81 — 3 4- 1 164-714-18 3  7  J —  5 ■*■3 • 344-1704-75 -H 7 —4 Les prcfix font découverts ,  celui d’a cil fous b ,  & r Digitized by Google
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    DES E\OATIONS, I9f celui de b  fous a. Les reftes générancs font ib —  a, &   jb-*-ja, 8c ce premier des deux cft l’unique refte de fon grade ,  ôc le deuxième eft du grade fubféquenc. D’ailleurs le cinquième refte confignc au deuxième ,  me faifanc voir que -*-zb —  a> — jb-+-}a, ^ je forme ainft la proportion générante a:b:.ib —  a: —  j  b  -h 3  a  ,  qui fait l’égalité 3a1 —  jab =  zb’ —  ab, ce qui fe réduit à  l’équation 3  a1 =  1  b* -4-4 a  b. A  laquelle la cubique cft baiffée. Elle en amene le détail j  8c étant élevée au troifiême degré ,  elle forme l’équation cubique propôfée. Le détail eft 3a’=ib*-»-4ab a  b 3 T1 *4- I a  +  4 1  z *♦“ 4 —  I a  +  8 17 —3 8  +  14 75 —  J •+■ 3 18 +  60 Pour élever l’équation 3  a1 =ib’ +  4ab Je la multiplie par a  ja*=iabi-«-4a1b par b  3ba* =  zb!-*-4abl ib,=3ba* — 4a b* J’ajoôte en croix à  3a' la valeur de ib' ,  &  i  ab' la valeur de 3  a5 ainft :  —4akt=zb1-+-zab1-*-4aJb, ce qui fe réduic à  3a> =  ib*+6ab,-t-a*b équation eu. bique propôfée. A. Deuxieme Exemple, ’  •  *. v S  Oit Téquation cubique a*=bi-4-3 ab*-t-a’b ,  qu’il J  T  2> faille bailler au croiftème degré. »  J’en fais le détail Bbij

  
    eo 196 De 1  A  R  E* SOLUTION jufqu’à la decouverte des préfix de Tes hautes puiffances. a'ssb'-Hiab'-t-a’b a b • 1  • —  1 4- 1 4 8 —  2 -4 I 1  -t- 6  +  4 V7 -+-3 —  I 1  2  S -M —  2 8  4-6 04- jo 345 —  7 •*■3 274-1 89-4-1. Les préfix 1 ,  &  1  paroiffent dans les deux premiers reft.es, mais ils font d’un même grade, &non de deux grades differents, &  leurs équimultiples 1, &  t  paroiflent dans les deuxième &  quatrième reftes, dont le premier eft le dèrnier refte du premier grade ,  &  le deuxième eft dans le grade fuivant. cinquième refte configne au deuxieme ,  fait voir, que le deuxième eft >" que le quatrième. Je bâtis ma proportion générante de ces deux reftes a:b:: —  2  b  4- a  :  4- 5  b  —  za:. L’égalité eft ^ia1-*-jab =  —  ib*-i-ab, ce qui fe réduic a  l’équation ia*=zb’-+-4ab ,  à  laquelle l’équation fe réduit à  a‘=bl-4-iab ,  qui amené le même détail ,  6e étant élevée au troiftème degré ,  formera l’équation eu, bique propôfée. A Troisième Exemple. Quation —  i  obJ4-i3ab* Détail a b 3 -h y »  — 1  : 4-1 1  04-13 .  H+1° 4-2 —  1 104-2 6 814-90 —3 4-1 |8 04- 1  j  6 3 7 5 3  75 ~~5 -+•3 2704-58 j 10294-980 —  7 4-4 6404-1456 Les préfix des hautes puiflances paroiffenc au deü* t t Digitized by .Google

  
    DES E’ QJJ A  T  I  O  N  S, J97 xièmc &.au quatrième refies. Celui de ja> |>aroîr pu. remenc au quatrième. Celui de 10 b’ paroit au deuxième, mais par Ton aliquote ib'. Et parce qu’au cinquième refie, le côté d’a cfl plus foible,c’efl figne que le deuxième refie 2  b  —  a  efl plus petit que le quatrième — 5  b -h 3  a. Je fais donc ainfi ma proportion générante. a  :  b  :  :  —  5  b  -t- 3  a  :  -t- 2b — a. Ce qui fait l’égalité —  a*-wab= — fb'-^ab. Et l’équation a’H-ab=îb‘, laquelle amené le détail ci-deflus; &  étant élevée par la multiplication de 3a, &  de 2 b  ,  produit l’équation cubique propôfée ,  ainfi Je multiplie par 3  a. par ,ab.t Réduftion Addition en croix a’ a  b  =  jb1 3a’-4-3a*b =  i  5ab4 iba’+iab’ =  i  ob» 3a> =  i  jab*-*— 3  a*b 3  a> 4.1 b  a* + 1  ab' =  1  o  b  »+• ï  5  a  b1 — 3  a1 b 3  a> + ja*b + 1 3ab* Le détail en cil pareil à  celui de l’cquation proJ aJ +  ab =  J  b*. a b i ’  —  i 4>r 5 4  +  2 +  2 — v 5 J+é -■ —  î +  J  — 10 " 2J+I5 — 5 +  3  * 45 ‘  1 49 +  2? —  7 V  4 +  4 80' '  ■, 1 Bbüj Digitized by Google

  
    198 De la R  e’ solution A Q_u atrieme Exemple. fa COic l’équation du fixième degré 3a5+8ba’ =  ib'' + '  '  ^  1 1  ab'-t-ija’b^-*- 1  o a' b' ,  qu’il faille réduire à  une équacion du deuxième. J’en fais le détail jufqu’à la découvèrte de fes racines. 3  a" -t- 8  b  a1 =  1  b*+ 1  1  ab5 -t- 1 5  a* b4-*- 2  0  a' b1 a b • 3  +  3 — 1 +  1 2  +  1  2+28 +  20 1 9  *  +  466 +  2 — 1 2  +  24 +  100 +  80 ai 8  7-4-3 8  88 —3 -4-2 128+11 51+3600+4180 46873+25000 +3 I458+i458+hi6i5+,8cc. +  7 —4 Les racines fe montrent au deuxième 6c au quatrième relies* 8c le cinquième étant configne au deuxième, fait voir que le deuxième relie eft >  que le quatrième. Je bâtis donc ainli ma proportion générante a  :  b  :  :  + 2  b — a: — jb-t-ja-, &  par la multiplication des extrèmesôcdes moyens,j’ai cette égalité ib* — ba= — jab-t-ja* i 8c tranfpôfant — 5  a  b  ,  l’équation cil 3a' =  ib’+4ab* à  laquelle la cubique propôfée eft réduite ,  8c dont le détail eft celui de la raifon propôfée. 3a* = ib’+4ab r a b ï  ' — 1 + 1 2+4 1  2 +  2 — 1 2  +  8 47 —  5  . • +  2 4+14 75 —5 +  3 18 +  60 *47 +  7 —4 32 +  111 V Digitizerfby Google

  
    DES E' QJJ A  T  I  O  N  S.' *  19 J Et en clevanc l’équation 3a‘ =  zb‘-4-4ab jufqu’au fixiême degré, on formera l’équation propôfée : 3a* =  zbl-»«4ab Je1 multiplie par a  3a^ =  ^abl-^-4a, b par b  3ba* =  zb,-t-4ab* Réduction zb>=3ba* — 4ab* Addition en croix 3a<-»-3ba! — 4abI=zbM-zab,-t-4a:b Réduction 3  a* =  zb,H-6ab‘-wa*b •  para 3a4 =  zab) -+-6a,bl-+-a,b par b  3ba' =  z b4-t-6 ab’ -t-alb* Réduction zb4 =  3ba> —  6  a  b' — a* b* Addition en croix 3  a4 -wba*— <Sab>— a’b’s^^-wab* •  __ +6abM-a’b Réduction 3a4-*»zba' =  zb4-*-Sab' -*-7a’ b* par a  3a’ -♦-zba4=:^ab‘-^-8a*b, H-7a>b* par b  3  b  a*-t- z  b1 a’ =  zb ’-i*8ab*-H7a* Réduâion zb'=^-^-3ba4-+*^bla, — 8ab 4 — 7a*b| Addition en croix 3a,-t-5ba*-*-ib1a’ — 8ab4 — 7a b’= =zb>-t-zab--4-8a1bM-7a>b* Réduction 3  a1 -t- 5  ba4=zb' ■+• 1  oab*-*-i5al j  a> b* par a  3a‘'-*-sba*=zab’-t-ioa*b4-*-iîa,t>1 *  j  a4 b* par b  3ba' -*-jb,a4=zb<-*'ioab’ — ija’b4 .  •+• 5  a' b* Réduction zb4=3ba'-t-5bl a4— ioab' —1 ja1 b4 —  ja'b« Addition en croix 3a*-*-8ba,-t-5b,a4 — ioab* — ioa*b4 — ja‘b=zb"-+-zabf-*-i oa‘b4M-i ja»b>-t- ja4b4 Rédu&ion 3  a* -h 8  b  af =z b*»t- 1  zab'-4- z  j  a* b+ 4ioa> b> Sigitized by Google

  
    zoo De la R  e' solution Avertissement. ITT r  Es préfix de l’équation du deuxième dpgrc ,  à  la■^quelle l’équation propolée d’un plus haut degté doit être réduite, peuvent être cachés, ou un feul ,  ou tous deux dans les préfix de la taifou propôféc,en ce qu’ils en peuvent être aliquotc ou aliquotes. C’eft pourquoi. Si les préfix de l’équation propôfée font des nombres premiers, ou ils lont de l’équation du deuxième degré ,  qu’on cherche ,  ou bien ceux de l’équation^lu deuxième degré, font l’unité, qui dans la haute équation eft multipliée par les nombres premiers, qui en font les préfix. Il eft donc bon avant que d’opérer ,  de chercher toutes les aliquotes des prcfix de l’équation à  réduire. Et fi dans le détail de cetee équftion il paroît dans les lîtuations requifes, ou deux de ces aliquotes ,  ôu une aliquote.de l’un de ces préfix ,  6c en même temps l’autre préfix ,  alors on pourra opérer. Corollaire. "P\E la vérité de ce Théorème il fuit que toute cquation ,  de quelque degré que ce foit ,  dont le problème fera plan, pourra. être bailTée par cette méthode à une équation du deuxième degré j  parce que toute équation d’un problème plan eft périodique, 6c que dans le détail de toute raifon périodique, les reftes générants de l’équation du deuxième degré fê montrent. Etant certain qu’une équation haute ,  ou d’un haut degré ,  ne peut être baiflee à  une équation baffe ,  que la baffe étant affez. élevée ne forme la haute. “Je m'etois flatté de porter plus loin cette tentative l mais il faut obéir à  mon grand âge ,  &  peut-ctrc n'étoisjc pas cap ai le dans ma jeunejfe d'aller plus loin. EXTRAITS v \ Digitized by Coogli

  
    D  E  5  E’ Q^U A  T  I  O  N  s;. lOI EXTRAITS DÇ QV ELQX) ES LETTRES de feu’ Mon fieur de Leibnits. 7E crois devoir ajouter ici des Extraits de quelques Lettres que feu M. de Leibnits m’écrivit il y  a  plujieurs années. Je liât amitié avec lui à  Hannovre ,  où feus l'honneur de porter les compliments de S. A. S. feu Monfetgneur l'Evêque d'Ofnabruk fur fon avènement à  la fuccejjion du Duché de Hannovre. Je lui communiquai ma définition de la rai fon Géométrique ,  &  mon Problème ,  *  dans lequel je donne la méthode de donner par nombres &  par lettres ,  autant de foujirallions qu’on veut du détail de Lt rai fin des racines des deux hautes puijfances de toute èqua tion donnée ,  je lui fis voir qu'il n'efi pas ■  même nèctffaire que l’équation fait parfaite pourvu qu’on en convoiffe les approximations ,  comme on connoit celles de la ra.tfon ,  qui cjl entre la circonférence d'un cercle x  (f fon diamètre .Je lui démontrai par lettres le théorème fui vaut, qui cjl *  la première formule que j’ai donnée des équations du deuxieme cl ciré. Ce problème cjl tel. De toute équation a1 =  b1-*- p  a  b  ,.la rarfon a:b efi fourdc ,& dans chaque grade elle a  autant de foufiraïitons que p  prèfix du plan a  b  a  d’unités. L’exemple que je lui en donnai fut r équation a1 =  b-1 ,  qui en efi le premier cas ,  &  je ne lut en dis pas davantage. J’avoul que jetais entêté de ma définition de la rai fon Géométrique ,  que je pourrais prouver avoir inventée étant à  Paris fur la fin de sbbb , par laquelle je démontrai aijément toute la dottrinc des proportions qui ejl dans Euclide hormis la proportion perturbée que j'ai démontrée depuis. Comme je métois appliqué à  autre chofe qu'à la Géométrie ffeuffe voulu que quelque bon efprit eût fait ufage de ma définition. Je la communiquai dé abord au Révérend Pere Nicolas Je fui te ,  dont on va donner les Elcmens de Géométrie ,  ouvrage pofthume i  &  tl m’a dit fouvent que s'il avoit fù fe fêrvir de ma définition, il l'eut fait, & m’en eût ,ajoùtoit-il, donné tout l'honneur. Dans la même intention je la communiquai par une de mes lettres au •  Ce 61 irS: litized by Google

  
    toi De u  Re'soiution Révérend. Pere Malebranehe ,  à  qui feu Monfieur P  A  bbè de la Brou'è ,  qui efl mort Evêque de Mirepoix ,  m'avoit fait rendre me vifite ,  qui efl la feule que je lui aye rendue. Il me fit rèponfe qu'il ne s'attachait pas aux Mathématiques ,  mais qu'il avoit un jeune homme auprès de lui ,  èt qui il la donneroit. C’étoit Prefiet ,  qui dans la deuxieme édition de fes Elemens en tira la première confisquent* qu'on en peut tirer ;  &  après m'avoir démontré cette conféquence par fa définition de la raifon Géométrique ,  il s'en efl fervt dans deux ou trois démonftrations des proportions entre grandeurs de même efpéce. Monfieur Lcibnits la regarda fi fiavamment }  que je n'entendis pas ce quilvouloit dire. Je vois bien maintenant qu'il y  chèrchoit une férié , mais je ne fiai fi c'étoit pour parvenir à  une rèfôlution générale des équations ,  ou s'il avoit quelque vite plus fublime. J'efperois l’entendre un jour aufiî-bien que fis plus belles découvertes ,  dont il me rendait compte :  mais ce jour n’cfl pas venu. Voici donc ces Extraits ,  dont peut-être les Scavants feront quelque ufige. % ■\yT O  n  s  i  e  u  r. ,  j’ai reçù votre obligeante Lettre , ^"^dont je vous fuis infiniment oblige. Je vous aurois répondu il y  a  long temps ,  mais elle m’a été renduë allez tard, &  lorfquc j’etois embarraflé avec mon entreprife aux mines ,  d’où je prétends de tirer l’eau  Je voudrois fçavoir la progrclfion des quotients redoublés exprimant la grandeur du cercle ,  comme vous exprimez les termes de la moyenne &  extrême raifon ;  mais ce fera un peu pénible ,  à  moins qu’on ne trouve quelque abrégé pour cela. Je n’ai pas encore avancé à  mon gré dans cette méthode. Pour la pèrfeélionner il fautiroix pouvoir refoudre ces problèmes généraux ,  qui feroient comme de l’algorithme de cette méthode, nimirum addere &  fubtrahere ,  item multipluare &  dividere quotientes replicatos ,  cxempli gratià : Sit |  a  quai Et fi*qual , n Jnvenire £3 eequal ,  (fie. item 57  < i Digitized by Google

  
    DES E'qjü ATIOSS, 103 effe l,m, n, &c. Item p  yq ,r, &c. effe numéros integros dates j  id eft faltem datas effe ipf.trum rationes inter fe in. vicem ,  ftve datos effe valores ipfarum (ff 2  &  i  aliarum ejufmodi rationum expreffos per quotienr tes replicatos numéro finitos ,  quia funt commcnfurabiles & dati. Put o  hoc poffibile effe, &  ex attenta confidcratione rationum commenfurabilium talem methodum generalcm eligi poffe. Ea autem habita haberetur ,  ut dixi ,  algorithmes faits calculi ,  &  perinde calculare poffemus adhibitis aqttationibus aliis . quibujlibet finitts ordtnartis. Antiquam autem alius hajufmodi talculi algorithmes inveniatur ,  id eff rationum additio &  compofftio ,  five multiplicatio y  feniper lucrcbimus ,  ncc niff pauca &  faciliora dabimus. A  Hannovrc JJ de 'Novembre 1680. Autre Extrait du -Jÿ Août i68r. TV/f O  nsi eu k  ,  je vous dois encore réponfe â  une 1  Lercre très-obligeante que vous avez eu la bonté de m’écrire de Touloufc. Mais j’elperois de pouvoir pouffer plus avant la recherche, De quotientibus repli catis ,  dont la fuite exprime l’dpcce de la raifon, ce qui eft conforme à  vos penfées j  cependant on m  a  taillé tant d’autres befognes  Je fouhaite fort ,  Mon fieu rr que vous poursuiviez vos penfées de Géométrie ,  qui font très confidérables,& très- Solides. J’efpère que vou» aurez mis vos projets en état de ne pas en être empêché. 11 eft vrai que la Cour peut être   Autre Extrait du Octobre pOu R  moi en particulier j’aurois fouhaité de voir voA  tre méthode d’eftimer les grandeurs par la rechèrche de la commune mefure(ou d’une feriede quotients, lorfque certe mefure ne fe ’fijauroic trouver )  pouffee plus avant Vous vous fouviendtez peut être que j’avois coutume d’exprimer votre férié des quotients par une telle équation où 1 ,  m  ,  n  ,  p  ,  &c. font des quotients lefquels font égaux, lorfque la ligne eft <1 -»-&c. coupée en moyenne &. extrême raifon. Mais ce qui me fait répéter cela ici eft que Ce ij P -A—

  
    204 De la Re’solution des E'qjtattons. j’ai remarque depuis dans l'Arithmccique des Infinis de M. Wallis, que Milord Brounkcr, (  qui a  etc Prefident •de laSociété Royale)avoit exprime la grandeur du cercle par une formule approchante ,  mais qui ne donne pas cette férié des quotients ,  comme je l’aurois fouhané. Voici cette expreflion. Le quârré du diamètre eft au cercle Comme i-t-J- cil à  l’u nie é >+t i  .  >r ^  1 1  +  &C. Cette expreflion eft en quelque façon un renversement de la vôtre énoncée à  ma manière ;  car au lieu que dans votre expreflion il y  a  toujours l'unité, il y  a dans celle-ci i ,  4, 9 , 16 ,  &c. qui font les quârrés tous de fuite; &  au lieu de vos quotients variables.il y  a  ici 2, i, x, &c. Je ne fçai fi cela vous pourroit peut-être Servir pour exprimer la grandeur du cercle par une férié de vos quotients, ce qui feroic fort confidérable. Autre Extrait du 6  Novembre 170 j. JE fouhaiterois ,  Monficur ,  que vous fufficz de loifir &  d’humeur de pourfuivre vos belles penfées fur les proportions.cn les chèrchant par la voye de l’inquifition, ma x  mue commuais menfurx ,ou par une fubftra&ion répétée du réfidu. ll*eft remarquable que par cette voye.non feulement la recherche le termine, quand les grandeurs font commenfurables, mais aufli quand l’incommenfurabilité eft du premier degré ;  c’eft-à-dire, quand l’équation eft du fécond, la proportion, infinie des quotients eft périodique. C’cft 11 ce que contiennent mes Lettres de M. Leibnits touchant la matière de cet Ouvrage. F  I  N. f* ^  L  C- *• f h  1  ?>s >  n  4 { Digitized by Google
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DE LEXTRACTIO
DE LEURS RACINES.

RS H O OB L L e bt b b oo vy ##tﬁ-##

AVANT QUE D'ENTRER EN MATIERE,
je fuis obligé de tranfcrire ici une. partie de ce que
Tai penf¢ {ur PEflence du rappore, ou de la raifon des-
grandeurs entre clles, a la téte de mon Trait¢ des:
proportions. .

DE LESSENCE _DE LA RAISOXN,
ou du rapport des grandeurs entre elles.

R U a~D je confidere le rapport , ou la rai.
m\.| fon qui eft entre deux grandeurs de méme
/| efpece , & terminces , ce que j'y cherche eft
I'egalité *, & fi je les trouve égales, je con: * Lesaferi=

£ nois parfaitement I'une par l'autre, & n’aj 74e fans -
’ cune citation

Beped”
1l
ez
I g
Iy
o 7 -
¢ 257,

plus sien 4 y confiderer , mais {i je les trouve incgales, i iemarge. /e

)’y découvre leur différence , & cette difference devient rapporient 3
) mes elimens.
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DESs EQquATronws, 7t
I'équation pafle le deuxiéme degré : mais s'il y en a on
les trouvera de la méme maniere que dans les équa-
tions du deuxiéme degré. Je n’en ai pas cherché a cetee
€quation, .
ARTICLE 1V.
SEcTiON Davxxx‘zmr,

7 8 O les hautes puiffances font hétérogenes , ¢ dont l'une
) ¢t accompagnée d'un abfoln.

EXEMPLE

Equation X==2'~-4 .
x z
X -1 ~+1 144
] -2 —_1 144
27 +3 = 4+4
64 +4 -3 9+4

Ce grade ne peut finir , & la réfolution ne paroit pas.
1l fauc eflayer 2 fous z.

Equation X} =124 4
X z
) ¢ =1 — 1 !""‘4-
1 =1 —_— 2 4+ 4
1 —1 + 3 9+4
8 —2 + 5 1544
27 —3 + 7 49+4
64 —4 v, Si+4
12§ = II 1214

]

Réfolution x=y, &z=11.
En mettant 2 fous z , 'unité qui eft au deffus doir &cre
affectég du figne —, & le prémier refte eft 4= 1 —1,
quant au deuxiéme refte fi j’eufle mis — 1--2 je ferois
tombé dans un grade infini, il 2 donc fallu mectre 41
— 12, & la fuire eft conforme 4 la regle, qui met le figne
~+du plus fort cété. Or foit qu'on continue le grade
ou qu'on en change, on ne parviendra plus a I'égalité,
Le c6té de x fera toujours le plus fort. En cetee réfo-

lution les racines font des nombres prémiérs entr'eux.
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86 Dera REsoruTiow
+ Sij'en termine le prémier grade au quatriéme refte,
& que je mette — I+4=§ au cinquiéme ruﬂc, j'aurai au
fxlcme relte 2 fous x, & 9 fousz, & la proportion fera
19 22 X0, B zz__gx & 420 = 813>, & 42* +16x*
-—4.x++ 8xi+x6 donc en ce cas 4.x4+x5-.-16—— 97X,

Equarion 4.x4+8x1+16 97x= foitx =
u+
L PR .
vy 75
4ut 20y #1674 = g7uty?
u
44+ 8416 —I -1 © .97
64+ 64+16 —2 +1 % 338
* 314+216416 —3 -+ 873 L
10244512416 =~ 4 .= .1 1552
' u_4__ .

U=g4. y=I. x——i : =4
X:Z::2:9::4:18. 2=18, 2:=324
Equation x+«42X} — 4X? e 4 =122

Reéfolution 256 w128 — 644 4=324

" :
CinquieME EXEMPLE,

Ou le Deuxiéme terme mangqgue.

Equauon X44-1222XX — 2abx+-2abb=12:. b=12.a=r
' X44222X? 4 22bb =72 4= 22bx

X4 oo 2X2 e § = 22 = 2X
X z
T42+48 -1 —_I 12
t+2-+8 -1 o 42
Iep2e8 I = . '3 942

X=1. =3

Equation x4w=2ax*— a:bx +-a:b? =z
Réfolution. repz—z24-8=9

-

SIXIEME
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90 De A ReEsorvriow
plus fort que 132 eft 144, dont la racine eft 12. Je fe-
rai donc 11 fouftra&ions au prémier grade fans trouver
d’égalité , & le deuxiéme grade fera fans fin. C’eft donc
dans les 11 reftes du prémier grade qu'eft la réfolution
en entiers. Mais dans aucun de ces reftes la raifon des
réfix n’eft celle de x 4 z. Ceft pourquoi il ne me re-
ﬁe d’autre voye 4 tenter , que celle de racourcir en
titonnant le prémier grade, ce qui fe fair en chan-
geant les fignes de I'un des enze prémiers reftes. Si je
change les fignes du deuxiéme refte, je tomberai d’a-
bord dans un grade fans fin. Si je change ceux du troi-
fiéme il en fera de méme. Le coté de x fera toujours
le plus forr; mais fi je change ceux du quatriéme,
J'aurai 2, & 7 au cinqui€me refte.

X* wpe 26X o= 10§ =2
x z
+1I — 1
-+ I —z
-1 -3
—1 -+ 4
4+ §r10§ =2 -y 49
9 + 98<+10§ -+3 —11 121
164-1044-10§ 4 = 15 22§
X= z=|5

& je trouverai I'égalité au 9, & pour revenir aux équa-
tions données, '
X= §==UN quarré . X <21 =un quarré
Xe-§=9 4+21=2§
& 9 x25=1225 quarré de 15 =22

AvTrE ExEMPLE,

Soit X 12 = £}
X21=Q_
20X 4252
X4eI2X
Xlop3 X2 52522
3 Z
334252 oL —
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puiffances, 4°. le plus petic de ces deux reftes. Puis le
produit des extrémes ¢rant ¢gala celui des moyens, ce
fera I'équation propofce.

EXxXEMPLE;

Soit I’équation propofée 7b:+-8ab=32:, donta elt
la plus grande racine, & foient trouvez fes reftes jufqu'a
faire paroitre les préfix des puiffances. Le préfix de b, qui
eft 7, paroirra dans la plus forte colomne au cinquiéme
refte,, & le préfix d’a qui eft 3, paroicra dans la foible
colomne au fixiéme refte. Et parce que lecinquiéme refte
fe trouve configne au feptiéme, qui eft le refte ajoitg,il
s'enfuit qu'il et plus grand que le fixiéme refte.

2 b
3 —1 = &I 15
12— +1 7416
Y ] “ht 7424
48 +4 —1 7432
147 +7 —2 284112
300 —10 ~+3 6341240

refte ajouté 867 +17 ~—5 175+680
Parce que le feptiéme eft le refidu du fixiéme fouftraic
‘du cinquiéare, donc les quatre grandeurs proportion-
nclles font . d
a:b::yb—2a:—10b+3a

Car le produit des extrémes 3at—r1oab, eft égal 4 celui
des moyennes 7b*—:ab , puifque tranfportant —10ab
d’une part d l'autre, il y aura ja: d’une part, & 7bi+-8ab
de l'autre, qui font les membres de I’équation propo-
fée. Donc ( hypoth. ) ils font égaux ; donc les quatre
grandeurs a:b::7b—z2a:—10b4-3a, font propor-
tionnelles ; & par un raifonnement pareil a celui de la
démonftration du probléme précédent, on démontrexzt
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a—2b: —3a+7b; donc puifque la raifon de ces deux
retesa—z:b:—3a4+7b, eft égale d la raifona:b, il
{uit que les foultractions de ces deux raifons font pa-
reilles, & que celles de Ja raifon a:b donnant d’abord
(conftruit ) le période prefcrit de deux grades, 2, 3 ; aufli
les fouftrattions , quien continuant cette raifon feronc
faites entre ces deux reftesa —2b, & —3a <9 donne-
ront d’abord le méme période. Mais ces reftes a—2b,
& —3a+7b, doivent par leurs fouftrations donner le
fecond période de la raifon demandée; donc la raifon
demandée aura les deux prémiers périodes pareils; donc
les,deax derniers reftes des deux dégrez du fecond pé-
riode feront dans la raifon a: b, Donc par leurs fouftra-
&ions ils feront un troifiéme période pareil aux deux
prémiers , & ainfi 4 linfini, lequel fera configne au fe-
cond, comme le fecond I'a été au prémier.

20, On démontrera de méme que Ia raifon de 1'équa-
tion 7 b:==a*+-ab fera rous fes périodes pareils au pré.
mier, mais dont le troifiéme fera diffigne au deuxiéme,
comme le deuxiéme I'a été au prémier, & ainfi alterna-
tivement les périodes feront confignes, mais toiijours
deux périodes de fuite feront diffignes. Donc , &c.
B

AuTtTrRe ExEMPLE,

Soicle période prefcrit de trois +a—b
grades, dont le prémier & le troi- —a<2b
fiéme foient chacun d’une fou- —2a+3b
ftraction , & que le deuxi€me gra- +3a—4b

de foit de deux, & qu'il faille crouver I’équation régu-
licre du deuxiéme dégré, qui-foit périodique, & donc
les périodes foient pareils au période prefcrit. Soit a fup-.
pofe > b. '
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ARTICLE VL

Examen de la Table générale des Grades des raifons
géométrigues , qui [érs de lemmes.

I. AVERTISSEMENT.

Ans chique refte des grades en rang.pair, I'un deg
termes fera la racine b avec 'unité pour préfix.

Car le deuxi€éme grade n'eft que le produit du pré.
mier grade mulrip-lijpar {, & outre,cela le terme —+1b.
Le quartriéme grade n’eft que le produit du troifiéme
multiplié par q, plus le deuxi€me grade dans lequel eft
le terme +1b. Le fixiéme grade n'eft que le produit du
cinquiéme multiplié par c, plus le quatriéme grade
dans lequel eft le terme +1b ; & ainfi de fuite 4 I'infini,
Donc, &c. c.q. f. d. ; .

I, AVERTISSEMENT.

LA fomme des préfix d'a dans le dernier refte d'un
grade, étant multipliée par la fomme des préfix de
b dans chique refte du grade fubf¢quent, le produit
fera égal 4 la fomme dgs préfix d’a dans chique refte
de ce deuxiéme grade mulripliez par les préfix de b du
dernier refte du prémier de ces deux grades, a I'unité
pres, qui fera todjours la différence de ces deux pro-
duirs. . .
Car chique refte du deuxiéme de ces deux grades,
n'eft que le dernier refte du prémier multipli¢ par une
méme lettre , a l'unité pres, qui eft le préfix de b dans
I'un dgs deux reftes; donc les préfix d’a font en méme
raifon aux préfix de b dans ces reftes de 'un & 'autre
rades : doncces préfix multipliez en croix doivent faire
E:s mémes fommes, 4 I'unité pres, qui eft todjours leur
différence. c. q.f, d.

Xij

108

109
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Et pour I’élever 4 une équartion, ou les deux hautes
puiffances foient fc’dparées, J'ajotite en croix a la puife
fance a3, la valeur de b, & 4 la puiffance by, la valeur
d’as, ’

ai+bar—i1ab*=Dbi+ab*+-22'b, ce qui fe réduic
i as=Dbi+3ab*+a*b, & I"équation donnce eft ¢élevée
en deux fagons ; car il eflt ¢vident qu'en I'une & en
Pautre de ces deux ¢quations, la raifon des racines
a:b eft la méme, -

AVERTISSEMENT.

Iyo Ox peut auffi élever en donnant des abfolus’ aux
multiplians, 2, & b, comme 'on vérra par les éxem-
ples que j'en donherai.

Tugorexe IV.
TOute équation régulitre qui excédera le deuxié-
me deiré. & qui dans fon dérail amenera les prefix
de fes hautes puiffances en deux reftes de deux grades
différents & confécutifs, dont le prémier foic le der-
nier, olt 'unique refte de fon grade pourra écre baiflé
4 I’équation du deuxiéme de%ré , dont ces deux reftes
' amenés: par-Yéquation prapoice, feront les reftes géné.
rants,
PremMrer ExXEMPLE,
IyI S oi I'équation cubiqué
jal=2bip 6ab*+a’b
Jeen fais le dérail.
a b
3 —_1 I R
24 2 —T 11244
. 81 —3 =2 16472418
375 —§ oW S4+270%75
. ;WY ey
Les préfix font découverrs, celui d’a eft fous b, &
f‘:‘*J
‘e
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1. AVERTISSEMENT.

14_3. I OU I'on voit que les préfix du plan dans I'équation

r

-

cft le prefix de b dans le dernier refte générant 4+,
ou — lo prefix d’a dans le prémier refte génerant de I’é-
quation,fclon que le prefix d’a eft affecte de + ou de —.
Ainfi dans la prémicre figure, ou dans le prémier refte
génerant il y 2 «+z2a, le préfix d'ab dans Iéquation
clt 1o, qui eft 842, C’elt-a-dire le prefiz d’a dans le.
prémier refte générant ajodte au prefix de b dans le
deuxiéme relte geénérant,
2. Au contraire dans la deuxi¢me figure, ou dans le
prémier refte de la proportion, il y a —a ; le préfix du
lan ab dans I'équation cft 7, c’eft a-dire § —1. Le
prefix de b dans le deuxiéme refte générant moins le
prefix d’a dans le prémier refte génerant. 4
3. Dans-la troifiéme & dans la quatri€éme figures, il
Y 2 +a dans le prémier refte générant ; & le prefix du
plan ab dans I'équarion, cft 9, ceft-a dire 8§+ 1.
Le 8—i1 de la deuxiéme figure a ¢r¢ déja démons
tré , & il eft aifé de démontrer par la méme voye le
prefix du plan ab dans les trois autres figures.

JI. AVERTISSEMENT. -

14_4_ EN renverfant T'ordre des reftes dans la proportion

en certe forte a:b::—8b<4-3a: un autre. Il faur

que le dernier refte —8 b +3a foit > que I'un des

quarre aurres reftes. Or le refle —8b<+-3a ne peut

étre > que —sb 22, ni > que —:b+-12,ni que

—b +a. Mais il peut étre plus grand & plus perit que

le refte «3b —r1a, qui eft le refte, qui avec le refte
—8b+3a,'doit conunuer la raifon a:b.
2L CidxortAIRE

v

E ce Probléme il fiiit, qu’autant qu'on a de fouftra=
145 Qa

ions dig dérail d'wne raifon ; autant on peut avoir
d’¢quations, qui les amenent ; & que dans une raifon

N
| T

-
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CONSE'QUENCE.

Ans les raifons fourdes du deuxiéme dégré, les pré.

fix des puiflances, ou les équimultiples de leurs pré.
fix sparoiffent dans le détail de la raifon de leurs raci-
nes ; mais ils ne paroiffent pas tolijours dans les deux
reftes générants, qui continuent le derail de la raifon,

: Bl
® IIl. ProBLEME

Oir donné le dérail d’une raifon quelconque a:b
=" jufqu’d tel refte qu'on voudra, & qu’il faille con-
ftruire roures les équations qui peuvent amener ce dé-
tail jufqu’au refte donné.

Pour le faire , il faut prendre ce dernier refte, & el
aurre refte qu'on voudra de ceux qut précédent ce der-
nier, & fuppdfer ces deuxgiftes €cre en raifon a:b, il
y aura cette proportion a:b:: un refte : 'autre refte.
Soient multipiiés les extrémes nfemble, & les moyens
enfemble , il y aura égalité ; & tranfpofant les termes
négatifs d’un membre de I’égalité 4 I'aucre, ce fera une
€quation , dont tous les termes feront affirmarifs.

Jai déja dit * que cetre fuppofition n’eff pas vaine ,
& que quand je méts ceree proportion a:b:: unrefte:
un autre refte , & que je concluds que le produit des
extrémes cft égal & celui des moyens, je fais ce que je
fuppofe. Je fixe la valeur d’a: b fur ce pied-la, c’eft-d-
dire fur la valeur qui rend Péquation vraye : foit que
ccrre valeur foit fourde, ou de nombre a nombre. D'ail-
Jeurs la raifon a:b fixée par ces deux reftes, ne peut
avoir d’autre dérail, que celui qui conrtient ces deux
.rcﬁcs.- Donc jai conftruit une équation, &c.

c.qfd
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