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    PREFACE A Théorie des Lignes courbes fait une partie confidérable des Mathématiques : ElJe commence où finiffent les Elémens, au delà defquels on ne va point fans elle. On ne fauroit s'en pafler dans les Sciences dont la perfection dépend de la Géométrie , telles que la Méchanique , 1 Astronomie , la Phyfique. Les Syftèmes modernes fuppofent néceffairement cette connoifTance. Si l'étude en efl utile, elle n'eft pas moins agréable. Des variétés perpétuelles, rappellées conftamment à l'unité , offrent a l'Efprit un fpeclacle dont il ne Ce lafle jamais. Au/ïï les Courbes ont - elles toujours fait un des a 3 pnny Google

  
    vi PREFACE principaux objets des fpéculations des Géomètres. A peine la Géométrie fortoit-elle de l'enfance, qu'elle s'occupa des Serions coniques : bientôt après elle admira les propriétés de la Conchoïde , de la Ciffoïde , des Spirales , ( Courbes très différentes de celles que nous défignons par ce nom , & qui font les Hélices des Anciens ) & de plufieurs autres Lignes , dont le nom & la connoiiTance a péri avec la plûpart des monuments de l'ancienne Géométrie. Dans ce qui nous en refte , on voit que fi les Anciens ont eu autant delprit & de génie que les Modernes , ils leur cèdent par la Méthode , par cet art infiniment utile de déduire d un feul Principe univerfel un grand nombre de Vérités , de les foumettre à des Règles générales , de les développer par des confequences unifonnes , & de les lier les unes aux autres de la manière la plus propre à faire naître de nouvelles découvertes. Ce que les Anciens avoient démontré fur les Courbes , quelque important , quelque fubtil qu'il fut, nétoit pourtant qu'un amas de Propofitions particulières , qui ne pouvoient guéres fervir à en trouver d'autres , qu'autant que ces Recherches donnoient des éxemples & des modèles , qu'un Efprit né Géomètre s'efforçoit d imiter. Une grande application & l'étude opiniâtre d une Courbe pouvoit y faire voir des propriétés finguliéres : L'Inventeur en étoit redevable à fon génie , & fouvent à la Fortune. Digitized by Google

  
    P R E F AC E VIT II en étok à peu près de même de toutes les branches des Mathématiques , jufqu a l'invention de l'Algèbre ; moyen ingénieux de réduire les Problèmes au Calcul le plus ilmple & le plus facile que la Queftion propolée puiiïe admettre. Cette clef univerfelle des Mathématiques en a ouvert la porte à olufieurs Efprits , pour lefquels elle eut toujours été fermée fans ce fecours : On peut dire que cette découverte a produit une véritable révolution dans les Sciences qui dépendent du Calcul. 11 y a donc , ce femble , de l'humeur, Se une forte de caprice , à méprifer une Méthode fi utile , & à faire gloire de n'employer que l'Analyfe géométrique des Anciens. Celle-ci, je l'avoue, a lurT Algèbre le mérite d'une évidence plus fènfible, & dune certaine élégance qui plaît infiniment : mais il s'en faut beaucoup qu'elle foit aum* commode Ôc aufli univerfelle. Donnez lui donc, fi vous voulez, la préférence; mais ne donnez point d'exclufion à l'autre Méthode. Les Vérités mathématiques ne font pas fi faciles à trouver, qu'on doive chercher du mérite à le fermer quelcune des routes qui peuvent y conduire. Ceft fur-tout dans la Théorie des Courbes au'on éprouve bien fenfiblement l'utilité dune Méthode aufïi générale que l efi: celle de l'Algèbre. Des Cartes, dont l'efprit inventeur ne brille pas moins dans h Géométrie que dans la Philofopnie , n'eut pas

  
    vin PREFACE plutôt introduit la manière d'exprimer la nature des Courbes par des équations algébriques, que cette Théorie changea de face. Les découvertes fe multiplièrent avec une extraordinaire facilité: chaque ligne de Calcul enfantoit de nouveaux Théorèmes. Par ce moyen , fart fupple *nu génie , & le génie aidé d un art fi lécourable u. eu des fuccès qu'il n'auroit jamais obtenu par fes propres forces. Car ce qu'il y a d'admirable ici , c'eft qu'on ne fauroit découvrir par le moyen de l'Algèbre quelque propriété d une Courbe particulière , qu elle ne faiTe auiTi-fôt connoitre des propriétés femblables , ou analogues , dans une infinité d'autres Courbes. Ajoutez que 1* Algèbre feule fournit le moyen de diftribuer les Courbes en Ordres, Cla/îès, Genres & Efpéces: ce qui, comme dans un Arfenal où les amies font bien rangées , met en état de choifir, fans héfiter, celles qui peuvent fervir dans la R^folution d'un Problème propofé. Ceft à 1 Illuftre Mr. Newton que la Géométrie eft fur-tout redevable de cette diftribution. Son Eniimération des Lignes du troifiéme Ordre eft un excellent modèle de ce qu'il faut faire en ce genre , Se une preuve convaincante que ce grand Homme avoit pénétré jufqu au fonds de ce que la Théorie des Courbes a de plus délié & de plus intereffant. Il eft fâcheux que Mr. Newton fe foit contenté d'étaler fes découvertes fans y joindre les Démonftrations, Digitized by Google

  
    PRE FA CE ix trations , Se qu'il ait préféré leplaifir de fe faire admirer à celui d'inftruire. Ce n'eft pas que dans une Le&ure attentive de fon Traité on ne puifle apercevoir quelques traces de fa Méthode : on découvre que fes principaux guides dans ces Red" i ches ont été la Doctrine des Séries infinies , qui lui doit prefque tout, Se fufage du Parallélogramme analytique , dont ileft l'Inventeur: on peut même entrevoir qu'en quelques endroits il n'a pas fuivi ces guides avec l'exa&itude qu'on admire dans les autres ouvrages. Ces légères inadvertences n'ont pas échappé à Mr. Stirling, qui a développé les Principes Se la Méthode de Mr. Newton , dans l'excellent Commentaire qu'il nous a donné fur fon Livré. On y voit qu'il ne manquoit prefque rien à Mr. Stirling pour donner une Théorie complette des Courbes, Se qu'il n'auroit lailfé que peu de chofes à dire, s'il ne setoit pas attaché avec trop de fcrupule à ne point s'écarter de fon Auteur. Mr. Nicole a donné , dans les Mémoires de IAcadémie Royale des Sciences, une explication auffi nette qu'exade des Principes que Mr. Newton a pû fuivre dans fon Enumération des Lignes du troificme Ordre c'eft grand dommage qu'un commencement fi heureux naît pas eu de fuite. Que ne pouvoit-on pas attendre du génie Se du lavoir de Mr. Nicole? On trouve dans le même Recueil quelques Méb moires

  
    I x PRE FA C E moires' de Mr. De Bragelogne, relatifs à une Enumération des Lignes du quatrième Ordre , qu'il avoit entreprilè à limitation de celle que Mr. Newton a donnée des Lignes du troificme Ordre. Il y a de très bonnes choies dans ces Mémoires ; mais l'Auteur s'étant arrêté au milieu de fa courfe , on ne voit pas fi fa Méthode étoit la plus propre à le mener avec exactitude & avec certitude à l'Enumiration qu'il avoit en vue. Il s étend aflez fur les Points multiples , qui fervent de fondement à la lubdivifion des Genres en Efpèces , & en Variétés; mais il ne dit rien , ou ne dit que peu de cholès , des Branches infinies , dont doit dépendre la Div ifion générale de! Courbes de chaque Ordre en leurs Claffes & Genres. Voilà *ce que j'avois devant les yeux lorfque je commençai cet Ouvrage. La longueur du tems qu il a refté entre mes mains devroit lui avoir donné un degré de perfedîon , que je crains avec raifon qu'on n'y trouve pas. Lilluftre Mr. s' Gravesande, qui m'honoroit de fon amitié Se dont la perte me fera toujours amere , mavoit communiqué fes Recherches fur les Séries, & ce qu'il avoit ajouté aux découvertes de Mrs Taylor & Stirling. Quelques obfervations que je fis fur fa Méthode parurent lui plaire , Se trop prévenu en ma faveur , il eut la bonté de me dire , qu'ayant la clé de la Théorie des Courbes il ne me feroit pas difficile d'en faire ufage. Si j'ai eu tort de l'encroiDigitized by Google

  
    PREFACE xi re , qu on pardonne cette erreur au relpedl dont j etois pénétré pour ce grand Homme. . Cet Eflai étoit à peu près fini , quand Mr. l'Abjé De Gua fit paroître XUjage de lAnalyfe de Descartes pour découvrir les propriétés des Lignes géométriques de tous les Ordres. La lubftitution qu'il y fait du Triangle algébrique au Parallélogramme de Newton eft une idée^ oeureufe» dont j ai profite avec reconnoifiance , aufTi bien que de quelques autres penfées ingénieufes de cet Auteur : mais je n'ai pas cru devoir le fuivre dans la méprile où il eft tombé fur les Branches infinies des Courbes Se fur leurs Points multiples, pour avoir négligé l'ufage des Séries infinies , ou pour avoir voulu juger i'une Série entière par fon feu! premier tenueJaurois tiré une grande utilité de Y Introduction à lAnalyji des infiniment petits de Mr. Euler, fi ce Livre m'avoit été plutôt connu. Son objet étant prefque le même que le mien, il n'eft pas furprenant que nous nous foions fouyent rencontré dans les Conclurions. Mais la différence des Méthodes eft aufiî grande quelle peut 1 être quand on travaille fur un même fujet: ce quç je ne dis point pour préférer la route* que j'ai prûe à cejle qua tenu Mr. Èuler». mais feulement pour avertir le Leâeur de cette diyerfité. Voici une légère idée de l'ordre que j'ai- cru devoir fuivre* . Le premier Chapitre expofe en général la nature b x des

  
    XII PRE FA CE des Lignes courbes , Se la manière de les représenter par des Equations. On divifo d'abord les Lignes en régulières & irréguliéres. Celles-ci n'ont ni Définition , ni Defcription réglée Se connue. Celles-là font décrites par une loi certaine, qui conftitue leur efTence ou leur nature. On divife enfuite les Lignes régulières , en celles qui peuvent être décrites fur une fuperficie plane , Se celles qui ont une double courbure. Puis on expofo la manière d'exprimer par une Equation la nature des Lignes à fimple courbure : invention heureufe de Descartes , qui renferme le Principe, ou du moins le Genne, de tout ce que les Modernes ont découvert fur les Courbes. Delà on paffe à la diitindhon des Lignes en algébriques & méchaniques: on définit les Courbes exponentielles & les interfeendantes , qui tiennent en quelque forte le milieu entre les méchaniques , Se les algébriques. On entre dans quelque détail fur la manière dont une Courbe algébrique elt repréfentée par fon Equation ; On indique le moyen de dilcerner fi une Equation propofée exprime une foule Courbe , ou l'affemblage de plufieurs. On parle des Branches de Courbes , finies ou infinies , réelles ou imaginaires. On fait voir en quel fens le cours d'une Ligne algébrique eft continu , quoique la Courbe puiflé être compofee de parties détachées. On montre enfin la manière de décrire une Courbe en affignant la pofition d'une infinité de fos points ; nonDigitized by Google

  
    PREFACE XIII non-feulement lorfque ion Equation peut être refbluë , mais encore en plufieurs autres cas. Il faut pourtant avouer qu'il manque une Méthode générale pour cela : fi l'Algèbre pouvoit la donner , on aurait , par cela feul , tout ce qui eft néceflaire pour la connohTance des Courbes. On indique, dans le fécond Chapitre, une manière générale de transfbmier lEquation d une Courbe, quand on veut la raporter à d'autres coordonnées que celles dont le raport eft exprimé par l'Equation propofée. On donne, pour taire ces transformations , dans les cas les plus utiles Se les plus communs, des manières abrégées, quijjeuvent être fuperflues lorfque l'Equation eft fort iimple , mais qui deviennent prefque néceffaires, ou du moins très commodes , quand cette Equation eft d'un degré af~ fez élevé, ou qu'elle eft compofee d'un grand nombre de termes. Le troifiéme Chapitre développe la divifïon des Lignes algébriques félon leurs différents Ordres. On y voit les Equations générales de chacun de ces Ordres , le nombre de leurs termes , celui des Points donnés par lefquels on peut faire paiTer une Ligne d'un Ordre donné , & le nombre des Points dans lefquels une Ligne d'un Ordre donné peut rencontrer une Ligne du même Ordre, ou d'un autre Ordre au/ïï donné. La Règle qui détermine ce nombre eft très importante dans la Théorie des Courb 3 bes.

  
    xiv PREFACE bes , plufieurs grands Géomètres l'ont fuppofée, mais perfonne, que je fâche, n'en a donné la Démonftration. On la prouve ici, par une manière, expliquée dans l'Appendice N°. i , de faire évanouir une grandeur indéterminée , au moyen de deux Equations dans lelquelles elle entre. C'eft-là proprement un Problème de pure Algèbre ; mais les Méthodes connues ayant paru infuffifantes, on en a cherché une autre , qui rend la chofe fecile au moyen d'une façon finguliére d'employer Jes nombres , ou chiffres , pour exprimer les indéterminées Se leurs fonctions. L'ufage de cette Notation peut s'étendre à d'autres Recherches, & en général cette Méthode eft affez féconde en Corollaires utiles dans l'Algèbre. La Règle démontrée dans le Chapitre précédent étant le fondement de la Méthode ufitée pour la construction des Egalités , on en a pris occafion de faire dans le Chapitre quatrième quelques Remarques fur cette conftru&ion. On en dévelope le Principe ; on en détermine l étendue ; on en marque les limitations. On indique la fource des difficultés que Mr. Rolle a élevées contre cette Mtthode , Se les moyens d'éviter furement les inconvénients qu'il y a trouvés. On propofe enfin une manière générale de fixer le nombre & la nature des racines d une Egalité , de difeerner les imaginaires des réelles , Se parmi celles-ci les négatives des affirmatives. On l'apDigitized by Google

  
    PREFACE xv l'applique aux Egalitc's du fécond , troifieme Se quatre me degré ; ce qui e(t nécellaire Se fuflifant pour la fuite de cet Efiai. Le Chapitre cinquième démontre un Théorème fort général fur la valeur du produit de toutes les ordonnées d'une même abfciffe ; & il en fait l'application aux Courbes du fécond Se du troifiéme Ordre. Ce fèul Théorème renferme tout ce que les Anciens ont démontré fur la comparaifon du quarré dé l'ordonnée avec le re&angle des portions du diamètre dans les Seclions Coniques : ce qui fait la plus grande partie de ce qu'ils ont connu de ces CourBes. On fétend à d'autres Cas dont les Anciens n'ont pas fait mention ; Se on donne les propriétés analogues des Courbes du troifiéme Ordre. Il n'y a aucune difficulté à le fuivre dans les Courbes des Ordres fupérieurs. Dans le Chapitre fixiéme , on confidere d'abord deux Lignes telles que la fomme des ordonnées de l une eft égale à la fomme des ordonnées de l'autre , ces ordonnées ayant une même abfciffe. On fait voir que l'une de ces Lignes peut , en une infinité de Cas , être i'afTemblage de plufieurs Droites , Se que toutes ces Droites peuvent iè réduire à une feule , qui efl alors le Diamètre de la Courbe. On démontre que chaque Courbe a néceffairement un ou plufieurs Diamètres.On définit les Diamètres curvilignes, Se le Diamètre abfolu. On prouve que dans les Lignes du lecond

  
    r'xari PREFACE cond Ordre tout Diamètre eft un Diamètre abfolu , mais qu'il n'en efl pas de même dans les Courbes des Ordres (upérieurs. On enfeigne à chercher les Diamètres abfblus d'une Courbe. On explique ce que c'efi: qu'un Contre-Diamètre & un Centre général. On donne des Règles pour les trouver. Il s'agit dans les Chapitres fuivants de ce qu'il y a de plus remarquable dans le Cours d'une Ligne. Ce font fes Branches infinies Se Tes Points finguliers. C'eft par les Branches infinies qu'on divife les Courbes de chaque' Ordre en leurs Genres , Se c'eft par les Points finguliers qu'on fubdivife en Efpèces les Courbes de chaque Genre. Pour déterminer ces Branches Se ces Points, on n'a point de Méthode plus fure Se plus générale que celle des Séries. C'eft pour cela quon a crû devoir l'expliquer avec foin dans le Chapitre feptiéme; d autant mieux que cette Méthode n'a été donnée jufquici que d une manière imparfaite ; quon a laiffé fans Démonftration une partie du procédé qu'il faut fuivre ; Se que ce procédé , de la façon qu'il eft propofé dans les Auteurs , conduit fouvent à des réfultats bornés Se par là vicieux. La vraye Méthode des Séries eft fondée fur le Parallélogramme de Mr.NE wton, invention excellente > mais dont l'Auteur n'a pas donné la Démonftration, dont il femble même n'avoir pas fenti tout le prix. Après lui, Mrs. Taylor Se Stirltng en ont étendu lufage; mais leurs Digitized by

  
    PREFACE xvii Règles n ont ni la généralité ni l'exa&itude néceffeires. Mr. S' Graves an de les a rectifiées jufqua un certain point. Cependant fa Méthode , qui n'eft qu'un abrégé de la Méthode générale , n'en conferve pas toute l'univerfalité ; elle n'a lieu que dans certains Cas , & dans ces Cas elle n'eft pas toujours autant abrégée qu'elle pourrait l'être: il en elt même, où elle peut jetter dahs l'erreur d'une énumération imparfaite. Pour éviter ces kiconvénierïs , on a crû devoir remonter aux Principes de la Méthode des Séries & en démontrer exactement le procédé. On en donne même l'Inveftigation , & on indique quelques moyens d'abréger les calculs à la longueur defquels la Méthode générale eft (Luette: On s'eft ici borné à ce qui eït néce/Iaire pour la Théorie des Courbes. La matière eft vafte, & on pourrait en compoler dés Volumes lans 1 epuiièr. Le Chapitre huitième êft employé à déterminer le nombre, la nature, & la pofîtion des Branches infinies que peut avoir tôle Courbe dont l'Equation eft donnée. Ces Branches s'éloignent" infiniment ou de l'Axe des abfcifles , ou de celui des ordonnées , ou de Fun & de l'autre. Gela fo difeerne ailement, pre£ Îue par la feule infpe&ion dé 1 Equation proposée. )n en indique la manière ; après qtfoli On expliqué k différence des Brâricnes hyperboliques Se paraboliques.   On donne, pour cet effet, une idée des m/. c Hyper �

  
    XVIII PREFACE Hyperboles & des Paraboles de tous les Ordres : on expofe les variétés du nombre & de la pofition de leurs Branches , & on fait voir en quels Cas elles font réelles ou imaginaires. Enfuite on donne les moyens de reconnoitre fi les Branches infinies qu indique 1 Equation dune Courbe font imaginaires ou réelles ; de décider , dans ce dernier Cas , fi elles font hyperboliques ou paraboliques , c eftà-dire , fi elles ont une Afymptote droite , ou fi elles n'en ont point ; & dans le Cas où elles ont cette Afymptote, de d terminer fa pofition; de trouver,, dans tous les Cas, leurs Afymptotes- courbes , c eft-à-dire la Courbe la plus fimple qui règle la pofition, & , pour ainh dire, la marche des Branches infinies de la Courbe propofée. Ces Règles font éclaircies par un grand nombre d Exemples choifis. Et ce Chapitre eft terminé par quelques Théorèmes généraux fur le nombre de Branches infinies & d Afymptotes droites , que peuvent ou ne peuvent pas avoir les Courbes des différents Ordres. > Dans le Chapitre neuvième, on établit les Divifions g. n. raies des Lignes Courbes, fondées fur le nombre , la nature , & la pofition de leurs Branches infinies. On fait voir quil n'y a que trois Courbes du. fecond Ordre ; rÙlipfe , fous laquelle eft çomprife le Cercle; lHyperbole; & la Parabole : ce qui donne , en peu de mots , ce qu'on atx pelle Digitized by v^ooQle

  
    P R E F A CE xix pelle là Conftru&ion des Lieux Géométriques. On réduit les Courbes du troifiéme Ordre à quatre Gaffes , qui fe fubdivifent en quatorze Genres , conformément à ce que Mr. Newton a établi dans fon Enumération des Lignes du troifiéme Ordre , dont cet article peut être regardé comme un petit Commentaire. Il y a neuf Claffes des Courbes du quatrième Ordre, &l chacune fe fubdivife en divers Genres ; mais 1 enumération en eft comme impoffible. 11 a donc fallu fe borner à donner les Principes ncceffaires pour réduire à fa ClafTe & à fon Genre toute Courbe donnée de cet Ordre. On indique feulement que celles du cinquième Ordre ont onze ClalTes , & Ton propofe une Règle générale lur le nombre des Brandies hyperboliques & paraboliques , que peuvent avoir les Courbes d'un Ordre quelconque. Les Chapitres fuivants font deftinés à l'examen des Points finguliers d'une Courbe. Ces Points font ou Points multiples ,. ou Points d'Inflexion. Les Points multiples font ou doubles , ou triples , ou quadruples &c Les Points d'Inflexion ont une Inflexion ou fimple, ou double, ou triple, &c. Les Inflexions d'un d.gré impair font vifibles; celles d un degré pair font inviiibles , & ne le manjfeftent que par le Calcul: on les nomme Serpentemënts. c % ' On

  
    XX PRE FA C E [ On indique au Chapitre dixième la manière de connoitre fi un Point aifîgné d une Courbe donnée ert fimple ou multiple ; & dans ce dernier Cas , quel elt le degré de fa multiplicité ; de chercher fi une Courbe dEquation donnée a des Points multiples, où ils font, & quels ils font; de marquer les conditions qui peuvent donner des Points multiples à une Courbe dont l'Equation ou la Conflruction eft donnée. Enfin on indique queleft le nombre de Points multiples que peuvent avoir les Courbes des différens Ordres , & quel peut être le degré de leur multiplicité. On montre, par exemple, que les Courbes du cinquième. Ordre ne peuvent avoir qu'un Point quadruple, & qu'alors elles ne peuvent avoir aucun autre Point multiple: qu'elle ne peuvent avoir qu'un feul Point triple, mais qu'a-< vec celui-là elles peuvent avoir trois Points doubles ; enfin qu'elles5 peuvent avoir jufqu a fix Points doubles, quand elles n'ont aucun autre Point multiple. Le Chapitre onzième donne les moyens de difoerner les différentes efbèces des Points amples ou multiples , par le nomBre & la pofition de leurs Tanf entes. On y explique la manière de mener les angentes d un Point quelconque. Cette manière, qui revient dans le fonds aux Méthodes connues & en particulier à celle des Infiniment petits, eft « Digitized by Google

  
    PRE FA C E xxi eft démontrée ici par cette feule confidération, que la Sécante dune Courbe devient fa Tangente lorfque les deux Points de fe&ion fe réunifTent en un fèul. La folution du Problème des Tangentes mène trop naturellement à celui de Max 'unis & Minimis , pour qu'il rut pennis de n en rien dire. La Méthode qu'on propofe revient encore aux Méthodes connues ; mais on y a joint quelques Remarques qui , (ans être abfôlurnent nouvelles , ne font pas communes. Elles fervent à difcemer un Maximum d un Minimum , Se à diftinguer les uns Se les autres des Points multiples Se des Points d'Inflexion , avec lef* quels il eft aife de les confondre. On tire de cette Méthode quelques ufages pour déterminer le cours des Lignes Courbes , Se on finit par la manière de trouver les Points d'Inflexion fimple ou multiple, que peut avoir une Courbe d'Equaûon donnée. On entre au Chapitre douzième dans un plus grand détail fur la courbure des Lignes Courbes en leurs différents Points. Elle fè mefure par la courbure du Cercle , qui étant uniforme dans tout le contour d'un même Cercle, varie félon que le Cercle eft plus grand ou plus petit. On enfèigne à trouver y pour chaque Point d une Courbe donnée , le Cercle de même courbure. La méthode quon donne pour cela, Se qui n eft qu une fuite des principes établis dans le Chapitre précéc 3 dent,

  
    XXII PRE FA C E dent , réfoud facilement ces Problèmes : Trouver en quels Points de fon cours une Courbe a une courbure donnée , une courbure infinie , une courbure infiniment petite, (a plus grande ou fa plus petite courbure , &c. On compare entr' elles les courbures infinies , & auffi les courbures infiniment petites; Se on en afligne les dégrés, en indiquant pour chaque Point , dont la courbure n'efl pas finie, la Parabole de même courbure; car ici le Cercle eft inutile , puifque tout Cercle a une courbure finie. Cette comparaifbn laiffe entrevoir une variété infinie dans les Points finguliers des Courbes. On n'en fauroit épuifer le détail. C'eft afTez ' d en énumérer les efpèces les plus fimples , celles qui peuvent convenir aux Courbes des prémiers Ordres , autour defquelles roulent nos ipéculations. On a taché de le faire , dans le treizième & dernier Chapitre , pour tous les Points multiples dont Ibnt fufceptibles les Lignes des prémiers Ordres. L'Appendice contient tçois Démonftrations qui auroient trop interrompu la fuite du Difcours fi on les avoit inlérées où elles font citées. 11 n'y a proÎ>rement que celle du N°. 2. qui fbit néceflaire. Ele eft extraite d'un plus long Mémoire fur ce même fujet, lequel devroit faire partie dun Traité d Algèbre. Tel eft le Plan que je me fuis propofé dans cet ILffai. Digitized by GoogI

  
    ' PRE FA C E xxm Effai. Ceft à mes Lecteurs à juger fi je l'ai rempli. J'ai tant de grâces à leur demander , que je ne leur ferai point d excufes , ni fur le ftyle , où je n'ai cherché que la clarté; ni fur certains détails, que jai cru néceflaires aux jeunes Géomètres en faveur de£ quels j'écris , ni lur la longueur de cet Ouvrage y dont je luis moi-même fiirpris. Elle vient principalement du nombre- d'Exemples que j'aporte pourillullrer les Règles que je donne. Je lens fort bien que les Savans en voudroient moins * mais en échange les Commençans en défireroient peut-être davantage. Je puis dire aux uns , que je ne crois pas avoir placé un fèul Exemple lans quelque raifbn particulière j & j'oie aflurer les autres que je ne penlè pas qu ils trouvent dans les Règles aucune difficulté qui ne fbit éclaircie par quelque Exemple,

  
    The text on this page is estimated to be only 22.75% accurate
    .s Digitized by Google

  
    The text on this page is estimated to be only 21.78% accurate
    INTRODUCTION L'ANALYSE DES LIGNES COURBES ALGEBRIQUES. CHAPITRE I. De la Nature des Lignes Courbes en général , & de leurs Equations. L HgHHKpUTF. Ligne cil Régulière ou Irrégttliê/ * - I rc. Les Lignes irréguliéres font cefies qui font décrites fans aucune régie certaine , ou connue. Tel eft le trait que forme au hazard un Ecrivain. Ces Lignes ne lont point Tobjct de la Géométrie : elles ne lui donnent aucune prilc. Car un Géomètre, pour chercher & dcA mon« oy Google
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    2 DE LA NATURE D ES LIGNES COURBES PlancI. montrer les propriétés d'une Ligne , doit partir de fa Cua?. u Définition , ou , ce qui eft ia même choie , de la manié- x* re dont cette Ligne peut être conftruite ou décrite. Mais les Lignes irréguliéres n'ont aucune Définition ou Defcription réglée & connue > qui les diftingue de toute autre LU gné. 2. Les Lignes régulières font , au contraire , celles qui font décrites luivant une Loi confiante qui détermine la pofition de tous leurs points. Il y a quelque propriété uniforme qui convient également à tous les points d'une même Ligne régulière , & qui ne convient qu'à eux feuls. Cette propriété conftituë la Nature ou XEfencc de cette Ligne. Ainfi la nature du Cercle confiltc dans l'égalité de fes raïons. C'ell cette égalité des raïons qui diltingue la circonférence d'un Cercle de toute autre Ligne courbe , & qui détermine la pofition de tous les points de la Ligne circulaire , en les fixant tous à une même diftance du centre. }. Cette Définition des Lignes régulières convient avec celle des Lieux géométriques. Les anciens Géomètres donnoient ce nom aux Lignes , Droites ou Courbes , dont chaque point étoit également propre à rélbudre un Problème géométrique indéterminé. f Si l'on propolè , par exemple , de décrire , fur une Li* ' gne droite donnée A B , un Triangle .d'une grandeur donnée ; ce Problême eft indéterminé ; parce que fur la Droite A B on peut décrire une infinité de Triangles égaux , qui feront tous de ia grandeur donnée, & qui donneront ainfi une infinité de Solutions. Comme tous ces Triangles égaux AcB, ACB, AéB &c. ont leurs fommetsc, C, f, &c. fur une même Droite cCc parallèle à AB [ Eucl. i. $7] , cette Droite cC* eft ce qu'on appelle le Lieu des lommets de tous les Triangles égaux à ACB décrits fur la bafe AB. Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS, 3 c*Ar.i. De même, fi Ton demande de décrire un Triangh re- PlimcI. âangle fur l'hypothenulè donnée DE; on propofè Ln Pro- **• *• blême inde'terminé. Car la circonférence DFE , décrite fur le diamètre DE, a cette propriété [ Eucl. III. j 1 ] que fi d'un de les points quelconque F on tire deux Droites F D , F E aux deux extrémités du diamètre DE , ces deux Droites feront avec le diamètre un Triangle rectangle. La circonférence DFE eft donc le Lieu des lbmmets de tous les Triangles reâangles qui (è peuvent décrire fur l'hypothcnufe donnée DE. 4.. Les Lignes Ce divifènt encore en celles qui peuvent être tracées fur une furfàce plane , & celles qu'on ne peut décrire que fur une furface courbe. Un grand Géomètre moderne % qui a confideré ces dernières, les appelle Courbes à double courbure. On conçoit qu'en général elles font plus compliauées que lc% Courbes a fimple courbure , qui peuvent être écrites fur un plan. Dans cette Introduction nous nous bornerons à celles - ci , dont les propriétés fervent de fondement aux recherches qu'on peut faire fur les autres. 5. Des Cartes t eft le premier, je penlc, qui ait entrepris d'exprimer la nature des Lignes par des Equations algébriques. Voici comment il s'y eft pris. Dans le plan , for lequel une Ligne comme M M eft tracée , on choifit à fç. $: volonté un Point fixe , qu'on nomme KOrigtnc , par lequel on mène à diferétion deux Droites AB , AD. De chaque point M de la Ligne M M on mène des Droites MP , MQ^ parallèles aux Droites AB, AC , & qui y font terminées réciproquement. L'une , comme M P ou fon égale A fè nomme ^Ordonnée ou \ Appliquée. L'autre , comme MCi ou A 2 fon * Mr. Cl ai r au t , Recherche fur les Courbes à. double courbure. 4/>. Paris 1731. t Géomitrie, Livre L & IL Digitized by Google
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    4 DE LA NATURE D ES LIGN ES COURBES PtAKcl. fon égale AP , fe nomme la Coupée ou VAkfctife. C'eft pour- Cuu.1 quoi la Droite AB s'apellc la Ligne ou KAxe des abfcijfes ou * h des coupées , & la Droite A D la L*£«* ou Y Axe des ordonnées ou des appliquées. Et l'on lé lert du mot de coordonnées pour exprimer en commun i'ablcilîê & l'ordonnée d'un même point. MP & MQ, ou MP & PA, ou enhn M Q. & QA font les coordonnées du point M. 6. Chaque point d'une Ligne régulière ayant une propriété commune [§. 2 ], qui caraclérife cette Ligne & diitingue les points qui lui apartiennent de ceux qui ne lui apaniennent pas ; cette propriété fe réduit ordinairement à un certain raport entre les coordonnées, lequel lè peut fouvent exprimer par une Equation algébrique indéterminée. Ceft cette Equation qu'on apelle V Equation de la ligne dont elle exprime la nature. i%. 4- Soit par ex. le Cercle mM^wA/, décri^du centre C avec le raion donné CM: On demande l'Equation qui ex{>rime la nature de (à circonférence. Qu'on prenne à voonté le Point A pour l'Origine , AB pour la Ligne des abattes , & AD perpendiculaire à AB pour la Ligne des ordonnées. Si d'un point M , pris à volonté fur la circonférence , on mène M P , M parallèles à AD , AB; elles feront les coordonnées du point M. On cherche donc l'équation indéterminée qui exprime leur raport d'une manière générale, c'eit-à-dire , qui exprime, non le raport parlicul.cr des Droites MP , MQjracées dans la Figure , mais le raport général de l'ablcifle & de l'ordonnée d'un point quelconque de la circonférence. Cette équation doit (è déduire de la propriété commune à tous les points de la circonférence Mm M, qui confilk en ce que chacun d'eux eft à une même diftance donnée CM du centre C. Cette propriété dépend donc & de la grandeur donnée du raion CM , & de la pofition donnée du centre C. La pofition du Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. $ Cha» i. du centre C par raport aux Droites AB, AD, auxquelles Plawc.i. 6% tout le doit «porter , eft fixée en menant les Droites CF , CE parallèles à AB, AD. Car, le centre C & les Droites AB , AD étant donnés de pofition , la grandeur des Droites C F , C E eft donnée *, & réciproquement les Droites CE , CF étant données de pofition, la pofition du centre C eft fixée. Défignons ces Droites données par des lettres , en nommant CE , a\ CF , b\ & le raion CM , r. Les lettres a , b , r , marquent donc des grandeurs confiantes , qui relient toujours les mêmes , en quelque endroit de la circonférence qu'on prenne le point M; parce que leur grandeur eft indépendante du choix de ce point M. Mais fi on défigne PabfdOê AP , ou MQ^, par la lettre x , & l'ordonnée MP , ou AQj par la lettre y ; ces deux lettres x & y exprimeront des grandeurs variables. Car , comme on cherche une équation qui convienne également à tous les points de la circonférence , une équation qui exprime également le raport des coordonnées A P , P M du point M , & des coordonnées kir , vr(* de tout autre point fx de la circonférence ; la lettre x doit déligner indiféremment l'abfciflc AP & Pabicifle A -rr , & en général une abfcifTe quelconque; & la lettre^ doit marquer également l'ordonnée PM & l'ordonnée t u , & en général une ordonnée quelconque : oblèrvant feulement que, dans l'équation, x Si y expriment les coordonnées d'un même point , mais quelconque. Pour fixer les idées , attachons nous au point M. Si (on ordonnée MP coupe la droite CF en G, on auia GM = MP — PG = MP — CE=jy — /i, &CG=:CF — FG = CF — AP = b — x. Mais le triangle CGM étant redangfe , les quarrés de GM & de CG enlemble Ibnt ég.iux au quarré de l'hypothcnufc CM. Donc (y — a y + (£ — xy=rr, ouyy — 2*y+aa + M — 2bx + xx = rr. Cette équation n'eft pas particulière au point M : elle convient aulfi bien à tout autre point de la cirA i confeDigitized by Google
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    6 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES Plan ci. conférence, par ex. au point p. Car, à ce point p, on a Craf.l l*y=UTr — 7ty=t^.7r — C E =y — a , & C>= F y — FC=Aw — FC — * — k. De plus C/* = CM = r. Donc l'équation p>1 + Cyx = C/*1 , que donne le triangle rectangle C>f* , exprimée anaiytiquement , eft (jV — — b)1 =zrr, ou yy — 2ay+aa+xx — 2bx-\~ bb —rr , qui eft précifément la même que celle du point M. Ainfi cette équation exprime anaiytiquement la nature du Cercle. Elle eft du genre de celles que les Analyftcs nomment indéterminées , parce qu'elles contiennent deux inconucs , ou plutôt deux variables , qui ont chacune une infinité de valeurs , mais qui font tellement enchaînées l'une à l'autre par le lien de l'équation , que la détermination d'une de ces variables emporte la détermination de l'autre. Dans cette équation yy — 2ay -\-aa-\-xx — ibx + bb = rrf fi l'on veut que la variable x réprélènte l'abIciflè déterminée AP, que je nommerai c, l'équation indéterminée fe change en cette égalité déterminée yy — iay + aa-\-cc — ibc + bb z=zir , où y, qui n'eft plus une variable mais feulement une inconnue , exprime la valeur de l'ordonnée déterminée PM. Et fi l'on donne à x la valeur d , que je fuppolè être celle de l'ablcifle A vr , l'équation indéterminée fè transforme en cette égalité déterminée y y — iay -f- aa + dd — M +bb=rr, ou y maintenant déterminée exprime l'ordonnée 7r(*. 7. On auroit trouvé une équation plus fimple pour exprimer la nature du Cercle , en choififtànt mieux la pofition de l'origine. Si on Tavoit prilê au centre , taillant toûr jours les coordonnées perpendiculaires Tune à Pautrc , Pab■ feiflè x auroit été CP, & l'ordonnée y auroit été PM ; & le triangle rectangle C P M failànt voir que les quarrés des deux coordonnées font enfemble égaux au quarré du rayon, on Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 7 Chat. I on auroit eu , pour l'équation du Cercle , xx + yy=rr. PiancI. S- 7- Une même Ligne peut donc être défignée par des Equations différentes , qui la repréfèntent chacune, pour ainfi dire , fous Ton point de vue. Et l'Analylè des Courbes confiée en partie à déterminer la pofition des Axes , de telle manière qu'il en rélulte , pour exprimer une Courbe , l'équation la plus fimple ou la plus convenable au but qu'on ic propofe. 0 8. Mais, avant que d'aller plus loin , il eft à propos de remarquer ici , qu'il y a des Courbes régulières dont on ne peut pourtant exprimer la nature par aucune équation analytique. Si on décrit , par ex. fur le diamètre A B , un Cercle Kg- *• ADB , & qu'abaiflànt de chaque point D de la circonférence une perpendiculaire DP fur le diamètre A B , on la prolonge en M jufqu'à-ce que PM foit égale à l'arc correfc pondant AD : la Courbe AMC , qui paflè par tous ces points M , fera régulière , étant décrite fuivant une loi uniforme. On ne (auroit pourtant la reprélènter par aucune équation algébrique , parce que prenant les Sinus verfcs A P pour les abfciffes , on n'a aucune manière algébrique d exprimer leur raport aux arcs AU , ou aux ordonnées PM qui font égales à ces arcs. Ces fortes de Courbes font apellées tr amendantes , méthaniques , ou hrationelles ; pour les diftinguer de celles qu'on peut repréiènter par des équations algébriques , & qu'à caulè de cela on nomme Courbes algébriques , géométriques , ou rationelles. C'eft iurtout pour les Courbes tranfoendantes qu'on a befoin du Calcul des infiniment petits , qui fournit des équations propres à exprimer la nature de ces Courbes. p. Entre )igitized by Google
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    Planc. 1. 8 DELA NATURE DES LIGNES COURBES p. Entre ces deux genres de Courbes , les algébriques Cha*. i. & les tranfeendames , on peut placer le genre des Courtes S* 9 exponentielles. C'eft le nom qu'on donne aux Courbes dont la nature s'exprime par des équations , où il n'entre , à la vérité , aucune grandeur infinie ou infiniment petite , mais qu'on ne peut pourtant pas raporter aux équations algébriques ordinaires , parce qu'elles renferment des termes qui ont des expofams variables. Une des plus fimples Courbes en ce genre eft la Logarubmlque , reprefentée par l'équation y=ba . Sa nature canfiite en ce que , les abfciflès étant prilès en progreflion arithmétique , les ordonnées font en progreflion géométrique. Si on défigne par l'unité la différence qui régne dans la progrelïion des abfciflès , & par i : a la raifbn qui régne dans la progreffion des ordonnées , on verra que fi l'ordonnée à l'origine eft b, les abfciflès o , i , 2 , % , 4 , 5 , &c. qui font en progreffion arithmétique , auront les ordonnées b = ba° , ba = ba' , ba1, M , ba* , ba% , <&c. en progreffion géométrique. Donc en général à l'abfciflè x répond l'ordonnée ba*' Ainfi , nommant cette ordonnée y, l'équation de la Logarithmique fera yz=ba*' On peut rapporter a ce genre , ou plutôt à un genre intermédiaire entre les Courbes exponentielles & les algébriques , celles que Mr. Leibnitz nomme interfcendenics. Ce (ont celles dans l'équation defquelles on trouve quelques termes avec des expofànts irrationels : comme dans l'équation y^2 +y — x. io. Nôtre deflêin n'eft point de parler ici de toutes ces fortes de Courbes. Les algébriques nous offrent aflèz de fingularites & de variétés. Elles font ou finies, ou infinies, ou
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    ET DE LEURS EQUATIONS. Ck*f. I ou mixtes. Une Courbe eft infime , quand elle a des bran- PcancL 5' l9% ches qui vont à l'infini , comme les Courbes A, B, C, _ D, E, F. UneCW&reft finie , quand , renfermée dans un efpace borné, elle retourne fur elle-même ; foit qu'elle ne fallè qu'un fimple tour , comme le Cercle , ou l'Ovale G , foit qu'elle fe noue & renoue plufieurs fois , comme un Huit-de- chiffre , ou un Las -d'amour , &c. H , 1, K, L, r
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    io DELA NATURE DES LIGNES COURBES PiakcI. de ces égalités. Ces valeurs , ou ces racines , expriment Cha*. l les ordonnées qui répondent à chaque abfciflè. Ainfi chaque abfciflè porte à fon extrémité une ou pluficurs ordonnées , fuivant qu'il y a une ou plufieurs racines de l'égalité en laquelle le transforme l'équation de la Courbe , quand on fubftitue à at la grandeur de l'abfciflè. La Ligne , pa£» lànt par toutes les extrémités de ces ordonnées , aura autant de branches au'^ a de valeurs différentes dans l'équation. Et quand l'Algèbre peut donner ces valeurs , leur examen fait connoitre fi les branches auxquelles elles fe raportent font finies ou infinies , quel eft leur cours , & leur pofition ; en un mot , tout ce qu'elles ont de remarquable. Ainfi dans l'équation du Cercle , qui a été donnée au § 6 , yy — zay •+• aa + bb — ibx + xx = rr , ou yy — 2ay + aa — rr — bb + ibx — xx , Toit (y — a}1 — rr — bb + %bx — xx, y a deux racines ou valeurs différentes , Içavoîr tf-f-vXrr — bb-\-2bx — xv), & * — VC*7" — bb 4- 2bx — xx ). C'ert pourquoi chaque abfciflè AP [x] a deux ordonnées [y] PM & P M. La Courbe a donc deux branches, qui font les deux demi -circonférences, la fupérieure m M m , & l'inférieure m Mm. La première paffc par les fommets de toutes les ordonnées PM [y] égales à *4-v/(rr — bb + 2bx — xx ) , & la fccondc par les extrémités de toutes les ordonnées PM [y ] égales à a — \/ Çrr — bb + 2bx — xx ). Mais dans cette autre équation indéterminée xx + 6ax XX % + $aa — 6ay=zOfy n'a qu'une fcule valeur (ra + x+:£/*Chaque abfciflè de la Courbe , que cette équation repréfente, n'a donc qu'une (èule ordonnée. A proprement parler , la Courbe n'a qu'une fèule branche ; mais cette branche eft quelquefois comptée pour deux ; parce qu'elle s'étend à l'irifini du côté pofitif 8c du côté Dégatif. is.NonDigitized by Google

  
    ET DE LEURS EQU AT 10 NS. n C«Ar. L i z. Non-feulement l'éauation d'une Courbe indique le Planc. l *' nombre de fes branches, elle marque encore leur polition. Les valeurs pofitives de x marquent des abteifies pofitives , & les valeurs négatives de x délignent des abfcifiès négatives. De même les ordonnées pofitives font indiquées par les valeurs pofitives de y , & les ordonnées négatives , par les valeurs négatives de y. L'uiage , mais arbitraire & libre , crt de prendre les abfciiTes pofitives à la droite , les négatives à la gauche; les ordonnées pofitives au deiTus de l'Axe des abfcifles , les négatives au deiTous. De là les noms donnés aux quatre angles que font entr'eux les deux Axes. L'angle B A D le nomme V Angle des abfciffes & des %• !• ordonnées pofitives , ou Y Angle des coordonnées pofitives , parce que tout point de la Courbe qui (è trouve dans cet angle a Ion abfciilè & fon ordonnée pofitive. Par une raifon iemblablc , B A d eft l1 Angle des abfcifes pofitives & des ordonnées négatives , D A b Y Angle des abfcijfes négatives & des ordonnées pofitives , & enfin dAb (è nomme X Angle des abfciffes & des ordonnées négatives , ou Y Angle des coordonnées négatives. Les deux angles oppofés DAB, dAb s'apellcnt , d'un nom commun , les Angles des coordonnées de mfme figue , & les angles oppofés BAd , bAD font les Angles des coordonnées de différent j (ignés. BAD, BAd font lés Angles des abfcijfes pofitives , DAb , dAb les Angles des abfcijfes négatives ; BAD, DAb les Angles des ordonnées pofitives , BAd, b A d les Angles des ordonnées négatives, \%. Quand l'Analyfe peut réfoudre l'équation d'une Ligne ; (es racines font connoître la pofition des branches de cette Courbe, elles indiquent dans quel angle, ou dans quels angles, tombent ces branches. Lorique , dans une racine , les x étant pofitives les y le font auffi , la branche que représente cette racine eft dans l'angle des coordonnées pofitives : mais fi les x pofitives donnent des y néB 2 gatives, Digitizcd by VjOOQlC
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    12 DE LA NATURE DES LIGNES COURSES Pl. il gatives , la branche eft dans l'angle des abfcifles pofitives Cm*, i. & des ordonnées négatives. Que fi les x négatives rendent •* ,3* les y pofitives , la branche tombe dans l'angle des abfcii(ès négatives & des ordonnées pofitives : mais fi aux x négatives répondent des y aulii négatives, la branche tombe dans l'angle des coordonnées négatives. Ainfi dans la Courbe que repréfente Péq : xx+ 6 MX XX + Saa — 6*y = o , ou y — — + x + ia [$. n J, l'équation fàit voir qu'à l'Origine , où * cft zéro , la valeur de ttg. io. y eft g a. A a = I m eft donc la grandeur de la première ordonnée. Suppofant enfuite x pofitive , on voit qu'à meXX fure qu'elle augmente , les termes — & x augmentent auflî, fans que le terme confiant l a diminue ; ce qui prouve que XX' l'abfciflè x croiflant, l'ordonnée y [ = — + x + { a ] , qui eft pofitive , croit auflî. Donc du côté des abfcuTes pofitives , la Courbe n'a qu'une branche ad, qui tombe toute entière dans l'angle des coordonnées pofitives , & qui , partant de l'extrémité a de la prémiére ordonnée A a , s'éloigne à l'infini & de l'Axe des ablcilTes & de l'Axe des ordonnées. Pour connoître le cours de cette Ligne du côté des abfcifles négatives , on fera x négative , ce qui change l'éq. y = ^ + x+ssa en y=~ — x +\a. Où l'on voit 6a 6a XX que x étant moindre que 6a , — cft moindre que x , de façon que le terme confiant \ a eft moins augmenté par le X x terme pofitif — que diminué par le terme négatif — x. L'ordonnée y va donc d'abord en décrouTant , à mefure que Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 13 ckap- i. que x négative augmente, fi bien que y , qui e'toit à PO- Pu 11. S- 1\* rigine J 4, diminue jufqu'à devenir zéro, quand x eft devenue a. Car alors ycft- a + \ a = o. Si donc on prend l'abfbifie négative AE égale à a , l'ordonnée de cette abfciflè lèra zéro , c'eft-à-dii c , que la Courbe aE paflera par le point E de l'Axe des abfciOcs. L'abfciflè x continuant à croître du côté négatif , les ordonnées deviennent négatives, & reftent négatives jufqu'à -ce que x fctt devenue 5 4= Al. Alors l'ordonnée ci\ de nouveau égale à zéro [y — ~— — 5 4+1/* = °]. La Courbe, après s être enfoncée au deflbus de l'Axe des abfciflès juf. qu'à un certain terme , remonte & coupe de nouveau cet Axe au point 1 , éloigné de ^Origine A de la diftance 5 a. L'abfciflè * continuant à crotte , toujours du coté négatif, l'ordonnée y redevient pofitive , 8c (è trouve égale à la prémiére ordonnée Aa[|*] quand x vaut 6 a. Après • X V quoi x croiflànt toujours , le terme pofuif — l'emporte toujours lur le terme négatif — x , & l'ordorméc y va toujours en augmentant à mefure que l'abfcifle augmente, ce qui donne la branche infinie Im, qui s'éloigne à l'infini de Pun & de l'autre Axe. On (âifira parfaitement ce détail , & on verra (ènfiblement quel eft le cours de la Ligne , fi on fubftituc fucceflïX X veinent, dans Péq : y — ~^a + * + 1<*> différentes valeurs au lieu de x , comme 34, 24, o, — 4, — 24, — $ 4, ■ — • 4*> — Sat — 6*9 — 74 , &t. & l'on trouvera qu'à ces aLlciflès répondent les ordonnées 5*4 , 3J4, 24, £4, o, — î 4, — \4 , — ',a, o, |4, 24 , érc. Ce calcul fait , onpourra décrire par points cette portion de la CourB s be Digitized by Google
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    I* DE LA NATURE DES LIGNES COURBES ïu If. be qui s'étend depuis rabfciflc jufqu'à i'abfciflè — ?a, c AP c'eit-a-dire, qu'on pourra affigner onze points de la Cour- JYj, be , aflèz près les uns des autres , pour qu'il foit aifé de la décrire avec quelque exactitude en traçant d'une main hardie une Ligne courbe par ces onze points. Pour cet effet , ayant mené deux Droites AP , AQS qui fe croifent , ns. 10. à angles droits fi l'on veut , au point A cïïoifi pour l'Origine , on prendra fur l'Axe des abfciflès A P , du côté droit , trois parties AB , BC , CD égales à la Droite donnée a , pour avoir les trois abfciflès pofitives A B ==a , AC~ 2a &AD = $*,&du côté gauche fept parties aufli égales à a , pour avoir les fept abfciflès négatives AE = — *, AF= — 2*, AG = — AH = — 4a, Al = — 5"> AL = — 6a, AM== — ya. Parlespoints D , C , B , E , F , G , H , I . L, M , on mènera des parallèles à AC^, qui feront les ordonnées de ces abfciflès, & on leur donnera les longueurs convenables , en failànt Dd = $ja, Cc=^ay Bb = 2*, Aa = ?*, Ff= — \a , Gg = — jat Hh— — i*, L\=:l a, Mm~2a. Les points d, c, b, a, E, f, g, h, I, 1, m, ainfi déterminés font tout autant de points de la Courbe que repréfente XX l'éq i - y = — +x-{- \a ou xx + 6ax + $aa — 6ay^c: & comme ils font aflez près les uns des autres , fi la Droite a ci\ fort petite , on le représentera aflèz bien la forme ffc h. de cette Courbe, en traçant une Ligne par tous ces points. Autre Exemple. Si on examine de même la Courbe repréfentée par Péq : xxy + 2axy — axx aay — o , ou axx x y = — ; ; — =*( — ; — ) , on verra que * = o xx + 2ax + aa Ka + xJ 9 n donne aufli y = o , ce qui montre que la Courbe paflè par l'Origine A. Prenant enfuke fucceffivement diverfès abfcifles, toutes pofitives & toujours plus grandes, c'eft-adire x augmentant toûjours , le numérateur & le dénominateur Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. ij i?Yj." natttir de la fra&ion - augmentent auffi ; mais le nu- Pl" !Iî mérateur augmente plus à proportion que le dénominateur. X X Ainfi la fra&ion — ■ — & la valeur a( — ■ — V de l'ordona-\-x ^a+x' née y vont en croiflant , de forte que la branche A B , qui eft du côté des ablciflès pofitives , eft toute entière au de£ (ûs de la Ligne des ablciflès , & s'en éloigne de plus en plus. Elle ne s'en éloigne pourtant pas à l'infini , mais feulement d'une diftance égale à la Droite donnée a. Car quand x ferott infinie , elle feroit cenfée égale à a + x , & X x y qui eft toujours *( 33—)* feroit égale à )* =*. Du côté des ablciiTes négatives , le cours de cette Courbe eft plus fingulier. Pour le reconnoître , on fera x négative dans l'éq : xxy -J- 2axy — axx + aay =0 de la Courbe, ce qui la transforme en xxy — zaxy — axx + aay =0, qui (è réduit ày=a( — — )■ ou*( — — )*, A X Xm — a (uivant que x eft plus grande ou plus petite qu'*. Voïons d'abord quelles ordonnées répondent aux abfciflès plus petites qu'4. Il eft clair que plus x augmente , plus le numérateur de la fraclion - augmente, & plus le dénominateur diminué. L'augmentation de l'un & la diminution de l'autre concourent à faire augmenter la fradion. Ainfr l'ordonnée y [==<-^=rx )* ] augmente avec l'abfciflè , mais fi rapidement qu'elle devient infinie quand l'ablciflc x [AC] eft devenue égale à a. Car alors y [CD] eft = *( )'»-. Or une grandeur finie a* divifée a — a o o 0 par le zéro repréfcme llnfinî , parce que le fini contient une Digitized by Google
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    16 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES ru il. une infinité de fois le zéro ou plutôt Pinfiniment petit. Cha*. i. Après cela l'abfciflè x étant plus grande qu'* , l'ordonnée S »!• y—a(- j)1 eft d'abord exceflîvement grande, parce que le dénominateur x — a eft exceflîvement petit. Mais à melure que x augmente , le dénominateur augmente & même dans une plus grande proportion que le numérateur, de forte que la fraclion diminue & avec elle l'ordonnée y. Cependant cette diminution a (es bornes : car quand l'abfciilê eft infinie , le dénominateur x — a eft cenfé égal au numérateur x , puifqu'il n'en diffère que de la grandeur finie a qui n'eft rien auprès de l'infinie x. Alors donc y eft Cette branche EF de la Courbe, qui réX pond aux abfciftês négatives plus grandes qu\* , vient donc de l'infini en s'aprochant de l'Axe des abfcifles : mais elle n'en aproche point plus que de la diftance a. Et tout le cours de la Ligne eft à peu près tel que le reprélènte BADE F dans la Fig. i r, qui a été tracée par points , fuivant le calcul des ordonnées , dont voici le réfultat. * = in/., 34, 24, 4, 0, — \a, — J*, —\*y —4.— I \a, — 24,-34, — inf. y = 4 ,i%*,pt,{*,o, £ 4, 4, $*,mf., 94, 44,54, 4. 1 4. De ces deux Exemples , quoique particuliers , on peut tirer deux Conclurions , qu'on verra làns peine être générales. La prémiére , c'eft qu'une Ligne algébrique paflè par l'Origine , quand fon équation eft telle que x étant fuppofée égale à zéro , y = o en eft une des racines ; ou , fi l'on aime mieux , quand y étant fuppofée égale à zéro , x = o en eft une des racines. Ainfi , dans le (ècond Exemple [ § prêc. ] , fi l'on fait x = o , l'éq : xxy + 2axy — axx •+• tsy := o (è réduit à Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. Vj Chap. L aay rr o , dont ;~oeft la feule racine. Donc à l'abfciflê Pl. n. /. M. jéro y c'eft-à-dire à l'Origine , l'ordonnée cft zéro. La prémiére ordonnée eft donc fans longueur , elle fe réduit à un point , & la Courbe , qui parte crtêntiellement par le (bmmet de toute ordonnée, paflê par l'Origine. Or x = o donne y = o, toutes les fois que dans 1 équation d'une Ligue il n'y a aucun terme tout confiant, aucun terme qui ne renferme ni x ni y. Car , dans cette équation là , fi l'on fait x^=o, tous les termes où il y a quelque x s'évanouirtènt , & tous les termes qui reftent font multipliés par y , puifqu'il n'y avoit aucun terme qui n'eut ou x ou y. Ces termes reftans s'évanouiroient donc par la fuppofition de^ = o. Il font donc entr'eux une équation dont y — o cil une racine. Ainfi à l'ablcit le x=o répond au moins une ordonnée y~o. Donc la Ligne, dans l'équation de laquelle il n'y a aucun terme .tout confiant , parte par l'Origine. 1 5. La féconde Conclusion , e'eft qu'on trouvera en quels points une Ligne algébrique coupe l'Axe des ordonnées, en faifànt x = o dans l'équation de cette Ligne. Les valeurs de y dans l'équation transformée détermineront les points où la Ligne rencontre l'Axe des ordonnées. Ainfi dans le premier Exemple du §. préc. en faifànt SOC x — o dans l'éq : y r= — + x+ 1 a , on la réduit ky= { a. C'eft pourquoi la Courbe ne parte pas par l'Origine A , parce que x = o ne donne pas ^^=0 : mais elle pafTe *<»• par le point a de la Ligne des ordonnées , qui cft à la diftançe Aa = £* de l'Origine, parce que x = o donne De même , on aura les points où une Ligne algébrique coupe l'Axe des, abfcirtès , en cherchant les valeurs de Jn/rod. à PAnaiyfe des Lignes Courbes, C x dans Digitized by Google
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    18 D E LA NATURE D ES LIGNES COURBES Pt.ii. x dans l'équation transformée par la fubftitution de zéro Cha». l au lieu de y. 5- »J* MM Dans la même équation ,^ =— -f-x+|* ou xx-fx -hsaa — 6 ay = ° > ^ l'on fi>it JV = ° > on a"ra xx 4- 6 *x + 5 a = o , qui a deux racines x=r — a , & xrr — 5/». Ce qui montre que la Courbe rencontre l'Axe des abfcilîès en deux points E , 1 ; feavoir , aux extrémités des abfciflès AE [ — a] & Al [ — 5 a J. 16. C'est donc les abfciflès & les ordonnées, qui, iuivant qu'elles font pofitives ou négatives , déterminent la pofuion des branches d'une Ligne algébrique , & qui font connoître dans lequel des quatre angles des coordonnées elles (e trouvent. Ces ordonnées méritent encore plus d'être confidérées quand l'équation les donne imaginaires *, quand elle les détermine àcelîcr d'être poflîbles* Alors la Courbe manque dans toute l'étendue où les ordonnées font imaginaires. Elle manque tout-à-faît , ou , pour mieux dire, l'équation ne repréfente aucune Courbe, lorfque les racines font toujours imaginaires. Telle elt l'équation yy + xx + rr = o , dont les racines y — \/( — rr — xx) r=o, &y+ \/( — — xx)=o font eflêntiellemcnt imaginaires , quelque valeur qu'on donne à x. Mais il arrive plus fouvent que la Courbe ne manque qu'en partie. Cela a lieu quand les racines qui expriment les ordonnées font réelles dans une certaine étendue , & imaginaires dans une autre étendue. Soit que la Courbe renfermée, comme le Cercle, dans un certain efpace ne S'étende point au - delà , ni d'un côté ni de l'autre. Soit qu'allant à l'infini d'un coté elle ne palTe point certaines bornes * Hijl. de FAcdd. 17251. pag. 41. Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 19 CH*r.L bornes de l'autre. Soit qu'étendue à l'infini de part & Pc* *- t6' d'autre elle laide dans le milieu un ou pluficurs efpaces où les ordonnées font imaginaires. Alors il v a dans ce milieu des vuides qui féparent les parties de la Courbe. Soit propofée l'équation y* — ç6yy — x* + ioox* = o , qui , réfoluë par la méthode ordinaire pour les équations du fécond degré, fe trouve avoir ces quatre racines > . y— 4. V(48-f- VC*4 — IOOX*+*?°4)) 'y_ +^(48 — y/(x+ — iocxx+ 2304)) y — ^(48+ V'C X4 IOCXX+2J04)) ^/(^ ^(V JOOXX + 2J04)) Où l'on voit 1*. Qu'en général à chaque abfcifie x répondent quatre ordonnées y , hors les cas ou quelques^ unes , ou bien les quatre , deviennent imaginaires. 20. Que les deux premières racines , étant pofitives , indiquent des branches qui font au deflus de la Ligne des abfciflès , au lieu que les branches repréfentées par les deu* dernières racines , qui font négatives , tombent au deflbus de la Ligne des ablciflès (§. 1 3 ). j*. Que la première & troifiéme racine étant précifément les mêmes , fi ce n'eft que la première eft pofitive & la troifiéme négative ; la branche que repréfente la prëV miére eit femblable à celle que défigne la troifiéme , mais dans une pofition renverfée , l'une étant au deflus & l'autre au deflbus de l'Axe des abfciflès. Ce qui ayant aufli lieu pour la fibeonde & quatrième racine, il fuit que 1Axe des abfciflès partage la Courbe en deux parties qui fe reflêmblent ; & même , fi les ordonnées font perpendiculaires aux abfciflès , en deux parties exactement égales 
  
    Page 49
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 26.12% accurate
    20 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES pt.il. 40. Que dans ces quatre racines, comme il n'y a que Chap. r. des puiflànces paires de x, fçavoir, x1 & x4 , qui font inégalement puilTànces de x & de — x ; chaque abfcifle négative a les mêmes ordonnées que l'ablcïflè pofitive égale : de forte que le côté gauche de la Courbe eft tout pareil à fon côté droit ; ou , ce qui eft la même chofè , que l'Axe des ordonnées partage , comme celui des abfeifles , la Courbe en deux parties fcmblables. 11 furfira donc d'examiner les ordonnées pofitives qui répondent aux ablciiïes pofitives , de voir ce que donne x pofitive dans les deux premières racines de l'équation. Car quand on aura les branches de la Courbe dans l'angle des coordonnées pofitives , on aura le cours entier de cette Ligne , puifqu'il eft exactement le même dans les trois autres angles. Voyons donc d'abord quelles branches fournit la première racine y — \/ ( 48 -h *J ( *4 — ioox x + 2 $04 )). Cette racine fera réelle , tant qu'on donnera à x une valeur oui rende x* - — iooxx4-2$C4 pofitive. Car cette grandeur étant pofitive , (à racine quarrée précédée du ligne -f- eft réelle & pofitive , laquelle avec 48 fait une fomme pofitive , dont la racine quarrée >/ ( 48 + s/ ( x4 — 1 00 xx + 2504 )) eft réelle. Si au contraire on donne à x une grandeur qui rende x* — iooxx.4-2304 négative, la racine quarrée de cette grandeur | négative eft imaginaire , & j, dont l'exprelïion ^(48+^0* — iooxx-l-2304) ) renferme cette racine quarrée, eft imaginaire. L'exiftence ou non-exiftence des branches reprélèntées par cette racine, dépend donc de ce que la grandeur x4 — looxx-f2304 eft pofitive ou négative. Pour déterminer ce qu'elle eft , on cherchera les racines xx — 3 6 = o & xx — 64 r=o de l'éq: x4 — iooxx-+- 2^04= o , afin de réduire cette gra.ideur en fes deux fadeurs (xx — 36) x ( xx — 64). On réduira de même xx — 36 en fes deux fadeurs Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. ai Cha». i. fréteurs ( x — 6 ) x (x 4- 6 ) & xx — 64 en (es deux fà- Pu Cl, S- »«• &eurs ( * — 8 ) x ( x 4- 8 ). Ainfî la grandeur x4 — 1 oexx 4-2304 eft#réduite en lès quatre fàéteurs (*4-0 x(* — 6 ) x ( x4- 8 ) x ( x — 8). Elle fera donc pofuive , fi ces quatre fadeurs font pofitifs , ou s'il y en a deux feulement : mais elle fera négative , fi un fèul de fes facteurs , ou trois , font pofitifs. Comme on fuppolê x pofitive , les deux facteurs x+6 & x+8 font ellèntiellement pofitifs. Donc x4 — iooxx 4- 2 g 04 eft une grandeur pofitive, quand x — 6 & x — 8 font tous deux pofitifs ou tous deux négatifs : elle elt négative , quand x tombant entre 6 & 8 rend x — 6 pofitif & x — 8 négatif La racine y = «4- y/ ( 48 4- s/ (*4 — iooxx 4-2304) ) donne donc deux branches féparées par l'intervalle qui tombe entre les abfcifies x = 6 & x = 8. Examinons ces deux branches Tune après l'autre. D'abord , fi x= o , on aura y = y7 ( 48 4- y7 2 $04 ) = y7 ( 48 4- 48 ) = \/ 96. C'eft la grandeur de la prémiére ordonnée de cette branche. Enfuite , x prenant quelque grandeur, — iooxx retranche plus de 2304 que x4 ne lui ajoute : enforte que l'ordonnée va en décroilTant à mefure que i'abCcilTe augmente , jufqu'à-ce que x= 6* failànt x4 — iooxx 4- 2 $ 04 égal à zéro réduife^ à ^48. La prémiére branche C B va donc en s'a prochant de la Fig. 1* Ligne des abiciflès , dès le point C extrémité de la prémiére ordonnée AC = v/ 96 jufqu'au point B extrémité de l'ordonnée PB == y7 48 » qui répond à l'abfcifle AP = 6. L'autre branche, que défigne la même racine y =^(4* ^v^Cx4 — iooxx 4- 2304) ) commence à iablciflè * = 8 ■= A (\ Cette valeur de x rendant x4 — iooxx 4- 2^04 égal à zéro , donne y — QD =r y7 48. Dès lors x croiflant augmente la grandeur x4 — 1 00 xx 4- 2 3 04 & par conlëquent l'ordonnée y [ 4- vX 4$ + VC *4 — » ©oxx4- 2 % °4 )) ] C 3 Cette Digitized by Google
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    I 22 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES Pl. il. Cette racine marque donc une branche D E , qui part du Cmaf. i. point D & va en ^'éloignant à l'infini de l'Axe des abfcif- *■ »*"• lès & de celui des ordonnées. Voyons à prélènt quelles branches donne la (ècondc racine ^ = ^(48 — y/ (** — ioox*-h 2304 )). On voit d'abord que cette racine eft imaginaire , comme la précédente, tant que 'oexx-f- 2504 ) eft imaginaire ; c'eft-à-dire , dans tout l'intervalle compris entre les abfcifles x = 6 & x=8 , où la Courbe n'a ni ordonnée ni branche. Outre cela , cette féconde racine eft imaginaire quand — 100 xx +2 504) furpaflè 48 , parce qu'alors 48 — v7 O4 — " iooxx-h 2304 ) eft négative , & fa racine quarrée , qui eft la valeur de y , imaginaire.» Or 4/(x4 — iooxx + 2304) furpaflè 48 , quand fon quarré x4 — 100XX + 2J04 furpaflè le quarré de 48 , qui eft 2304, quand x* — iooxx> o, ou x* > rooxx, quand ecx > 1 00 , ou x > 1 o. La racine ^ = ^(48 — (x* — iooxx4 2304 )) eft donc imaginaire , i°. quand x tombe entre 6 & 8 , & 2°. quand x furpaflè 10. Elle eft au contraire réelle, i°. quand x eft moindre que 6 , & 2*. quand x tombe entre 8 & 10. Elle indique donc , comme la précédente, deux branches , mais dans une poficion bien différente. Confidérons-les l'une après l'autre. Si on fait x = 0 , on aura y = v/( 48 — y/ 2 504 ) '^(48 — 4S) =o. La première branche paflè donc par l'Origine. Emuitc x croiflànt , x4 — 100XX + 23C4 décroit , & par conféquent y/ ( 48 — \J ( x4 — • 1 00 x x -f2504)), ou 7, augmente, jufqu'à-ce que x devenue égale à <*= AP , donne x4 — iooxx + 2304 — 0, & y~ y/ 48 = PB. Cette racine exprime donc la branche A B , qui , partant de l'Origine A , va fe joindre à l'extrémité B de la prémiére branche CB indiquée par l'autre racine. Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 23 Cha* l. On a déjà dit que toutes les abfciiTcs entre A P = 6", Pi- n. J»«ltf- & AQ.— 8 n'ont que des ordonnées imaginaires. Mais x=A§==8 rend x* — iooxx4-2*C4 égal à zéro, & donne = y/ ( 48 — o ) = V 48 = QD. Enfuite se augmentant , — 1COXX-+-25C4 augmente, &' ^(48 — V(x4 — looxx-f- 2504) ) diminue , julqu'à-ce que x = io rende V'C*4 — iooxxH-2$C4) égale à y7 2034 = 48 & jv — ^(48 — 48)==o. La Courbe pafle par l'extrémité de l'abîcifle x = 1 o = AF. Donc la (èconde branche qu'indique la racine y=. yj (48 — 
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    sa DE LA NATURE DES LIGNES COURBES Cw.l IL f. itf. Soit x=j o,la l'.y fera a ^(484-^2304) ~<>.y9?-,6c la a*. ^ =^(48-^2304)— o = » \/C48-*- ^2205) =9- 744 + • • vY4Wmojj— 1.0214, = y'tfS-r- ^«920) =9.582+- • . Vr(4WI9»3!)aa
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 2$ C«a». I. dePautre, jufqu'à-ce que Att devenant AP , le point w Pc.il >• *7- tombant iûr P , les Ibmmcts /3 & £ tombent l'un fur l'autre & tous deux enfemble fur B. Telles font aufli les ordonnées que repréfentent les racines + ^(48 — — iooxx + 2304)) & — ^(48 — l/( ** — 1 ooxx -+- 2 1 04 )) , lorfqu'on fait x -=z 1 o = A F. Cette fuppofition rend ces deux racines égales à zéro , & par conséquent égales entr'elles. Ici donc , deux ordonnées, une pofitive une négative, deviennent égales & fè réunuTcnt en une feule ordonnée égale à zéro. Et cette ordonnée , ou plutôt ce point F , elt une limite qui fépare les ordonnées réelles des imaginaires , une borne où viennent Ce terminer les deux branches D F , d F. 1 8. Ceci a généralement lieu dans toutes les Lignes algébriques , qui ont des ordonnées imaginaires , & luit néceflairement de ce que l'Algèbre enfeigne fur les racines imaginaires , qu'elles font toujours en nombre pair dans une équation , & qu'elles vont , pour ainfi dire , deux à deux en forte qu'ayant été réelles jufqu'à un certain point, fi elles deviennent imaginaires au-delà, elles font égales en ce point , foit qu'elles y ayent une grandeur finie, foit qu'elles y deviennent infinies , foit qu'elles s'anéantiflènt & fe rcduifènt à zéro. Car une racine ne pa(fè du réel à l'imaginaire , * que parce que dans fon cxpreflion il entre, fous un figne radical d'un expofànt pair, quelque grandeur, qui de pofitive devient négative: ce qui ne fe peut faire fans qu'elle paflè par le zéro. Mais l'équation aura toujours une autre racine exprimée de la même manière que la précédente, ftjce nVft que la grandeur radicale a un figne contraire. Dont la raifon elt que httrod. À PAnalyfe des \JgnctCo*rbts. D cha* Ufage de î Andyfe 
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    i6 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES P*. VL chaque racine d'un expofant impair eft également pofitive Ch. IL & négative , & par conséquent double. Lors donc que l8> cette grandeur radicale paflê par le zéro ; les expreffions de ces deux racines ne différent plus fune de fautre , les ordonnées qu'elles repréfentent (ont égales. ab + a J( xx — aa\ _ , Si, par ex. y = H cft Ia racînc r J Y {2MX XX) d'une équation indéterminée ; cette équation aura auffi ces ab + a v'O* — trois autres racines , y= j-r-^ r- , y — 9 y ^(24* AX) J ab — a%j(xx — aa) _ ab — ay/(xx — aa) — 77 -r — , «y =z 77 r-. Car V \iax — xx) y — \J{iax — ata-) fi l'on veut débaraflèr de fignes radicaux l'équation y = on aura d,abord VCiax_xx^ ^ \2ax — xx) 9 s* N r= ab a >J{xx — aa) , & quarrant yy ( zax — xx ) = a*b* + 200b y/Qxx — aa) + ( xx — m* ) ; enfuite tranfpofant yy(zax — xx) — aabb — aa(x x — a a) = 2aabi/(xx — aa), & quarrant derechef (jy ( 2ax — aa- ) xx — aa ))x = 4.a*bb ( x x — aa). Or cette équation , ainfi dégagée de l'irrationalité > a les quatre racines indiquées ci - dedus. Car , fi l'on en tire la racine quarrée, on aura également yy{iax — xx) — aabb — aa \ v — aa) =+ 2aab y/(xx — aa) , & yy(2ax — xx) — aabb — aaÇxx — aa) = — iaab ^ {xx — aa), parce que la racine quarrée de xx — aa z également le figne + & le figoc — . Ces deux équations étant mifes (bus cette forme y y ===== aabb + 2aaby/(xx — aa ) 4. aa ( xx — aa) ( 2 ax — x x) aabb — 2aaby/ (xx — aa)+ aa(xx — aa) 2 ax — xx) tire la racine quarrée , la prémiére donne y Digitized by Google
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    1 ET DE LEURS EQUATIONS. a7 "^-tWO* f*j e, 4/> + 4y/(.rx 44) Pl. H. i r j j — s^(xsc — 44) la leconde donne y = — , & y = y \^(24X X*) y ah — ay/(xx — aa) , , . — v/^x—xx) > Parcc q»e la racinc 
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    a8 D E LA NATURE DES LIGNES COURBES Pull, d'une Ligne algébrique eft continu % Car du refte une Cbat.j. Courbe peut avoir des parties détachées , qui paroiflènt 5",iU jettées çà & là : ce qui n'empêche pas qu'on ne la regarde comme une feule Courbe , parce que (es parties féparées confervent une continuité fecrétc par le lien de l'équation. M.iis ceci demande un éclairciflemcnr. . 20. Une feule. équation peut repréfenter l'aflèmblage ou le (yftème de pluficurs Lignes tracées fur un plan. C'eft lorfque cette équation eft le produit de plufieurs équations rationelles , qui reprélcntcnt diverfes Lignes raportées à une même Origine & aux mêmes Axes. Car fi l'on difpofe Î>lufieurs équations de manière que leur fécond membre bit le zéro , & qu'on les multiplie les unes par les autres ; leur produit eft une équation qui a pour lès racines toutes les racines des équations dont elle eft foimée. Donc, puilque chaque racine d'une équation indéterminée exprime une branche de la L'gne que cette équation repréfente L§. 1 1 ] , le produit de ptufieurs équations déligne la Courc qui a toutes les branches des Lignes particulières dont les équations ont concouru à former ce produit. Elle repréfente donc le (yftême de toutes ces Lignes. g. t$. Par ex* f> deux Cercles égaux (ont tracés fur un même plan, & qu'on prenne pour l'Origine le centre A de l'un, les coordonnées é ant à angles droits , on aura , pour ropréfenter les deux circonférences r M R M, q m Qm , l'équation compofée de celles des Ç§. 6 & 7 , ( yy iay -f aa+bb 2^x+xx — rf) x (jyy +xx — rr) = o * Sti&ling, Line* terùi ordinis Ncvtonianae àc. 8°.0x«w. 1717. ou Digitized by Google
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    ET DE LEURS EQJJ ATIONS. ±9 Om* I. ou y* i/t/ + 2XJ/ 2ax*y -f- x4 = o K. IL *' 10* 2bxf + 2 2*x» + arf • -f- 
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    / * 1 30 DE LA NATURE DES LIGNES COURSES Pun. mi-cercle qmQ^Mais fi Ton vcot ôtcr l'irrationalité [ en Ch*».I. faifant^ — >/{rr — xx), & quarrant Pun & l'autre mem- 5' IU bre] , on aura yy + xx — r r = o , qui , avec la racine y — V Crr — xx)r=:o, renferme encore la racine y + y/ ( rr — xx ) == o , qui exprime le demi«-cercle q m Q. On ne fàuroit donc repréfenter le demi-cercle q m Q_par une équation rationelle , fans qu'elle exprime en même tems le demi-cercle qwQ. Ces deux demi-cercles appartiennent donc à une même Courbe. Et Ton voit généralement qu'on ne peut donner une équation rationellc d'une Courbe mêlée , ou compolée de portions de différentes L'gnes : parce que cette équation» rationelle exprimera auffi les autres portions de ces Lignes , qu'on ne voudroît pas exprimer. Ainfi l'équation de l'Ovale compofée de quatre arcs de Cercle, repréfente, fi elle eft rationdle , non ièulecnent ces quatre arcs , mais les quatre circonférences entières. Il faut feulement remarquer que les équations , dans lelquelles une autre peut (è décompolèr , lbnt cenfées rationelles , quand l'irrationalité n'afïècle point les variables x & y , mais feulement leurs coefficiens ou les confiantes. Ainfi Péq : y* — zbbyy — abxx -f-64— o le pouvant divifêr en ces deux - ci , yy — x %/ab — bb — o & y y + x y/ab — bb = o , elle ne fera pas cenfëe rcprélcnter une (èule Courbe , mais l'aflèmblage de deux Courbes , dont la nature s'exprime par les deux équations qui compolcnt la Propofée. 22. Avant de finir ce Chapitre , ajoutons un mot fur la manière de décrire une Courbe par points , qui a été indiquée aux §§. 1; & 16. Dans cette recherche de plufieurs points d'une Ligne algébrique dont l'équation eft donnée , nous avons pris des fuites d'abfcifles en progrelfion aritrjmétiquc -, & c'eft (ans doute ce qu'il y a de mieux, Digitized by VjOOQlC
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 31 C«*r. l mieux , . quand on n'a pas des raifons particulières pour Pl. IL *** faire fon calcul autrement. Il n*y avott point de pareilles raifons dans les Exemples du §. 1 $. Mais dans celui du §.1 6 , ce choix des abfchTes a jette dans des extradions de racines quarrées , qui ont obligé à fe contenter d'avoir les valeurs des ordonnées fimplemcnt par approximation. On peut fouvent éviter cet embarras , en cherchant uniquement les ab(eifles & les ordonnées qui font rationelles * , & en employant dans cette vûë les méthodes de Diophante, & autres (èmbJables , qui fervent à éviter les nombres irra-. tîonels. Un Exemple aflTés fimple fera comprendre cet ufage. Soit propofée Téq : x'y* — iox'j» + 60 = 0, dont les racines font y— & )= . y X ' X Si on fuppofc fucceffivement x = o , 1 , 2 , 3,4, &c. il arrivera fort fouvent que V(25 ) , & par conféquent y fera une grandeur irrationelle ; ce qui engageroit à des calculs pénibles & ne permettroit pas une entière exactitude. Mais fi au lieu de prendre les x en progreflîon arithmétiaue , on choillt celles qui donnent des y rationelles , le calcul fera plus facile , & néanmoins aufli propre à donner une idée de la Courbe. . D'abord , il eft clair que Fablciflè x e'tant pofitive & 60 5=^ V( 25 — ~ ) petite, l'ordonnée y[= _ fera imagû. naîre: parce que x étant petite, ^eft grande, & 25—^ négative. * * » • * Hifi. de ÎA**à. 1712. pag. yr. )igitized by Google
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    J2 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES ' 11 négative. Donc V ( 25 — S ) , & par confequent ^ eft ^"J' imaginaire, tant que 25 eft plus petit que — , tant que 2 sx < 60 , ou que x < £ = 2 v. Mais au(Ti tôt que x eft égale a 2 } , y commence à être réelle , & comme en ce 60 point 25 — ^ eft zéro , à Pabfcifle 2= 2 * repondent deux ordonnées pofitives égales chacune à = ~5-= 2 -L 2} 12 12 Pour avoir, après cela , une fuite d'abfcifles & d'ordonnées rationclles, on fera fucceflivement ^(25 — — ) égal à i ,^2, $ 9 4> &c. & on trouvera que V ( 25 y )=» donne x — 2| , !a Ie. y — 2 }, Se la 2<.y = 1 j. = 2. . =2f . . =2£ . . = 1 ~ = J . . = li . . =2ïV . . = fï = 4 • • =6\ • • = i£ . . = & Si Ton fait enfuitc ^(25 — ~)=5, on trouvera X x — o , ce qui donne x infinie , & =,oouo OO OO' qui eft le zéro , ou {'infiniment petit. Continuant à fuppofer y/{i 5 — — ) égale à 6, 7 , 8 , &c. on aura x négative ^25—7 ) = 6 . xz=— Sh ■ ie.^=— 2fV . = = 7 . =— . 2i . • — 4» • — 4 . y = 8 . —-in . . lï5 = 9 • =— ii . • = ?TÏ = io . = — . . = — 184 . On Digitized by Google
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    J?T DS LÉVKS EQUATIONS. 3; Cmap. i. On trouvera peut-être trop de vuide entre l'abfciflè Pi- IU 6\ & l'abfciflè infinie pofitive, qui réTultent des fuppofitions, ^(25 — r-)=4 & \7(2S — ~) = S> comme aufli entre l'ablciflc infinie négative & Pabfciflè — 5 £ que donnent les fuppofuions ^(25 — ^) =r 5 , & 2 5 — — ) = 5. Pour remplir ces vuides, on peut fuppolèr 60 — — ) égale à quelcun des nombres rompus , qui (ê trouvent entre 4 & 5 & entre 5 & 6. Par exemple , V<« 5— ~> = 4 j donne x —5?^, la r «.^ — ]|*- & la 2 £L 4Î• • 1 — 5» • • — — . . tn l 1 I _ 1 » 1 » IÏTS • • Ml . *4 Prenant donc toutes les abfciOês qui font ici marquées , & leur donnant à chacune les deux ordonnées qui font calculées , on aura plufieurs points de la Courbe , par lefquels on reconnoit que fon cours eft à peu près tel que le repréfente la F/£. 14. Cet Exemple futfit pour donner une idée de cette méthode, & pour faire juger des facilités qu'elle aporte dans le Calcul. U eft feulement fâcheux qu'elle ne foit pas générale, & que les artifices de Dioph ante foient fi bornés. On peut quelquefois trouver d'autres tours qui réuË. furent dans des cas , où ces moyens ne fuffiroient pas. 2j. Il eft, par exemple, très fouvent utile de prendre une troifiéme indéterminée , dont les raports à x & ky peubitroà. à rA»alyfsdesU£ties Courba. h vent Digitized by Google
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    5* DE LA NATURE D ES LIGNES COURBES Pl. il vent être beaucoup plus (impies que celui de y à se. Car il peut arriver que Péquation en x & y (6k fort compoféc & *J" & qu'on puifle trouver une variable z qui aura des raports aflez fmples avec x & avec y. Alors , au moyen de cette indéterminée z , on trouvera tant de points qu'on voudra de la Ligne algébrique dont x & y font les coordonnées. Ainfi , fi Ton propofê la Courbe dont la nature eft exprimée par Péq : y* -J- x*y* -f- 2 y' — xi =0 , il (èroit difficile d'en tirer la valeur d'y ou d'x , puisqu'il faudroit réfbudre pour l'une une équation du troifiéme , & pour l'autre , une équation du quatrième degré. Mats fi Ton fuppofc x=rjyz, on transformera l'équation propofe'e en y+^V-fajf* — y*z* =0, qui, divifée par y* , fe réduit ày+yz*+* — z% =0, ou à = — r_— . On a donc a, qui eft =yzi égal à z ■~~2Z . Et, au moyen de ces z z T~ 1 deux équations , donnant fucceffivement à z différentes valeurs , on aura les valeurs correfpondantcs de y & de x, làns être obligé à extraire aucune racine. 51 1 Digitized by G
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    ET DE LEURS EQUATIONS. 3ï Cap 1. Si Ion fait z = — 4 » on aura y = — $ 0 & * — 1 5/r Pt- 2 • 1 ■4 , 1 1 • X — I — 4. = ïè = 4 -2 . -1. '«r • 2 . ==4 î . . . 1 1 1 =15 zrro . UT 7 7Ï ' 4 |gt +03 =+7i =4- 4ÎT On prendra donc les ordonnées y qui font ici calculées , & on leur donnera les abfcûTcs x déterminées par le Calcul, & on aura aflez de points de la Courbe pour en tracer une partie qui donnera quelque idée de fon cours. Voyez F/g. 15. filtre Exemple. Si Ton propofe Véq : 2f — icx/ + 15X' r=o, dont on ne pourroit avoir les racines y ou x , que par la réfolution d'une équation du cinquième ou du troifiéme' degré ; on pourra faire jy r= 4 xz , ce qui transformera l'équation propofée en celle-ci t'5xV — JxV + i5x' =0 , ou, divilànt par &x% , en x'z5 — 20x5' -f- 240 ~ o, qui par raport çond degré, & a pour racines x = E s a x n'eu* que du fèio~ 2\( (25 — — ) . d'où Digitized by Google
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    35 DE LA NATURE DES LIGNES COURBES d'où Ton tire j[=:i*z] = L .Orchid * B* 2* l'équation du §.22. Faifant donc fucceflivement ^(«5— ~) égal à o , 1 , 2 , ? , &c on aura des valeurs rationelles de z &>, par lcfqueiles on trouvera celles de*, en prenant se = 2 ^ . Voici le réfultat du Calcul. S=I . s=2i . =2* . =lf' • • =lï . =2 . =2$ . =3^ . =^ . =Fp . =î£ =3 « =?î • =af$ • =,*xj • • =n • =m -1 , 7 ti 1 » »; • ■ 1 îô • Tôô » • xo • 100 •xoo t 1 ..t . i fin 17 i»> ' 4ï • 1 4tT * 'TÇô * ïf»ôô * 140 • ïitoa s=5 . —infini. — rafpe:.— inf petit— infpct.^rzinf.p. - 1 ■ f » I4T — — 44 1 — _ r — 141 s== J ï • 1 1 7 • X 60 • «400 * Jiô ' i+oo < - J — — • ' l < t ii ît» — .O . 3TÎ ' zïo • 1 lôô • «ô • lioô . — — 2ï . — 4, • =jr$ • — î • — — ri =9 . — 'y'j • — — 1 $iV=24rn • — ?fî • — "—"^ïït =10. =r— f. =55$ . =6$.=?— 2i| ] font les coordonnées, & dont /'équation eft^= , ou 2» tfyy — i tfigitized by Google
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    ET DE LEURS EQUATIONS. Chap.i. %%yy — \oziy+6o=.o [§. préc], & qu'on mène BN, Pu Vx paralelle à l'Axe des ordonnées AQ^par le point B donc la diftance à l'Origine eit A B = 2. Puis tirant , comme on voudra , par l'Origine A , une Droite qui coupe B N au point N , & la Courbe M m aux points M , m , mt on Ï>renant à part [»°. 2 ] 0r = BN pour une abfcilTe , on ui donnera les ordonnées r n , 1 w , *■> égales à MP, m p, on aura les points n, », «r de la Courbe dose l'équation eft 2y 5 — ioxy' + 1 5*' s o. Car le raport des PM f^j aux AP [a], dans la Courbe Mm, s'exprime par l'éq: z'^y — ioz^4-6o=o. Et le raport des AP [z] aux BN ou $v [x] s'exprime par l'éq : z = ^f> puifque les triangles femblables ABN, APM donnent cette proportion, AP[z]: PM = AB [2]: BN [x]. Donc en fubftituant ^ pour z fam j»^. iozly+
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    DES TRANSFORMATIONS CHAPITRE II. Des transformations que fubit î Equation dune Courbe , quand on la raporte à d*autres coordonnées. .m 24. T A position de l'Origine & de la Ligne des J J abliïfles & des ordonnées étant arbitraire (§. 5 ), on peut la changer à volonté : ce qui fait naître diverfès équations (§. 7.) qui toutes représentent la même Courbe. Il eft important pour PAnalylê de lavoir transformer l'équation qui exprime le raport des coordonnées d'une Ligne en une autre équation qui exprime le raport d'autres coordonnées quelconques de la même Ligne, m. Pour le faire d'une manière générale ; foit MN une ' l7' L;gne algébrique , dont la nature eft exprimée par une équation quelconque , qui marque le raport des coordonnées AP [x] & PM [/} On demande l'équation qui donne le raport d'autres coordonnées , telles que BQ^[z] & QM [»]. On fuppofe donc que les Origines A & B font données de polition , aulfi bien que les Axes A P , AH; BQ, Bl. Par les points B & Q , extrémités de rabfciflè B Q^ foient menées les Droites BC , QE parallèles à AH, & terminées à AP, & les Droites BD, QF parallèles à AP, & terminées à PM. Nommons AC, m & BC, ». De plus , comme tous les angles des triangles BQG , & MQF (ont donnés , la railbn de leurs cotés eft donnée. Que celle de B Q^à B G foit exprimée par la raifon de t à p. Donc BG=^z : car 1 :/» = BQJ>]: BG[/>s]. Que la raifon de BQ^à QG foie déiigtiée par 1 : q , & QG fera =72?. De même , il Ton exprime Digitized by Google
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    DEÏ EQUATIONS. 39 Chap.tî. exprîme la raîfon de QM à QF par 1 :r, & celle de QM Pl. in. /. *4. à M F par 1 : / , Q F fera = r// , & M F = su. Donc , puifque APT^ =AC4-CE-f-EP = AC[w] + BG [^3] + QF(r»i , & puilque P M [y] = PD-h DF + FM = BC [«_, + QG fysl + MF ( su\ , on aura x = m +pz + rf
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    DES TRANSFORMATIONS Pl. lu. BQj^aflè par l'Origine primitive A, x=p% & y=zfz + Cta&.tft uy parce qu'alors AC [«] ert auffî nulle. I**fi IV*. Si , làns changer la pofuion des coordonnées , xi. on veut Amplement tranfportcr l'Origine de A en B; les triangles BGQ^, MFC^difparoiflènt ; BG [/>*] devient BQJ*L & M F [/«] devient MQj*], mais CG[ra] & FQXfs] font égales à zéro. Donc x = m+z & y = n = u. V°. Si rOrigine eft tranfportée fur un autre point de la Ligne des abfcifiès ; comme les ordonnées ne changent as, il fuffit de faire x=»±z, Et fi l'on tranfporte Origine fur un autre point de la Ligne des ordonnées s comme cela ne change rien aux abfciflês , on fera Amplement y=.nr±zu. VT. Je ne dis rien de deux autres changemens moins confidérables; dont Pun confifte à changer +x en — x; ce qui eft prendre les ablcifles pofitives pour les négatives , & réciproquement! ceft-à-dire , renverfèr la figure de droite à gauche : ou à changer -f-jy en — y ; ce qui eft regarder comme négatives les ordonnées qu'on avoit prilês pour pofitives , ou renverlèr la figure de haut en bas : Et dont l'autre confifte à changer m en y & y en x : ce qui revient à prendre les abicifTes pour ordonnées & les ordonnées pour abfciflês , à faire faire à la Courbe un quart de converfion. 26. Ces transformations font d'un grand ufâge pour l'Analyfè des Courbes. H eft donc à propos d'indiquer ici quelques voyes abrégées pour les exécuter plus commodément. Elles font fondées fur ce Principe , que fubftituer à x un binôme m+z, dans une puhTance quelconque.de x, comme dans la cinquième, c'eft écrire au lieu de x5 , la cinquième puiftance de m + z , qui eft ms -f- 5 m+z + Digitized by v^ooqLc
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    DES EQUATIONS. 4« Chaf.îI. io/w'z* -f- \omxzi + 5W2*+2f , dont les termes ont tou- Pt- in. * tes les puitlànces fucceffives de Z , depuis l'unité' , qui ci\ z°, ju(qu'à z5. Les coefficients mi^ ^m*i lom* , iow1, 5w, 1 , fe calculent ainfi. On pofc d'abord m' , c'eft-àdire, une puiflànce de m qui a fc«nême expofant que celJe de x ; on multiplie ce terme mi par (on expolànt [s], & on le divile par m , ce qui donne le fécond coefficient 5«r4. On multiplie ce (ècond coefficient par [2] la moitié de (on expolànt [4] , & on le divile toûjours par m. Cette ope'ration donne le troifiéme coefficient 1 om* , qu'on multiplie par [1] le tiers de (on expofant [ $] , & qu'on divife par m , pour avoir le quatrième coefficient 10 m'. Celui-ci doit être multiplié par [{] le quart de (on expolànt [2] , & divife toûjours par m. Par ce moyen on a le cinquième coefficient 5/*, qu'il faut multiplier par [y] la cinquième partie de (on expofant [ 1 ] , & divilêr par m , pour avoir le fixiéme & dernier coefficient 1 . Alors l'opération eft finie , parce que ce terme ne contient plus de m. On opérera de fa même manière , fi au lieu d'une (impie puiflànce de x , on a une de fes fondions rationelles entières a + bx + cxl + dx* + ex* &c. compofée de conk tantes & de puilïànces de x. Ainfi puifque a r= — r ! * au lieu de Récrivant b(m-\-z) = bm -f- bz ex1 . . c(m-l[-z)lz==cm -\-2cmz-\-czz dxl . . J(OT-f-*)'=^'»'-r->'^" z.-\-Umzt ^Jz% ex* . . e(m+z)*^em*+^M*z+6emW-±-\emzl-{-*z* Ûc. Ùc. &c. on aura a+bx+cxi-\-dxi+cx+ &c. — XP + M'z + A/V + M'V + A/lvz4 &c dont les coefficients M\ A/', M" > M'" , M'v , cfr. fe calculent comme on vient de dire. Sniroà. à ÏAnalyfe des Ugnc: Courbes. F Le Digitized by Google
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    4a DES, TRANSFORMATIONS. Pt.nr. Le premier M* eft la fonction même a + bx + t x* + Chap.il dx1 + «c4 , transformée par la fubftitution de n à x. ** * M le change en A#', fi on multiplie chaque terme de M° où le trouve quelque puiflance de /» , par Pexpolant de cette puiOance, qu'on divilê le produit par m. De M' on forme M* en multipliant chaque terme de Àif par la moitié' de Pexpolant de m & le divilânt par m. L n multipliant chaque terme de M" par le tiers de Pexpolant de m & divilant toujours par m , on aura M'". Et on continuera de même , jufqu'à-ce qu'on vienne à une grandeur , où il ne refte plus de m. a+bm + cm1 dm1 + cm* &c — M° o \ 2 3 4 b H- 2cm •+- idm1 -f Jw? 5* = M' o k \ k c + idm + 6"w* &c =M" O ï _J o j e &c — A/1' On peut aufTi , & dans l'application il eft plus commode , ne changer x en m qu'après toute l'opération. On fera donc lùr x ce qu'on vient de dire qu'il falloit faire fur m y & après le calcul on changera dans M* , M' , M", &c. tous les x en m. Ainfi oy Google
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    DES EQUATIONS. 43 Pl. III. Cmap.ii. Amfi x~m S- , « a +bx + nf+te+ex* &c =Af 4+ bm+ cm'+dm'+em" &c 01234 o A i i o \ i d+ &c=M"'= d + Agm &t e &c=zM"= e &c 27. Pa r ces principes on peut exécuter avec facilité les transformations indiquées au §. 25. Veut -on transporter l'Origine Oir un point donné de l'Axe des abfcifles ou des ordonnées; ce qui fè tait en fubitituant à x, ou » + » à y. Qu'on propolè, dis- je, de fubitituer m + z à x. On écrira l'équation fur une ligne : on en multipliera chaque terme qui contient queloue puiltence de x par l'expoiant de cette puiflànce , & dans chacun de ces termes on changera un x en z. Le produit s'écrira fur une féconde ligne , dont on multipliera chaque terme où fe trouve quelque puiOànce de x par la moitié de (on expofant , & on changera de nouveau un x en z. Le produit fera la troifiéme ligne, dont on multipliera chaque terme qui contient quelque puiOànce de x par le tiers de fon expofant , termes de toutes ces lignes , & on aura la transformée F 2 Exemple, * Vfagt de tAntl. &c. pag. 30$ & Cm. Digitized by Google
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    44 DES TRANSFORMATIONS III. Exemple. On propofe l'équation A. c"**n 4 2 g i i o o +4xyZ— àtxylz+2Atax.:Ll — $aylz+/\ccyz J k \ . o o +6xl z1— 2yyzi+2^axzl Changeant x en /» , & réunifiant tous ces termes , on trouvera que la transformée de Péq : A eft w*+4>w,z 4tfMMZZ +4wz' 4-z4 — a»1/ — 4/w/z — *fz* +%am* + 24*»*Z +244WZ1 + 8*ZJ $amyl 5*/z + 4*flKry -f 4 ccyz 8*97 4- ya cz — o. Que fi Ton veut fubftituer n+u hy, on opérera fur les ^ comme on vient de faire fur les x , en changeant de ligne en ligne un y en a. 28. Dans l'application de cette Méthode, le calcul devient plus commode, quand pour fubiiituer w-f-z à *, on commence par ordonner l'équation félon les dimenfions d> ; & quand pour fubttituer n + u à y , on prépare l'équation en l'ordonnant par x. L'Exemple luivant fera voir l'avantage de cette préparation. On propofe de fubrtituer d'abord z4-2* à x , & enfuite u — * à y dans l'éq : x1 — 2xly + xyl — yi—2ax\ 4-4"*)' + */ + *V — 2*1* = o. Pour faire la première fubftitution , on ordonnera l'équation par y. —y igitized by Google
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    PuHL DES EQUATIONS. At Ch. Il; 9 a 20? 21 _ | | ~ 1 o ïz )/+ (—4*+ 4^)zr+C3xI-4^x-24^z i j +z/— 4^hM*» o è î o [=* — 2Z>f4*Z3 C — a)zzjr o \ •2a ) zz + (!)»' L+z' La transformée eft donc — — 2zV + zJ + 34Vl — 4*zy +4azz + azy + 2a1z — 4**. Pour fubftituer « — * à y on ordonnera l'équation par x 0 1 © 2 i o 3 a 1 . +(_2>xi+(2)+4^)«x+(-3iy+2^+«ï> o £ o r g o o î o x* * 5"*x-4- M* -2i L — «■ + «IX + 44«\ — oy Ainfi la transformée eft x' — 2//x* 4-«*x — ** 4-2**x +4*«l — s^x — 4*ztt + a\ 29. S 1 l'on veut exécuter en même tems les deux (ùbHitutions de m-\-z à x &dc» + «à^,ce qui fert à tranfporter l'Origine fur un point quelconque qui auroit m pour abfciflè & n pour ordonnée, [ § 25. IV] , on opérera comme on vient de le dire dans le §. préced. mais fur les x & les y en même tems. Soit , par ex. Péq : a4 — 44 'y + p*'x — #V — 3a1 xy + 1 — + 64x} 4- *+ = o , le Calcul fe F 3 fera Digitized by Google
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    4* DES TRANSFORMATIONS « _ Pt. III. fera comme on le voit ici , ce qui , après le §. prec. expli- Ch. IL que mieux la chofè qu'on ne pourroit le faire par un long & ** cirtcours. Il lutfit de remarquer que des deux nombres placés fous chaque terme, le prémier eft relatif aux dimenfions de y & le lècond à celles de x , & que les termes liés par une accolade , doivent être réunis en un même terme qui clt leur fomme. Ainfi au lieu de — \auzz & — \auzz, on fuppofe — auzz, a> —  par l'expofant de cette puiflânee , & on Digitized by Google
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    DES EQUATIONS. 47 Chaf.i/. on le divifèra par y. La Tomme de ces termes eft le coëf- Pl. m. S- *9- ficient de u. Puis , on multipliera chaque terme de la première ligne qui contient quelque puilîance de x par l'expolânr de cette puiiTance & on le divilera par x. La (brome de tous ces termes eft le coefficient à'u. C'clr ainfi qu'on aura calculé la féconde ligne. On viendra enfuite à la troifiéme qui eft compofée des termes uu , uz & zz. Le coefficient àyu fèrvira à former celui tfuu & la première moitié de celui d'*z, fçav. i°. le coefficient: dW, en multipliant chaque terme du coefficient d1*, où le trouve quelque puiflance d'y, par la moitié de fon expofant , & le divilant par v: 2°. la première moitié du coefficient d'»z , en multipliant chaque terme du même coefficient d*»; où Te trouve quelque puiflance d'x, par la moitié de fon expolânt & le divilant par x Le coefficient de z (èrvira à former i°. l'autre moitié du coefficient de uz, en multipliant ceux de lès termes qui contiennent quelque puiflance d1 y par la moitié de léMrs expoiants, & les divilant par y: 2°. le coefficient de z z , en multipliant par la moitié de Pcxpofant d'x , & divifant par x , tous les termes du coëfficient de z , où fc trouve quelque puiflance de x. La quatrième ligne a quatre termes a* , uxz , «i* , z* , qui fe forment par les coefficients de uu , ttz & zz , de la même manière que ceux - ci ont été formés par les coefficients de u , & de z , fi ce n'eft qu'au lieu de multiplier chaque terme par la moitié des expoiants des puîflànccs de x & de y qu'il renferme , on le multiplie par le tiers de ces expofants. Le refte de l'opération eft femblable à celle qui a donné la troifiéme ligne. Le coefficient de un forme celui de «J , & la prémiére moitié de celui de uuz : Le coëfficient de uz forme la féconde moitié de celui de uuz , & la prémiére moitié de celui de uzz ': Et le coëfficient de ï% forme la féconde moitié du coëfficient de uzz, & tout zed by Google
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    48 DES TRANSFORMATIONS Pc m. & tout celui de z\ C'eft dans ces coefficients formés par Our.il: moitié qu'on peut trouver des termes léparés qu'il faut * ** réunir. On formera de la même manière la cinquième ligne, par le moyen de la quatrième , en multipliant par le quart des expofants d'y & d' x , &c. Et on continuera de même, jufqu'à-cc qu'on foit parvenu à une ligne , où il ne refte plus ni x ni y. Toutes ces lignes enlèmble , en y fubrtituant wàx&»à), font la transformée complette. Exemple ? fur la même équation que cî-deflus. /i4— 4*>+9*'* — aayy—iMoxy* 1 laaxx — axxy * 6ax* +*4 o.o i.o o.i 2.0 n 0.2 i.2 o.; 0.4 0.0 j.o o.t o.f 0.0 j.o o.k î-î gj 4-( — ad)uu + Œjaa—ax^uz *(l2aa — ay ^ \Zax^6xx) zz 0.0 0.0 o.{ 0.0 {.o o. ! o. \ ! gy-f 1 ■ 1 0.0 0.0 0*3; ~ * ( 1 ) z* Autre Exemple. On veut fubftîtuer z>bi* à x + * dans Téq: / + x* — 2 *x5 — 2Mxy + l aaxx = o
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    Chip.h DES EQUATIONS. 49 Puni. x — \* y = * j4-f- x4 24x' 2a*xy-{- J4*x 4.0 0.4 0.$ 1.1 0.2 È.o o.x o.i O.ï ï.O O.ï *.o 0.0 o.f o.j 0.0 + ( 4y > ' +(o>« *-K°>*M-f4*- 24> » i.o 04.0.0 +(.)«4+(o>,i-Koy^-Ko>l'4-(i>4 I 1 I +(44» -4») «+( 54' -Î4»-a4»4-j4'> +(
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    |0 DES TR A N S FORMATION 5 ni. On écrit en première ligne l'équation propoféc, après Chap.il avoir change' x en^ & ; en fz, c'eft-à-dire, après avoir écrit p pour x & q pour / , & après avoir multiplié chaque terme par une puiflàncc de z dont Pexpofànt (bit égal à la Comme des expofànts de x & dejy dans ce terme. On forme la féconde ligne , en multipliant chaque terme qui renferme quelque puiflàncc de q par Pexpofànt de cette puiflàncc , en le divifànt par q , & changeant un z en un ». La troifiéme ligne (è formera , en multipliant chaque terme de la féconde , qui contient quelque puiflàncc de qt par la moitié de Pexpofànt de cette puiflàncc , divifànt par q , & changeant un z en un u , &c &c. Ainfi, dans ax y , écrivant p% pour x, & qz pour v , on aura a p" ' q* ' z*J premier terme ou première ligne.   Ce terme multiplié par / expofant de q , divifé par /., M m q , & par le changement d'un z en u , devient y z * 1 u , fécond terme ou féconde ligne : qu'on mul/ | tipliera par — — , moitié de Pexpofànt de q , qu'on diviléra par q , & où on changera un z en u, pour avoir le troifiéme terme ou la troifiéme ligne • — l-ap q ** ** , 1.2 & on continuera de même jufuu'à-ce qu'on vienne à des termes qui ne renferment plus la lettre q. Exemple. On propofe de fubftitucr pz à x, & qz + * à ^ dans Péq : +^x + ^+^xî4- 4*xy + %byy •=^o. Cette équation, en changeant x en />z & y en ?z , cil Digitized by Google
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    DES EQUATIONS. 51 Chaf.il M* 4. hlpz 4< *tyz + ? ^/z* 4. 4^>fzm + 8 bqxz% *' ,ft ' o o 1 o 1 2 + abri +4.afwz «4/1 \6bquz. o o î_ La transformée eft donc a1 + (bl/> + abqïz^b abu + C? W + 4*/>7+ Sbqq)zz + (44/ + 1 6^) «2 + 8^»»= O. De même s'il fàut fubftitucr su à , & r * 4* z à x , on polèra en prémiére ligne l'équation propolee , après avoir change' x en ru & y en su , & on opérera fur r comme on vient d'opérer far 7 , en changeant de ligne en ligne un u en un z, &c. Voici le procède du Calcul fur le même Exemple, ** +C b'r 4* ) « + C ?*rr 4* 4^ 4* 8Af/ ) *• O I O 2 1 O o î o 41 $ azz Ainfi la transformée cft a* 4*(£*r4< + ( j^rr + 4*r/ + 86// £*z 4« ( 6ar >\* +ss)uz + = o. On pourroit de même (ubftitucr tout à la fois p z -[< ru à x 9 & q z *{* s u à y , ce qui change la pofition des deux Axes fans changer l'Origine. Mais cette transformation a un peu plus d'embarras & un peu moins d'utilité que les précédentes. Nous la laiflfcrons donc pour venir à quelque chofe de. plus eflèntiel. G 2 CHAPI �
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    52 DES DITFEltENS ORDRES CHAPITRE III. Des différents Ordres des Lignes algébriques. Pl. ni. J1» T Es Lignes algébriques confidérées ana- |.{t. I j lytiquement (è divilcnt en différents Ordres , (èlon les degrés de leurs équations. Ces dégrés s'eftiment, comme dans les Egalités déterminées , par le dégré du plus haut terme de l'équation. Mais , puifque dans les équations des Lignes algébriques il y a deux indéterminées x & y y le dégré de chaque terme s'eftime par la fomme des expofànts des puiflânees de x & dey. Les termes qui n'ont que des confiantes , dans lelquels il n'y a ni x ni y y font du dégré zéro. Ceux qui n'ont qu'un x (ans y , ou qu'un y iàns x , mais où cette indéterminée peut être multipliée par un coefficient ou une grandeur conftante quelconque , comme by outx, font des termes du prémier dégré. Les termes du (ècond dégré font ceux où le trouvent xx , xy , ou y y. Mais x* , xxy , xyy tays font les termes du troifiéme dégré ; #4, x^y, xlyx , xy » & y* ceux du quatrième , & ainfi de fuite. 12. On peut donc former , pour chaque Ordre de Lignes , une Equation générale , qui repréfente toutes les Lignes poffibles de cet Ordre -là : lefquelles enfùite Ce divifènt & fubdivilènt en Genres & Elpéces , (èlon la variété des coefficients qui multiplient les termes de ces Equations. L'éq : a >+• by *{* ex = o , exprime la nature des Lignes du prémier Ordre y parce qu'elle n'a aucun terme qui parte le prémier degré. L'éq: Digitized by Google

  

  
    Page 84
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 25.58% accurate
    DES LIGNES ALG EBRIQUES. 53 jC». ni. L'éq : a >f< by + ex 4« àyy >\* exy +{*focx = o repréfènte Pl. in. /•**• une Ugne quelconque du fécond Ordre , parce qu'il ne s'y trouve que des termes du lècond degré ou des dégrés inL'éq : a+by^cx^dyy^exy*^ fxx + g y ' + 4< /V^4« /x' =0 , exprime en général une Ligne du troifiéme Ordre , parce que fes termes les plus élevés ne font que du troifiéme Ordre , &c. * 3$. Dans cette manière d'eftimer l'Ordre d'une Ligne algébrique , on fuppofe que Ion équation eft irréductible : parce qu'une équation réductible eft moins Péquation d'une Ligne d'un certain Ordre , que celle de deux ou plufieurs Lignes de quelques Ordres inférieurs [ §. 20 , si ]. Cela eft pourtant indifférent en foi -même, & rien n'empêche qu'on ne regarde , fi Ton veut , le fyftcme de deux Lignes du premier Ordre , comme une Ligne du lècond Ordre ; & le fyftéme de trois Lignes du premier Ordre , ou celui de deux Lignes, l'une du premier, & l'autre du fécond Ordre , comme une Ligne du troifiéme Ordre , &c. $4. Ce q.u'il y a de plus important à remarquer fur cette diftribution des Lignes algébriques par Ordres , c'eft que chaque Ligne eft fi bien fixée à fon Ordre, qu'elGj le * Mr. Newton diftingue les Ordres des Lignes Se les Genres des Courbes. Comme le premier Ordre ne renferme que la Ligne droite [ Voyez, ci - deffbus f, 40. ] , il appelle Courbes du premier Genre, les Lignes du fécond Ordre, Courbes du fécond Genre, les Lignes du troifiéme Ordre , & ainfi de fuite. Quelque répugnance qu'on ait à s'écarter des dénominations établies par ce Grand Homme , il m'a paru que cette diflinftion génoit trop l'expieffion , & je me fuis déterminé à dire indifféremment , Courbes ou Lignes du fécond Ordre , Courbes ou Lignes du troifiéme Ordre, âcc. Digitized by Google
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    54 DES DIFFERENS ORDRES Pt. m. le n'en fort point , par quelque équation qu'on la repré- Ch. M. (ente. Je veux dire , qu'encore qu'on puiife exprimer la î4* nature d'une Ligne algébrique par une infinité d'équations différentes , félon le choix qu'on fait de l'Origine , & la pofition qu'on donne aux Axes ; cependant toutes ces équations font d'un même Ordre , auquel par conféquent la Ligne propofée doit fe raporter. En effet , fi l'équation de cette Ligne qui exprime le raport entre les coordonnées x & y clt d'un certain Ordre ; l'équation , qui exprimera le raport entre d'autres coordonnées z & u de la même Ligne , eft nécedàirement du même Ordre. Car quelque variée que foit la pofition des z & des u par raport aux x & aux y , on aura toujours [§.24] x=zm *\*pz >j+ru , & y = w + qz 4* s u> & en fubltituant ces valeurs de x & de y dans l'équation qui exprime leur raport , cm aura la transformée qui donne le raport des coordonnées z & u. Mais puilque, dans les équations x z=.m Hh pz Hh ru , y = n + q z Hh su, z & « ne montent qu'au premier dégré , non plus que x & y y il s'enfuit qu'après la Jubftitution , z & * ne monteront dans l'éq : transformée qu'au même dégré où montent x & y dans la propofée. Donc l'éq ; des z & « fera du même Ordre que celle des x & y. Ainfi l'Ordre d'une Ligne algébrique ne change point par le changement de les coordonnées. * $5. Mr. Newton arrange les termes de l'équation d'une Ligne algébrique dans un Parallélogramme divilë en pluficurs Cafés , ou petits quarrés. Il place dans chaque ligne horizontale les termes où la variable y a le même expofànt , & ces expolànts augmentent d'une unité en montant de ligne en ligne : Il place dans chaque colomne verticale * Ufage de tAnaîyfe, &c. pag. 340.& fuiv. Digitized by VjOOQic
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. Ch. m. verticale les termes où l'indéterminée x a le même expo- ft. IU. >• fant , & ces expoftnts croiflènt d'une unité en partant d'une colomne à l'autre de gauche à droite. Ainfi chaque terme a fa Café déterminée par les expofants d'oc & d> dans ce terme. &C | &(. &(. j &c. &c \&c. V 1 "yç*y \&c sf h mxy* bxy1 exy nxxyxtxlyl ix%y fx'y *xy\&c. yxy\&c. vx4y &c. ex fx1 1 kx> ■ Mais comme dans cette difpofition les termes d'un même dégré fe trouvent placés en diagonale , Mr. Db G u a , en tournant le Parallélogramme , lui a donné une fituation plus commode *. Il fe préfente alors comme un triangle , dont la pointe regarde en embas , & où les termes de l'équation générale font placés comme on le voit dans cette Figure, qui explique la chofe fumTammcnt. * Uf*g, de FAnslyfe , &c. pag. 2* &c. ■ ' .'il .?Ol!S>.'i Digitized by Google
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    $6. D a n s ce Triangle, que l'Auteur apelle Triangle algébrique ou analytique , chaque Cale prend fon nom des x & dès y qu elle contient. La Café inférieure feule , qui n'a ni x ni y , le nommera la Cafe de la pointe , ou, pour abréger , la Pointe du Triangle. Des deux Ca(ès qui la touchent , l'une s'apcllc la Cafe y , l'autre la Cafe x. Les trois voifines (è nomment la Çafe y y , la Cafe xy , & la Cafe x x. On comprend aflèz. par -là quel eft le nom de chaque Cafe. Dans cette difpofition on voit i°. que tous les termes d'un même degré font dans le même Rang horizontal ; les • plus hauts degrés dans les Rangs fùpe'rieurs , les plus bas dans les Rangs inférieurs. Chaque équation ge'ncrale a autant de rangs que l'expofànt de fon Ordre a d'unités , fans compter la Cale de la pointe , où l'on place le terme conftant. 2 e. Que fi l'on veut ordonner l'équation par x , c'eftà-dire , fuivant les dimenfions de la variable x , on n'a qu'à confidérer comme les termes de cette équation, les Bandes Digitized by Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 57 Ch.iii. Bandes qui montent de droite à gauche. Dans le Trîan- pr. m* * *6' gle ci-deflus, le premier terme lèra la plus haute bande , qui confine dans le (cul terme xs , & cette bande , foie qu'elle n'ait que ce terme , l'oit que, le Triangle étant prolongé, elle en ait plufieurs, fe nommera la Bande x5. Le lècond terme lèra la bande contiguë , qui a les deux Cales qx* & ou C 9 + "jy ) : c^c s'apellc la Bande x*. On prendra pour troifiéme terme la bande liiivante /x' , px?y, uxxyx , ou (/4-/\y4-«yi ) *' : c'en" la Bande x' ; pour quatrième terme la bande /*x, /x'jy, ox'j^*, /*y , ou (/+/>+» r'+'y*)** > qui elt la 5^ ** s pour cinquième terme la bande ex , rxy , £.vyz , , sxy\ ou (<,-f-^ + ^yi + »jV, + {r4)-*' » qui s'apelle la Bande x: & pour fixiéme & dernier terme a+by+dyy -\-gyl + wy* + ryf , que nous nommerons la Bande fans xt ou la Bande des put fonces d*y. De même , fi on veut ordonner l'équation par y, on prendra pour fes termes confécutifs les Bandes qui montent de gauche à droite, (ç., i°. la Bande yf , qui n'a ici que le terme ry\ 2°. la Bande y* qui a les deux termes nty* , sxy* , ou (w 4"/JOjy+. Bande y1 compolée de trois termes g y* , nxyi , , ou 4*»*4-'x: 40. la Bande y1 qui contient quatre termes dyx , £ jr^r , oxlyx , , ou (d + hx-\- ox~ + ux* 50. la Bande y, qui eft by +exy + ixxy +pxxy*\* vx*y , ou (£4-
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    58 DES DIFFERENS ORDRES lll Le nombre des coè'fficiens b, c, , r, &c. de cha- Ch.îïi. que équation générale [ §. $2 ] eft le même que le nom- * î7' bre de lès termes. Mais ce nombre des coefficients peut être diminué d'une unité, parce que le fécond membre de ces équations étant zéro , on peut divifer tout le premier membre par un coefficient quelconque , comme celui de la plus haute puiflànce d' y ou d'x , laquelle , après cette divifion , n'a pour coefficient que l'unité. Ainfi , diviiant par c l'équation générale du premier Ordre a+by + c x = o , elle (è réduit à î^-y-f #=0, c c dans laquelle, avec l'unité qui multiplie x, il n'y a que deux coefficients - & — . c c Si donc v eft l'expofant d'un Ordre quelconque, le nombre des coefficients de l'équation générale de cet Ordre fera iw + ïV, fomme de la progreffion arithmétique 2 + 3 + 4+ 5 + &e> dont la différence ci\ 1 , le premier terme 2 , & le nombre des termes v * . • 38. Il suit de là, qu'on peut régulièrement faire pafler une Ligne de l'Ordre v , par le nombre { w + è v de points donnés , ou qu'une Ligne de l'Ordre v elt déterminée & Ton équation donnée, quand on a fixé ivv + i v points par lefquels elle doit pafler. Ainil une Ligne du premier Ordre eft déterminée par . deux points donnés; une du fécond par 5; une du troîûàriC par 9 ; une du quatrième par 14; une du cinquième par 20 , &c : - La * SnaUNG, Line* ttrtii Ordinis , &c. pag. 3 de fuiv.
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    DE S LIGNES ALGEBRIQUES. 59 Ch. m. La Démonftration n'a befoin que d'un Exemple. *. Pl. m. S- î8- Soient A, B, C, D, E cinq points donnes par leC- ^ lt> quels il faut faire pafler une Ligne du fécond Ordre. On mènera à volonté deux droites FG , FH , par un point F , qu'on prendra pour l'Origine , & ces droites pour les Axes ; après quoi menant par les points donnés les ordonnées Aa, Bb, Ce, Dd, Ee; elles feront données, auflî bien que les abfcilîês Fa , Fb , Fc , Fd , Fe. Qu'on nomme donc Aa , a; Bb , b ; Ce , c \ Dd Ee , e ; & Fa , *; Fb , 0 ; Fc , y; Fd , i — o La condition de paflêr par B3donne de méme/f+BH C$+Dbb+Eb$ f/3/3 -o Celle de pafler par C, donne .... A»{*Bc-\~Cy+Dcc+Ecy ^yyzzo Celle de pafler par D, donne . . . A+B
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    ô*o DES DIFFERENS ORDRES Pl. III. n'eft pas befoin de le foire , pour le convaincre qu'il eft CH.in. toujours poflîble de faire pafTer une L;gne du (ècond 5 j8* Ordre par les 5 points donnes A , B , C , D , E , & en général une Ligne de l'Ordre v par le nombre î v v + J'y de points donnés. Il fuffit de voir que chaque point fournit une équaion , & qu'on peut déterminer autant de coefficients qu'on a d'équations. Donc ivv-\-{v points déterminent îv«+|v coefficients, c'eit - a - dire , autant ouM y en a dans l'équation générale des Lignes de l'Ordre v [ §. prec. j. Comme dans ces Equations , les inconnues A , B , C, D y E ne montent qu'au premier dégré , le Problème fera toujours polïible , & les Racines imaginaires n'y peuvent apporter aucune exception ou limitation ; parce que ces coefficients (ê déterminent fans qu'il (bit befoin d'aucune extraction de racines , qui eft la feule opération qui puilTe introduire des imaginaires dans un Calcul. Mais il peut arriver, ou que quelques-uns de ces coefficients loient zéro ; & alors l'équation de la Courbe elt réduite à un moindre nombre de termes; ou que quelques-uns lè trouvent infinis; & alors les termes qui font affectés de ces coefficients font lèuls toute l'équation , les autres s'évànoùilfant en comparatfon de ceux-là : ou que quelquesuns relient indéterminés ; & alors on peut faire paiTer par les points donnés une infinité de Lignes du même ordre. Si l'on avoit befoin de chercher actuellement l'équation de la Courbe qui pafle par un nombre de points donnés , on abrégeroit le Calcul en prenant un des points donnés , comme Je crois avoir trouvé pour cela une Régie allez commode <& générale, lorfqu on a un nombre quelconque rl équations & d inconnues dont aucune ne pafle le premier degré. On la trouvera dans l'Appendice, N*. I. Digitized by Google

  

  
    Page 92
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 15.74% accurate
    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 61 Ch.iii. comme A , pour l'Origine. Car , à ce point , l'abfcifle & Pu m. * '* l'ordonnée étant zéro , on aura a & a tous deux zéro. Ain- fi£- *J* fi la première des cinq équations ci-defliis, eft réduite à y*r=o, & les quatre autres à Bh + C&+ Dbb *{e-ct)(^^-yt -\-{Ht-b%Yod-c^i f-y>) "(j&r-fy {le-d*M+*n<&d-b%))ye-ct){bd+ce)+{ile b*)(yd cl){be^Jl) p (Bc-by) >fV«) (lie^by^dt) -(Qi b) (yr-c%\ {&drb*&r + bt) (yd-ci) ($f^yd^i) L \fr-by/$e-dt){bc+de)— yQd-biJ, yt-<*j(bd+cc)+tfe-b*Xvd- c t, (be+cd) ■ Mais on abrégera encore plus fi Ton prend pour Axe des ordonnées la droite AB & pour Axe des abfciflès la fy** droite A E , menées du point A à deux des points donnés B , E. Alors Pordonnée A B [b] ayant une ablcifle [0] zéro, & rabfciflè AETi] ayant fbn ordonnée [e] égale à zéro , les valeurs de S, C, D, E, fè réduiront à B = C = " 72 c> (* — — (£— 0 — ) — (> — c)$) ~ ^  — 
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    62 DES DIFFEREES ORDRES Pl. III. de forte que l'équation fera [en multipliant par le dénomi- Cm m. natcur commun J , cd(y(b d} — O^)** — ■ §*8<0(« — y)— —c )*) x by$ {a ^§ — y) — 0—  ait fon Digitized by Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 63 Ch.hi. {on plus haut expofànt inférieur à celui de l'Ordre de la Pt. HL iy- Courbe : il peut (e faire que cette équation ait des racines imaginaires , & les ait même toutes ; ce qui donne des interactions imaginaires & qui n'exiltcnt pas : il peut le faire que deux ou plufieurs des racines réelles de cette équation foient égales ; & alors deux ou plufieurs points d'interfèdion Je confondent en un lèul. Soit , par ex. le Cercle M E F décrit du centre C avec % *j. un raion CM = r , & dont l'équation, en nommant z l'abfeifle CP, & u l'ordonnée PM, ett zz+uu = rr. On demande en combien de points (a circonférence rencontre la droite AB , qui paflê par les points A & B des Axes CA» CB,dont les dilîances à l'Origine lont CA=* & CB = b. Soit nommée AB, c, &, à caulè du triangle rectangle ACB, on aura ce -=.aa *{* bb. Si l'on prend AB pour PAxe des ordonnées, en regardant AQ^[x] comme l'abfciflè ^ point M , & QM \y ] , parallèle à ab , «o«,..ic ion ordonnée, on aura [§. 24 J u=h-c & z=x — a+"c' £cs valeurs de * & de u fubftituées dans l'éq: zz+uu = rrr 2 axy 2 nay la transforment en x x — 2 ax ~\-a a-\ — + c c ~7T"*~ =rr' ou [Pu'^uc "* + bb£Lcc~\ en xx— 2/tXV 2AAV 2ax + aa-{ \-yy = rr, qui exprime la naturc du Cercle rélativement aux coordonnées AQJ*] & QM [y ] . Si Ton rait , dans cette équation , x= o, elle fc réduira à aa — ^l+yy~rr , qui marque par (es racines les interférons du Cercle MEF & de la Droite AB. Cette équation eft du même degré ™e l'Ordre de la Courbe. Un Cercle peut donc couper une Droite en autant de points Digitized by Google
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    64 DES DIFFERENS ORDRES Pt. UL points qu'il y a d'unités dans l'expolànt de Ton Ordre , CM.in. c'eft-à-dire , en deux points ; & cela arrive quand les raci- §• aa^V (a* — aacc^rrcç) aaz—y/Crrcc — aabb) nés y=. — , ou de l'éq : aa — +yy = rr font réelles : car ces racic nés deTignent les deux ordonnées primitives AE, A F par l'extrémité dcfquelles paflê la circonférence. Mais quand ces racines font imaginaires , les interleclions le font aufli. Cela arrive lorfque me < a*bb , ou rr < , foit r < ab , c'eft-à-dire quand le raïon [ r] CM eft plus petit que ab — , qui eft la perpendiculaire CD" abaiflee du centre C lur t« a"A" : Alors les interférons F & E difparoiirent ; la Droite ne coupe p|Us ie Cercle. Que fi cesrficux racines déviennent égales; ce qui a lieu quand me — aabb, ou r=y , quand le raïon CM eft égal à la perpendiculaire C D' ; alors les deux points dWrfection fe confondent en un feul , le Cercle ne rencontre la Droite A'b' qu'en, un feul point D'. 40. Puis q.u' une Droite ne peut couper une Ligne algébrique du premier Ordre qu'en un lèul point [§. prec] la Ligne algébrique du premier Ordre ne peut être courbe ; car une Courbe peut toujours être coupée par une Droite en plus d'un point. Donc la Ligne droite eft la feule Ligne algébrique du premier Ordre. Celt ce que l'oh^oit encore évidemment par le détail des équations de ccW>dre. Elles ne peuvent avoir que trois termes a , by , & ex. Mais elles peuvent ou les avoir Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 6$ C«t III. avoir tous trois, ou n'en avoir que deux, ou même n'en Pl. iv. 5. 40. avoir qu'un : Ce qui fait trois cas" diflerens. I. Lorfque l'équation du premier Ordre eft complettc , c'eft-à-dire , lorfqu'elle a fès trois termes , on peut toujours fuppofèr que le terme confiant a eft (êul & polît if dans le premier membre. Les deux autres termes by & ex font le fécond membre, où ils peuvent être pofitifs ou négatifs. Soit A B la Ligne des ablciflés , & AD celle des ordonnées, fàifant cntr'elles un angle quelconque DAB. Cas I. Si dans l'équation réduite à la forme que nous venons de dire, b & c font pofuives ; que Péq : (oit a =3 by -f- ex : elle repréfente une Droite. Pour avoir (à pofinon , il lufïît d'avoir celle de deux de fes points, de ceux, par exemple, où elle coupe les deux Axes. On aura l'un en failànt x= o, & l'autre en fai{ànt^=o. Qu'on faflê x = o , & Péq : by 4* c x (è réduit à a =by , ou y = On prendra donc fur l'Axe des ordonnées AD, du côté pofitif , A E égale à ~ , qui eft la troifiéme proportionelle à la ligne b, à la ligne a , & à la ligne qu'on prend pour l'unité , & on aura le point E , où la Droite cherchée coupe l'Axe des ordonnées [§.15]. De même, fi on fait jy = o, Pcq: dss^ + tt le réduit à a=ex$ ou x = -^; de forte que prenant fur AB l'Axe des abfeiflès , du côté pofitif, AC égale à ± , qui eft la troifiéme proportionne à c , a , & 1 , on aura le point C c& la Droite cherchée coupe l'Axe des abfcifTcs. Il ne refte donc plus qu'à mener cette Droite C E. Je dis qu'elle eft repréfêntée par Péq : a = by>\*cx. <' ' :^':H Car fi d'un point tjuelconque de cette Droite on'-ménc'1 totrod. à PAnalyfe des Lignes Courbes, 1 une Digitized by Goc
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    66 DES DIFFERENS ORDRES fc. IV. une parallèle à AD, on déterminera une abfciflè x & une Ch. m. ordonnée^. Ce point peut être pris , ou fur la partie S'4* EC, ou au-delà de C, ou au-ddà de E. i°. Si le point eu* M , entre E & C , l'abfciflè A P f>] , & l'ordonnée PM [y] font toutes deux pofitives. Et les triangles femblablcs CAE , CPM donnent CA [~] : AE [~] = CP [- — x ] : PM[;]. Donc ~ — ~ = ^ , ou , transpofant V- , multipliant par bc , & divifànt par ay a-=zby >\*cx. 2°. Si lé point m eft pris au-delà de C , l'abfciflè A p [x] eft pofitive & l'ordonnée p m [ — y ] négative. Et les triangles fcmblabîes CAE, Cpm donnent toujours CA[— ] : AE c ij] = Cp[*— pm[- y]. Donc qui (c réduit auffi à a=by >\* c x. g°. Si le point f* eft pris au - delà de E , l'abfciflè A ft [ — x ] eft négative & l'ordonnée ju ] eft pofitive. Les tr. fembl. CAE , donnent auffi CA[-y]: AE [y] = C ir [ — x + y ] : // x' /i cl AN *t*[y]> ou — j- + j-ç=ç > 9ui fc récluit encore à 2. Si b & * font négatives, l'équation fera * = — 47 — ex: & faifànt x=o, on aura a = — by,o\\y=. Y = AE négative , & en faifànt tf = o, on aura * = ifc. »?• — , ou *= =AC auifi négative. Et Ton prouvera , comme dans le n°. précéd. , que EC eft la Droite que réprefente Téq: a = — by —ex. 3. Si zed by Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 67 ci. m. ?. Si b eft pofitive & c négative, l'équation fera s — P*. IV. *•* ^ — ex. Et failànt *=o, on aura a= by 9 ou > — ^ ^ j=:AE pofitive ; mais faifant > = o, on aura ou *= — ~ — AC négative. 4. Enfin , fi £ eft négative & c pofitive , l'équation étant * = — + * x, on trouvera que x = o donne J= — 7 = AE négative, & que y = o donne *=y = AC pofitive. Donc, en général, l'équation du premier Ordre étant complette & réduite à cette forme a = + byz±zcx > où l'on fuppofe a pofitive : Si b & c font toutes deux pofitives , la droite EC foûtend l'Angle des coordonnées pofitives : Si b & c font toutes deux négatives , E C fbûtend TAngle des coordonnées négatives : Si b coefficient d> eft pofitif & c coefficient d'* négatif, E C fbûtend l'Angle des ordonnées pofitives & des ablettes négatives. r .rSi^c°ëfficient $ y cft négatif & c coefficient d'x pofitif, E C foûtend l'Angle des abCciCTcs pofitives & des ordonnées négatives. Cas 1 1. Si l'équation du premier Ordre n'a que deux termes , c'eft que a, ou b, ou c font zéro. 1. S* a eft zéro, & *- font zéro: les parties AC, A E prifes fur Jes deux Axes devenant nulles , la Droite E.C paflè par l'Origine [§.14]. Cependant ces parties * AE> to" meme qu'elles s'évanouïtTent , gardent leur raifon de j à j ou de r à h : ce qui détermine la poI 2 firioa Digitized by Google
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    DES BIFFER ENS ORDRES te r/: fition de la Droite reprefèntée par Péq : ±^±;x~o. Ck.in. Car fi Ton prend A c = c fur Taxe des abfciflês , & A e s? b fur l'axe des ordonnées , toutes deux pofitives , ou toutes deux négatives , fi b & c ont dirTérens fi* îo. gnes : mais Pune pofitive & l'autre négative , fi h & s r
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    DES LIGNES ALGEBRIQUE S. eft donc repréfentée par féq : y = + -£ , ou a=z^tzty3 réduite de Péq. générale a~-±zby±c x9 par la fuppofition de c = o. Cas 1 II. Si Téquation du premier Ordre n'a qu'un (èul terme , ce ne fera pas le terme a , qui donneroic a =o , équation impoflible , puifque a eft une grandeur donnée : mais ce (èra le terme by , ou le terme cxw 1. Si Téquation eft by=o, on aura y = ot qui repréfente Amplement l'Axe des abfciflès. Les ordonnées de cet Axe font zéro , quelque abfciflè qu'on prenne. 2. Si Péq: eft ex =o , on aura x=o , qui repré(ente l'Axe des ordonnées , dont chaque point a fon ablci£ fc égale à zéro. 44. Un raifonnement tout femblable à celui du §. g 9* démontre qu'une Ligne ne fera coupée par une Droite parallèle à les abfciflès , qu'en autant de points au plus* qu'il y a d'unités au plus haut expofant de x dans fon équation ; & qu'elle ne fera coupée par une Droite parallèle à (es ordonnées qu'en autant de points au plus qu'il y a d'unités au plus haut expofant d'y dans fon équation. Par ex, Péq : x1 y — + = o exprime une Courbe du troifiéme Ordre , qui peut être coupée en trois points par une infinité de Droites, qui ont diverlès portions. Mais par une Droite parallèle à (es ordonnées , ellé ne peut être coupée qu'en un point ; parce que dans fort équation y ne paflè pas le premier dégré. Et par une Droite parallèle aux ablciflès , la Courbe ne peut être coupée qu'en deux points , parce que dâns fon équation x ne s'élève qu'au lecond dégré. En effet , Ci la Droite parallèle aux ordonnées coupe l'Axe des abfciflès en un point éloigné de l'Origine de la diftance m , on doit regarder cette Droite comme l'ordonnée de l'abfciiTe m. Mettant 1 3 donc �
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    70 DES DIFFERE NS ORDRES vi. iv. donc m pour x dans l'équation de la Courbe, elle fcOi.m. transforme en m 1y — *xm*{* aby =0 , qui n'a qu'une feule *41' s1 tn racine y — ~r-t — 7. La Droite parallèle aux ordonnées ne rencontre donc la Courbe qu'en un feul point. Si la Droite parallèle aux abfciflès coupe l'Axe des ordonnées en un point dont la diftance à l'origine foit » , on la regardera comme l'abfciflc de l'ordonnée ». Et mettant » pour y dans l'équation, elle le changera en »xl — a*x + abn = 0 , dont les deux racines x = ** + V(*4 — 4****) 9 2 n « — \/(*+ — 4*£»») _ . & x= — — montrent que cette Droite rencontre la Courbe feulement en deux points ; qu'elle ne la rencontre qu'en un point, fi ces deux racines font égales , ce qui a lieu quand \J ( a 4 — 4 abnn ) eft zéro , quand n=V^i & qu'elle ne la rencontre point du tout, fi ces deux racines font imaginaires , ce qui arrive quand a* — 4* bm < o , quand » > s/ 42. Si l'on cherche généralement en quels points (ê rencontrent deux Lignes algébriques dont les équations (ont données ; on doit confidérer que quand deux Lignes (è rencontrent , elles ont au point commun une ablciflc & une ordonnée commune. Si donc x & y ïbnt les coordonnées d'une de ces deux Lignes , & z & a les coordonnées de l'autre , on aura à chaque point de rencontre quatre équations i°. x=z. 2°. ys=*. j°. l'équation de la prémiére Ligne en x, y> & confiantes. 4°.Féquation de la féconde Ligne en z , u , & confiantes. On peut . • donc, en vertu des deux premières équations , fubftituer dans Digitized by Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 71 dm. dans la 4toe * pour % , & y pour u. Alors il refie deux Pi- IV. S- 4*. équations en x, j, & conitantes, qui font celles des deux Lignes propofées ; par le moyen delqueHes fàifant évanouir y , on aura une équation en x & confiantes , dont les racines x marquent toutes les abfcifles qui répondent aux points de rencontre des deux Lignes. Comme aufli , fi par le moyen des deux équations on fait évanouir x , on aura une équation en y & confiantes , dont tes racines y donnent toutes les ordonnées des points de rencontre. Pour déterminer precifément ces points , il faudroit chercher & IWciflè & l'ordonnée de chaque point de rencontre , en examinant par Tune & l'autre équation queU les (ont les ordonnées qui répondent aux abfcifles qui font préfentées comme abfchïès des points de rencontre ; ou , fi Ton le trouve plus facile , quelles font les abfcifles des ordonnées que l'équation en y & confiantes donne comme ordonnées des points de rencontre. On verra par là quels font les points communs à l'une & à l'autre Ligne, c'ett-àdire , quels font les points qui font véritablement points de rencontre. 4$. Cela fèroit d'autant plus nécelTaire , qu'encore qu'il (bit certain que chaque point de rencontre donne une racine x dans l'éq : en x & confiantes , & une racine y dans l'éq: en y & confiantes; on ne peut pas conclure réciproquement , que chaque racine x , ou chaque racine y, donne un point de rencontre. Dont la raifon cft que chaque racine x marque feulement qu'à une même abfcifle les deux Lignes ont une même ordonnée , fans dire que ces deux ordonnées foient réelles. Le calcul qu'on a fait n'emporte pas précifément la rencontre des deux Lignes , mais feulement l'égalité d'une abfcifle & d'une ordonnée ; égalité qui peut avoir lieu entre les quantités imaginaires comme entre les grandeurs réelles. Dans ce cas , on peut dire qu'à Digitized by Google
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    y2 DES DIFFERENS ORDRES r*. iy. qu'à ces ablciflcs communes repondent des interférions c*. iv. imaginaires, que le Calcul donne aufli bien que les réelles. §,4J' La même choie peut arriver par raport aux racines y. Cette e'quivoque feroit levée en cherchant les ordonnées y des abfciflès x déterminées par l'éq : en x & confiantes ; ou en cherchant les abfciflTes x des ordonnées y déterminées par Téq : en y & confiantes. On vcrroit par là û \cs points de rencontre font réels ou imaginaires. Mais ce Calcul fera long & fouvent impraticahle. 44. Si x ou y ne monte qu'au premier degré dans l'une des deux équations proposées ; on eft fur , fi c'eft y , qu'à chaque a bluffe il ne répond qu'une ordonnée , qui par conféqucnt ne peut jamais être imaginaire , puifquc dans fon expreffion il n'entre point de grandeur radicale. Ainfi chaque racine réelle de I eq : en x & confiantes marque un point de rencontre réel & non imaginaire. De même , fi c'eft x qui ne monte qu'au premier degré dans l'une des équations propofées ; on ert fiir que chaque racine réelle de l'éq : en y & confiantes , indique un point de rencontre réel. Soient proposes, par ex. ces deux éq: yy + 2/tx = o & y y +4 xx — 10 ax — \6aa =.0. En éliminant y pn trouvera 4x5c — 12 ax — i6aa — o , qui a deux racines , toutes deux réelles x = 4* & x= — a. Qu'on fubftituë la première racine 4* au lieu de x, dans Tune & l'autre des deux éq : propofées , elles fè réduiront à y y + S aa = Oy qui n'a que deux racines imaginaires y~ + 44^ — 2 & y =—4.*^ — 2» A l'abfcuTe 4* répondent deux ordonnées égales dans chaque Courbe. Cela fcmble promettre deux intcrfè&ions : mais ces ordonnées font imaginaires, & les interférions le font auffi. Qu'on fubftituë préfëntement dans les éq : propofées la féconde racine — a au lieu de x> elles fé réduiront l'une & l'autre kyy
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 73 OlIU. kyy — 2*4 = o9 qui a deux racines réelles ;=+V2, Pl. ly. S- 44- — 4^2. L'abfciflè — a a donc dans chaque Courbe deux ordonnées réelles & égales, Tune pofitive, Pautre négative ; qui donnent par conféquent deux points d'intcrlè&ion réels, l'un au-deflus, l'autre au-deiïbus de la Ligne des ablcifles. Mais , fans ce Calcul , on auroit pû trouver le nombre des points d'interfèclion , en confidérant que dans Péq: yy *{* 2*x = o , la variable x ne monte qu'au premier dégre'. Elle n'eft donc jamais imaginaire , quelque valeur qu'on donne à y. Ainfi il fuffit de chercher les racines de Péq : en y & confiantes, qui fe trouve en fàifànt e'vanouïr x, Car toutes les racines réelles de cette équation donnent des interfe&ions réelles. Cette équation eft j4 4< 6aayy — i6**=o, qui a ces quatre racines y = +b*V 2 » JX = — ay/2 ,^=+4*^ — 2 > )= — \*\J — 2, dont les deux premières, qui font réelles, donnent des interièctions réelles , & les deux dernières , qui font imaginaires , ne donnent que des interlcttions imaginaires. * 45. On trouvera dans une infinité' d'Exemples , ce qu'on a pû remarquer dans celui-ci , qu'une feule. abfcik fe , [ou qu'une feule ordonnée ] donne plufieurs points d'interfeftion. Il eft très poffible qu'une mcmeabfciflè ait, dans les deux Lignes, plufieurs ordonnées, entre lelqucllcs il y en ait plus d'une qui (bit commune aux deux Lignes. Alors, il y a plus d'in ter. Actions que de racines réelles dans Péq : en x & conllantes , puifqu'une Icule & même racine donne plus d'une iuterfeâion. Si l'on propofè, par ex. ces deux éq. yy+xx — a a V^n trouvera cette éq: sLéUtx — (2a — + dyfc dis Lignes Courbes. R ^Y=o9 Jim' Digitized by Google
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    74 D IF FER E NS ORDRES » « i , * *f* • / ^ Ch. TFL' fcy=o, qui n'a que ces deux racmes >h — — :y(2
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 7j Cfc.nL deux éq : Ayy * By+ C=o , & Dyy+Ey + F= o , Pl. Iy. lit - on x éq : y% + By+ C=o , & Dyy+Ey + F = o , élimine j , on parviendra à cette éq : {AF — CDy + (AE — BD)(Œ — BF) = o, qui a autant de racines qu'il y. a d'interleâions. Pour l'appliquer aux équations proposes ci- deOus, y y + xx as = o , & y y ^T+b^xx — — *)*==o, on fera A=i,B z=o, C—xx—as, D=i, E==o, F==(^=j)4** — (* — J)"-, & ces valeurs fubfthuées dans I'éq: (>4fF— CD Y + (AE — BD ) ( CE— 5F) = o , la changent en V&y * i+hT-**^**--4* y = °* qui , divXie par hb^ cil juftement le quarré de Péq j 4 a ZéilÇIy XX — ^ M — r^ ) = °> qu'on a trouvée ci-deffus. Dans celle-ci x a les deux mêmes racines +■— ■« v'C*** — & — T7^aé* — ^*>5 mais chacune de .ces racines eft double, parce qu'à chaque abfciiîê x répondent deux iaterlèâions. 46. Mais fi Ton ne cherche pas tant à connokre en combien de points lè rencontrent deux Lignes dont les équations l'ont données , qU'à (avoir , [ ce qui a aufft fon ulàge j en combien de points une Ligne d'un Ordre donné peut rencontrer une autre Ligne d'un Ordre aulfi donné ; on doit concevoir , 

  

  
    Page 109
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 24.88% accurate
    DES DIFFERENS ORDRES 17. il refiera une équation , qui aura au moins autant de racines Ch. iil qu'il y a de points de rencontre des deux Lignes , puif- 5> que chaque point de rencontre a fôn abfcific & Ton ordonnée particulière. Or il eu* démontre' * que fi Ton a deux variables , & deux équations indéterminées qui expriment le raport de ces variables avec des confiantes , dcfquclles Tune (bit de l'ordre m & l'autre de l'ordre n ; lors qu'au moyen de ces deux équations on chafic une de ces variables , celle qui refte n'a , dans l'équation finale qui la détermine, que mn dimenfions au plus. Elle ne peut donc avoir, dans cette équation, que mn racines au plus. Par conféquent , deux Lignes algébriques décrites fur un même plan , ne peuvent fc rencontrer qu'en autant de points , au plus , qu'il y a d'unités dans le produit des nombres qui font les expofànts de leurs Ordres \. Une Ligne, par ex, du $c. Ordre ne peut rencontrer une Ligne du 4e. Ordre , qu'en 1 2 points , au plus : & une Ligne du 5*. Ordre ne fauroit rencontrer une Ligne du 12e. Ordre qu'en 60 points , au plus. 47. C e principe femble d'abord être en contradiction avec celui du §. 3 8. On peut toujours décrire une Ligne du fécond Ordre par cinq points donnés , quelle que ïbit la pofition de ces cinq points. Si trois d'entr'eux font en ligne droite , cette Droite coupera en trois points la Ligne du fccond Ordre qui patte par les cinq points donnés. On * Ce Principe , purement algébrique , devroit être démontré dans l'Algèbre. Comme je n'en connois aucune qui en donne la DcmonftraUon , j'ai crû devoir l'inférer dan* Y appendice, iV°. £. ^ ■ . t Mr. Mac-Làurin a démontré la même chofe , mais je ne crois pas que fa Démonftration ait été rendue publique. Voiez TfA^f. Pbilof. N*. 430. pag. Digitized by Google
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    DES LIGNES ALGEBRIQUES. 77 c«.ir. On a vû pourtant [ §. 39. ou précéd. ] qu'une Droite ne Fi.hl 47' peut couper une Ligne du fécond Ordre qu'en deux points. Comment accorder ces deux conféquences oppofées ? 11 n'y a qu'un feul moyen. C'elt de dire que , dans ce cas , la Ligne du fécond Ordre qui pafle par les cinq points donnés , n'eil pas une Courbe , mais le Syttéme de deux Droites, dont l'une eft celle-là même qui paflè par les trois points donnés en droite ligne & dont l'autre pafle. par les deux points reliants. Le Calcul confirmera la vérité de cette conciliation. Pofons , dans l'Exemple du §. 38 , que les trois points »*. A, D, E (oient en ligne droite. Comme on a pris AE pour l'Axe des ablcifles , le point D fe trouvant far cet Axe, l'ordonnée Dd [4^] cil zéro, ce qui réduit l'éq : sd(y{b — d) — (j> —c)$)xx — (yKb— <*)(•— y) — O-O <—cT;)iry + yK*j—y) — (•— <*» XV— 
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    78 1>ES D7FFERENS ORDRES UQl. iy. par ces trois points , & Tautre par les deux points re£ Cn.m. tants. 5- 4fCet Exemple , & la néceffité d'admettre cet unique dénouement, nous autoriiè à affirmer généralement *: Que quand , dans le nombre : : . • | - : v de points par lefquels on peut & veut faire paflèr une Ligne de l'Ordre v , il y a plus de tv de ces points qui fe trouvent fur une Ligne de l'ordre..* inférieur à w, alors la Ligne cherchée de Tordre v n'eft pas une Ligne unique , mais le Syftème de deux ou plufieurs Lignes, 1 une desquelles eft cette même Ligne de l'ordre / fur laquelle fe trouvent plus de tv points donnés. Car autrement , deux Lignes , Tune de l'ordre / , i'autre de Tordre v , le coupejpient en plus de tv points.* xx qui eft impoflibje [ §. 46 • ]> 48. Une autre contradiction apparente entre les §4. ,46 & 1 S , eft celle-ci. Puifqu'une Ligne de l'ordre m ne peut rencontrer, une Ligne de l'Ordre », qu'en points, une Ligne, de l*Ordrc v ne rencontrera une autre Ligne du même ordre qu'en w points. . Si donc w eft égal ou plus grand que le nombie iv«»f«x.-v, qui elt celui jdes. points qui déterminent une Ligne de Tordre v, on pourra faire paflèr plus d'une Ligne de Tordre v par. iWri-iv poiuts; -ce qui lèmble contraire au §. $8 t. Ainfi deux Lignes .du troifieme Oidre fè pouvant couper en 9 points, h Ton .afligne ces 9 points pour y faire palier une Ligne du troiiiéme Ordre ; il eft clair que les .deux Lignes qui fè coupent dans ces 9 points (àtUfont également à ,ce qu'on déjîre. L'équation de la Ligne qui doit paflèr par. ces 9 points /ï'ert donc pas déterminée. De même deux Lignes du qu*. .triéme Ordre fe peuvent couper en 1 6 points. Et J'on a établi % Idem , îbid. Digitized by Google
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    DES LIGNES AL G EB R 1QJJE S. 79 Cn. ni. &abli [§. 38] que 14 points fuffifent pour déterminer une Plîy. 4*' Ligne du quatrième Ordre. Mais fi ces 14 points font pris entre les 16 où ces deux Lignes fe coupent, Tune & l'aune Ligne fatisfâit au Problême , qui eft , par coniequent , indéterminé Cette contradiction le lève par îa Remarque qui termine le §. 38. C'eit qu'encore qu'on ait autant d'équations qu'il en raut , généralement parlant , pour déterminer tous les coëfficients de l'équation prile pour réprélenter la Courbe qui doit pafler par un certain non bie de points donnés , il peut pourtant af river que ces coefficient* relient indéterminés. Alors l'équation prilè relie indéterminée & repréfente une infinité de Courbes du même Ordre. D'où il. fait, Que fi les 9 points , par Icfquels on veut décrire une L;gne du troifiéme Ordre , ont une pofition telle ou'on puiflè faire palTer par ces 9 points deux L:gnes. de cet Ordre , il pourra pafler par ces mêmes 9 points, une infinité de Lignes du troifiéme Ordre. Et de même,, que fi deux Lignes du quatrième Ordre fe coupent en 1 6. points , parmi leiqueis on en choifit 14 quelconques , il y a une infinité de Lignes du quatrième Ordre qui peuvent paflèr par ces 14 points , &c Ce qui eft un véri-* table paradoxe. CHAPt �
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    8o * E M A R Q_U E S CHAPITRE IV. Quelques Remarques for la Conftruiïion géométrique des Egalités, fi. 17. 49- "P\Es PrînciPcs étab,is à la fin du Chap. précédent, §.4j>. yj découle la Méthode ufitée pour la Conftru&ion des Egalités déterminées. Elle confiltc à choifir deux équations indéterminées , telles que fàifànt évanouir une des deux variables que ces équations renferment , l'équation déterminée , qui relk après cet évanouïOement , loit l'égalité même qu'on propofoit à conftruire. Si l'on décrit iùr un même plan & d'une même Origine les deux Lignes que reprélêntent ces équations indéterminées , & qu'on mène les ordonnées de tous les points où ces deux Lignes (è rencontrent, elles (èront les racines de l'Egalité propofée [ §. 42 ]. On fuppofè ici que y cl\ l'inconnue de l'égalité propofée , & x la variable qu'on fait évanouir. Soit propofé , par ex. ce Problême fi fiimeux dans l'Antiquité, de trouver entre deux Droites données bf deux moyennes proportionclles. Si on nomme la première^, la féconde (êra-^, puifque a: yz=y.-^-. On aura donc cette proportion a:y=?-^\ b, qui donne Féq: =.ab y ou / =.aab ; Egalité du troifiéme degré , que ni l'Algèbre , ni la Géométrie Elémentaire ne peuvent réfoudre généralement que par approximation. Mais, en iruroDigitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. U Ou IV. introduifànt une autre inconnue x , qui foit , par ex. la Puiy. >• «* fcconde moyenne proportionelle , on aura ces deux proportions a :y=y : x, Se y : x=x ; b , qui donnent ces deux équations indéterminées ax=yy & xx = by , lesquelles , failânt évanouir x, rendent l'Egalité qu'on avoit ci-dcflTus. Car la prémiére de ces deux équations donne *=^, & cette valeur fubftituée dans la fèconde la transforme en ^ = by 9 ou j+ = éMby , & diviiànt par ^ , yt=^aab. Si donc on décrit , d'une même origine A & fur les r*. 3* mêmes Axes, les deux Courbes CAM, BAM repréféntées par les deux éq: ax=yy & xx = by , & que de leur commune interlèciion M on abai(Te l'ordonnée M P \_y ] > elle (èra la racine de l'Egalité cubique y% = aab, & la prémiére des deux moienneS proportîonelles entre a & b. Et comme x rcpréfèntc la féconde de ces deux moyennes , i'abfciflc AP[x] (èra cette féconde moyenne, en forte que les quatre Droites a, MP, PA, b, font en proportion continue. Cela fuit du §. 42. Car y & x font deux variables , dont le raport pour tous les points de la Courbe CAM s'exprime par l'éq ; axz=yy , & pour tous les points de la Courbe BAM par l'éq : xxz=zby. Donc au point M, commun à ces deux Courbes , le raport de y à x s'exprime en même tems par les deux éq : ax —yy &xx = by. Ces lignes y 8c x cèdent donc d'être variables , & deviennent déterminées par les Egalités y* = aab & x* = abb , qui réfultent de l'évanouïiTement de x & dey , & qui déterminent la valeur de l'ordonnée & de l'abfcillè au point M. En effet , puifque Ja Courbe CAM eft repréfentec par l'éq : **=yy , ou , ce qui cft la même chofé , par la proporhtnd. à ÏAnalyfe des JJgnes Courbes. L tion Digitized by Google
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    82 ' REMARQUÉS Pl.iv, «on quelque point M qu'on prenne fur cette Ch.iv; Courbe CAM, l'ordonnée MP [jy] ett toujours moyenne proportionelle entre la Droite donnée a & l'abfciflè AP[x]. Et puifque la Courbe BAM eft reprélèntée par Péq: xx= by , qui fe réduit à la proportion y:x=z x: b ; Pablcillè AP [*] d'un point quelconque M de cette Courbe BAM eft moyenne proportionelle entre l'ordonnée M P [ y ] & la Droite donnée b. Donc , au point M * commun à ces deux Courbes , on a ces deux proportions à la fois , a : PM = PM: AP , & PM : AP = AP : b. Donc PM & A? font les deux moyennes proportionnes entre a & b. 50. Le choix des équations indéterminées qui doivent rendre l'Egalité propofée, lorlqu'on aura fait évanouît une des variables , n'a rien de difficile. On en prend une , prefque arbitrairement , & l'on tire de cette équation la valeur de y, ou de yy , ou de / , &c. en * & en constantes, ou même en y , x Se confiantes. On fubitituë cette valeur en un ou en plufieurs termes de l'Egalité .* ce qui la change en une Equation indéterminée , qui , avec celle qui a été choifie , redonne l'Egalité propofée , en faitant évanouir x. On peut auflî combiner les deux équations indéterminées qu'on a trouvées , en les ajoûtant enfembk , en retranchant l'une de l'autre , ou en d'autres manières, qui fourniront toutes de nouvelles équations indéterminées , parmi tefquelles on aura le choix de celles qui paroùront les plus convenables. Dans l'Exemple du §. précéd. l'Egalité propofée à cont truire étott yi=aab, & Péq : indéterminée qu'on avoit choifie étoit sx=yy. On peut fubftituer cette valeur de yy dans le premier membre de l'Egalité , ce qui la transforme en axy = aab) ou xy = ab , autre équation indéterminée, qui , avec la première axz=yy , conftruira l'Egalité y' = aab. On peut auffi multiplier ces deux équations
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    SUR LA CO INSTRUCTION DES EGALITE S. 1} Cr. v. lions Tune par l'autre, & on aura axxy = abyy (bit oex— ?u fi. je by , qui cil l'équation dont on a fait ufage dans le §. préc. pour conftruire PEgalité propoféc. On peut encore ajouter * ou (ôultraire , (oit les deux premières équations , ce qui donne ax >{* xy = yy -f- ab , & ax xy=yy — ab\ (bit les deux dernières, d'où réfultent xy *^xxz=ab-\-by% & xy — xx=ab — by ; (bit enfin, la première & la dernière, d'où l'on ure ax^xx—yy <^by9 & ax — xx =yy — by. On peut encore, fi l'on veut , multiplier ou divifer une de ces équations par un nombre quelconque n , & ajouter au produit ou en retrancher quelque autre e'quation de celles qu'on a trouvées. La prémiére , par ex. multipliée par», donne nax^==>7yyi à quoi ajoutant la lèconde xy =. ab , on aura n a x >\* xy ss nyy^ab. On voit aflcz par ce (impie Exemple , qu'on peut trouver une infinité d'équations indéterminées, entre lefquclles on choifira celles qu'on croira les plus convenables. Ici , par ex. toutes ces équations étant du (ècond Ordre , il conviendra de choifir ax — xx=yy — by , qui déligrie une Circonférence de Cercle , la Courbe la plus connue & la plus aifée à décrire , & on la combinera avec celle qu'on voudra des autres équations trouvées. 51. On a dit que le choix de la prémére des deux équations indéterminées qui fervent à conltruire une égalité ert prefque arbitraire. Ce qui empêche qu'il ne le (bit entièrement , c'eft la crainte que les interlédions qui déterminent les racines de l'Egalité ne (oient imaginaires [§. \\\ 11 faut que les Lignes choifies ayent des abfciflès réelles qui répondent aux ordonnées qui font les racines de l'Egalité , ou des ordonnées réelles qui répondent aux abfcit fes qui font les racines de l'Egalité propofée. Autrement , il arrivera que les interjections qui devroient déterminer
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    84 REMARQUES ft- IV. ces racines feront imaginaires , & que PAnalyfte fera fru(l Ch. iv. tré de Ton attente \ §•«'• Si Ton avoit , par ex. à conf, on voulût employer pour cela les éq : x' — ayy—o & xyy + 15*** 4< 144* = o , qui rendent PEgalité x* 4* 1 5 x -f- 144* = o , en faifànt évanouir ^ . On trouvera , en prenant u> AB & AD pour les deux Axes , que Péq : x* — ayy — o donne la Courbe EAF , qui , du côté [des ablciflcs pofitives , a deux branches égales & femblables , de part & d'autre de PAxc des abfciflès , mais qui , du côte' des abfrifles nëgatives , n'a aucune branche , toutes les ordonnées x% y [ = y/ — ] étant imaginaires , quand les abfcilîês x font négatives. On trouvera , au contraire , que Péq : xyy + i5<»Ix+i44î = o reprélènte une Courbe GCH, qui tombe toute entière du côté des abfciflès négatives , parce que x pofitive donne y [ = y7 ( — '^^ '4/* )] imaginaire. Ces deux Courbes EAF, GCH ne peuvent donc fe rencontrer. D'où l'on (croit porté à conclure que PEgalité x* + 1 S*1* + 14*' = o n'a que des racines imaginaires : fi l'on ne (avoit pas que des interférions imaginaires peuvent donner des racines réelles [§.4? ]• En effet , fi on cherche les ordonnées que porte , dans l'une & l'autre Courbe , Pabfciflè — s ; on les trouvera égales cntfelles & à±:tfv/T>' Donc Pabfciflè x= — ou plûtôt Péq : *+* = o , eft une racine de l'Egalité x4 + I5*'x4< i4*4=o : ce que le Calcul confirme aifément De même fi Ton cherche les ordonnées de Pabfciflè — 2*> on •Mt.Rolle, fJtft. de ÏAcaâ. 1708 pag. 71 , & 1709 , pag. 52. Et Mémoires de 1708 , pag. 339 , & de 1709 , pag. 320 , & 419. igitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 8y Ch. iv. on trouvera, pour Tune & Pautrc Courbe, ±a4v/ — a. pl. ry. *'5U Ainfi l'abfcifle — 2a a , dans les deux Courbes, une même ordonnée , quoique imaginaire , & cette ablciflè x — : — 2 s , ou plutôt l'éq: x 4* 2*=o, eft encore une racine réelle de l'Egalité x4+ 154' 4« i4** = o; ce que le Calcul vérifiera aufli. Le nombre des interlè&îons réelles des deux Lignes peut donc être moindre que le nombre des racines réelles de l'Egalité qu'on veut conftruire par le moien de ces deux Lignes. 52. Mais, en échange , le nombre des interlêétions des deux Lignes peut (ùrpaflêr le nombre des racines de l'égalité; parce qu'il le peui que plufieurs interférions ne donnent qu'une (èule racine ; fç. , lorfque plufieurs points de rencontre n'ont qu'une même ordonnée , ou n'ont qu'une même ablciflc [§. 45 ]. Par ex. On veut conftruire l'Egalité x* — 15 a1 x >{* i4** = o avec les deux éq : indéterminées x* — ayy~o & xyy — i5***4« 14*' =0, qui font reparoître l'Egalité propofée , en éliminant y . La première x' — ayy = o de ces deux équations donne, comme ci-deflùs , la Courbe Ftg. $6t E A F , qui eft toute entière du côté des abfciflès pofitives. Mais la féconde éq; xyy — 154**44 i4*, = o, reprélènte une Courbe compofee de trois portions féparées GBH , 1 K , i k . Ces deux dernières font du côté des abfciflès négatives , & la première du côté des abfciflès pofitives. En examinant l'éq : xyy — 1 $alx 4* 14 a' =0 ou yy = & , on trouve que cette portion G B H eft partagée par l'Axe des abfciflès en deux branches égales & fcmblables , qui partent du ppint B extrémité de l'abfciûe AB=#*-, qu'une abfcifle pofitive plus petite que AB n'a que des ordonnées imaginaires ; mais qu'à commencer L S à B , Digitized by Goc
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    85 REMARQUES. .Bc.1V. àB , plus les ablcifîès augmentent , plus les ordonnées Cn augmentent aufli , fans palier néantmoins la grandeur a>] \ 5 , 5* à laquelle les ordonnées ne parviennent que quand l'a bluffe eft infinie. La Courbe GBH rencontre la Courbe EAF en quatre points M, N , n, m. Il ne fâut pourtant pas en conclure que PEgalité *4 — i5*'x*f 14**^0 a quatre racines réelles. Car les intcrlèâions M , m , quoiqu'elles ayent deux ordonnées MP [ 4« ta)/ 2 ] & mP [ — 2*^2], n'ont qu'une lèule abfciflè AP[x = 2* ]; Et les interactions N, n, quoiqu'elles ayent deux ordonnées NQj[-r-*] & n(^[ — a] , n'ont qu'une (èule abfciiTe AQj^x = a j. Àinfi les quatre interlè£hons MjN, n, m ne donnent que deux racines x — 2a = 0 , & x — *=ro. £t PEgalité oc* — i5*'x + i4*4 = o n'a point d'autres racines réelles. Car fi on la divile par x — 2* = o, & le quotient par x — a—Oy ou fi on divife tout d'un coup I l'Egalité par le produit ( x — 2a ) x ( x — **) = 0 — 50e — $ax >\* 2aat on aura au quotient l'e'q: xx -f- $ax -f- yaa = o , qui n'a cjue deux racines imaginaires, + V — l9 & S* — i*}/ — ip. S g. On évite ces deux inconvéniens , d'avoir plus & moins d'interfeétions qu'il n'y a de racines réelles dans l'Egalité qu'on veut conrtruire , en choififlant l'une des deux équations qu'on veut employer , telle que la variable y qui doit s'évanouir n'ait qu'une dimenûon. Car alors , cette variable, qui exprime les ordonnées des Lignes par l'interfcciion dcfquclles on conrtruit PEgalité , n'a qu'une feule valeur dans l'équation où elle n'a qu'une dimenfion , & cette valeur ne peut être imaginaire. Donc à chaque x réelle il répond une feule y , mais réelle. Il y aura donc [ §. 44 ] autant d'ioterfections précifément que de racines réelles *. Repre* Hfrmanni , Obfervat. in Sched. Dni Rollb ôcç. Mifcett. Jkrd. Tom, llL pag. iji.
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    SUR LA CONSTRUCTION DES ' EGALITES. *? j Ch: IV. Reprenons les Egalités des § §. précéd. x* 4* 1 5*'x 4« Pt 14a* =10 , & — 15*** >f 14**3=0, &, pour les conltruire, au lieu de l'éq : x' — ayy=o , prenons xx — ay = o , où y n'a qu'une (èule dimenfion. Qu'on {ubftituë 9 dans le premier terme des Egalités propofées , *y au lieu de xx, elles fe transformeront en aayy + 15*'* + i4i»* = o, & Afjjr — 1 5*'* 4* i4^+=xo , ou , diviiànt par aa> en yy -\*\$ax 4» 14*0 = 0 , & yy — 1 $ax4« 14**= o. On conltruira donc la première Egal : x* + 1 Sif'x 4^ 14^= o par les interlè&ions des Courbes repréfentées par les deux éq : xx — ay=oy & yy — 15*.* +i^aa — o; & la féconde Egal: x* — ^a'x^h i4^+=ro par les interjections des Courbes que reprélèntent les deux éq : xx — ay =-0 , & yy. — 1 $ax*>{* 1 4** =0. La prémiére. éq : xx — ay = o exprime une» Courbe. Fig h G A M. compofée de deux branches égales & femblables & js.* AC , AM; qui panant de l'origine A s'étendent à l'infini à droite & à gauche au -deflus- de l'Axe des abfciflès. Qu'avec cette Courbe on combine la Courbe EBiM re- Ftgm Jft préfèntée par l'éq : yy -f» 1 s a x 4* 14** = o y & qui eft aufli compofée de deux branches égales & lêmblables 6M y B E , par tant du point B extrémité de l^ab(ci(Te A B =s< — f44, & s'étendant à iïnfini vers la gauche,, deflus &• deObus l'Axe des abfciflès. Les- interfe&ions M, N de ces. deux Courbes CAM, EBM donneront les deux racine* de l'Egalité x* 4*1 5*'x4* 14** = o. En abaiflànt les ordonnées MP, NQ^on aura les abfciflès AP= — 2a Se AQ= —  — -2a & x — -s a, ou x 4* 24 = 0 & *"4- a~o , de cette Egalité. Et comme elle n'a que ces deux racines réelles % les Courbes CAM , EBM ne fe rencontreront qu'en cet deux points M & N. Mais fi avec la Courbe C A M, défignée par l'éq : xx r& ! — *y=ox on combine la. Courbe EBM repréfentéc par 0 Digitized by Google
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    88 R E M A R Q_UE S 17. IVJq : yy — 15**4*14*4 = 0 , qui cft la même que IaCa.iv. Courbe EBM de la F/£. préc. tranfportée feulement de M la gauche à la droite , puifquc ces deux équations ne différent que dans le ligne de x : on aura les racines réelles de l'Egalité' x* — 15 a1 x + i4/i* = o. En abaidànt des points d'interfèclion M, N les ordonnées MP, NQ^, on aura les abfciflcs AP=2* & AQj=* , qui font connoître les racines réelles x = ia & x—a , ou x — 2* — o & x — az=zo de cette Egalité. Et ici , comme dans le Cas précédent , il n'y a ni plus ni moins d'interfe&ions que de racines réelles. 54. C'est, (àns doute, une néceflîté que de prévenir les inconvéniens cités aux §§. 51 & 52. Mais ce n'eft que pour plus d'élégance qu'on joint à la Méthode cette condition , que les deux équations , qu'on employé pour donitruirc une Egalité , foient les plus fimples qu'il foit pofTible , & de l'Ordre le plus bas qui puiOc fuffire à la Conftru&ion *. Ainfi , comme pour conftruire une Egalité du 4e. dégré , il fuiÏÏt de deux Courbes qui le coupent en 4 points, & putfqu'il ne faut pour cela que des Lignes du 2d. Ordre [ §. 4.6 ] ; on regarderoit comme une faute contre la fimplicité géométrique d'emploier des Courbes d'un Ordre fupérieur. Et comme une Egalité du 9e. degré, n'aiant que 9 racines , ne demande que 9 interférions , ce qui eft le nombre de points où peuvent Ce rencontrer deux Lignes du j*. Ordre [ §. 46 ] ; il ne faudra pas emploier des Courbes d'un Ordre plus élevé que le je , pour la conf. tru&ion des Egalités du 9*. degré. En général , les Egalités du degré w (è doivent réfoudre par les interfèétions de deux Lignes de l'Ordre v , qui peuvent fe couper en au- „ tant * Jacobi Bernoulli Opers , pag. 34J.
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITE' S. 89 Ch. IV. tant de points qu'il y a d'unités dans w , & déterminer pat Pt. iy. /• ces interiè&ions toutes les racines de l'Egalité'. Quant aux Egalités dont le degré n'eft pas un nombre quarré ; on pourroit les conftruire par deux Lignes telles que le produit des expolànts de leurs Ordres fafle le dégré de l'Egalité propose [§.46]. On peut, par ex. construire une Egalité du 15e. degré par les interlèétions de deux Lignes , Tune du je. , l'autre du 5e. Ordre. Mais , comme on peut réfoudre toute Egalité du 16". degré par deux Lignes du 4e. Ordre , il n'a pas paru convenable d'employer une Ligne d'un Ordre fupérieur , pour construire une Egalité d'un degré inférieur t & on a préféré d'élever l'Egalité du 15e. degré au 16e. en multipliant tous lès termes par l'inconnue de l'Egalité. On eftime 'donc qu'il y a plus de (implicite à employer deux Lignes du 4e. Ordre , qu'une L«*gne du $c. avec une Ligne du 5e. Ordre, De même , pour conflruire une Egalité du 1 4e. dégré ; ce qu'on pourroit faire avec une Ligne du f. & une du 2e. Ordre : on aime mieux employer deux Lignes du 4e. Ordre, & élever l'Egalité du 14e. degré au 16e. , en multipliant tous (es termes par le quarré de l'inconnue. Mais les Egalités du 12e. dégré Ce conftruilènt avec deux Lignes , l'une du 4*. & l'autre du 3 e. Ordre. Et c'eft avec de pareilles Lignes qu'on conftruit les Egalités du 11e. & du 10e. degré , après les avoir élevés au 12e. en multipliant tous les termes de la prémiére par Pinconnuë , & tous les termes de la féconde , par le quarré de l'inconnue. On a donc formé cette Régie générale pour la fimplicité de la conftru&ion géométrique des Egalités déterminées *. » On extraira la racine quarrée du degré de l'Egalité pro» pofée. Si cette racine eft exa&e , on conftruira l'Egalité Introd, à PAnalyJè des Lignes Courbes. M » avec * Mr. DEi/HôMTAL SèSum toniques, W H* Digitized by Google
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    90 R E M A R Q_U E S Pl. 17. „ avec deux Lignes dont l'Ordre a pour expolànt cette ra- Ch.iv. » cine même. Si la racine n'eft pas exacte , on ôtera du & f* » degré de l'Egalité le plus grand quarré qui y foit conte» nu ; & fi le refte eft égal ou moindre que la racine de » ce quarré , Tune des deux Lignes doit être de l'Ordre » qui a pour expofànt la racine , & l'autre de l'Ordre im» méd internent fupérieur : mais fi le refte eft plus grand « que la racine , les deux Lignes doivent être chacune de »> l'Ordre dont I expofànt a une unité de plus que la ra» cine. Si , par ex. l'Egalité e'toit du 30e. degré. Comme la racine quarrée la plus prochaine de go eft 5, dont le quarré 25 ôté de 50 faille pour refte 5 , qui eft égal à la racine 5 ; l'Egalité fe peut conftruire par deux Lignes , une du 5 e. & une du 6e. Ordre. Les mêmes lèrviront à conP truire les Egalités du 26e, 27e, 28e, & 29e degré. Mais û l'Egalité étoit du 31e. degré , dont la racine quarrée aprochée eft aufli 5; comme le quarré 25, ôté de 31 , iaiflTe 6 , qui eft plus grand que la racine 5 ; il faudra pour conftruire l'Egalité du 31e. degré, deux Lignes du 6e. Ordre. Et il fuffira aufli de deux Lignes du même Ordre pour conftruire les Egalités du g 2e, 33e, 3 4% 55e, & 36e. degré. Les Egalités du dégré 2. 34. ç .6.7.-9. 10..12.13..16.17..20.21..2Ï.26..30.3 1..36 fe conftruifent par deux Lignes de I I I I I I M I l'Ordre 1223 3 4 4 5 Ç 6 & — 2 2 3 3 4 4 î * 6 6 Les Egalités du dégré 3*7.42. 43..4g.?o..r6.Ç7..d4.6?..72.73..8i.82..Q0.9i..ioo fe conftruifent par wKp*^vnrVv*rVWnry V^wnrvVvj^ Lignes lie | I I II l'Ordre 677 8 8 9 10 & — 7 7 8 8 9 9 10 10 55. Telle Digitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 91 C«.iv. 55* Telle cft la Régie des Géomètres modernes pour Pi. 5- 1$- le choix des Lignes propres à conftruire une Egalité d'un degré propofé. On voit par là , qu'ils mefurcnt la {implicite d'une conftruciion par la fimplicité de l'Ordre des Lignes qu'on y employé , & qu'ils (e font une Loi de ne pas admettre des Lignes d'un Ordre fupérieur , quand celles d'un Ordre inférieur peuvent fuflire. Je ne fais cependant fi cette Régie eft abtblument la meilleure. 11 femble que c'eft moins la fimplicité de l'équation que la facilité de la delcription , qu'il faut chercher dans le choix des Li» gnes propres à construire un Problème. On peut dire que chaque Problème a quelque Courbe propre à le rélbudre plus naturellement que toute autre Courbe , même d'un Ordre inférieur. D'ailleurs , une Courbe d'un Ordre aiTêz élevé , mais dont l'équation n'a que peu de termes , fera ordinairement plus aifée à décrire, foit par points, foit au moyen de quelque lnftrumcnt , quune Courbe d'un Ordre plus bas , mais dont l'équation la plus réduite conferve un grand nombre de termes. On voit même divers Exemples de Courbes faciles à décrire , quoique leur nature ne puilfe s'exprimer que par des équations fort compofées. Or , dans les conftructions géométriques , ne doit - on pas préférer celles qui font les plus fimples ? Et les plus fimples ne font-ce pas celles qui s'exécutent par les Courbes les plus ailées à décrire f L'équation n'eft proprement qu'un ligne qui nous guide dans le Calcul ; & au fonds , c'eft la delcription de la Courbe qui rélbut le Problème. Qu'on y parvienne par un Calcul plus ou moins long , plus ou moins difficile , cela n'entre pour rien dans l'opération même qui conftituë véritablement la Solution. L'équation xx *{*yy = rr qui eft la plus fimple équation du Cercle [ §. 7 ] , eft plus compolèe que celle - ci xx=ay , qui défigne une autre Courbe du fécond Ordre. On ne balancera pourtant pas à employer le Cercle pour conftruire M 2 une
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    R E M A R E S Pl. v. une Egalité , plûtôt que la Courbe repréfentée par l'éq : Ch. iv. xx=za y. Pourquoi cela; fi ce n'eit a caulè de la fàcilité avec laquelle on trace une circonférence de Cercle ; facilite qui fait qu'on aime mieux le iervir du Cercle que de la Droite en plufieurs rencontres : quoique la Droite Toit du premier Ordre , & la circonférence de Cercle du fécond *. 56. Cela étant , je ne vois pas pourquoi on rejetteroit la Conitruction fuivante d'une Egalité quelconque , par le moyen d'une Droite parallèle aux ordonnées , & d'une Courbe dont l'Ordre elt, , à la vérité , égal au dégré de l'Egalité propolce , mais dont on peut déterminèr tous les points par la Géométrie élémentaire f. Toute Egalité tè peut réduire à cette forme a=by 4« tyl dyi 4- ey* drc. Qu'on décrive la Ligne dont l'équation elt x=zby cyx *\*dy% >i*ey* &c , & de laquelle on peut trouver tous les points avec le Compas & la Règle. 3P« ^ar > Pren>jnt fur la Ligne des ordonnées A B une ordonnée quelconque AQJ^], on trouvera by qui elt à b comme y à 1 [ 1 eft une Droite prife à volonté pour fervtr d'unité ] , & cyl qui elt à c en raifon doublée de y a 1 , & dy* qui elt à à en raifon triplée de y à 1 , & ainfi de fuite. Puis , menant parallèle à la Ligne A C des abfciiTes , & prenant fur cette Droite la partie QM égale à êy+tf+d? &c le point M (èra un de ceux de la Courbe. Cette Courbe AdefM étant ainfi décrite par points , ou de quelqu'autre manière , fi l'on en peut trouver de plus commode; fi l'on prend PabfciÛfe AG = *, fes ordonnées GH, Gl, GK, GL, déterminées en menant par le
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 93 a».iv. le point G la Droite GN parallèle à A 6 , feront les racines pl. v. * **• y de l'Egalité « —èy+cf + 4' + «y4 &s. Car , par la nature de la Courbe , le raport {*dy* ére Donc l'abfaflè A G étant *, le raport de AG[*] à l'ordonnée GH , GI, GtK , où GL[j] eft exprimé par PEg: a zszèy + cy1 -\-dyl &c. Donc G H, G I, G K, G L font les valeurs d> dans cette Egalité : elles font fes racines. 51. No n-setjlembnt cette conftruclion eft (Impie & d'une pratique facile : elle eft furtout utile pour déterminer les limites des Egalités, & le nombre de leurs racines réelles & de leurs racines imaginaires. On t voit , par ex. dans la F/g. ?o , que la Courbe a quatre branches Ad, de, cf, fM. C'eft pourquoi l'ordonnée GN peut couper cette Courbe en quatre points H, I, K, L Suppofons qu'elle la coupe en autant de points , & menons par les fbmmets d, e, f, les ablciflès d A , eE, f$, qui coupent G N en / , 1 , ç ; on voit que la prémiére racine GH terminée à la branche Ad, eft plus petite que Gcf ou Aa, & qu'ainfi die tombe entre o & A A ; que la féconde racine G I , oui le termine à la branche d c, tombe entre G^ & G i , c'eiUà-dire , entre A A & A S ; que la troifiéme racine G K , terminée à la branche e f , tombe entre G t & G 
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    94 REMARQUES Pt y eE , fF , il cft vifiblc , par l'infpeétion de la Figure, i°. que Ch.iv; fi la Droite a , à laquelle A G cil prilè égale , (è trouve * plus petite que AD & plus grande que AE, l'ordonnée G N coupe les quatre branches de la Courbe , & que l'Egalité' a quatre racines réelles : 2°. que fi AG [a] efl plus petite que AE^GH ne coupe que les deux branches Ad, f M , & que l'Egalité' n'a que deux racines réelles , les deux moyennes qui dévoient fe terminer aux branches d e , e f, e'tant devenuës imaginaires: $°. que fi AG[*] tombe entre AD & AF , l'ordonnée GN ne coupe que les branches ef, fM ; & il n'y a que les deux plus grandes racines de l'Egalité' qui (oient réelles , les deux plus petites , qui dévoient (è terminer aux branches Ad, & de e'tant imaginaires: 4*. enfin, que fi AG[<*] furpafle A F, la Droite G N n'atteint pas la Courbe & que toutes les racines de l'égalité font imaginaires. Toutes ces déterminations dépendent des ordonnées dD, eE,fF, ou A A , As, A*, & des abfciflès AD, AE, AF des fommets d , e, £ Ces abfciflès & ces ordonnées (c peuvent déterminer , en confidérant que d D , e E , fF font les limites des branches Ad , de , ef , fM, & qu'elles féparent les ordonnées réelles des imaginaires. Donc chaque ablciflê AD , AE , A F a une ordonnée double ou deux ordonnées égales [§. 17]. Ainfi on trouvera ces abfciflès en cherchant les valeurs de x qui donnent à l'éq: x = by + cy* + dy* &c\ ou 0 = x + by + c y1 + dyl &c. des racines doubles , ou égales deux à deux. Mais la Régie de Mr. Huddb * nous aprend que quand une Egalité a des racines doubles , fi on multiplie la fuite bien ordonnée de fes termes par une progreflion arithmétique quel» * Cette R/gle fe trouve parmi les Trait/s imprimas ordinairement a ta fuite de la Giomitr'u de Des Car tes. Pour éviter au Lecteur h peine d'y recourir , nous en avons joint la Démonftration dans V Appendice N°. gDigitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 95 Ch. iv. quelconque , le produit fera une autre Egalité' qui aura Fuv. *■ i7' toutes les racines qui ctoient doubles dans la propofée , mais qui ne feront que fimples dans l'Egalité résultante. Par la comparaifbn de ces deux Egalités , on pourra déterminer les racines doubles qui font les ordonnées d D , eE, fF, & conféquemment les abfciflès AD, AE, AF. 58. Pour faire bien entendre ceci , il eft néceflaire d'y joindre quelque détail. Et comme les Egalités du premier dégré n'ont aucune difficulté , prenons - en d'abord une du fécond, a = by + cyx y ou plutôt (ytf). . . a = b y + puifqu'il ei\ ordinaire de réduire la plus haute puifiànce de l'inconnue à n'avoir que l'unité pour coëfficient. La Courbe reprélèntée par l'éq : x = by *\*yx étend deux branches à- l'infini du coté des abfciflès pofitives. Car x étant prifè infinie , y le fera auffi , puifque , fans cela , by >{*yy ne pourroit égaler x infinie. Mais y étant infinie & à finie , le terme y y furpaflè infiniment le terme by , de (brre qu'à l'infini l'équation de la Courbe fe réduit à '* = y y. Si on prend x pofitive , ) a deux valeurs, *\*^ x pofitive & — y/ x négative. Mais x étant prifè négative , les deux valeurs dey, qui font -+V — x & — V — * font imaginaires. Donc la Courbe a deux branches infinies , du côté des abfciflès pofitives , & n'en a point du côté des abfciflès négatives. Sa forme eft donc à peu près telle qu'on la voit dans la Ftg. 40. Elle traverlè deux fois Taxe des ordonnées A B, fçavoir, à l'origine A & au point B , extrémité de l'ordonnée AB = — b. Car la luppofition de x = o donne o = by-\-yy , qui a deux racines ^ = 0 — b. Le point B tombe du côtér^.40. négatif, fi b eft pofitive ; du côté pofitif , fi b elt néga- nmm- *• tive. m,,, On voit dam cette Figure , qu'aux abfciflès pofitives répondent deux ordonnées , l'une pofitive & l'autre négative; Digitized by Google
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    96 REMARQUES Pl. v. vc , mais que les ablciflès négatives ont deux ordonnées Ck. iy. imaginaires, fi l'abfciflè furpafle AD; réelles, fi l'abfciflè *' fi> eft plus petite que AD> & dans ce dernier cas, négatives, ii b eft pofuive i J, pofttives , il A cil négative [»°. 2]. L'abfciflè AD, au'il eft eflèotiel de connoître, eft celle qui a une ordonnée double Dd. On la déterminera en multipliant l'éq : 0 = — x+by+yy par une progreflion arithmétique, telle que o. 1 , a; ce qui donne 0 = ^4. 2yy> ou o = b+2y, (bit enfin yzs=i — ££. Dd ou A A vaut donc — i b. Et au moyen des deux éq : x =3 by +yy9 & jf^z — ±b , on trouve AD[x]rr - — iM + ibb= — \bb. Puis donc qu'en prenant l'abfciflè A G égaie à a , les ordonnées GH , Gl font les racines de l'Egalité (y*) . . a = by yy^on voit 1 °. Que fi a eft pofitive , l'Egalité A a deux racines réelles , une pofitive & une négative , dont la plus grande eft celle qui a le figne contraire à celui de b. Elles font égales, fi b=zo. 20. Que fi a eft négative, mais plus petite que — \bb \ AD] , l'Egalité A a encore deux racines réelles , de même figne , contraire à celui de b , & dont l'une eft plus grande , l'autre plus petite que — \b [ D d ]. 30. Que fi a = — ibb, l'Egalité A a deux racines égales , ou une racine double égale à — | b. 40. Enfin que fi a eft plus négative que — ~ bb , les deux racines de A font imaginaires ; & c'eft ce qui arrive néceflairement quand b=o, & a 

  

  
    Page 132
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 26.16% accurate
    SVR LA CONSTRUCTION DIS EGALITES. 97 Cm. m ce Cas fimple. On en aura plus de facilité à comprendre Pu y. l'application qu'on en peut faire aux dégrés fupéricurs. • 59. Soit maintenant l'Egalité (B). + 9'*+/ du je. degré. La Courbe que reprélente l'éq: x — by 4< cyx *{*yl a deux Branches qui (è jettent à l'infini de part & d'autre de l'Axe des ordonnées. Car x infinie donnant aufli y infinie , l'équation de la Courbe à l'infini le réduit à x=y* , parce que les termes by & cyy font infiniment plus petits que y , vis-à-vis duquel ils s'évanouïlTcnt. Cette éq : x =yl n'a qu'une racine réelle y = V x , qui cft pofitive quand * eft pofitive, & négative quand x eft négative. La Courbe traverlè l'Axe des ordonnées en autant de points qu'a de racines l'Eg : o = by *{* cy* *\*y% , à quoi (è réduit la propoféc B par la fuppofition de x r= o. Or cette Egal: o = bf>{* cyy+y* a une racine y^=o , qui marque que la Courbe pafle par l'Origine : Ses deux autres racines font celles de l'Egal, ozzzb^ey >{*yy , ou — b — cy*{*yy, qui peuvent être réelles ou imaginaires. Elles font réelles, fi — • b eft pofitive [§ préc. n*. 1 J, c*cft-à-dirc , fi b eft négative , & alors l'une a le figne *{* & l'autre le figne — . Donc, en ce cas, la Courbe travcrlè l'Axe des Flg' ordonnées deftus & deflbus l'Origine A. Ces racines font auifi réelles quand b eft pofitive , pourvû qu'elle ne forpafle pas \ c c [ §. pr. »°. 2 ] , & alors elles ont toutes deux un même figne contraire à celui de c ; de forte que c étant négative, la Courbe traverlc deux fois l'Axe des ordonnées au - deftus de l'Origine , & c étant pofitive , la Cour- nmm' 1 be coupe deux fois l'Axe des ordonnées au -délions de rOrigine. Si b cft égale à | ce , les deux racines font éga- 3 les à — i ; f %.pr. »°. $ ] , & la Courbe , au lieu de couper l'Axe des ordonnées , le touche à l'extrémité de l'ordonnée — te, c'eft-à-dire , au-deflus d'A , fi c eft négative , & < Ixmd.àrAnalyfedtsUgnesCwrbcs. N au �
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    5>8 R E M A R HU E S Pt. v. au-deflbus d'A, fi* eft pofitivc. Mais fi b>\c9, les ra- Cn.iv; 4«- cincs de l'Egal ; — b = cy+yy font imaginaires , & la S-** mum. 'eîy. Courbe ne rencontre l'Axe des ordonnées qu'à l'Origine. *. »• 10. Les Commets d , e , (è déterminent en multipliant les termes de i'éq : o = — x 4* h y + cyy + y* par la progr. arithm : o , i , 2 , î ; ce qui réduit cette équation à (H)... o = by 4< 2  dont 1^ racines expriment les ordonnées d D , e E , des fommets D , E. On aura leurs abldflès AD, A E , en cherchant x par le moyen des deux équations //, & o = — x + ty+ rjp ■+>/ , ce qui donne l'Egalité (/)... 27 xx+ 1 8 fox — 4 £ 'x 4* 4 — = o. 11 lèroit aifé de déterminer ces abfciflès , & par là , les limites qui rendent réelles ou imaginaires les racines de B , en réfolvant l'Egal : I , qui n'elt que du (ècond degré. Mais , pour montrer comment il faut s'y prendre dans les Egalités des ordres (upérieurs , nous n'eflayerons pas de rclbudre cette Egal. I : nous fuppolèrons feulement qu'on lait , au moyen des Remarques~du §. préc. difeerner par les coefficients de cette Egalité , fi ces racines font imaginaires ou réelles , & dans ce dernier cas , fi elles (ont toutes deux pofuives ou toutes deux négatives , ou l'une pofitive & l'autre négative. Pour cet effet , on donnera à l'Egal : / cette forme bbu — 4b1 iUc — 4e' . r 1 ti = — x-J-xx , fous laquelle on voit 27 27 [ §. préc. »°. 4 ] que fes deux racines font imaginaires , lorC bbec — 4.P a . , ,,l%bc — Af\. que ^ eft plus négative que — 27 ) > c'eft-à-dire , lorfque 1 o%bs — 27^ > S \bbcc — i6bc" + 4*', ou io8AJ — loSbbcc >4* $6bc+ 4/' > o , ce qui, divilànt par 4 & tirant la racine cubique, (è réduit à — (c > o. Ainfi . i°. Quand Digitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 99 Çn.Tf. i". Quand t>\cc, il y a deux racines de l'Egal. B Pt V. ouï font imaginaires, parce que les abfcifies AD, AE, les fommets d , e , & la branche e d qui s'y termine étant imaginaires , la Courbe a , à peu près , la forme qu'on voit au #T. iode la Fig. 41 , & qu'elle ne peut être coupée qu'en un fèul point par l'ordonnée GH. On trouveroit la même cho(e,en confidérant que les fommets d, e font imaginaires quand leurs ordonnées Od, Ee, font imaginaires. Car ces ordonnées font les racines de l'Egal. H. . . — \b =z\ cy + yy , qui font imaginaires [§./>r.»0. 4] quand — \b elt plus négative que — K \ cy = — \tc , c'elt-à-dire , quand b>\cc. 2 . Si b=\cc, alors — = — ±( ) , 27 * 27 & les racines AD, AE de l'Eg. / font égales entr'elles & i—kCU:~¥^ = — *S tïir.A$i De même — \b— — J(f OS & ,cs racines Dd> Ee dc ^gIf font égales entr'elles & à — i(fO — — Dans ce cas , les deux fommets d , e , font réunis en un point , auquel fè réduit la branche e d . Ce point a fon abfciflè J!« AD égale à — & fon ordonnée Dd égale à — \c. Donc, fi AG[*] eft plus grande ou plus petite que AD [ — ifC* ] , GH ne coupe la Courbe qu'en un point ; l'Eg. B n'a qu'une racine réelle. Si AGO] eft égale à AD [ — ^r'], GH pafTera par le point e ou d , & eft cenfée y rencontrer trois fois la Courbe : fi bien que l'Eg. B réduite à — — \ccy ^cyy^f , ou/ *bcyy + \ccy+ifc% =0, a trois racines égales entr'elles & à — [ Dd ]. En effet / Hh cyy + \ccy >{*4ic% = 0 neft autre choie que le Cube de l'Egal : y+\cz=z o , ou y ==— . | c. j°. Si b<\cct la Courbe a trois branches, & l'Eg. B peut avoir trois racines réelles. Mais il faut pour cela que N 2 AG zed by Google
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    ioo * E M A R HU E S AG [a] tombe entre A D & A E , qui font les racines de l'Eg. I Nommant ces racines R & r, il feut que des deux grandeurs R — *, r — a , Tune foit pofuive & Pautre négative. Or, pour juger quand cela arrive, on transformera l'Eg. / en diminuant lès racines de la grandeur a , c'eft-àdire, en fubftituant zix — 4, ouz+<àjr. La transformée eft 2jzz + 54"Z 4-27**4- 1 8 bci + i %abc — 4f'z -^'+4^-^o, ou _*7«*-H8^-4^4V'-^ 27 54*4- t8& 4*' . , = z + 7.2 , dont les racines ont des fi27 gnes oppofés [§.^>w. »\ 1.] quand le premier membre eft pofitif , c'eft-à-dire , quand 2 7 ** 4- 1 8 abc — 4 aci 4- 4 bl — bbec eft négative. Cette grandeur , que nous nommerons K, eft jultement le premier membre de l'Eg. /, transforme' par le changement d'x en a. Si cette grandeur K eft zéro, une des racines z , c'eft-à dire, R — a , ou r — a eft aulfi zéro , le point G tombe fur D ou fur E. Mais fi K ci\ pofuive, les deux racines R — a, r — a ont le même figne, AG eft ou plus grande, ou plus petite que AD & que AE, le point G tombe hors des limites D, E. Donc b étant < \ c c , Ffr.4r. O Si 2jaa + \%abc — 4^4.4^ — bbcc> o , IT> M. I. gai : B a deux racines imaginaires , & une réelle , parce que G tombant hors des limites E , D , l'ordonnée GH ne coupe la Courbe qu'en un point. 2 ) Si 274** 18^ — 4^ + 4^ — bbu=o , G tombe fur D ou fur E, & l'ordonnée GH touche la Courbe en d ou e , & la coupe en un autre point L'Egal : B a donc deux racines égales & une inégale. La valeur des racines égales , qui eft Dd , ou Ee , (ê détermine au moyen des deux Egal : B & H ; elle eft 2±±lL . & la racine db-—' 2 ce inégaDigitized by Goo
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 101 | . inégale cft ( 6b — 2cc 9* + bt y a. Pt.V. $ ) Si 2j *f + i8*& — 4^' 4* 4*' — < o, G tombant entre D & E , l'ordonnée G H coupe la Courbe en trois points , & l'Eg : B a trois racines réelles. Après avoir reconnu fi les racines de B font réelles ou imaginaires , on s'afliircra aifément fi elles font pofuives ou négatives. Car l'Eg : B a eflêntiellement une racine du même ficyy -4-y , x ne monte qu'au premier degré , la Courbe ne rencontre l'Axe des abfcifies qu'à l'Origine A [§. 41 ], d'où elle pouflè deux Branches infinies de part & d'autre. Ainfi chaque abfciflè AG[d], pofitive ou négative, aura toûjours une ordonnée G H [y] de même figne. Donc i°. Si l'Eg : B n'a qu'une feule racine réelle, on connok quel eft fon figne par celui du terme a. Il en eft de même fi B a trois racines égales ; ce qu'on peut regarder comme n'avoir qu'une racine , mais triple. Quand les deux autres racines de B font réelles , elles ont un même figne , qui eft celui de l'ordonnée D d , ou de l'ordonnée Ec. Autrement, il fàudroit que la Courbe coupât l'Axe des abfciflès ailleurs qu'en A. Donc 2*. Si Dd & Ee ont un même figne, ce fera auffi le figne de deux racines de l'Eg. B . Or Dd & Ee qui font les racines de l'Eg. H. . . — \ b = \ cy +yy , ont un même figne [ §. pr. »". 2 ] quand — \ b eft négative mais moins que — £(^0*=— - iec> c'eft- à- dire , quand b<,\cc. Leur ligne eft contraire à celui de \< , ou de c. Donc, quand B a trois racines réelles, b étant pofitive {& il faut pour cela que b < \cc , làns quoi deux racines de B feroient imaginaires ] , cette Egalité a une racine de mê- «*• me figne qu'* , & deux rteines d'un figne contraire à ce- J Jjj4' lui de c ». N 3 Mais Digitized by Goc
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    io2 REMARQUES PtV. Mais fi B a trois racines réelles, b étant négative, Ch. elle a une racine de même figne que a, & les deux autres d'un figne contraire. Ce cas eft celui de la F/£. 41. n°. r, ou A G [ a ] pofitive donne une racine pofitive G H & deux négatives Gl , GK, & au contraire A G [a j négative donne deux racines pofitives & une négative. Ce qui s'acorde très - bien avec la Régie de Des Cartes, pour connoitre le nombre des racines pofitives & des négatives par le nombre des changemcns & des fucceffions des fignes de lès termes. On aura tout ceci devant les yeux dans la Table fuivante. I. b>\ccy donne deux Racines imaginaires, & une réelle de même figne qu'a. I I. b = \cc y donne i°. Si m > ou < — £c% , deux Rac. imaginaires , & une réelle de même figne qu'*. 2\ Si a = — j,t* , trois Rac. réelles égales à — \c \\\. b pofitive & < \cc , donne , en faifant 27*4 + \%*bc 44*' + bbec = Ky i°. Si K>Oy deux Rac. imaginaires, & une réelle eje même figne quV a°. Si K=Oy deux Rac: égales à P***1 *g ^ un£ . . . ,6b tffN. égale a ( -—7- )I a. 9 * Ht4 bc ' %*. Si K < o, trois Rac: réelles, une de même figne qu'ii, & deux d'un figne contraire à celui de*. IV. b bbs o , donne , puifqu'en ce cas , K~ 2 744 — 4 *c\ i°. Si 2jaa> 4.ac> , deux Rac. imaginaires , & une réelle de même figne quV 2*. Si 2744 = 4^' , ou a~4fc% , deux Rac, égales à — \c \ & une égale à \c. . .
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITE S. ioj Ch. iv. j*. Si ijééK^ac1 , trois Racines réelles, une de Pu V. * même figne qu'*, & deux de figue contraire. V. h négative donne i*. Si K>oy deux Rac. imaginaires, & une réelle de même figne qu'*. 2\ Si K=. o , deux Rac. égales à - , & une 0 6tf 2CC 3 \ Si K < o , trois Rac. réelles , une de même figne qu'a , & deux de figne contraire. Il eft facile de réduire une Egalité du troifiéme degré » «sas fy + m à n'avoir point de (ccond terme, & à paroitre ious cette forme a=fi«t + U ne faut pour cela que fubftitucr u — \c ky. Alors il ne s'agit que de voir fi 27*a-r-4/3' eft pofitive, zéro, ou négative. Si elle eft pofitive , ce qui ne peut manquer d'être quand /3 e(t pofitive ou zéro ; l'Egalité n'a qu'une Racine réelle de même figne que *. Si 270-0, 4* 4/S' eft zéro ; l'Egalité a deux racines égales à & une troifiéme égale à — 3^-. Si 27a* 4*4 £' eft négative ; l'Egalité a trois racines réelles , une du même figne que « , & deux du figne contraire. 60. Pour dire au (fi quelque chofè des Egalités du quatrième degré , foit ( C) . . . a z=. 4* (y* + * +y* , où pour abréger le Calcul , nous fuppofons qu'on ait fait diC paroître le fécond terme. L'éq : ( L) . . . . x = by 4* cy% -f y* répr Jlênte une Courbe à deux Branches , qui s'éien- Bfc 4* dent à l'infini du côté des abfciiles pofuives. Car à l'infini, fon équation eft x=y* , qui a quatre racines -fvHV7*, — V + V*, +V—V*> — V — V* > qui font toutes
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    104 REMARQUES Pl. y. toutes imaginaires quand * eft négative , & dont les deux c>. rv. dernière* le font auûTi , même quand x eft pofitive. Alors §• les deux premières font réelles , & montrent qn'une ablcifc (è infinie pofitive a deux ordonnées infinies , Tune pofitive , l'autre négative. La Courbe a donc , du côté des ablciflès pofittves , deux Branches infinies , l'une fupérieure, l'autre inférieure à l'Axe des abfcifles. Mais elles peuvent (èrpenter près de l'Origine , de manière qu'on comptera quatre branches. Pour en déterminer, en gros, le contour, voyons d'abord en quels points la Courbe rencontre l'Axe des ordonnées : car pour celui des ablcifles , il eft certain qu'elle ne le rencontre qu'en A, puifquc dans l'éq : L , x ne monte qu'au premier degré [§. 41 J Si dans cette éq: L, on fait at=o, elle fe réduit à o = by 4« tj' *b J/* » ou ( ht) .... — bzncyJff , qui peut avoir trois racines réelles, ou deux imaginaires & une réelle. Elle a trois racines réelles quand 27 bb + ^c* eft négative [§.préc. J. Alors la Courbe rencontre l'Axe des ordonnées en trois points , (ans compter l'Origine. De ces trois racines , une a le même ligne que — b , les deux autres ont un figne contraire. Donc , b étant pofitive , la Courbe coupe deux fois fon Axe au-defTus de l'Origine mm*4*.' & une f°*s au-deflbus : mais b étant négative , elle coupe l'Axe une fois au-delTus & deux fois au-delTous de POrimm. ». gjnc> $j 2-}bb + A,? sss o , l'Egal : M a deux racines 7 b 7 b égales à — , & une troifiémc égale à — . Dans ce n,\.& 4. cas , la Courbe touche fon Axe d'un côté , & le coupe de l'autre à une diftance double. Enfin, fi aybb + 4^ eft pofitive , M n'a qu'une (èulc racine réelle de même figne ^ que — b. Ainfi la Courbe ne coupe fon Axe qu'en un M* 7# point ; au-deflbus de l'Origine , fi b eft pofitive ; au-def*.*.& t. fus 9 fi b eft négative. Il Digitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGA LITE' S. xoç Ch. 17. Il faut maintenant déterminer les Commets d,e,f. On Pl. V. multipliera donc l'éq : (L) o= — x + by +cyy * >f7* par la progr. arithm : o , i , 2 , j , 4 , ce qui la transforme en or by+icyy * + 4^ , ou (2V~) ï^ — kcy * +y , dont les racines font les ordonnées dD, eE, fF des Commets. Ainfi deux de ces Commets ., par exemple, d & e, & par conféquent deux branches ed, d f de la Courbe deviennent imaginaires , quand deux racines de l'Egal. N font imaginaires, c'eft-à-dire , quand \c , ou f, & 27(i*)1 + 4(iO' = *7**"*"8'' , ou 2 7bb + font poI o fitives C'eft le Cas reprélènté aux »°. 7 & 8 de la Fig. 42 , & alors la racine réelle f F eft du même figne que ^ — £6, c'eft-à-dire, négative quand b eft pofitive , & mm. 7. pofitive quand b eft négative. m„t 9t Qu'au moyen des éq : L & N, on élimine ^ , on aura (O). . . 64X1 + 32«xx + $6 bbex + 4^* + V + = o , dont les racines R, r > p font les abfciflès A D , A E , A F des lommets d , e , f. Ces abfciflès font les limites des valeurs de a [ AG ] qui donnent à l'Eg : C des racines réelles ou imaginaires. Car fi G tombe du côté négatif au-delà de F , PEg : C n'aura que des racines imaginaires : Si G tombe entre F & E , l'Eg : C aura deux racines réelles & deux racines imaginaires : Si G tombe entre E & D , TEg : C aura quatre racines réelles. Mais elle n'en aura plus que deux, fi G tombe au-delà de D du côté pofitif Donc, fi R eft la plus grande AD , r la moyenne AE, & p la plus petite A F des racines de O , l'Eg : C n'aura que des racines imaginaires, fi *s, r — a, & p — -a font pofitives : EUe aura deux racines réelles & deux imaginaires, fi R — a & r — a font pofitives , & p—-a négative , ou fi R — s , r — a, & p — a font négatives .• Enfin, elle aura (es quatres racines réelles, fi 12 — * eft « PAnalyfc des Lignes Courbes. O pofiti �
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    io6 ■ REMARQUES r*. v. pofitivc, mais r — a> & p — « négatives. Donc fubfti- Ch. 17. tuant, dans l'Eg: 0,z au lieu de x — a\ ou z + * au f-6°lieu d'x, l'Egal: C'aura quatre racines imaginaires, fi toutes les racines z de la transformée font pofitives ; elle aura deux racines réelles & deux imaginaires , fi une ou trois racines z font négatives : & elle aura (es quatre racines réelles , fi la transformée a deux racines z négatives & une pof.tive. Par la fubftitution de z + a à x , l'Eg : O fe transforme en <54z' +( 192 *+ $2 tc')zz + 09*** + 6+act+ ¥*+**fe' = 0, ou — a> — iaacc— ^±±f^_ 4>z' , que pour abréger, nous écrirons ainfi (P)...et = /Sz + t-zz + z1. Suppofons d'abord que cette Egal : P a lès trois racines réelles; & fi /3 eft pofitive, elle a une racine du même figne que « & deux racines d'un figue contraire à y. Mais fi /S eft négative, P a une racine du même figne que  négative : enfin fi et eft pofitive & /S négative , ou fi et , /S , & y font pofitives , P a deux racines pofitives & une négative , ce qui marque que les quatre racines de C font réelles. Pour récapituler, * négative Digitized by Google
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    SUR LA CONSTRUCTION DES EGALITES. 107 Ch. iv. gativc -donne deux racines réelles & deux imaginaires : Et Pl. vS*'0, • pofitive donne quatre racines imaginaires, fi /3 eft pofitive & y négative : mais elle en donne quatre réelles , fi /3 Mais fi l'Eg : P a deux racines imaginaires , les ablciffes AD , AE des fommets d , e deviennent imaginaires , & la Courbé ne conlèrve que le fbmmet f. Les ordonnées Fts- 4*. dD, eE font donc aufli imaginaires , & nous avons déjà n,7'û'^' vû que cela arrive , quand c , ou quand 2-jbb 4- 8*' font pofitives. Alors l'Egal : C ne peut avoir que deux racines réelles. Elles feront même toutes quatre imaginaires fi * eft plus négative que la (êule racine R [ A F ] de l'Egal : O, fi R — a eft pofitive. Or cette racine de l'Egal : P a le même figne que le terme a. Donc fi deux racines de P font imaginaires ; « négative donne à C deux racines réelles , mais * pofitive rend les quatre racines de C imaginaires. Pour connoître quels font les lignes des racines de C, on verra d'abord en jettant les yeux fur la F/g. 42 , que quand fes quatre racines (ont réelles , a étant négative , il y en a deux pofitives & deux négatives : mais a étant po- n.t.&%. fitive , on a trois racines pofitives & une négative , fi b eft pofitive, & au contraire trois racines négatives & une '"•M* pofitive, fi b eft négative. Ce qui s'accorde avec la Ré- wx^6% gle de Des Cartes , puifque, dans le cas des quatre racines réelles , c doit être négative. Mais quand C n'a que deux racines réelles , on voir que a pofitive fuppofè nécessairement une racine pofitive & une négative : & que a négative donne deux racines 6'7'9' négatives , fi b eft pofitive, & deux racines pofitives , fi b ,.7. eft négative. n.%+6.%. On pourroit, en fuivant les mêmes principes , paflèr aux Egalités du cinquième dégré. Mais le calcul de l'Egalité générale feroit fort long. 11 eft plus traitable dans O 2 les igitized by Google
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    108 REMARQUES SUR LA CONSTRUCT. DES EGALITES. Pl. VI PAnalyfc des Courbes. CHAPITRE V. Valeur du produit de toutes les ordonnées dune même abfcilïe. 6 1 . "]^T Otre dcflein cft de faire voir comment l'Analyfe Il découvre dans l'équation d'une Courbe fes principales propriétés. Voici un Théorème fort général , & qui peut (êrvir utilement dans cette recherche * . *fc.4j- Une Courbe QMSLRN de l'ordre v étant repjéfcntee par une équation , dont le premier terme , lorfqu'elle S s — — | S 2 eft ordonnée par^, (bit (*x +/3x + >* + &c.*)y^~' , & le dernier Ax f ^B%~~t 1 + Cx &c. Je dis que PAxe des abfciflès A P coupant la Courbe aux points R , S , &c. fi on prend dès l'origine A les parties AT, AV, AX 8cc. égales aux racines de Péq : «x'+iS/ 1 -f->xi 2 + &c.^o9 & qu'on mène une ordonnée quelconque LN qui rencontre la Courbe en L, M, N &c le produit des ordonnées PL, P M , P N &c. de l'abfciflè A P fera à la fraction PQxPRxPS &c .r , . , ,rt , PTxPVxPXfc. raif0n donnéc de A* CCft"adire, . * NeWTONI Enumer. linear. 3*. ordinis. §. II. 5.4. Stirlinc , Line* tertii ordinis Newtoniaiwe j pag. 76 - 79. Mr. De Gua, , Vfage de l And. pag. 68. Digitized by Google
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    FRODUÎT DES ORDON. D'UNE MEME ABSCISSE. 109 c«.v. dire , comme le coefficient de la plus haute puiflànce de x Pu vl dans le dernier terme , au coefficient de la plus haute puiflànce de x dans le premier terme. Démonftration. si l'on divife l'équation de la Courbe par le coefficient « x -f- /3 x 1 •+- yx 2 &c , pour lui donner cette forme y J . . . . + — ax* + Qxs~~x &c. = o , où le premier terme yV S n'a point d'autre coefficient que l'unité, le produit de toutes les racines de cette équation, c'cft-à-dire le produit PLxPMxPN&c. des ordonnées , eft égal au dernier terme — *xs + &x"-1 &c Or le numérateur de cette fraction eft égal à ^xPQx PSxPT, &c, & le dénominateur à « xPTxPV xPX &c Car les points Q. R, S, &c. où une Courbe rencontre fon Axe des abfcmes, (è de'terminent en fàifànt >=o dans fon équation [ §. 15 ]. Mais cette fuppofition de y = o réduit l'équation à fon dernier terme AxV '-f. Bx° * 1 &c= o , & les racines de cette équation font les abfciflès AQ^, A R , AS , &c qui ont quelque ordonnée égale à zéro. Dtvifant donc cette équation par A y afin que le premier terme (bit pur; x ~xV &c. fera le produit de (x — AQ) par (x — AR) par (x — AS) &c. c'eft-à-dire, de (AP — AQJ par (A'P — AR) par (AP — AS) &c. ou de PQ_par PR par PS fco Donc multipliant le tout par A , Ax^^Bx^ 1 &c eft égal au produit ^xPQxPRxPS &c. De même, puifque AT, AV, AX &c. font les racines O j de Digitized by Google
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    HO TR0DU1T DES ORDONNEES Vt VI* de Tcq : mx 1 &c — o% ou, divifant par et, de ^.«1; / , /3 /— i , , . / A s — t x + — jf tf* = o ; le premier membre x + - x d drv. eft le produit de (x — AT) par (x — AV) par (m — AX) &c, c'ert-à-dire , de (AP — AT) par (AP — AV) par ( AP— AX) &c, ou de PT par PV par PX &c. Donc multipliant par a, 
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    D'UNE MEME ABSCISSE. III Ch.v. On peut regarder Im comme l'Axe des abfciflès , & fu vl *6%' menant qr parallèle à QR, qui coupe I m en/, on aura flxpm à ^qx^r comme pl xpm à pQxpR. Donc enfin plxpm eft àpqxpr comme PLxPM à PQxPR. Ce qui revient à dire , que fi on mène par un point f deux droites 1m , qr parallèles à deux autres droites LM, QR menées par un point P , & que ces quatre droites coupent chacune en deux points une Ligne du lècond Ordre ; le reétangle \p m des parties de la prémiére droite eft au rectangle q p r des parties de la (èconde droite , comme le rectangle LPM des parties de la troifiéme eft au rectangle QJ3 R des parties de la quatrième. 2. Si l'ablciflc a p , au lieu de couper la Courbe en ffe. 4 jdeux points , la touche en un (èul q ; on doit concevoir qu'en ce feul point de contaft q font réunis & confondus les deux points de feclion q , r ; en forte que les deux parties p q , p r étant devenues égales , leur produit eft un quarré pq* , auquel le re& ; LpM des ordonnées eft en raifon donnée de d à a. De même , fi on mène l'ordonnée / / qui touche la Courbe en / , on concevra réunis en ce point les deux points de feûion L , M , & le reétangle L p M eft devenu un quarré qui eft au quarré /q* en raifon donnée de à à a. 3. S'il arrive que l'éq : dxx-\-eex = o n'ait que des racines imaginaires , la Ligne des abfciflès ajr ne rencontre point la Courbe , les points de (èttion Q, R, qui feroient déterminés par cette équation [ §. 15] \étant imaginaires. Le Théorème ne laiiTe pourtant pas de fe foutenir. Car il eft toujours vrai oue lerccl : wLx^M des ordonnées eft égal à — , ou ~(xx + A, , * + ). Mats Digitized by Google
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    Ï12 PRODUIT DES OR DONNE' ES *UVI' cette quantité xx + jx+t ne fera plus un reftangle QPR, qui feroit la différence de deux quarrés K Q*_ & R Pz [en divifant QR par le milieu en RJ. Elle fera la fomme de deux quarrés, (x+^A)1 &(JÇ % ). 2d d ^dd Qu'on prenne donc, dès l'Origine *, une abfàflè *B égale à — ^ ; qu'on élève la perpendiculaire indéfinie B C , & qu'on la coupe en C par le Cercle décrit du centre * avec un raïon <*C=V/'Ç; ce qui donne BC = y/(*C%. — «Bl) = v/(^ — -g), &on aura vr C*=w B*+ + ^-f^ = xx+^x + Ç. Donc, puifquc le recl: wLx^M eft =^(*x+^+^), ce rea : LttM eft au quarre wC1 en raifort donnée de d à A II. Tout le refte fubfiftant, fi la grandeur f eft égale à zéro, Péq: dxx>\* eex = o , faite en égalant le dernier terme à zéro , aura une racine x = o. L'Origine ton>be donc fur un des deux points Q^, R de la Courbe. Ce qui ne change rien aux Conclurions précédentes. lïl. Mais fi c'eft e qui eft — 0 , Péq : dxx+ f* = o a deux racines réelles , fi d & f ont différents fignes , & deux racines imaginaires fi d & /* ont le même figue. Dans le premier cas , l'Origine eft au point R qui divile QR en deux également. Dans le (ècond , l'abfciflê ne rencontre point la Courbe , & c'eft le Cas du n°. L $ : mais au lieu du point C il feut prendre le point D, fur la perpendiculaire «D, éloigné de l'Origine a d'une diftanec *D = y/PDigitized by Google
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    D'UNE MEME 'ABSCISSE. iij y/fL^ parce qu'ici «B [ — ^] dévient nulle. On aura ?U donc le re£h UM au quarré ttD1 en railbn donnée de à à s. IV. Si d feulement eft égale à zéro , ^équation de la Courbe étant ayy + ( bx + a )y + eex +fl = o , les ordonnées PL peuvent bien couper la Courbe en deux Ffc.4fs points L , M ; mais les abfcifles ne la coupent qu'en un feul point Qj[§. 4i ]. Alors le rea : PLx PM eft égal à -PQ = ^xPQj puifque 4=f*> & *=a. Si on porte donc l'Origine en Q^, le rectangle LPM des ordonnées eft égal au rectangle de l'abfcilTe P Q par une Droite confiante — , troifiéme proportionelle de a kt. V. Si d & e , égales chacune à zéro , réduifent l'équation à ayy+(bx ^cc^y o , l'Axe des abÊ cin*ês ne rencontrera point la Courbe & le rc&; LPM des * * ordonnées eft une grandeur confiante , quelque abfciCfè qu'on prenne. Ses deux ordonnées LP*, PM font donc réciproquement proportionellcs l'une à l'autre. Ce Cas , où l'Axe des abfcifles ne rencontre point la Courbe , parce que le dernier terme de l'équation eft réduit à p , eft efTentiellement différent de celui qui a été touché au n°. 1. g , où l'Axe des abfcifles ne rencontre point la Courbe, parce que Péq : dxx-\~eex*{*P =o n'a que des racines imaginaires. On ne peut fùppofèr d, e, &cf égales chacune à zéro , parce qu'alors l'équation , divifible par y , fe pourroit réduire à deux équations du premier dégré y = o & a y. *kbx+cc=oi & ne repréfènteroit que deux Lignes droites [§.ai. 40]. Utrod. à PJnalyfcdti Lignes Courbes. P VI. 1. Digitized by Google
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    U4 PRODUIT DES ORDONNEES fi.YU VI. i. Reprenons l'équation générale, & fuppofons s Ch.*. = o, ce qui la réduit à (^+a);+^x+^x+/1 a o. Alors chaque abfciflè n'a plus qu'une ordonnée [ §, 41 ]. Et pour appliquer à ce Cas -ci le Théorème gênétig. 48. ral du §. 6 1 , on prendra AT égale à — y racine de l'éq: hc + cc = o & PL fera à PC^*PR, ou le red : T P L au ie&: QPR, en raifon donnée de d[A~\ à Tranfportant donc l'Origine en T , ce qui ne change rien aux ordonnées , le rectangle TPL des coordonnées eft au reâ: QJP R en raifon donnée de d à b. Mais fi Taxe a p , au lieu de couper la Courbe en deux points Q» R , la touche en un (èul q , le rec~t : t p L fera au quarr? de pq en raifon donnée. Et fi l'axe at ne rencontre point la Courbe , parce que les racines de Téq : dxx 4* eex 4*/*' es o font imaginaires, on prendra comme au n*. L j , «B=— & BC = \/(y ; & ,e teÛ:TirL fera au quarré de ttC en raifon donnée de d à b. 2. Dans cette même équation , fi f=z o , l'Origine tombe fur un des points R > où la Courbe eft rencontrée par l'Axe des abfcifles. 3. Mais c — o fait tomber l'Origine au point K qui divilè également QR , lorfque.d & / ont des fignes différens. S'ils ont même figne, les racines de l'éq : dxx 4*/1 = o font imaginaires , l'Axe * w ne rencontre point la Courbe , & on doit tranlporter le point C en D fur la perpendiculaire «D à la même diftance de l'origine «. 4. Si l'on a d = o , l'Axe des abfcifles ne coupera la Courbe [§.41 ] qu'en un lèul point Q. Et prenant toûjours Digitized by Google
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    D'UNE MEME ABSCISSE. uy Pu Vfc jours AT= — y , on aura PL = ^ ou T PL qui eft le reftangle des coordonnées , en tranfportaot Origine fur T] eft égal au re&: de PQ.par une conftaote b . Si on mène donc une autre ordonnée pl, on aura TPxPL:Tpxpl = PQ^î pQ. Donc PL eft à pl en raïfon composée de la directe dë PQ^à pQ^&de Tinverlê dePTàpT. 5. Enfin , fi l'on a d & e égales chacune à zéro , on aura TPL=y^ . Donc portant l'Origine en T, le reftan- 1<* glc des coordonnées eft confiant. VU. Dans tous le cas du n\ préc. fi on avoit c =o, cela ne changeroit rien aux conclurions , fi ce n'eft que rOrigine fe trouve toute portée fur le point T , puifque la diftance AT , qui eft — j , fe trouve nulle. VIII. 1. Mais fi h y auflï bien que a , eft égale a zéro, l'équation" fera ccy + Jxx+cex-i-f ' =0 , ce qui donne dxx * eex *p d, ec p * H* — ^xPQxPR- Donc~xPL = PQxPR. Le red: des parties P QxPR de l'abfcuTe eft égal au reâtangle de l'ordonnée P L par une droite confiante -j. Si Pabfctflè a p touche la Courbe en q , c'eft le quarré de pq qui eft égal au reclangle de l'ordonnée pL par une confiante. Et fi Pabiciflè »w ne rencontre point la Courbe , les racines de xx-j- ^ x+ j = 0 étant imaginaires , le recl : P 2 de Digitized by Google
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    i\6 PRODUIT DES ORDONNE' ES Pl. vi. de l'ordonnée wL par une confiante eft égal au quarré Cti.y. de la Droite sr C menée de l'extrémité *■ de rabfcifle au * '** point fixe C , déterminé , comme aux n°. 1. g , & VI. I , en ûifan. -B = -^, & BC=V(^ -^j). 2. îci , comme aux n°. II, III, & VI, la fùppofitîon de fzzzzo porte POrigine fur un des deux points R. Et la fuppofition de c = o porte A en K , ou C en D , fuivant que les racines de (/xx+/'=:o font réelles ou imaginaires. Mais on ne peut fuppofer ^=o , parce que Péquation , n'ayant plus de terme du fécond degré , ne repréfenteroit qu'une Ligne du premier Ordre. 6%. On voit par cet échantillon, quelle variété de Cas fe pre'fenteroit dans les Lignes des Ordres fupérieurs. Touchons légèrement ceux qui fe reportent aux Lignes du troifiéme Ordre. L'équation générale fera syl + + «0 yy +( dxx eex 4 fl ) y +gx* bhxx+ i*x 4« /* = o. f. t. Et d abord, s'il n'y manque ni le terme *y* , ni Pl. VU. le terme g x' , rabfcillè & l'ordonnée peuvent couper la Courbe LQMRSN représentée par cette équation, chaK*'Sl' cune en trois points Q, R, S ; L, M , N. Et (elon le Théor. général [§. 6i ], le folide PLxPMxPN des ordonnées eft au folide PQx PRx PS des parties de fabfciffe , en raifon donnée de £ [ A ] à a [*]. De forte que menant deux ordonnées LN , 1 n , le folide PL x PM x PN eft au folide PQx PRx PS comme le folide plxpmxpn au folide pQxpRxpS. Menant auffi qs parallèle à QS , on aura, toûjours par la même raifon, le folide plxpmxpn au lblide pQxpR xpS, comme le folide p\xpmxf>n au (blide pqxpîxps. Donc enfin PLxPMxPN elt à PQxPRxPS comme p\ xpmxpn à /qx/rx^s. Ce Digitized by Google
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    D'UNE MEME ABSCISSE. 117 il. VIL Ce qui forme ce Théorème. Si par un point P on Ch. v. mène deux droites LPN, QPS qui coupent chacune en *t6i' trois points une Ligne du troifiéme Ordre , & par un autre point p deux autres droites \pn , q/>s parallèles aux premières & qui coupent aufli chacune ia même Courbe en trois points ; le folide des parties de la première droite LN interceptées entre le point P & la Courbe , eft au folide des parties de la féconde droite QS interceptées aufli entre le point P & la Courbe , comme le folide des parties de la troifiéme droite ln interceptées pareillement entre le point p & la Courbe , eft au folide des parties de la quatrième droite qs interceptées de même entre le point p & la Courbe. 2. Si Pabfciflè ap coupe la Courbe en un lèul point s **» & la touche en un autre point q , où Ton conçoit réunis deux points de feclion, alors le folide pLxpMxpN eft au folide p q2 x p s en raifbn donnée. De même , fi l'ordonnée 1 p m touche la Courbe en m & la coupe en 1 , le folide plxpm1 fera au folide pq*xps en raîfon donnée. 11 peut même arriver que l'abfcifle [ ou • l'ordonnée ] ne touche la Courbe qu'en un fèul point, auquel fe réiïnifTenc les trois points de fe&ion Q. R, S. C'eft ce qui arrive, quand Péq :£xJ + bhxx •+< g*x HK/* = o , a fes trois racines égales. Dans ce Cas, fi on tranfporte POrigine fur ce point de contact , le cube de Pabfciflè eft au (blide des ordonnées en raifon donnée. $. Si l'abfciflè ««-ne rencontre la Courbe qu'en un feul point cr, & la coupe en ce point -là fans la toucher, Digitized by Google
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    1x8 PRODUIT DES ORDONNE ES Ch. v. duit de trois droites terminées à l'extrémité *m de rabfciflè, Pi. VH. *• *3- comme l'étoient PO, PR, PS à l'extrémité P de l'abfciflè , bb è% /♦ AP ; parce que I eq : x1 + — xx -J — — — o n'a plus qu'une racine réelle , les deux autres étant imaginaires. On peut pourtant réduire le produit de ces deux racines imaginaires à un quarré, de la manière fuivantc. Soit eur—%. Donc ^o- \_-=z
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    D'UNE MEME ABSCISSE. u9 ■ V. '* i p <*. fur FE, prolongée s'il le faut, une partie FG égale ày'j-, & on aura «G* =s*F* 4- FG* = zz + — z + — . Qu'on décrive donc, du centre », avec le raïon «G ,^in cercle GC, qui coupe en C la droite BC perpendiculaire à * B , & on aura BC* = «C* — *B* = «G* — *B1 = (zz + — -z+— ; — + — J — \zz>k — z >fr . Donc wC* =^rB1 + BC,=C^ + iz + + *zz* Ainfi puifque le folide .L^Mx 
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    lao ** PRODUIT DES ORDONNEES Pl. vil. élèvera la perpendiculaire indéfinie BC & on la coupera Cn.y. en C par un cercle décrit du centre * avec le raïon «C — v/ '11 , pour avoir le point fixe C , duquel menant la ~ droite «C, on aura wLx-îrMxwN à <5rC* x
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    D'UNE MEME ABSCISSE. 121 c«.v. Le folide des ordonnées PLxPM xPN eft égal à un fo- Pu yil S 6i- h h lide qui a une hauteur donnée — , & une bafe égale au reftangle des parties PQ^, PR de Pabfciflè. Si l'abfcifle a p touche la Courbe au point q , le re& : PQxPR devient le quarré pq\ Tranlportant donc l'Origine a fur ce point q , le folide pL x pM x pN des ordonnées eft égal au folide qui a pour hauteur une droite donnée — , & pour bafe le quarré de PabfciflTc p q. Mais fi PAxe ne rencontre point la Courbe , ce qui arrive quand les racines de Péq : bbxx+iïix 4* / * = o font imaginaires; alors on prendra , comme au §. 62. n°.I. • • • 3, «0 = — -££y , on élèvera la perpendiculaire BC , on la coupera par un Cercle décrit du centre * avec un raïon *C = v/-^ = ^-, &on aura le point fixe C , duquel menant C*-, le folide ttLxwMxttN des ordonné b nées eft égal au folide qui a la hauteur donnée — & la bafe égale au quarré de n C. 2. Si g & h font toutes deux nulles , le dernier terme de Téq : de la Courbe fera ïùx + / 4 qui , égalé à zéro , n'a qu'une racine T . L'Axe AP ne rencontre la Cour- *' u' bc qu'en un feul point Et le folide PLxPMxPN des ordonnées eft égal à - P Q== - PQ^, c'eft-à-dire, [en tranfportant l'Origine au point Q, ] que le folide des ordonnées eft égal au folide , qui a pour hauteur fablciflc ;» PQ^& une bafe donnée — . a bitroà.àrdnalyf: de fUgnes Courbes. Q. 3. EnDigitized by Google
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    122 PRODUIT DES ORDONNEES #l.VH. 2. Enfin ce folide PLxPMxPN des ordonnées eft c«v. ' d'une grandeur confiante — , fi les quantités £, b> s font chacune égale à zéro. IV. 1. Si dans l'éq : de la Courbe *y% -f-(£x + cc^yy 4< (c/xx ^r«
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    D'VNE MEME ABSCISSE. i2j C«.V. 2. a étant toujours zéro, fi de plus /=o > POrigine Pu VIL tombe fur un des points Q^, R, S, ou fi l'Axe rx rencontre la Courbe qu'en un feul point 
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    124 fRODUIT DES ORDONNEES Pl. vin. fi de plus / = o, PAxe ap ne rencontre point la Courbe , Ch.v. & le folide ptxpLxpM de Pabfciflc par les ordonnées [ en fixant l'Origine en t ] cit. d'une, grandeur conftanr V. Si dans tous les Cas du n°. préced. on fuppofe c = o, les conclurions qui ont éié tirées reftent précifément les mêmes. La feule différence eft que l'Origine A efi néceflàirement fixée au point T , puifque AT [ — j- ] (è trouve nulle. VI. Mais fi dans ces mêmes cas on avoit h = o , Péquation fe reduiroit a cette forme yy-\ — y ce + pf+u»±^±ilB0. Le rea . d£s ordonnées »» PLxPM cft dol égal à S-'+l^+'^L' =L X (x' + — *x + "-* + -) = £ x PQx PR xPS. Donc S S £ ' ^ — x PL x PM = PQx PR x PS. On aura ici toutes les mêmes condufions qui fe tirent dans le n°. IV, fi ce n'eft qu'au lieu de la droite variable PT [*+ -w ] on doit prendre une droite confiante — . VII. Suppofons maintenant que b & c étant nuls faflènt difparoître les deux premiers termes de i'éq : générale , & la réduifent à ( dxx + cex 4*/* ) + hhxx + gfe. 60. /V/x + /+ = o. Chaque abfcifle A P n'aura qu'une feule ordonnée PL. Et pour appliquer ici le Théor. général , on prendra Digitized by Google
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    D'UNE MEME ABSCISSE. iaj Ch. v. prendra AT & AV égales aux deux racines de Péq : Wxl+ Pt.vm, S'63' r r> o p M , PQxPRxPS . r eex^f* = o, & Ton aura PL a ~pj^~py— > ou 'c Solide PT x PV x PL au folide PQxPRxPSen raifon donnée de £ à d. Lorique les racines AT, AV de Pe'q : dxl 4^*?x+/", =r o font réelles , on les peut déterminer par cette congruetion triviale. Prenez fur l'Axe des abfcilTes AH= P élevez la perpendiculaire H 1 = V *j , & du centre I , avec un raïon 1 T égal à A H , décrivez un Cercle qui coupera l'Axe en T & V. Car HT ou HV = ^/(iT* — 1H* ) = y/(AHI — HP ) = ~jd — £ ) . Donc AT = AH — HT=— '^-W(^ — Ç),&AV=AH ee *4 p + HV = — -d — Vi^jd — 7-), qui font les deux racines de Péq : gxx eex +p t= o. Mais Ci les racines de cette équation font imaginaires , ee P ce qui arrive quand IT ou AH[-^] < IH IV ] > 1* grandeur xx + e~ x ne peut plus reprélènter un rectangle PT x P V ; mais elle pourra exprimer le quarré d'une droite 1 P , menée de Pextrémité P de Pabfciflè A P à un point fixe I, qui fera déterminé comme au §. 6z. n°. I. g, en prenant AH = — élevant la perpendiculaire indéfinie H 1 , & la coupant en 1 par un Cercle décrit du cenP tre A avec un raïon Al = V j> Ainfi Digitized by Google
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    n6 PRODUIT DES ORDONNEES Pl.VIH. Ainfi le folide PQxPRxPS eft proporrionel au folide Ck PTx PVx PL quand les deux racines de l'e'q : dxx+ecx + t* p — o font réelles , & au folide Pi1 xPL quand ces racines font imaginaires. Dans l'un & dans l'autre cas , ce folide PQxPRxPS eft me'iamorphofé fuivanc toutes les manières indiquées aux n°.I, II, & III du préïent § , foit par la pofition de PAxe des ablciffes, foit parles fuppofitions de /=o,oude i— i = o , ou de / = /' = h ■=. o ; ou de £==■ o , ou de g = h — o , ou de £ = h = i =■ o. VIII. Si avec a> bt & c , on a encore /==o, le point T tombe fur A , & le point V* doit être pris à une diltance AV de TOrigine qui foit — ^4 , parce que les racines de l'éq : dxx + eexzszo font x = o & x = — ~. On a donc, en ce cas, le folide PAxPVxPL proportionel au folide PQxPRxPS, ou à tous ceux dans lelquels ce dernier k màamorphofè par les fuppofitions des n\ 1, 11, & III. IX. Si ce n'eft pas /*, mats e , qui foit =o, les points T & V tombent de part & d'autre de l'Origine A , à une P diftanec y'— j t lorfque f&c d n'ont pas le même figne, P P parce que x — y/ — y^=o& x-tV — d~0 font les racines de i'éq : dxx +/"' =— o. Si / & d ont le même figne, */ — y-j eft une grandeur imaginaire ; mais xx+ J-r exprime le quarre' de KP menée de l'extrémité' de l'abCcilTe AP au point K , déterminé en prenant A K £= AIJ
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    D'UNE MEME ABSCISSE. 127 JdJ =^^j > ^ur h perpendiculaire indéfinie élevée au point pLV,Ii* A. Alors, le folide PLxPK* cft proportionel au folide PQ^ x PR x PS , ou à tous ceux que lui fubltituent les fuppofitions des n°. 1, II, & I IL X. Si les deux grandeurs f & e font , en même tems , z=± o , les deux points T & V tombent enfemble fur l'Origine A, parce que les deux racines de féq : <&x = o font x=o, # = 0 : & c'eft le folide PLxPA1 qui eft proportionel au folide P Qx P R x P S , ou aux folides équivalents. De même , la fuppofition de d^ss -77 donnant à leq: Jxx -H eex >kP = o daux racines égales., chacune à — ou _ ~ , fait tomber les deux points T & V fur le point H, & change le rea: PTxPVen un quarré PH\ fur lequel élevant un Parallélépipède qui ait PL pour hauteur, il fera proportionel au folide PQ^x PR x PS , ou à ceux e» qui il le transforme par les fuppofitions des n\ I , II, & 111. XI. Si*, b, c & ^font nuls, féq: àxx * eex =0 réduite à eex>{*fi—o n'a qu'une racine x = — , à laquelle prenant égale AT , on aura [§. 61 ] ^ yfxPOxPRxPS r POxPRxPS _ le folide de la confiante — par Pabfciflê P T [ en portant TOrigine de A en T ] & par l'ordonnée PL cft égal au foKde PQx PRxPS , ou à ceux dans lefquek le transforment les fuppofitions des n°. 1 & IL XII. En\ \ Digitized by Google
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    ilB PRODUIT DES ORDONN. D'UNE MEME 4BSCISSE. Pl.viii. XII. Enfin , fi a, b} cyd,&c font nuls, l'éq: de la Courbe ré- Ch. v. f* hb S- *h duite à Py^gx1 ^bhcx+iiix*\* /+z=o , ou — y *' *k — + ~ * H = o , fâit voir que le fblide de l'ordon* s p fig.tu née PL [^] par le re& : confiant7— eft égal au folide POx PR x PS , ou à ceux qui lui font fubftttués dans les n'.ï&IL Dans le cas des n°. X. & X I. on ne peut pas , comme au n°. III, fuppo(èr£ = o; parce qu'alors l'équation , n'ayant plus de terme du troifiéme degré , ne reprélènteroit qu'une Ligne du (ècond Ordre. On voit afièz , je penlè , que fi Ton vouloit détailler tous ces Cas , combiner enfemble ceux qui peuvent l'être , & te laiflèr aller aux conféquences qui en fuivent naturellement , il y auroit dequoi faire un Volume. Mais nous ne nous propofons que d'indiquer les principes généraux , & d'autres confidérations nous apellent. CHAPIDigitized by Google
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    CHAPITRE VI. Des Diamètres , Contre-diamétres , & Centres des Lignes Courbes. 64. fTP O u t ce qui a été démontré au Chap. préced. p^vm. JL n'eft que la conféquence de ce Principe , Que le dernier terme d'une équation ei\ égal au produit de toutes fes racines. On fait aufli que le coefficient du (ècond terme , pris avec un figne contraire , ert égal à la fomme de toutes les racines. Donc ( « x 4* $ x 1 &e) y* ' + (sx'+l +^c/ + dtO/J'~/""1 &* =0 étant l'équation d'une Courbe MmOftQ^, de l'Ordre v , fi on la f^,tfJ* divife par le coefficient du premier terme , afin que la plus haute puiflànce de y (bit fans autre coefficient que l'unité, elle prendra cette forme yv^t*3c^- ***** yv—* 1 *i* &c = o , où le coefficient du fécond terme , pris avec un figne contraire , c'eft-à-dire , — TJLi exprime la (bmme de toutes les racines.^ , ou de toutes les ordonnées P M , P m , P , &c. 65. Si fur les mêmes Axes on décrit une autre Ligne quelconque N v Qn repréfentée par une équation dont les deux premiers termes foient jv~mS+— T * ' , intnd . a PAnaiyfe des Lignes Courbes, R /»"-« ,

  

  
    Page 171
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 25.95% accurate
    i3o DES DIAMETRES pi-VIIl^*— /— i >hçommc dc fcs ordonne'es PN + Pn * Vf &c. ^JJ fera auflï — "^L^. — Élj c'eft-à-dirc, la même que la fomme des ordonnées PM + Pm + Pf* &c. de la prémiérc Ligne. La comparaifon de ces deux Lignes & les variétés infinies dont elles font fufceptibles [ car il fuffit qu'elles conviennent dans le coefficient du fécond terme , leurs équations étant ordonnées par y : elles peuvent différer dans tout le refte ] donnent lieu à une infinité de Propofitions. Contentons - nous de remarquer un Cas fort fimple. C'eft i celui où / = /, c'eft- à -dire, celui où les deux Lignes font du même ordre v , & où leurs équations ont les deux mêmes premiers termes. Si Ton ne prend que les abfciflès qui dans chaque Ligne n'ont point d'ordonnées imaginaires , ou , ce qui eft la même chofe , fi Ton ne prend que les ordonnées qui coupent l'une & l'autre Ligne en autant de points qu'il y a d'unités dans le plus haut cxpolànt v — / de la variable y ; non -feulement la fomme PM + Pm + Pu &c. des ordonnées de la prémiére Ligne MmOp Q^eft égale à la fomme PN + Pn-f-Pr &c. des ordonnées dc la féconde Ligne N » Qji ; mais encore le nombre des ordonnées de l'une eft égal au nombre des ordonnées de l'autre. Etl'éq: PM + Pm + P|*&c. = PN-|-Pn + Pi> &c# peut prendre cette forme PM — PN + Pm — Pn + P^u — P>&c. =o, ou — NM + mn + fip &c = o , foit M N &c = m n + fit &c. Propofition qu'on peut énoncer ainfi. Deux Lignes d'un même Ordre , & dont les équations ordonnées par y ont les deux mêmes prémiers termes , étant décrites fur les mêmes Axes ; toute ordonnée qui coupe l'une & l'autre en un nombre dc points égal à Pexpolant de la plus haute puiflànce d'y , eft coupée en forte que Digitized by Google
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    DES LIGNES CO URB ES. 131 Ch. vi que la fômme de fès parties Interceptées entre la première P^VIH. * *i' & la féconde Ligne ert égale à la fomme de Tes parties interceptées entre la féconde & la première Ugnc. ]e diftingue ces parties en fuppofànt qu'on parcourt l'ordonnée d'un bout à l'autre , & papelle parties interceptées entre la première & la féconde Ligne celles qu'on parcourt en allant d'un point de la prémiére Ligne à un point de la féconde , & parties interceptées entre la féconde & la prémiére Ligne celles qu'on parcourt en allant d'un point de la féconde Ligne à un point de la prémiére. Ainfi parcourant l'ordonnée N> de N à * , MN eft une partie interceptée entre la féconde & la prémiére Ligne , mais m ti & t*t font interceptées entre la prémiére Ligne & la féconde. 66. S'il n'y a dans l'équation aucune puiflàncc de * qui ait un expofant négatif, comme on le fuppofe d'ordinaire , & que / foit zero , le coefficient ~ — • *' + /8,*-'<* du fécond terme fe réduit à ax + b. Alors on peut toujours prendre pour l'une des deux Lignes, le Syûctne d'autant de Droites qu'il y a d'unités dans v. Et ces Droites fé peuvent décrire en une infinité de façons. Car fi A B , r^. 6+ A H font les deux Axes , & qu'ayant pris une abfcidé A B = 1 , on lui donne les ordonnées BC [ — c ] , BD [ — d ], BE [ — &a dont le nombre foit v, & la (bmme [ — c — d — e frc. ] égale à — 'a , où l'on peut , fi l'on veut , prendre le zéro pour une ou pluficurs de ces grandeurs c> d, e> &(• & qu'on mène par l'Origine A les Droites ACc, ADd, AEe, &c. qu'on prenne auffi fur l'Axe des ordonnées les parties AF [ — /J, AG[ — g], AH[ — h] &c. dont la fomme [ — f — g — h&c] foit égale à — b : & qu'on mène les Droites Ff , Gg , Hh , &c. parallèles à AC, AD, A E, &G. Le fyftèmc de ces Droites Ff, R2 Gg, Digitized by Google
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    132 DES D1A METRES Pu vin. Gg, H h &c. fera repréfenté par une équation dont les Ch.vi. deux premiers termes feront yv 4- ( ax 4* b )y v 1 . Car 5' '* l'ordonnée Pf de la Droite Ff eft égale à Pc + cf. Or Pc eft la troifiéme proportionelle à AB f i], BC [ — c ] & AP[*]. Donc Pc = — ex. Et cf eft égale à AF [ — f] y F f étant parallèle à Ac. Donc Pf [== Pc 4- cf] = — ex — f L'équation de la Droite F f eft donc 7 + (x+/=o. Par la même raifon Péq: de Gg eft y + dx. 4*£=o, celle de H h eft y 4- cx + h = 0, & ainfi de fuite autant qu'il y aura de Droites. Donc le fyftèmc de ces Droites eft repréfenté par le produit (^4-**+/*) (.7 4- dx 4* £ ) ( y 4- fx 4* ^) &e = o de toutes ces équations [§. 20 ], dont le premier terme eft y° & le fécond ({ex  *o *+ + a c^O) j*""1 =C~ + puifque r4-^4-'+c*v = *, & f+g + b+&c = b. Le fyftcme de ces Droites eft donc repréfenté par Féq : yv + ( ax + b) yv 1 4- &e r= o , dont le fécond terme a pour coefficient ax + b , qui étant pris avec un figne contraire, donne — ax — b pour la fomme Pf4 /, &e. telles que 4 +  &Ph = A-H^, &c. Doncla fomme Pf+Pg+Ph &c &e + Digitized by Google
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    DES LIGNES COVRBES. 133 Ci.YI. , , f £ , b . N , Pl.YIII. Ainfi décrivant fur les mêmes Axes une Courbe MQmji dans l'équation de laquelle les deux premiers termes foient ^+(4#-f-&)^ , fi Ton mène une ordonnée Vu qui rencontre cette Courbe en un nombre v de points M, m, f* &c. la fomme des ordonnées PM, Pm, Vukc. de la Courbe, fera égale à la fomme des ordonnées Pf, Pg, Ph, &c. des Droites Ff, Gg, H h, &c. & les parties hf*, g m , &c. interceptées entre les Droites & ta Courbe , feront égales aux parties [ou à la partie ] Mf &c. intercep' tées entre la Courbe & les Droites. 6 7. Rien n'empêche de prendre les ordonnées A F > AG, AH &c. égales entr'elles , & comme leur nombre eft v & leur fomme — b , chacune fera . On peut de même prendre les abfcifTes Al, AK, AL, &c. égales entr'elb b b les. Les nommant — r, la fomme H — + — f — &c = vr vr vr b b •4- — doit être — a: ce qui donne r= . Alors r^.€$. toutes, les Droites 1F, KG, LH &c. Ce réduifent à une a b feule RS repréfentée par Péq ^ + -« + - = 0 ou vy 4« 4x 4* b rr o. Son ordonnée PS prile v fois eft égale à la fomme PM+Pm^Pju &c. des ordonnées de la Courbe M Qm /u , & les parties M S , m S , &c. interceptées entre la Courbe & la Droite font égales aux parties [ou à la partie ] S» &c. interceptée entre la Droite & la Courbe. De forte que fi Ton prend cette Droite RS pour PAxe des abfci0ês , la fomme des ordonnées négatives SM + Sm, &c. R 1 eft Digitized by Google
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    »34 *>ES 31 A M JET R ES Pi. vin. eft égale à la fommc su &c. des pofitives. Une Droite Ch.vi. qui a cette pofition le nomme un Diamètre , à prendre ce *7* mot dans une fignification étendue * . 68. I l n'y a point de Courbe algébrique qui n'ait une infinité de Diamètres , parce qu'il n'y a point de Courbe dont on ne puifle transformer , en une infinité de façons , l'équation *r )/"""'+( +bx &c )y &c = o , de forte que Tcxpolânt / devienne égal à zéro. Il faut pour cela que la plus haute ->uiOance de l'ordonnée y foit d'un degré dont l'expofant y — /] foit égal à v. Or c'eft ce qu'on peut toujours lire en donnant une pofition convenable aux ordonnées. Car puifque l'Ordre de la Courbe eft v, il y aura néccflàirement dans fbn équation des termes , tels que / v — •/ t+i v — / — i *x y *** J , &( où la fomme des expofants de x 8c y fera v [§. ? i ]. On change la pofition des ordonnées en fubftituant z + ru à x , & su à y [§.25], fubftitution qui change ces termes en «(z+w)//V"/«v"/, 
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    DES LIGNES COURBES. ijj Ca. VI. - • m P , , « . „ r Pl. VIII. §. «t. de * ne Toit pas zéro, ccit a-dire, pourvu que a -{-a — -f- &c. ne (bit pas ze'ro , ce qui fe peut faire en une infinité de manières , ces ordonnées « auront un Diamètre. 69. Mais on peut s'élever à des Propofitions encore plus générales fur cette matière. Soit CMNn une Courbe r& *«. de l'Ordre v , dont l'équation rélative aux abfciflès A P [*] & aux ordonnées PM [y] foit^+(^x 4« b)y^1 ►fr. ( cxx + dx +e ) y1-2 + (/V +gxx -H hx 4* /) J + ^ = o , où la variable y s'élève à la pui (Tance v , ce qui eft toûjours poffible [ §. prêc. ]. S»it de plus B QD une autre Ligne décrite fur les mêmes Axes , dont les abfciflès foient AP[x] & les ordonnées PQ [«]. Qu'on nomme z la partie QM , QN , ou Qn , de l'ordonnée comprit entre les deux Lignes , & qu'on fubftîtuë , dans l'éq : de la Courbe CMNn, + » au lieu ây. Cette équation ordonnée , après fa transformation , fuivant les dimenfions de z aura pour premier terme z , & les coefficients du (ècond , troifiéme , quatrième &c. termes feront relpectivement , vu^Çax + b) , VmV 1 u1 - + 1.2 1 . f * . j . \ v-v — l'v — 2 % , v — *'v — 2 ✓ +(+Sxx + bx + Oi à-c. Si l'on fùppofè fucccflïvcment chacun de ces coefficients égal à zéro , il en réfultera les conféquences fuivantes. L Le coefficient du fécond terme d'une équation étant égal Digitized by Google
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    136 DES DIAMETRES Pl. vui. égal à la fommc de les racines : fi ce coefficient eft zéro c*. vr. la fomme des racines pofitives eft égale à la Comme des *** négatives. Donc , faiiànt vu •+• ax 4- b = o la fomme des z pofitives eft égale à la fomme des z négatives. Mais -y* 4< + o eft une équation à la Ligne droite. Ainfi une Courbe CMNn étant donnée , on peut mener une Droite BQD telle que la prenant pour l'Axe des abfciftes , la (bmme des ordonnées pofitives Q^M , Q^N , &c fera égale à la fomme des ordonnées négatives Qji , &c. [ §. prèc. ] . II. 'Le coefficient du troifiéme terme d'une équation eft la fommc de tous les produits qu'on peut faire de (es racines prifes deux à deux. Cette fomme eft donc nulle, les produits pofitife QM x QN &c. font égaux aux négatifs QMx Qn Q^N x Qn &c , lorfque ce coefficient eft zéro : ce qui donne l'équation v* + v—- i (ax+ 4. ( cxx + dx +e ) = o à une Ligne du fécond Ordre. Donc lorfqu'une Courbe du troifiéme Ordre ou d'un Ordre fupérieur eft donnée , on peut toûjours décrire une Ligne du fécond Ordre oui coupe fès ordonnées, de manière que , faiiànt tous les produits qu'on peut faire en multipliant deux à deux les parties d'une ordonnée comprifes entre ces deux Lignes , la fomme des produits pofitifs fera égale à la fomme des négatif. III. De même , puifque le coefficient du quatrième terme d'une équation eft la fomme des produits des racines prifes trois à trois , fi l'on fait ce coefficient égal à zéV.V l.V 2 . V l.V 2, ro , on aura l'eq : *' H (ax + = 0 à une Ligne du troifiéme Ordre. On peut donc aflurer Digitized by Google
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    DES LIGNES COURBES. Î37 CkVL aflfurer, qu'une Ligne du quatrième Ordre ou de quelque Pt.vili. * *** Ordre fapérieur étant donnée , on peut toujours tracer une Ligne du troiiiéme Ordre qui partage les ordonne'es de la première Ligne , de manie're que failànt tous les produits poffibles de trois dimenfions avec les parties d une ordonnée comprîtes entre ces deux Lignes , la fomme des produits pofitifs fera égale à la fomme des produits négatifs. Et ces Proposions (è peuvent continuer à l'infini *. 70. Les Courbes , qui divîfènt ainfi les ordonne'es d'une autre Courbe , en peuvent être apellées les Diamètres Curvilignes. On attache quelquefois à ce mot de Diame'tre une fignification bien plus reflêrrée. On désigne par ce nom un Axe qui coupe les ordonne'es de façon que chaque ablcifle ait des ordonnées pofitives & négarives égales. Il coupe donc fefpace terminé par la Courbe en deux parties égales & qui font même (èmblables lorfque les ordonnées font perpendiculaires à l'Axe. Mr. Newton apeile ces Diamètres , des Diamètres abfi/us f . L'on voit d'abord qu'en ce cas chaque abfcifle a des ordonnées en nombre pair , puifqu'à chaque ordonnée pofitive il répond une drdonnee négative égale. Donc la plus haute puiflànce de y doit être une puiflânee paire. Mais de plus il faut que toutes les puiflances impaires de y manquent dans l'équation. Car , fi chaque ordonnée pofitive a une ordonnée négative égale , chaque racine pofitive [ + X] de y aura une racine négative correfpondante [ — X], en forte que l'équation aura autant de racines y+X=o que de racines y — X=so. On peut joinIntrod. à PAnalyfe des Lignes Coirbes. S dre * Sterling , Lin. tert. Ord. Newton, pag. 7j. t Njivtok , Enum, lin. tert* Ord. §. III. à la fin. Digitized by Google
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    US DES DIAMETRES Pi. Vin. cjrc ces racines par couples & en faire l'équation du fe-Ot.vi cond dégré yy — XX=o9 où il n'y a point de puiflân- ^7°m ce impaire de y. Donc , dans l'équation de la Courbe toute cotnpofée de pareilles équations , on ne verra aucune puidànce impaire de y. ft. Il eft clair par les §§. précecL que tout Diamètre d'une Ligne du fécond Ordre eft un Diamètre abfolu. Car , dans cet Ordre , chaque abfcifïè ne peut avoir que deux ordonnées [§. 41 ]. Donc, fi leur fomme eft égale à zéro , ce qui eft le propre des Diamètres [ §. 6y J » il faut que Tune étant pofitive & l'autre négative , elles foient égales : ce qui conftituë la nature du Diamètre abfolu Par conféquent , quelque pofition qu'on donne aux ordonnées d'une Ligne du fécond Ordre , pourvu que chaque abfciflê ait deux ordonnées , on pourra toujours leur trouver un Diamètre abfolu. Car quelque pofition qu'ayent les ordonnées d'une Courbe , on peut toujours leur trouver un Diamètre , pourvu que, dans l'équation , la plus haute puiflànce dyy ait le même expofânt que l'Ordre de la Courbe [ §. 63 ]. Donc , dans le (êcond Ordre , pourvu qu'j s'élève au quarré , c'eft-à-dire , pourvu que chaque abfciflè ait deux ordonnées [§.41], la Courbe aura un Diamètre. Et dans cet Ordre , tout Diamètre eft abfolu. 72. 1 l n'en eft pas de même dans les Ordres fupérieurs. Une Courbe peut n'avoir aucun Diamètre abfolu , parce qu'encore qu'on puiflè toujours faire évanouir quelques-uns des termes de l'équation qui renferment des puiflànces impaires d'y , il n'eft pas toujours poflible de les faire tous difparokre. Dans les Courbes , par ex. du troifiéme Ordre , repréfentecs généralement par Téq ; é Hh by ex 4- dyy >\
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    DES LIGNES COURBES. 139 Ch. yi. 4*/r* + hxyy 4< sxxy + /*' = o , fi l'on demande Pt-vili. * 7*' quel doit être le raport des coefficients a , bt cy d% &c. qui permet que la Courbe ait un Diamètre abfolu : On peut repondre 1 °. que cela aura lieu quand qui multiplient les puiflànces impaires d'y , font zéro : & alors la Ligne même des abfciflès elt le Diamètre. Car l'équation, réduite à *"+*««o, a deux racines égales, Tune pofitivc , l'autre négative, ±\/ — Ix% +fxx -{-ex 4«* , „ r. ^x 2 » a moins qu'elles ne foient toutes deux imaginaires. 20. La Courbe peut avoir un Diamètre abfolu différent de l'Axe des abfciflès. Et pour déterminer en quel cas la chofe eft poffible, on donnera aux deux Axes une pofition indéterminée, en fubftituant /w+^z + y* à x & »4« 4Z à y [§. 24 ] , ou feulement qz+say parce que la pofition de l'Origine fur l'Axe des abfciflès étant indifférente , on peut la placer au point où la nouvelle Lîgne des abfciffes coupe la primitive , ce qui rend n == o. Après cette lûbftitution , fi on égale à zéro les coefficients des termes », «z, »zz, a' qui contiennent les puiflànces impaires de l'ordonnée « , on aura ces quatre équations. (ytf). . .ks+cr J?ems + 2fmr+imms+ilmmrz==.o (£)... zdqs + cpsJ? cqr + 2fpr + 2hmqs+2tTnqr + 2 imps + 6/mprzxo (O • fgfff+ityf- J+ tyfr+ 2/pqr+ rpps+^/ppr= o (£>).. .£/ ' 4- bru -j- hrs 4^ /r* — o On peut déterminer le raport de / à r, ou la valeur de la fraction - par Tcq: D...es^1 + b£r + i—*l y 0 r r y = o , qui étant du troifiéme degré a toujours au moins une racine réelle. Ce rapoit ainû déterminé , fi on le S 2 fubfliDigitized by Google
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    i4o DES D 1 A METRES Jf.7*2f*Ues CmVTFt.VIir. 2j*^e~ fubftîtuë dans I'e'q: A réduite à cette forme ml-\ m . r 4- = o , on déterminera la valeur de m. Et ( r+ 2tm ) — + if-\- 6 Im comme l'eq : B donne -J. = - -, le raport de f à /> eft déterminé, dès que - & m- font connus. Mettant donc ces valeurs de ^- & de — dans I'e'q: /> r \ € qui fe réduit à ig.£.±+2k.£.ï +i .f +A. £ '4-2i.-^- + î/=o, on aura l'équation qui exprime le t t raport que doivent avoir entr'eux les coefficients b> cyd y e ,/*, £, £ , # , /, afin que la Courbe (bit fufceptible de Diamètres abfolus. Mais ce Calcul fera fort long , fi l'on ne trouve quelques abrégez. On y fupplcera en quelque forte , fi Poa confidére qu'on peut toujours foire évanouir le terme s* s2 s par la réfolution de l'e'quat : £^-+£-^r4-'- + if=c'» qui détermine la pofition des ordonne'es qui ne répugne pas à un Diamètre abfolu. Cette équation ne pouvant avoir qu'une ou trois racines réelles, il en fuit, qu'une Ligne du troifiétne Ordre ne (âuroit avoir qu'un ou trois Diame'tres abtblus. Mais toute Ligne de cet Ordre n'en eft Digitized by Google
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    DES LIGNES COURBES. 141 Ch. vl. cft pas fufceptible. Suppofânt que 1 équation de la Cour- Puviu. $-7** be, après révanouïflTement du terme «' , foit (Az+B}ux +tClz+D&+E)*+Fzi + Gzz + Hz + I=o, il faut encore voir fi l'on peut donner à Taxe des Abfciiïês une pofuion qui falïe dilparoitre le fécond terme. Car on ne peut plus changer la pofition des ordonnées làns faire reparaître u\ On donnera donc à l'Axe des abfciflcs une pofition quelconque [§. 25] en fubllituant pz pour z & w + u+y z pour * ; ce qui transforme fe'quation en {Api + B ) ( mm +2WU + UU + 2mqz + 2q\xz + $y zz ) 4- ( Cppzz + % + f)(»' + u+^)+ F/>V + Gplz\ + Hpz + * = o , dont les termes qui renferment la prémie're puiflance d'u [ce font ceux qu'il faut anéantir ] font (Apz +£ )(2/wu + 2^uz) 4< (Cppzz ^Dpz + E)u, ou (aApq + C^/>) uz z4" (zAmp + 2Bq + Dp) uz 4(2B»»4,E)u. Ces trois termes égalés à ze'ro donnent ces trois équations sApq+Cpq = o, 2Amp+2Bq + Dp = 0 , & 2Bw + E = o. Des deux premières on déduit A p 2B - A B 2 ~ = — L = ~~r , iz. Donc _ = — = C q 2Am>\*D C 2Am + D [ puifque leq ; 2 Bm^ E= o donne 2m — ] z> ABD — AAE , ou >£4E — ABD + BBC = o , pour déterminer le raport des coefficients A > B , C, D , E propres à donner à la Courbe un Diamètre abfolu. 7?. A l'imitation des Diamètres, Mr. i>e Braceloncne * a imaginé les Contre -Diamètres. Ceft le S 3 nom * Hift. de fAcad. 1732. pag. 70. Digitized by Google
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    142 DES CONTRE-DIAMETRES Tl. viii. nom qu'il donne à un Axe des abfcifles tel que les ab£ c*.vi. ciflës oppofées égales ont des ordonnées oppofées égales. Il coupe donc la Courbe en deux parties égales & lêmblables , comme le Diamètre , mais avec cette différence , que les parties lêmblables font oppofées : celle qui eft dans Panglc des coordonnées pofitives étant égale & femblable à celle qui fc trouve dans l'angle des coordonnées négatives , &c fi bien que , quand un Axe eft en même tems Diamètre & Contre - Diamètre , la Courbe le trouve Eartagée par (es Axes en quatre parties égales & femblales ; à fuppofèr , comme on le fait ici , que les ordonnées font perpendiculaires aux abfciffes. Telle eft la Courbe qu'on a examinée au §. 1 6. L'équation d'une Courbe , dont la Ligne des ablcidès eft un Contre - Diamètre , doit être telle que, changeant + x en — x , & 4> y en — y , elle refte précifément la même. Car alors les — x égales aux + * auront des — y égales aux Cela a lieu toutes les fois que , dans l'équation mile fur le Triangle analytique [ §. j 5 J , il manque tous les Rangs pairs , à compter du plus haut Rang en defeendant. Ainfi l'éq : ( A} du quatrième Ordre , à 4* dyy + exy 41/** gnes )igitized by Google
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    DES LIGNES COURBES. 143 Ch. vi. gnes foicnt changez : Car fi +B=o, auflî — fl=o, PuvilL t-fh c'cft-à-dire, C=o. CB) (C) 74. Quand l'équation d'une Courbe indique un Contre - Diamètre , on peut changer , comme on voudra , la pofition des abfcifles & des ordonnées ; elle confèrvera fon Contre - diamètre , pourvû qu'on cornerve la même Origine. Car cette tran (pofition des abfcifles & des ordonnées fe fait [§.as] en fubftituant ;z + wàx,&flï ►f« / u à y. Or puifqu'ici les z & les u font du même dégré que les x & les y , il eft clair oue z & » dans l'équation transformée feront au même dégré que x & y dans les termes correlpondants de la propofée : de (brte que les termes . qui naiilènt de la fublutution faite en un Rang quelconque de l'équation propofée , reftent dans le même Rang de la transformée. Donc , puifque , la Courbe ayant un Contre - Diamètre , les Rangs pairs manquent dans la propofée [ §. préc. ] , ils manqueront auflî dans la transformée. Ainfi la Ligne des z eft un Contre- Diamètre , auifi bien que la Ligne des x. Cela n'eft pas moins évident par cette Démonftration. Soit PAp le Contre- Diamètre d'une Courbe M A m , A F*,fi7? l'Origine , d'où prenant les ablcifles AP, Ap oppofées & égales , on aura les ordonnées P M , p m auifi oppofées & égales. Donc les triangles APM , Apm font égaux & lêmblables. Donc A M eft égale & oppofée à A m. Maintenant , fi Ton change l'Axe des abfcifles & qu'on lui donne une pofition quelconque QAq, pourvû qu'il paflê par la même uigi ized by Google
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    14* DES CENTRES PL.VIH. même Origine A , & qu'on mène aulfi comme on vou- Ch. yi. dra les ordonnées MC£, mq; puifqu'elles font parallèles , $74* les triangles AMQ^ Amq font femblables & égaux , à caulê de AM égale à A m. Donc les ablcifles oppofées & égales A Q2 A q , ont des ordonnées QM , q m oppofe'es & égales. Donc QAq eft aufïi un Contre - Diamètre. 75. On voit par- là que le Contre Diamètre , dans les Courbes qui en font fulceptibles , dépend du choix de POrigine. Elle doit être placée de manière qu'elle divifè en deux parties égales toutes les droites MAm , qui , menées par ce point A , le terminent de part & d'autre à la Courbe. De forte que de toutes parts de l'Origine les parties dirc&ement oppofées de la Courbe font une fimétric parfaite. Le Point qui a cette fituation s apelle le Centre de la Courbe *. 76. Pour reconnoître par l'équation d'une Courbe , fi elle peut avoir un Centre , & pour déterminer le raport de l'es coefficients qui l'en rend fùfceptible , auflî bien que la pofition de ce Centre ; on tranfportera l'Origine en un point quelconque, écrivant [§.25 ou 29] m + 7, pour x, & 4« « pour y dans l'équation de cette Courbe. Puis ôTt fuppolèra que les rangs pairs , à compter dès le plus haut , s'évanouïlTent , & les équations que donne cette fuppofition (ont celles qui déterminent le raport des coefficients propre à donner un Centre à la Courbe , & qui fixent la pofition de ce Centre. Exemple L L'équation générale des Lignes du fécond Ordre eft <• •frby + + % + «7 + /** — °- Pa„r la fubftitution de m^i à x , & de * y , elle le change en duu * NEWTON , Enumer. iin:tert. Ord. §. III. Mr. de Gua Ufsge de ÏAneiï, &c. pag. I. Digitized by Google
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    DES LIGNES COURBES. i45 C«. VI. duu + ezu -hfzz n Pl.V1IL + (s + bn+cm »f dnnJfcnm -f /«w) !) On fera difparoître le fécond Rang , en égalant * 4< em>{* 2dn & c >{\* b + yjjbb — tad) _ h- y/(bh—Aad ) = °> = o. Elle n'exprime donc que deux Droites parallèles Jntrod, à P/inalyfe des Lignes Courbes. T [§-4°]» Digitized by Google
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    i*6 DES CENTRES Puym. [§.40], qui ont une infinité de Centres , aflâvoir tous Ch.vI les points de la Droite , qui leur eft parallèle & autant * 7* éloignée de Tune que de Pautre. Au relte , tout Contre- Diamètre d'une Ligne du fécond Ordre en eiî aulïi un Diamètre ablolu. Car l'équation , qui exprime la nature d'une Ligne du fécond Ordre relativement à l'Origine placée au Centre , aura cette forme Ayy+ Bxy -h Cxx 4* D=zo , puifque le fécond Rang y doit manquer. Et Ton peut toujours faire difparoître le terme Bxy fans changer l'Origine ni l'Axe des abfciflTes , mais en donnant feulement aux ordonnées une pofîtîon convenable, c'ert -à-dire , en ftifent 7 = flCb & x = z — 35], ce qui transformera l'éq : Ay y-\-Bxy + Cxx-\-D = 0, en (4ACC — BBC)uM*t*Cz,z+D = o9 où il n'y a aucune puilTance impaire de u. Ce qui fait voir que la Ligne des z eft un Diamètre abfolu , aufïî bien qu'un Contre - Diamètre. Exemple 1. LYquation générale des Lignes du troifiéme Ordre , * 4- 4» 4* dyy 4- exy -j-fxx 4* g y* 4- bxyy 4-1 'x'y 4* Ac* = o , par la lubrtitution de m 4«z à x, & de » + « à ^ , fè change en o = Si la Courbe a un Centre, le fécond & quatrième Rang doivent difparoître. L'évanouïflèment du fécond donne ces trois équations 4- hm + d = o , zhn 4- zim *\*e = o Digitized by Google
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    DES LIGNES COURBES. 147 Ch. VI + o. La comparaifon de la ic. & de la Pl-VIII 2e. donnent m — d,~~ & n=Jh~ld* Et ces valeurs fubftituécs dans la 2e. , la changent en ebi — tdii — rfbb 4- 6db/ 41 6fei — 9 Bxl 4- Cx 4- D= o reprélentc la plus grande partie des Courbes du troifiéme Ordre. En la comparant avec Péq : générale , on aura a =D, b=E, c—C, 
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    (148) CHAPITRE VII. Détermination des plus grands termes d'une équation. Principes de la Méthode des Séries ou Suites infinies. 77. T L n'y a rien de plus remarquable dans les CourJ. Les , que les Branches infinies , & les Points finguliers : C'eft le nom qu'on donne aux Points d'une Courbe qui ont quelque choie qui les diftingue des autres. C'eft par le nombre , Pcfpéce & la pofition des Branches infinies , que les Courbes (è divilènt en Genres & Efpèces : & c'eft la nature , le nombre & la pofition des Points finguliers , qui cara&e'rifènt les diverfes Courbes d'uoe même fcfpèce. Voici le Principe qui nous guidera dans ces Recherches. Si dans une équation indéterminée , on fuppofe une des variables x ou y infinie ou infiniment petite, cette fuppofition rend certains termes de l'équation infiniment plus grands que les autres. On peut donc retrancher ceuxci làns (crupule , parce qu'ils ne (ont rien en comparaifon des plus grands , qui forment feuls toute l'équation. Par ce retranchement elle devient plus fimple & plus traitable. Il ne s'agit que d'avoir une Régie pour dilcerner dans une équation propofée , quels font les termes que la fuppofition d'x ou d'y infiniment grande ou infiniment petite 9 rend infiniment plus grands que tous les autres. 78. Il est bien clair que quand une variable devient infinie , toutes fes puiflances & toutes fes racines font auflï infinies.
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    DES PLUS GRANDS TERMES D'UNE E'QUATION 149 infinies."* Mais ces infinis conftituent divers Ordres, félon Cn.vrr. les d&rés de leurs expofants. Quand x eft infinie , Ton *' 78* quarre x x , qui eft le produit de l'infini multiplié par l'infini , ou Pinfini répété infiniment fouvent, fbn quarre', disje , eft infiniment infini , ou l'infini du fécond Ordre. Le cube xxx , qui eft le quarré xx multiplié par l'infini x, eft l'infini du troifiéme Ordre , & ainfi de fuite. Ces Ordres de l'infini font les Ordres potentiels. Il faut aufli reconnoître les Ordres radicaux. Quoique x 1 ' 2 , ou \/x foit infinie , aucun fini ne pouvant l'égaler , elle eft pourtant infiniment moindre que x , puisqu'elle eft moyenne proportionellc entre x & l'unité, entre l'infini & le fini. Et xi: * , ou y/x > aufli infinie, eft infiniment moindre que x1 : 2 . En général , toute puiflance , parfaite ou imparfaite , de l'infini [x] eft infiniment plus grande que toute autre puiflance du même infini , dont l'expolànt eft inférieur au fien. xm>^*n eft infiniment plus grande que xm , parce que xw + *eft xm multipliée par xn . Or x" eft infinie. Donc xm+n eft xm prife une infinité de fois. Mais les puiflances d'un expofant négatif, dont la racine eft infinie, font des infiniment petits. Par ex.*""1 , qui eft — , eft infiniment petite. Car le quotient d'une Divifion diminuant dans la même proportion que le divlfeur augmente, le fini [1 ] divifé par l'infini [x] aura un quotient [ — ] infiniment petit. Et x 2 , ou - , eft encore infiniment plus petite , puilque c'eft l'infiniment peT j tit * Fontenelle , Geom. de'Ylnfini. Part. I. Sed. 2. Digitized by Google
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    ijo DES PLUS GRANDS TERMES tri t*t L~] d*v*fê Par ÏÏv&m ou l'infinitiéme partie de Tinfinimcnt petit. Par la même raifon x * eft d'un Ordre encore plus bas , & ainfi de fuite. Mais x !* 2 , 0u , quoiqu'infiniment petite , puifque s/x eft infiniment grande , x a dis-je, eft infiniment moins petite que x : car x [ou — ] eft la moyenne proportionne entre i & x 1 [ou -j-]. 7p. Q.u and on (lippofe une variable infiniment petite , toutes fes puiflànccs & toutes lès racines d'un expofant pofitif font auflî infiniment petites ; mais avec la même gradation & la même diftinclion d'Ordre que dans l'infini , en forte que de deux puiftànces d'une même racine infiniment petite , celle qui a le plus grand expofànt eft infiniment plus petite que l'autre. Si x eft infiniment petite , xx eft encore infiniment plus petite , ou Pinfinimcnt petit du lècond Ordre, xxx celui du troifiéme Ordre, &c. Car i , x , xx, xxx, érc. font des quantités proportionelles ; de forte que i e'tant infiniment plus grand que x, x eft infiniment plus grande que xx, & xx que xxx , & en général x eft infiniment plus grande que xm+n. A ces Ordres potentiels des infiniment petits , il fàut joindre les Ordres radicaux. Puifque x1 1 2 eft moyenne proportionelle entre le fini [ i ] & Pinfinimcnt petk f x ] , elle eft infiniment petite , quoiqu'elle le foit infiniment moins Digitized by Google
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    D'UNE EQUATION. iji moins que x. Et x1^ , autre infiniment petit , l'eft infi- CJ.' niment moins que xx:2. Car [=x2:6] eft à x1:2 [ = *?;6] comme le fini Ti] à l'infiniment petit Mais la racine x étant infiniment petite , les puifîànces ou racines d'un expofànt négatif font infinies. Ainfi x 1 [ou — ] eft l'infini du premier Ordre , parce que le fini [ i ] contient l'infiniment petit [x] une infinité de fois. Et * [ou - ] , étant l'infini [ — ] multiplie' par OC OC oc hû-même , eft l'infini de l'infini , ou l'infini du fécond Or- 1*2 I I dre , &c. Mais x [ ou . s -r— 1 eft un infini radical, &c. 8o. Cette fubordination des infinis & des infiniment petits étant bien établie » il fèmble d'abord que rien ne foit plus aifé que de reconnoitre dans une équation les termes que la luppofition d'x ou d'y infinie ou infiniment petite rend infiniment plus grands que les autres. Si on fuppolë x infiniment grande , il fèmble qu'on n'ait qu'à choifir les ternies où x a le plus grand expofant : au contraire , fi on fuppofc x infiniment petite , on croirait n'avoir qu'à prendre les termes où Ion expofànt eft le plus petit. Mais ce (croit conclure avec précipitation. Car l'équation , ou la Courbe qu'elle repréfènte , peut être telle qu'à x infinie réponde y infinie , ou finie , ou infiniment petite. Il faudra donc , du moins par raport aux termes où entrent x & y , avoir égard aux expolànts de ces deux variables. Si, par ex. , le terme x*y eft celui où x a le plus grand expofant, Digitized by Google
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    tj2 DES PLUS GRANDS T ERMES Cm. vil. pofant , on ne doit pas (è preiïèr de conclure que ce ters' 8o- me eft infiniment plus grand que x y* autre terme de l'équation. Car fi x & y lbnt deux grandeurs infinies d'un même Ordre , x'y n'eft que du quatrième Ordre de l'infini , au lieu que xy+ eft du cinquième Ordre. Ceft donc plutôt xy* qui furpaflè infiniment x'y. On ne doit pas non plus juger qu'un terme (bit d'un Ordre fupérieur à un autre , parce que les expofants de x & dcjy pris enfèmble font une fomme plus grande dans l'un que dans l'autre. Par ce principe on concluroit que xy4 eft infiniment plus grand que x'y , & cela (croît vrai, fi x & y étoient deux infinis du même Ordre. Mais fi x étant infinie , y eft ou infiniment petite , ou finie , ou feulement d'un Ordre plus petit que x2'* , x'y l'emporte infiniment fur xy\ Quel moyen y aura -t- il donc pour difçerner les plus grands termes d'une Equation , puifqu'il femble qu'on ne lés peut reconnoître (ans favoir de quel Ordre eft y par raport à x , & qu'on ne peut découvrir ce raport de y à x (ans avoir féparé des autres les plus grands termes de l'équation? Quel fil nous conduira dans ce Labyrinthe ? Si. D'abord il eft évident qu'on ne (àuroit fuppofer qu'un (eu) terme de l'équation (bit infiniment plus grand que tous les autres. Car tous les autres termes s'évanouïroient en comparaifon de celui - là & pourroient être retranches. Alors ce terme ieul feroit égal à zéro , & le plus grand terme de l'équation ne lèroit rien : ce qui eft ablurde. Les plus grands termes font donc au moins au nombre de deux. Mais rien n'empêche qu'on ne prenne deux termes quelconques , & qu'on ne les fuppofc les plus grands de l'équation ; à moins que les conféquences de cette fuppofition ne détruifent la fuppofition même. Qu'on Digitized by Google
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    &ÎTNE EQUATION. i$% Qu'on propolè , par ex. l'éq : xxy sy% — 4lx= o , Ch vil & qu'on (uppolè d'abord x infinie. On commencera par * 8r* comparer x^ & a yx , en fûppolànt que ces termes font toute l'équation , & qu'e'tant infiniment plus grands que — *xx , ce terme peut être impune'ment retranché. On aura donc xxy + = o , ou xxy = — ayl , & d.vifant x* par — é,yt y= . Donc x étant infinie, y eft un infini du fécond Ordre. Donc les termes xxy & *yx font des infinis du quatrième Ordre, en comparaifon delqucls sxx , qui n'eft qu'un infini du premier Ordre , s'évanouît. U n'y a. donc rien d'abfurde à luppofer que xly & ay1 font les plus grands termes de l'équation. On peut enfuite comparer xxy & — a*x , & fuppofèr toute l'équation réduite à xxy — sxx — o , ce qui , tranCpolànt & divifànt par x1 , donne y= — . Donc * étant infinie , y eft infiniment petite , & dans cette fuppofition , le terme ay1 eft un infiniment petit du fécond Ordre , qui s'évanouît auprès des termes infinis xxy & alx. On a donc pû faire fans abfurdité cette fuppofition. Il refte à comparer les termes ay1 & — axx. S'ils font infiniment plus grands que xly , toute l'équation fe réduit à ayx — axx = o , qui donne yz= m1' 2x i:a. Mais cette valeur de y , fubftituée dans xxy , le change en s t: 2 x *;2 . Ce terme x1/, ou a11 1 x*;a , qu'on fuppofoit infiniment plus petit que les deux autres ayx [=4!x], & — a*x , eft donc infiniment plus grand , puifbue fon expofant [5:2] furpaflè le leur [ 1 J Ainfi la fuppofition (è détruit elle-même & ne peut fubfifter. Suppofons maintenant x infiniment petite. Et fi l'on compare d'abord les termes ayx & — *xx en les fuppobitrod. À PAnalyfe des Lignes Courbes. V font Digitized by Google
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    iy4 DES PLUS GRANDS TERMES Ch. vil {ànt infiniment plus grands que x*y , cette fuppofition ne M«« mène à aucune abfurdité. Elle réduit l'éq : à af — Sx « o , qui donne yz=ai:z xl: 2 . Et cette valeur fubftituée dans xzy , le transforme en a1 ' 2 x 5* 2 , où l'expofant d*x [ 5 : 2 ] eft plus grand que dans les deux autres termes */ [=4^] & — mxx. Or * étant infiniment petite , les puilTances d'un plus haut cxpolànt font infiniment plus petites que celles d'un expofant inférieur [ §. 79 ] . Donc xly eft infiniment plus petit que ay1 & que — axx\ ce qui eit conforme à la iuppofition. Mais, fi on fuppofoit que le terme — axx oit infiniment plus petit que les deux autres , on réduiroit l'équation à xry * ay* =0 , ce qui donne y = — . Ainfi X* X4 r> xxy & ayx fe transforment en — — & + — • Ce font donc des infiniment petits du quatrième Ordre , qui difparoiiîênt auprès de — axx , infiniment petit du premier Ordre. La fuppofition le contredit donc à elle-même. j'en dis autant de la fuppofition , qui établiroit xxy & — alx pour les plus grands termes de l'équation. Il en refaite > = ^ , c'eft-à-dire , y infinie, quand * eft infiniment petite. Donc le terme a/ , qu'on fuppofoit le plus petit , eft réellement infiniment plus grand que les autres : ce qui de'truit-la fuppoitrion. Par tout ce détail il paroît , qu'à fuppolèr x infinie , l'équation propofee xxy>±ayx — alx = o fe re'duit à ces deux-ci , x''y + ay1 =0 , ou xx >f< ay = o , & xxy—alx = 0, ou xy m=sO : & qu'à fuppofcr x infiniment petite, elle le réduit à celle-ci feulement, af — axx=o% ou y1 — ax.= o. • 82. Mais Digitized by Google
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    D'UNE EQUATION. iS$ 82. Mais ce qui a éié facile dans un Exemple, où Ch. vu. Péquation propofée n'avoit que trois termes , deviendroit s' fort pe'uiblc , fi l'on avoit eu une équation plus complexe, où le nombre des termes engageroit à beaucoup de comparaifons, la plupart infru&ueulès. Dans ces Cas -là, il eft fort commode de fè fèrvir du Triangle analytique , & de placer chaque terme de l'équation dans la Cale qui lui eft aflignée. En concevant ce Triangle couché fur la bande fans x , lorfqu'on fuppofè x infinie ou infiniment petite [ on le coucheroit fur la bande fans y fi la fuppofition ctoit de y infinie ou infiniment petite ] il eft clair que de de tous les termes qui le trouvent dans une même bande perpendiculaire , on ne peut regarder comme un des plus grands termes de l'équation que celui qui occupe la plus haute place de cette bande , en fuppofànt x infinie , ou celui qui y eft placé le plus bas , en prenant x pour infiniment petite. Car dans tous les termes d'une même colomne , y ayant le même expofant , leur fubordination dépend uniquement des expofànts d'x. Donc , x étant infinie , le plus grand terme de la colomne eft celui où x a le plus grand expofant , c'eft-à-dire , celui qui eft placé le plus haut ; & x étant infiniment petite , le plus grand terme de la colomne eft celui où x a le plus petit expofant, celui qui eft placé le plus bas [§§. 78. 79]. V 2 Digitized by Google
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    if* DES PLUS GRANDS TERMES f. u. ** *> X7 xy *'y x' xy X* • • «y xy xy x*y x4 » • xy *y xy xyy X» «y xy x>» xy Si rx\ xy' x/ XJf* xy XJf' 1 / / / y 1 y1 7 I 8$. Cette confichération fert déjà beaucoup à diminuer les nombre des comparaisons qu'il fàudroit faire pour difeerner les plus grands termes d'une équation [ §. 8 1 ]. Mais pour éviter toutes les comparaifons inutiles , il faut y joindre cette obfervation. C'eft que fi on compare deux termes quelconques, en les fuppolànt d'un même Ordre , & qu'on mène une ligne droite par les centres des Cafés où logent ces deux termes , tous les termes qui font dans les Cales dont les centres fe trouvent fur cette même Droite , feront aufli du même Ordre que les termes compares. Et que toutes les Cafés , dont les centres font au-deflus de cette ligne pVoite renferment des termes d'un Ordre fupérieur ; comme , au contraire , les Cafés dont les centres font au-deflfous de la ligne droite , contiennent des termes d'un Ordre inférieur. Ainfi, quand on veut comparer les termes x1 & *V > en Digitized by Google
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    D'UNE EQUATION. ij7 en les fuppofànt d'un même Ordre; ils (èront encore d'un C«.vn. même Ordre , après divifë l'un & l'autre par une même * 8*! xx x'y* grandeur x*. Donc [-7 = ] i & [ ■ v-la] *?* font d'un même Ordre. L'unité étant une grandeur finie, xy1 eft aufli une grandeur finie. Qu'on la nomme K\ On aura donc x/ = jR' , ou f = ~ , & y= ~ = Rx~k . Si on mène une Droite , ou qu'on applique une Régie aux centres des Cafés x1 & *'/ , on verra qu'elle patte aufli par le centre de la Cafc x4/*, & , en prolongeant le Triangle, pa»les centres des Cafés x'y* , &c. Subilituant Rx dans ces termes , au lieu de y fà valeur — , ils feront changez en R*xl , R6xz , Rlx* , &e , qui font tous de l'Ordre **. Mais toute Cafe , comme x4y' , dont le centre eft au-defliis de la Règle , contient un terme d'un Or1 » 2 dre lupérieur. Car , mettant pour y fa valeur Rx * 9 xy eft transformé en fl*x4~~*: 2 — J*V; 2 dont I'expo(ànt furpafTè celui de x\ Toute Cafe , au contraire , comme xiyi , dont le centre eft au-deflbus de la Régie, loge un terme d'un Ordre inférieur à x2. Car Rx l!i fubftitue' pour y dans x*y* , le change en R} x3 *: 1 r=J?*x*'2 qui eft d'un Ordre inférieur à x3. De même , la Règle qui paflè par les centres des Cafés y* & xy' , paflè auffi par le centre de la Cafe xxyx. Qu'on iiippofe d'un même Ordre deux quelconques de ces termes , comme xy' & xxyx. Ils feront donc du même Ordre en les divifant par la même grandeur xxyx. Donc v j xy Digitized by Google
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    ry8 DES PLUS GRA ND S TERMES C$\ ïu i= » ] étant une grandeur finie , -^r, ou feça * ' x~y~ x y x auill une grandeur finie , qu'on peut nommer Rl , & on aura y = R x , ou y = Rx '5 . Cette valeur (ubftituée dans les termes y , , x'/ , qui font fur la Régie , les change en R x , Jî * J '^slTx 5,/îxT 5 ==fî2x8'?, & fait voir qu'ils font tous, du même Ordre x . Mais , fi on prend une Café dont le centre (bit âu-deflus de la Régie , comme xly* ; on verra , en écrivant .Rx " 3 pour y , que le terme qui la remplît eft [^x'^'^fi'x1^ ] d'un Ordre fupérieur à x%:* . Qu'on prenne, au contraire, une Cafe dont le centre eft au-deflbus de la Régie , comme xy* ; & la lubftitution de R x *5 à y , change le terme qui remplit cette Cafe en tf4*1*4-'*»*4*7'* , qui eft d'un Ordre inférieur . 8:$ a x 84. 1 l fâut , avant qu'aller plus loin , démontrer cette propriété du Triangle analytique. Elle eft fondée fur ce que les Cafés qui ont leurs centres en Ligne droite font remplies de termes où les expofànts de x & de y font des progrcffîons arithmétiques. Cela eft évident, quand cette Droite , ou cette Régie , eft couchée fur une bande horizontale , ou fur une verticale. Pour rendre Texprelfion plus courte, nous apellerons celles-là des Lignes & cellesci des Colomnes. Quand la Régie eft horiiontale , les termes par lelquels elle paflè ont tous le même expofànt de x, & ceux d'y font les nombres naturels 1 , 2 , 3 , 4, &c Quand Digitized by Google
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    D'UNE EQUATION. ' iy9 Quand la Régie eft verticale , les expofants à" y font tous Ch. vu. les mêmes, & ceux de x font la progreflîon 1,2,5,4, * &c. Enfijite lorlque la Régie eft inclinée aux bandes ; fi on fuppofè que , partant du centre d'une Café , elle ne rencontre le centre d'une autre Cafc qu'après avoir traverfé k lignes & / colomnes ; il cil clair , puifque les Cafés font rangées uniformément , qu'il lui faudra encore traverfèr k lignes & / colomnes pour atteindre le centre d'une troifiéme Café, & encore autant pour parvenir à une quatrième, & ainfi de fuite. Donc , comme Texpoo lânt de x augmente d'une unité en montant d'une ligne, & que Peapofant de y augmente aufli d'une unité en traverfant une colomnc de droite à gauche ; fi le terme qui eft dans la première Cafe eft x* y" , celui de la féconde fera m+k »+/ . . , . .~ . m+2k m+il 9 . x y , celui de la trorfieme x y ' & ainfi de fuite : où les expofants de * font la progr. arithm : m , m + k, m^ik &c. & ceux de y la progreffion Réciproquement , fi l'on choifit des termes , comme m n m+k »-+-/ m^ik «4*2/ , . . x y > * y 9 * y ( 0% OU« expofants , tant de x que de y , foient en progreflîon arithmétique dont les différences (bient k & / .- tous ces termes iè trouvent dans des Caiès , dont les centres font (ùr une même ligne droite qui traverfè en même tems k lignes & / colomnes : ce qui détermine l'inclinailbn de cette Droite aux bandes du Triangle. 85. Car l'inclinailbn de la Régie aux bandes du Triangle, & le raport de k à / dépendent entièrement fun de l'autre , puifque k & / font le nombre des lignes & k nombre des colomnes que traverfe en même tems la Régie. Si k furpalTe / , ta Régie eft plus inclinée aux colomnes qu'aux
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    ï6o- DES PHTS GRANDS TERMES Ch vu. qu'aux lignes , & coupe une plus grande portion de la 8î* première bande verticale que de la première bande horizontale , à compter ces portions dès la Pointe. C'eft le contraire fi / furpafle k . En général , puifque la Règle traverfe k lignes en traverfànt / colomnes , elle travedera de colomne en colomne un nombre de lignes exprimé k k par y-, (bit que j- défigne un nombre entier ou un nombre rompu. Si la Règle traverfe deux colomnes en traverlànt une feule ligne , elle ne traverlèra qu'une demi ligne en traverlànt une lèule colomne. • 86. Donc, fi on tire fur la furfàce du Triangle analytique deux Droites parallèles , & par conféouent autant inclinées Tune que Pautrc aux lignes & aux colomnes ; les Cales , dont ces Droites traverfent le centre , contiennent des termes où les expolànts de x, & auflî ceux de y , font des progreffions arithmétiques, qui ont dans Tune & l'autre Droite la même différence. Ceux de la première _ . . m n m+k n+l m+2k "-+-2/ Droite étant , par ex. , x y , x / , x y &c. ceux de la féconde peuvent être Réciproquement , fi l'on choifit deux fuites de termes , x y , x y , x y &f.U xr f , x^+k/+/, x^2k y^2 , &c. où les expolànts de x , & au/fi ceux de y , fàlTcnt des progrelftons arithmétiques qui dans Tune & dans l'autre faite ayent les mêmes différences ; ces deux fuites de termes fe trouveront fur deux Droites parallèles. 87. Telle Digitized by Google
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    L'UNE EQUATION. 161 87. Telle étant la difpofition des termes fur le Ch.vii. Triangle analytique, fi on compare enfcmble deux ter- i,%7mes quelconques , en les fuppofânt d'un même Ordre d'infini, Se qu'on applique une Régie fur les centres des Cales où logent ces deux termes : je dis que tous les termes , qui font dans des Calés par les centres delquelles paflTe cette Régie , font aufîi du même Ordre. Car leurs expofants font en progrcfïion arithmétique [§. 84]. On peut donc reprélènter ces termes par la fuite xm yn , m+k „+/ m+2k n+2l m+i* nJril m+tk n++l x y >* y ix y > * / > *****5 ,dv. Prenons -en deux termes quelconques, comme x y & x J jr , « fuppofons-lcs d'un même Ordre. Ils refteront d'un même Ordre , après avoir été divifés par une même grandeur f fc r / *» + 2* Jl + ll y ■ Donc [ m+2k irçT/=] 1 • & X jr l'unité étant eflèntiellement une grandeur finie , x** y^ , & (à racine cubique x* y , & toutes fes racines & fes puitfànces font finies. Ainfi tous les termes qui font fur la Keg/e , x y , x j , x y > &c. nétant que x y multiplié fucceflivement par les grandeurs finies i , x ^ x2*jr2/, **kj**s Éfr. font tous du même Ordre. Par la même raifon, tous les termes y* %J***yl+l% lntrod. à CAnalyfi des Lignes Courbes. X x Digitized by Google
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    \6i DES PLUS GRANDS TERMES xf*m2kyf+2*, &f. qui font fur une Droite parallèle à la Régie, font tous du même Ordre que x^j^. Et réciproquement tous les termes qui font d'un même Ordre font logés dans des Cafés dont les centres fë trouvent fur la Régie ; ou fur une Droite parallèle à la Régie.. k / 88. Puifque x y eft une grandeur finie > fi on la nomme R , on aura jNssft* x , ce qui détermine le raport des Ordres d' x & d'y , en faifànt voir qu'y eft du même Ordre que la puiflànce d'x qui a pour expofant négatif le nombre [ j ] de lignes que traverfe la Régie, tandis qu'elle traverfe une tèule colomne [§.85]. En fubftituant R ' x ' à y, dans le terme ou dans le terme f , on le transforme en « R1 xr » : ce qui marque que les termes x y , xm^k y1*^1 &c. qui font fur la Régie , font de l'Ordre /»-»*:/, & que les termes y* , x P*kyf+J frtt qu; font fur unc parallèle à la Régie , lbnt de l'Ordre p — qk:l. 89. On trouvera auflfi les expolànts de ces Ordres , en examinant quel eft le point auquel la Régie , ou là parallèle , coupe la première bande verticale. Si c'eft le centre de quelque Cale de celte bande , la puiifance de x qui eft dans cette Cafc , montre pai fon expo fant quel eft l'Ordre des termes placés fur la Régie , ou fur fa parallèle , Buifque tous ces termes font du même Ordre [ \. préc]. Mais Digitized by Google
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    DyUNE EQUATION. 163 Mais fi la Règle, ou fâ parallèle, pafïè entre les centres de Ch.Vii. deux Cafés , le point où elle pafle dcfignc encore l'Ordre de Tes termes , dont alors Pexpofant elt un nombre rompu. Il faut concevoir cette bande verticale , & en général chaque colomne , comme une Droite diviféc en parties égales par les centres des Cafés , imaginer que les termes x% , xl , x1 , drc. dont les expofânts lont des nombres entiers , font placés fur les points de divifion , & feindre que les termes , comme x , x ' 3 , x 3 , &c. dont les expolants font des nombres rompus ou mixtes , font placés (ùr les points qui divilent les intervalles des centres , dans la même raifon que l'unité elt divilée par la fraction qui fait , ou concourt à faire l'expofant de x. Ainfi, on concevra x * précHe'ment au milieu entre x° ou 1 , & x1 ; & x* f' * (èra placé fur le premier point de la fubdivifion qui partageroit en trois parties égales l'intervalle entre xt & x1 , &e. Cela bien conçu , fi la Régie , ou fa parallèle , paflbit , par ex. entre les centres de x* & de x' , mais trois fois plus près du dernier que du premier , c'eft-à-dire , par le point où l'on doit concevoir x2"*"* ' 4 , on concluroit que tous les termes placés fur cette Droite , font de l'Ordre 2% . L'expolànt d'un Ordre peut être négatif , lorfque la Régie , ou (à parallèle , ne coupe point la première bande verticale , mais bien fon prolongement au-deflbus de la première bande horizontale. Cela arrive quand m
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    1^4 DES PLUS GRANDS TERMES C«.vn. égales à celles qui font au-dertus , & Ton attache aux §• j points de divifion les termes dexpofants négatifs, x , x 2 , x ' , 90. Donc , puifque de deux Droites parallèles celle qui ert fupérieure coupe la prémiére colomne en un point fupérieur ; tous les termes qui font fur la Droite fupérieure font d'un Ordre fupérieur aux termes qui font fur la Droite inférieure. Ainfi la Règle partant par les termes m n m*\*k n+l m-{-2k n-\~2l , . - , x y , x y 9 x 1 y , &c. qui font tous de l'Ordre m — »*:/; un autre terme quelconque eft d'un Ordre fupérieur ou inférieur félon qu'il eft loge' dans une Cafe dont le centre eft au-defTus ou au-dertbus de la Règle. 91. C'est-la' le Principe qui détermine les comparaifons qu'on peut faire pour chercher les plus grands termes d'une équation [§. Ho, 8$ ]. En fuppofànt x infinie , on voit qu'il fèroit inutile de regarder deux termes comme étant du même Ordre & les plus grands de l'équation , fi la Régie , appliquée aux centres de leurs Cafés , laide au-defTus d'elle quelque autre terme. Car ce terme [ §. préc. ] feroit d'un Ordre fupérieur à ceux par lefquels parte la Régie. Il fèroit donc infiniment plus grand que ceux qu'on voudroit fuppofèr les plus grands [ §. 78 ] ; ce qui fèroit abfurde. Et en fuppofànt x infiniment petite, la comparaifbn de deux termes fera inutile , fi la Règle , appliquée aux centres de leurs Cafés , laifTc au-dertbus d'elle quelque terme de l'équation. Car quand on voudra fuppofèr que ces deux termes font du même Ordre & les plus grands de l'équation , il fc trouvera [ §. prèc. ] que les termes qui font Digitized by Google
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    D'UNE EQUATION, itfy font dans une Cafe inférieure feront d'un Ordre inférieur , Ch. vil & par conféquent infiniment plus grands [§.79] que ceux ** 9U qu'on a fuppofé les plus grands : ce qui eft contradictoire. 92. De - là on déduit naturellement la Régie fuivante pour difcerner dans une équation indéterminée les termes qui deviennent infiniment plus grands que tous les autres , par la fuppofition d'x ou d> infinie ou infiniment petite * . Ayant tracé le Triangle analytique ; on placera chaque terme de l'équation dans la Cafe qui lui ctt propre. Ou , ce qui dans la pratique eft plus commode , on formera le Triangle avec des points difpofe's en quinconce, & on changera en une étoile , ou en une petke croix , chaque point qui tient la place d'un des termes de l'équation. On peut auiîî avoir un Triangle de bois ou d'ivoire, percé de petits trous rangés à égales diftances & parallèlement aux côte's du Triangle , & on remplira avec de petites chevilles les trous qui repréfentent les Cafés où devroient être loges les termes de l'équation. Puis on couchera le Triangle , ou ? on (è le rcprélèntcra couché , fur la bande (ans se , fi c'eft x qu'on fuppofe infinie ou infiniment petite : mais on le couchera fur la bande làns .y, fi c'eft y qu'on veut (uppoler infinie ou infiniment petite. Après cela , fi la variable eft fuppofée infinie , on verra quelles font les Cales pleines par le centre defquelles peut paflêr une Règle fans laitier au-delTus d'elle aucune autre Cale pleine. Les termes qui occupent ces Cafcs X 3 font * Newton , Méthode des Fluxions. %. 29 & fuiv. EpiJioU *d Or mmeurgvm pofierior. Ta Y L o R , Methodus Incrément. Part. ï. Prop. 9. St'rt.ikg , Line* jf. ordinis Ûe. pag. 12. s'Gravesande, Elément* Mttbef. univerf. pag. 233. & feq. Digitized by Google
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    \66 DES PLUS GRANDS [TERMES CCU Ch. vit font ,lll0x qui » "ans cette fuppofuion , font fèuls toute $ Péqu n. Lt la Droite qui , menée le long de la Règle , détermine ainfi ces plus grands termes, s'apellera Une Détet-Mtnatrice fupérieure. Il s'en peut trouver plulîeurs pour une meme équation. Mais fi l'on fuppofe x ou y infiniment petite , on cherchera , avec la Régie , quelles font les Cales pleines par le centre delquelles peut palîér une Droite, (ans laiiTer audeilbus d'elle aucune Cale pleine. Cette Droite , ou ces Droites , car il peut y en avoir plus d'une , le nommeront des Vètcrmtnatriccs infériertres , parce qu'elles déterminent les plus grands termes de l'équation : ce font ceux qui occupent les Calés par les centres defquelles elles partent. V Exemple I , fera celui de l'équation propofée ci-deflus [§. 81 ] xxy*k*yx — ax=o. Ayant décrit le Triangle avec des points , & converti en e'toiles les points qui repréfentent les Cafés xly , y1 , & x , on verra , Qu'on Digitized by Google
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    D'UNE E'QCATION \&) Qu'on ne peut mener par les Cales pleines que trois Ch. vil. de'ierminatrices AB , B C, CA, defquclles , couchant i°. 5-»»« le Triangle fur la bande lâns x , deux font fupérieurcs AB, AC, & une inférieure BC: mais en le couchant 20. iùr la bande fans y , la de'terminatrice AB eft fupéricure , & AC & B C inférieures. La déterminatrice AB donne Péq: x1y*\*ayt = o , ou xx -f- «y = o. La déterminatrice AC donne x*y — alxz=o, ou .\-y — a/r=ro. Et la déterminatrice BCdonnc ay~ — a^x—o^nyy — ax—o. Donc par la fuppofition de x infinie , l'équation propoféc eft réduite à ces deux xx + ay = o , & xy — aa =0, que fourniflent les de'terniinatrices AB, AC, fupéricures quand le Triangle eft couche' fur la bande làns x. Et par la fuppofition de x infiniment petite , l'équation (è réduit à yy — ax = o , que donne la décerminatrice BC inférieure dans la même pofition du Triangle. Mais par la fuppofition âj infinie , l'équation eft réduite à xx + ay = o) donnée par la déterminatrice AB fupéricure dans le Triangle couché fur la bande fans y. Et la fuppofition d > infiniment petite re'duit l'équation à xy — aa=z o , & yy — ax = © , que fourniflent les déterminât rices AC, BC inférieures dans cette même pofition du Triangle: Exemple 2, On propofe l'éq: xxyy ^axy1 +l>x\y 4. ex* -f- ddxy eexx +f'y = o. -Après l'avoir milê lur le Triang : analyt r c'eft-à-dirc , après avoir forme le Triangle avec des points , & change en étoiles ceux qui répondent aux termes de l'équation , on verra que toutes les étoiles peuvent être renfermées dans le Pentagone ABCDE. 11 y a donc cinq déterminatrices , qui fourniflent les cinq «quations fuivantes. AB )igitized by Google
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    i58 DES PLUS GRANDS TERMES Cm. VIL $.9%. AB donne py+axyx= o, ou, divifanc par*y, xy+J~ =o. BCdonne axyi+x1y1=o} ou, divifant par xy\ x+a = o. CD donne =. o, ou, divifant par xx,yy+cx=zo. DE donne cx*+cexl= o, ou, divifant par ex1, x *f« f-=o. c P & EA donne 9«xx >^pyz=z o, ou, divifant par ce, xx+ J^y=o. Si on fuppolè x infinie , on couchera le Triangle fur la bande fans x , & on examinera quelles déterminatrices deviennent fupe'rieures. Ceft la feule CD. Donc cette fuppofition réduit l'équation propofee à la feule éq: yy + (x = o. Et fi on (ùppofe x infiniment petite , en laiflTant le Triangle dans la même fituation, on verra quelles déterminatrices font inférieures. Ce font AB & AE qui donnent P P les éq : xy + — = o , & xx + J- y = o. Ceft donc à ces deux équations que fe réduit la propofee par la fuppofition d'x infiniment petite. Si on veut fuppofer y infinie, il faut concevoir le Triangle couché fur la bande (àns y , & voir quelles déterminatrices deviennent alors fupe'rieures. Ce font AB, BC, CD. Digitized by Google
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    / D'UNE EQUATION. 169 „ , , P , Ck.VII. CD. Les éq: xy + =0, x**=o, Jff + «=sO, 5.,». qu'elles donnent , font celles auxquelles la fuppofition d*y infinie réduit la propofée. Mais en fuppofànt y infiniment petite , on prendra les de'terminatrices inférieures AE , ED , qui donnent les éq : g e e xx + ;-j( = o, & oc + — = o pour celles auxquelles lè e e c réduit la propofée par la fuppofition d'y infiniment petite. 93. Une déterminatrice peut paflèr par plus de deux Cafés , & alors Péquation qu'elle fournit a plus de deux termes. Mais cette équation peut le réfôudre par les Régies ordinaires de l'Algèbre en plufieurs équations fimples. Si la déterminatrice pafle par les Calés x"yn , %n^yi~^ \ ^m+ik mJ?il ^ ^ [ ^ g4 j çj|e donnera unc équation telle que ax y +bx y -\-cx y *{* jx**+1* y+l* ^ — o, dont les termes qui répondent à des Cafcs vuides , auront leurs coefficients a , k> c , ou &c. égaux à zéro. Tous les termes de cette équation étant divifibles par x" y" , elle fe peut réduire à a+Bx* y + 2^ 2/ . , li ?/ , - _ kl ex y +dx3 y3 C7**=o, ou, fuppolànt x y =z,a *+/z-r- rzz &c =o. Soient R,r,p, &c. les racines de cette équation. Elle peut donc fe decompofer en ces équations z — R = o, z — r — o , z — f> = o , c-cft-à-dire>,V-«-o)//_, = o>,V/ k l * p = o , &c. qu'on réduit à y =zRx , y =rx , Jntroà. à rAnalyfe des Lignes Courbes. Y y1 Digitized by Google
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    170 DES PLUS GRANDS TERMES ChV11, / i.9}< y —P* &** ou enfin à y = R ' x , y r x , y =p * Jt &e. : ce qui convient avec l'éq = x ' trouvée au §. 88; la valeur de la lettre R , qui avoit e'cé prife en général pour défigner un coefficient quelconque, étant ici déterminée à marquer les racines R, r , p , &c. de l'éq : a + bz +czz + é/zl &e 94- Ces coefficients R , r , p ,&c. des éq:>=/cI; , i.7 — *:/ i.V — /;/ . y=r * >y=P x , Crc peuvent être imaginaires. Ils le font tous, lorfque l'éq: a + kz *hczz&c = o n'a que des racines imaginaires : ce qui peut arriver toutes les fois qu'elle eft d'un dégré pair , quand le nombre complet de Tes termes eft impair , lorfque la déterminatrice paire par un nombre de Cafés impair , à compter depuis la première de celles qui font pleines jufqu'à la dernière. Mais quand ce nombre de Cafés eft pair , l'éq ; * + kz + czz &c = o, étant d'un dégre' impair , a néceffairement quelque racine réelle. En particulier , elle n'en peut avoir d'imaginaires , lorfque la déterminatrice ne traverfe que deux Cales pleines , qui foient fut deux bandes, horizontales ou verticales , contigues. Car l'équation étant ax y + b x y =o, ou ax y + bx y = o , [ * ou / n'étant que l'unité , à caulc de la contiguïté des bandes ] , on aura a*\*bxy '=o , ou s + bxy — o, c'eft-à-dire, — ■£/ 1 , ouy — a 1* 95^Digitized by Google
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    VUNE E QUATION. 171 95. Il fe peut que les coefficients R,r, p,&c. (oient Ch. vil réels , & que cependant les valeurs R x , r x , f'^x &c. foîent imaginaires, ou entièrement ou à demi. J'apelle àemi -imaginaire , une racine qui, comme y/ax, cil réelle quand on prend x pafitive , & imaginaire quand on prend x négative ; ou qui , comme y/ — a x , eft imaginaire quand x eft pofitive , & réelle quand x eft négative. J'apelle entièrement imaginaire , ou Amplement imaginaire, une racine qui, comme y7 — , eit imaginaire , quelque valeur , pofitive ou négative , qu'on donne à x. Puifque les puiflànces paires d'une racine , pofitive ou négative , font néceflâirement pofitives ; mais que les puik lances impaires font pofitives , fi la racine eft pofitive , & négatives , fi la racine eft négative : il eft clair qu'une racine impaire eft toujours réelle , quelle que foit la puiflâncc dont on tire cette racine : mais qu'une racine paire n'eft réelle qu'autant que la puillànce eft pofitive. Donc fi cette puiflànce eft une puiftance paire d'une quantité variable, la racine paire fera réelle, ou entièrement imaginaire , félon que la puiflance eft prife pofitivement ou négativement, c'eft-à-dire , félon qu'elle eft afTe&ée d'un coefficient pofitif ou négatif Mais fi la puifïàncc , dont on tire une racine paire, eft une puiflance impaire d'une quantité variable , la racine eft demi- imaginaire. Ainfi I;/ *•/ I k dans Péq : y = R x ' sas y/Rx , fi / eft un nombre impair , y eft toujours une grandeur réelle : mais fi / eft pair, y eft demi - imaginaire, * étant impair; & * éianc pair , y eft réelle lorfque R eft pofitif , imaginaire lorlquc R eft négatif Y 2 96. H Digitized by Google
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    i7a DES PLUS GRANDS TERMES C&iS.L 96. Il eft bon de remarquer touchant l'expolànt — ~ de x dans les éq: y=zRl*x *:/ que donne la déterminatrice , 1 B. Qu'il eft négatif, quand k & / ont le même figne : ce qui arrive quand les progreffions arithmétiques * , m -f- 2* , &c + + 2/, cfo. des expofants de x & de y dans les termes qui font fur la Régie [ §. 84 ] font toutes deux amendantes ou toutes deux dépendantes. Alors la Régie s'éloigne en même tems de la première Bande horizontale & de la première Bande verticale ; elle ne coupe qu'une de ces deux bandes , ou elle part de la Pointe. Dans ce Cas , x infinie rend y [ =Ri:/x ou JR i/ ( — 1 ) ] infiniment petite, & x infiniment petite rend y * infinie [§. 78. 79 ]• 2°. Que cet expofant — j eft pofitif, quand / & * ont des fignes contraires : ce qui a lieu quand les progr : arithm: «r, *t+kt m + 2*, &c », » + /, «4*2/, &'* font l'une amendante & l'autre défendante : quand la Régie s'aproche d'une des deux Bandes extérieures du Triangle en s'éloignant de l'autre : quand elle les coupe toutes deux ailleurs qu'à la Pointe. Dans ce Cas , x & y [Jfc1" x' ou (Kx*)1' ] font toutes deux infinies ou toutes deux infiniment petites. Elles font d'un même Ordre , fi -î = 1 , fi * = /, fila déterrninatrice eft également inclinée aux deux bandes. Mais fi -ï > 1 , fi * > / , 'fi la déterrninatrice , plu* inclinée aux bandes verticales qu'aux horizonDigitized by Go
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    i D'UNE E QV A TION. 173 horizontales , retranche une plus grande portion de la Ch vir. ,1;/ k:/y *• >6Ordre inférieur , fi £ < 1 , fi * < l , fi la déterminatricc retranche une plus petite portion de la Bande (ans y que de la Bande fans x . 3°. Que fi * = o, ce qui arrive quand la de'termina1 .*/ fc.*/ trice eft parallèle à la Bande (ans x, alors y=R ' x fe réduit àjaesit" x°=R% . Donc x infinie ne donne pour y que des valeurs finies. 40. Et par la même raifon , quand la determinatrice , parallèle à la Bande fans y , rend / égal à zéro , on conclura que y infinie ne donne pour * que des valeurs finies , déterminées par les racines de l'équation a*m y" + £ x Jf + ^ 7 #f = 0 * 9ul j puuque l=oy fe réduit , en divilànr. par x j , à * + -h 97. Il y a bien des recherches (ùr les Lignes courbes où il fuffit de connoître le raport d^y à x , quand ces variables font infinies ou infiniment petites. Mais il en eft beaucoup d'autres où il faut aller plus loin , & chercher ce que produifent les termes qu'on a négligés comme infiniment petits en comparaifon de ceux qu'on a employés. 11 eft même fouvent très - utile de trouver le raport d'y à x finies , du moins par approximation. Ceci nous mène naturellement à la Méthode des Séries ou Suites infimes , qui découle (ans peine de ce qu'on vient d'établir. Y 1 98. Une Digitized by Google
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    f 174 DE LA METHODE cm vu. 98. Une Série eft une fuite de termes qui fait une **• approximation continuelle à la racine d'une équation. On la nomme convergente , pour marquer qu'on aprochc d'autant plus de la valeur de la racine, qu'on prend un plus grand nombre de termes de la Série ; enforte qu'on auroit au julte cette racine , fi le nombre des termes de la Série étoit fini , ou qu'e'iant infinis en nombre , on pût les fbmmer. Une Série y au contraire , (croit divergente , quand on s'éloigneroit d'autant plus de la racine de l'équation , qu'on prendroit plus de ternies de la Série* Il elt clair qu'une Série divergente eft trompeufe , ou du moins inutile. Car il vaudroit mieux s'en tenir au premier terme que d'y joindre les drivants. On propoîè par ex. l'éq; *v' — -x'jf — *x% sso. Si on cherche y en x , : c'eft-à-dtre , fi on regarde y comme inconnue , & x comme connue , quoique variable , on trouvera que l'équation a ces quatre racines , X* X* X* X ou — d—a+x'*— $a yx~6— 1 2alox~9— 5 5*' 'x" 1 2 £rt. (P)...-VLV;i HM^^V^+é'*"1 àr. parce que chacune de ces quatre Séries fubftituée dans l'équation au lieu &y , en réduit le premier membre à zéro , & par confe'qucnt à l'égalité avec le fécond membre. Les Sélies A, B , C, D (ont donc les valeurs d'j, & ces valeurs feroîent exactes , fi on épuifoit ces Séries. Mais Digitized by Google

  

  
    Page 218
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 20.97% accurate
    DES SERIES. i7quand cela n'eft pas poiT.ble , on a du rroir.s dans ces ÛT/IT. Séries une approximation continutiîc aux véritables valeurs >' >2, d'y , pourvu qu'elles foient convergentes : ce qui a licu^ lorfque chaque tenue eft plus pttir que celui qui le précède, & que ces termes diminuent à l'infini. 99. Pour cet effet, on range tous les termes d'une Sélie de façon que les expofânts des puiflanecs de fa variable aillent; toujours en croiflànt ou toujours en décroiflânr. Car une Série , dont les termes font dilpofés felon cette Loi , fera fûreraent convergente , pourvu qu'on prenne fa variable aiTez petite ou alTez grande. x- x* x' Ainfi , dans la Série A....x-\ * — -—7 -f&c. les expofânts d'x vont en croulant. Si donc on fuppofè x fort petite , en comparaifon d'* , enforte que - foil XX une fra&ion moindre que runtte , les puiflânees — , — , x' X* — 1 , -~ &c. de cette fraction font une progrcflîon géométrique qui décroît à l'infini , d'autant plus rapidement que X X j eft plus petite. Si par ex. xz=iza , ou - = £ , la fuite des puitTances de ~ fera é* ài* isW > îWss &c. Si ~ la fuite de fes puûTanccs fera n'5 , ^ , VB^at% &c. Ce qui fiiMt pdur faire voir que plus x eft petite par raport à a , plus vite décroit la fuite des puitTances de ~ . Donc, fi les termes de la Série A font réglés fur les pui£
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    17* DE LA METHODE Î Ï» ' puiOànce de ~ , comme on voit qu'elle l'eft en lui donnant cette forme X î XX X* IX4 I x1 on pourra toujours prendre * fi petite , que chaque terme fera beaucoup plus petit que celui qui le précède , & qu'ils décroîtront à l'infini : ce qui rendra la Série convergente. Au contraire, dans les Séries B, C, D, les expofants d\ vont en décroiuant. Il faudra donc fuppofer x fort grande en comparaifon d'à , en forte que la rraûion — foit beaucoup plus petite que l'unité. Alors la Série fera convergente , parce que les puifiTances de cette fraûion a aa a' a* ~x' xx'xt'x*' unc progrcflïon géométrique qui décroît avec d'autant de vite ne que x en plus grande. Les Séries B, C, D , aiant leurs termes ordonnés félon les puiflànces de —, comme on le voit en leur donnant cette forme il eft clair , qu'en prenant x alTez grande , ces Séries feront infailliblement convergentes. Par la raifon des contraires , la Série A , appliquée à une valeur d'x plus grande qu'*, & les Séries B, C, D , appli �

  

  
    Page 220
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 27.03% accurate
    DES SERIES. *77 appliquées à des valeurs d'* plus petites quVf, feroient di- Ch. m vergentes. §100. On diftingue donc deux fortes de Séries. Les unes font d'autant plus convergentes que leur variable eft plus petite : les autres convergent d'autant plus que cette variable eft plus grande. Dans les premières , qui (e nomment Séries croisantes , ou amendantes , les expofants de la variable vont en croulant. Ils vont en decroiffant dans les autres , qui s'apellent Séries décroisantes ou descendantes. Il eft néceflairc de les diftinguer : car ou les employé à des ufages trcs-dirTércns ou même oppofés. b i 101. La forme générale d'une Série eft Ax -\-Bx -+kl Cx -f-Dx *i*&c, où les expofants hi $ , è, /, &c. vont en croulant , ou en décroillànt , lèlon que la Série cft afcendante ou dépendante. At B, C, D , &c. font les coefficients des termes fuccelïifs. Et comme il eft fort pok fible que quelcun d'entr'eux foit zéro , avec tous ceux qui le fuivent , il (è peut faire que la Série foit terminée , & alors elle donne la jufte valeur d'y en termes finis. 102. On trouvera (ucceffïvcment tous les termes d'une Série de cette manière. Pour avoir le premier , on fuppofcra x infinie , fi on cherche une Série dépendante , & x infiniment petite , fi l'on veut avoir une Série amendante.   Cette fuppofition réduit la Série au (cul premier terme Car fi la Série eft dépendante , Pcxpofànt h eft plus grand que tous les autres /, k3 /, &c. & x étant fuppofée infinie , la puiflânee x* eft infiniment plus grande que les autres x , x , x , &c [§. 78], qu'on peut fupIntrod. à PAnalyfe des Lignes Courbes. Z primer
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    jjÇ DE LA MPTHOVE CM.vn primer fans erreur. Et fi la Série eft amendante , Texpos- *•*• fant h elt le plus petit , & x étant infiniment petite , la h c. ,.r . , i k / puiiîance x fait difparoitre toutes les autres x , * , x , &c. Donc la fuppofuion dyx infinie , dans une Série dccroilîante , & celle d' x infiniment petite dans une Série h croifïànte , la réduit à y = A x . Or ces mêmes fuppofitions réduifent féquation propofée à une ou plufieurs équations, telles que^=i? x ' [§.9? ], qui font données par les déteiminatriccs fupérieures ou inreneures [§.92]. Donc A=R &A=— j. De forte que les déterminatrices font connoître le premier terme de la Série , ou des Séries , lorfque l'équation propoiée en peut donner plufieurs. Les termes fuivans (c trouvent de la même manière. S Jk S Que u repréfeme la fomme des termes Bx -f- Cx 4* Dx ére qui fuivent le premier, & on aura y=Ax -f-». Cette valeur d'y (ùbltituée dans l'équation propofée la transforme en une autre dont les variables font m & x. Qu'on fuppolè , dans cette transformée , x infinie pour les Séries dépendantes , & x infiniment petite pour les Séries attendantes : & les déterminatrices, fupérieures ou inférieur tes , donneront une ou plufieurs équations tdles que * = ' •/ —k'f R ' x [§. 91 ] . Mais les mêmes fuppofition* d' m infinie ou infiniment petite , réduifent la Série Bx' -h Cxh*&c à u = Bx'. Donc B = RU* & /= — Ainfi les déterminatrices de cette prétniére transformée donnent le fécond terme Bx de la Séiic. On Digitized by Google
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    DES SERIES. 175 On transformera de nouveau 1 équation, en fuppofant c«.vii. u=zBx' + / où / repréfente tous les termes Cxk>i
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    i8o J)E L'A METHODE Ch. 711: §. IOJ. I — V y : y * # • • • les Cafés yJ & x' , donne Péq: */ — ax> =o, ou ;=rr. C'cit là le premier terme d'une Série amendante. Pour avoir le fécond, on fubftituera x+u ky, & I équation fera transforme'e en axi + ^auxx + ^auux + — x* x u — ax* =0, ou }/?«xxHh ^auitx *{* mm% — *4 — x*u = 0 , laquelle étant placëe, à fon tour, fur le Triang : anal : a deux déterminatriecs inférieures. L'une qui paûe y* ' • * • • • par les Cales «' , «//*, uxx eft à négliger, parce qu'elle donneroit *=#x, & que ce fécond expofant d'x n'eft pas plus grand que celui qu'on a trouve par la première opération. Mais l'autre determinatrice , qui paflè par les Cales «xx & x* donne l'èq: iattxx — x+=o, ou *= XX . C'ert-là le fécond terme de la Stfrie. On aura le troifieme en fubftituant — + / au Heu d'» dans l'équation précédente , ce qui la transforme en x* * ^atxx + * • Digitized by Google
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    DES SERIES. ,g, -/jr=0, ou 34/xjf + /x' + u_ . 4, itxx+st* = 0. En la mettant fur le Tr: anal; on retrouve la déterminatrice , qui donne t = Rx, & qui eil par confequent à rejetter. Mais il y a une autre déterminatrice inférieure , qui paflè par txx & x* , & qui donne Peq : la/xx-i — o, ou / — — s — î . Et c'eft le troifié3 2jaa 814' XX me terme de la Se'rie. Car y = x+u , & *=—•£/ , &/=— fa&c popc/=ïîe+J_-^,*r.L'o. voit qu'il eft aifé de continuer cette Série. Excf72plc 2, On propofe l'éq : yy — 2xy>{*xx — 2ay 4. ax aà = o , de laquelle on veut tirer la valeur d'^ en x par une Série amendante. On mettra donc l'équation fur le Tr : anal : & on cherchera les déterminatrices inférieures. Il n'y en a qu'une couchée fur la Bande 6ns x , qui donne l'éq : jy — 2ay + aa = o, qui , quoiZ j que Digitized by Google
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    i82 DE LA METHODE Ch. VIL * * * * *• que du fécond degré , n'a qu'une racine , mais double , y — * = o, ou y z=a. On fubftituera donc a+a à y, & la transformée fera aa zau+uu — 2*x — 2*x+xx 2aa 2au -f- ax 4-" aa = o , ou uu ax 2ux >{* xx==ot qu'on mettra aufli fur le Tr: anal: où on ne lui trouvera qu'une déterminatrice inférieure , qui donne IVq: uu — *x = o , ou u — ^f/ax — =fc ax:i xx:i . ï "2 I '2 Ainfi on fubftituera ±za ' x ' + t à u dans fcq : ** — ax — 2ux+xx=:o , ce qui la transforme en *x± i.* i.*fl . \:i t:l 2a tx 4*// — ax rp ia x> — 2 / x -f-xx = o , \22 I."2 ** " l*fl " I-4-I *2 ou rtr24 i*w4-<»^f#- * V *— *»+wt==a Celle-ci fèra mife, à fon tour, fur le Triangle , & comme deux de fes termes ia/'V* & ^,*,r%t+lîi n'ont point de Cafés à fe loger, on ks placera f comme on a dit au §. 89 ] entre deux Cafés , fç. le premier for la féconde colomne entre les Cafés /x°, ou /, & /x' ; & le ■ fécond Digitized by Google
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    DES SERIES. ,83 fécond fur la première colomne entre la Café x* & la Ca- Ch. vu. fc x*. Alors on trouve à l'équation deux déterminatrîccs *• ,oî* ;, dont l'une, qui paOé par tt & /x';2, donne1:2 roit / == Rx , ce qui eft le même expolànt que ci-deffus. On la négligera donc , & Ton ne fera attention qu'à l'autre qui pafle par les Cafés tx1'2 & xl~^~1'2 9 donnant «, 1:1 1:1 1:2 1+1:2 req:=fc2* tx =fz2a x — O, ou t—x qui eft le troifiéme terme de la Série. Pour avoir le quatrième , on fubftituera x + / au lieu de / dans la dernière . 1:2 1:2 , 1:2 1+1:2 éq: ±2« rx + tt^z2a x — 2/x + xxzro, & la transformée fera ±2,,;V*,:3 -2*';2,x,:2 * . i:2 1 + 112 XX + 2SX + SS =JZ 2a X 2XX 3/x + xx=o} ou =ir 2a'2sx1'2 +// = o. Ces deux termes étant placés fur le Tr : anal : n'ont qu'une déterminatrice , qui donneroit s=Rx ' . Cet expofànt étant donc moindre que le précédent, ne peut être admis. Ainfi la Série eft terminée; car on a y a + u= a±y/ ax + 1 = a — \/ a x + x. Si pourtant on vouloir voir ce que donnera cette dernière déterminatricc , ou fon équation =fc 2SX''*sxX:2 + sj — o y on lui trouvera deux racines; ie. sx=o, qui termine la Série. 20. r==ï=a*I:V:a =-=L2y/ax , & celle-ci» Digitized by Google
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    184 DE LA METHODE Ci vil. celle -ci, fubftituée dans y = a±\/ax+x*fr / , donne i' i0i- y =a zi=y/ ax+x=îz2y/ax , ce qui eft toujours y=a dbv/^x + x. Ceft donc là la vraye valeur d'y: ce qui fe vérifie fans peine , puifqu'en chaflant l'irrationalité , l'éq : y = a ± y/ ax + x Ce transforme dans leq : propofée yy — ixy + xx — 2ay ^> ax >{< aa = o. 1 04. On remarquera ici , 1 °. que fi , dans la fuite des équations que fournirent les déierminatrices fuccdiïvcs , il s'en trouve quelcunc qui n'ait que des racines imaginaires , toute la Série , que les premiers termes fembloient promettre , devient par- là imaginaire. Car un feu! terme imaginaire rend imaginaire toute la fomme dont il fait partie ; à moins que ce qu'il y a d'imaginaire dans un terme ne foit décrut par ce qu'il y a d'imaginaire dans un autre terme ; ce qui ne peut avoir lieu ici , où x a dans chaque terme un expofânt différent. 20. Que fi parmi les termes d'une Série il y en a quelcun qui foit demi - imaginaire , la Série eft demi-imaginaire; c'eft-à-dîre [§. 95 ] imaginaire en prenant x pofitive, réelle en la prenant négative; ou réciproquement. 30. Que fi parmi les équations qui déterminent les termes fucceflîfs d'une Série , il s'en trouve qui aient pluficurs racines réelles ; alors la Série fe fourche , pour ainfi dire , & fe multiplie en autant de Séries , qu'il y a de racines réelles , chaque fais que cela arrive. Exemple I . On demande la valeur d> en x , par une Série afeendante tirée de l'éq : x' •i+x^ + ayy — 2aly -f = o ? Mife fur le Tr. anal : couché fur la Bande fans x , elle n'a qu'une déterminatrice inférieure , qui donne l'éq : ayy — 2*xy + a1 = o , dont la racine unique , mais double , eft y = a. On fuppofera donc yz=a^u , & en fubitiDigitized by Google
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    DES SERIES. * • • • • * 4e # fubftituera cette valeur dans IVquatîon propofe'e. La transformée xl -J- ax1 +»*: + auu-=.o^ mile fur le Triangle, n'a aufli qu'une de'terminatrice inférieure , qui donne au* * * * • • • • * • • 4-4*1— :o, dont les racines u—dt:y/ — xx , font abfolument imaginaires. On ne peut donc exprimer la valeur d> en x par aucune Série afeendante. Car la feule qui poiHroit donner cette valeur, lcroit^ — 4 + » = 4=fc y7 — xx &c. qui eft imaginaire. Exemple 2. Soit propofee IVq: xxy+*yy — 2axy + mxx = o , dont on veut tirer la valeur d]y en x par anc Se'rie afeendante. On la placera fur le Tr. anal: & la exterminatrice inférieure pafTant par les Cafos yy,xy,xx, • • * • • * • • donnera Teq: ayy — 2axy *f. axx = o , qui n'a qu'une racine , mais double , y = x. On fublhtuera donc x *f« 0 à y dans l'équation propofee , & on mettra fur le TrianIntrod. à ÏAnalyfe des Lignes Courbes. A a gle Ch. VIW Digitized by Google
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    i85 DE LA MET H O D E Ch. vu. gle la transformée *' + x'« + * « » = o. Elle n'a auffi • * • qu'une determinatnce inférieure, qui donne l'cq : muu+r x1 = o, laquelle a deux racines « = 4*^ — .— & — — — . On fubftituera =fcr y/ — - + / = •1:2 — x'* 4^/ à u dans la première transformée , & la féconde fera =fc a"1''2 x — J + lf* t*-**" 4- au = o , qu'on mettra fur le Tr : anal : Elle a deux déterminatriecs inférieures ; Tune inutile , parce que paffcnt par les Cafés //, /x*:a , elle donneroit t — Rx$ '.2 * où x a îe même expofânt que dans le terme précédent : l'autre utile, qui partant par /xv & x , donnera 1:2 i:z — 1:2 $ 4-i;2 :0, OU Digitized by Google
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    DES SERIES. 187 X t ===== — . Les trois premiers termes de la Série font 2. a donc . Où l'on voit I*. Que la Se'rie eft imaginaire, fi Ton prend x pofitive , parce qu'alors y7 — - cft une grandeur imaginaire. Mais fi on prend x négative , la Série fera réelle , & alors x* a°. La Série fera double » parce que le terme V — a également le figne & le figne — , l'équation auu -fx* sb o , qui a donné ce terme ayant deux racines réelles H y a donc réellement deux Séries , dont les trois x' XX premiers tennes font x y7 — ~ — — pour Tune & x — s/ — - — — pour 1 autre. 105. Joignons quelques confédérations néceflàires pour rendre cette Méthode plus abrégée & plus parfaite. La fubftitution de Ax* *\* u à / [ §. 102] dans un terme quelconque de l'équation propofëe , le transforme en autant de termes qu'il y a de colomnes depuis celle où il fe trouve julqu'à la prémiére inclufivcment ; chaque terme ayant Ta place fur chaque colomne , & tous ces termes étant fitués fur une même Droite parallèle à la determinatrice qui a donné Téq : y=zAx) . Car la puiflànce n de u + Axb étant , [ §• 26 ] A a 3 *"+
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    188 DE LA METHODE Ch. vil. n h n — i ».» — t ji 2h n — z , n.n — \.n — 2 §.105. * + nAx u * A x u 4« — * i« 2 1. 2. $ j£x*hun * jufqu'à ^ xW^, qui eft le dernier ter. me ; fi on fubftitue cette puiflànce » y , dans un terme comme x y* qui eft de Tordre m*\*nh [§. 88] , & qui le trouve fur une colomne précédée de n autres , on transformera en x u Ax ^ u 4* 1. 2 . 2 w-\-7.b n 2 , n tn-V~n h A x u cre jufqu'à A x , dont tous les termes, en regardant // comme ) qui étoit de Tordre h , font de Tordre m + nh. Or tous les termes , qui font d'un même ordre , fe trouvent lur une même Droite parallèle à la determinatrice [ §. 87 J. Donc tous les termes , dans lefqucls a été transformé x™ f , font fur une Droite parallèle à la determinatrice qui a donne' y = Ax . Et il eft clair que le premier terme * u occupe la Cale où e'toit le terme transformé x y , fur une colomne précédée de n autres ; que le fécond terme x"* u~X en fur une colomne qui a colomnes avant elle; que le troifiéme xm+lh un 2 eft fur la colomne voifine ; & ainfi jufqu'au dernier terme jf x**^ qui eft fur la prémiére colomne, ou fur la Bande des puiflânees d'x. Ainfi quand on place Te'q : xiyt -\-ayi *i*bxy* î* ddxy>\*f*x — o lur le Triang : analyt : couché lur la Bande fans x, on lui trouve quatre déterminatrices. Il y en a d'abord une horizontale , qui paile par les Cafés Digitized by Google
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    DES SE'RIES. 1S9 Ch.VII. %-ioU «y & xxy. Elle donne pour y une valeur confiante [ §. 96, i'.l qu'on peut nommer A. En fubltituant A+u à j dans la propolée, elle (è transforme en Axxl 4* zAuxx + ulxl+Aia-\-iA2du >{* lAau1 +au* A1 bx + 2 Abux ^«Jx yfrx1 4* eux 1 + -<4cWx 4- 4Aoc 4" /*'x = o , où Ton voit que les termes *— *— * * — * — * x1)1 n delapro- * xtu1yx*u,xi y* j polëe ont v u\ul }u' xy1 v produit j xtf^xk^x x'y f dans la \ xluix% xy \ transfor- / xu yx t . '111 x ' mée. V x Aînfi chaque terme en a donné un à toutes les colomnes qui le précédent, & ces termes fè trouvent fur une Droite horizontale , c'eft-à-dire , parallèle à la déterminatrice qui a donne' y=zA. La leconde déterminatrice de l'équation propofee paC foit par les Cafés f & x'y* , & donnoit y = Ax\ La fubftitution de Axl + u à y transforme l'équation en Alx" 4" 2 Aux'' 4- u x~ 4- A"ax6 4- \A ' aux" 4- ^AatSx1 4« au* 4< A bxs 4- 2Abux- 4. bu'x + Acx" -\-cux1 4« AcMx'' 4« doux *kpx =0. Donc le* termes A a 3 xy. Digitized by Google
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    ijo DE LA METHODE Et en plaçant la transformée fur le Tr: anal: on verra que tous les termes, auxquels un terme de la propofëe a été transformé, ont leurs places fur une même Droite parallèle à la déterminatrice qui a donné Péq : ; = ^xl. La même cholè fe vérifie pour les deux autres déterminatrices de Péquation propofée. La troifiéme pafToit par les Cafés y* & x, & donnoit une équation de cette forme y = Axi:K On fubftituera donc Axl:t + uà y, & la transformée fera Ax2+2:> + 2 Aux2*1'* + u1x*+A*x + %AX aux2' * +îAaulxX:*+au% + A1bxl+2:i + iAbuxx* 1 ;? * btfx -f Acx2 + 1 :* + cuxx + AMxx+i:* ddux 4*/'* = o. Ainfi les termes *y) (xxuxtxx+-i:tuyxx+x:t ( donnent)** '< » ^ ' x J Qx ■ • • • Si Digitized by Google
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    DES SERIES. j9i Si orv place cette transformée fur le Tr : anal : on voit Ch. vn. que chaque terme de la propofée a donné un terme à tou- §• ,0î* tes les coiomnes qui le précédent, & que ces ternies (ont fur des Droites parallèles à la déterminatricc qui a donné y s Axl : 1 : mais comme Texpolànt de l'Ordre de y eft la fraction { , il a fàlu , pour placer ces termes , diviler en trois parties égales les intervalles des Cales contigues lur une même colomnc [§. 89 ] . Enfin la quatrième déterminatricc de l'équation propofée, pafFant par x'y & x, donne y = Ax tt la fubftitution de Ax~l*\*u à y change la propofée en A' *fr» 2 Au x +*»xx + Aa* x — * 4-$v4J*«x~* lAauux— 1 + au> + Ax bx" 1 + lAbu*^ bulx 4. Acx ►f* eux1 + Add + ddux + px=o. Donc les termes •X"«" , xu , x° u\x—lul , x—1uix~~\ produi- l*ul , «r, x~~\ fent \ x' . »\\ \ \ Ici l'on oblérve la même Régie : mais comme Pexpofint négatif [ — 1 ] de Tordre a1 y a fait naître des termes où x a un expolant négatif ; il a fàlu , pour placer ces termes , prolonger le Triangle au-deflous de la Bande fans *L§. 8*], icô.Ces �
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    Ij>2 DE LA METHODE °f. il]' 1 °6- Ces ExemP,cs font voir que quand pluficurs ter1 mes de l'équation propofée font iùr la déterminatrice ou liir quelcune de lès parallèles ; en un mot , quand ils font d'un même ordre ; ils fe transforment en des termes , qui , diftribuez fur une même Droite , fè mêlent & fe logent quelquefois pluficurs enfembic dans la même Cale. Ainfi , dans le i. Ex. du §. pre'c. quand on a employé la déterminatrice horizontale , les termes x*jr* & cx'y , qui c'toient fur cette déterminatrice , ont été transformés en x tf >f (2 A+0*?u HK^* + )x'' , & les termes bxy1 , Hdx) , /'x , qui étoient fur une Droite parallèle à cette déterminatrice, ont donné bxu* {iAb •+> dd ) xu ►f- (Ab ^Add+f ) x , qui font encore fur la même Droite. Donc , lorfqu'on a plnfieurs termes d'un même ordre , mn , . m ^ h n — i mA?zhn — 2 , , comme ax y 4* bx y +cx y 4* &c jufqu'à xmJtn , qui font tous de l'ordre m+nh puifque y [ = Axh ] cil de Tordre h ; la fubaitution de Ax +u à y les transforme en une fuite de termes telle que ZxM^nh , qui font auffitous de Tordre + & où les expofants dV font une progreffion arithmétique dont la différence eu: h , & les expofants d'* une autre progr: arith : dont la différence cft i . Les coefficients P , Q^, R , &c de ces termes fe peuvent calculer par une Régie abrégée , pareille à celle du §. 26 y & fondée fur le même principe. Le terme ax y , par Digitized by Google
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    DES SERIES. m par la fubftitution de u 4< Ax à y , fc transforme +r £*tof, w « m*\*h n 1 , w.w — t ~ rn^ih n 2 *x « *\*naAx u H T « + 1.2 - aA'x u 5 &c. Le terme . m*\*h n 1 - _ mA-b n 1 n r y le transforme en bx T « 4.2 ! i« a Le terme *x ^ en u 0 -f -ytAx m &c. Et le terme dx ^ s y 5 en «fc**** ^ Donc h fomme «V + , + ex y +dx ^* y 5 ére fe transforme en axm«n + ( nsA + b )x m * h m» ~ 1 + ( aA* * • 1. 2 w 1 z -y_t_ -A ™+2i> _ » — 2 . ,n.n un 2 n 1. n D'où l'on tire cette Régie. On écrira en première ligne tous les termes d'un même ordre , ou même toute l'équation , en diftinguant feulement, pour plus de commodité', les ordres de fes termes, & changeant, fi l'on veut, y en u. Je dis fi Pou veut ; car on trouvera par expérience qu'il eft plus fimplc de ne point faire ce changement , mais alors il faut fè fouvenir que y , qui marque avant l'opération toute la Série , & pendant l'opération fon premier terme feulement , ne marque , pendant la féconde opération , que le fécond htrod. i PAnalyfe des Lignes Courbes. fi b terme Di gitized by Googlej
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    194 DE LA METHODE Ch. VII. §. lotf. terme, & pendant la troifiéme opération, que le troifiéme terme , &c. Ce double emploi d'^ ne caufe aucune équivoque. On écrira donc en prémiére ligne l'équation propoféc, les termes étant rangés lèlon leurs ordres. On multipliera chaque terme par l'expofànt cPy & par Ax , & en divi(ànt ces produits par y , on aura la féconde Ligne. A celle-ci on multipliera chaque terme par la moitié de l'expolànt d'y & par Ax , & divifànt tout par/, on aura là troifiéme ligne. Chaque terme de cette ligne fera mulb tiplié par le tiers de l'cxpofànt dry & par Ax. , & divifé par y pour avoir la quatrième ligne. On continuera de même jufqu'à-ce qu'on n'ait plus que des termes fans y. La (brame de toutes ces lignes eft la transformée , qu'on ordonnera en ajoutant les termes qui peuvent s'ajouter & retranchant ceux qui fc détruifènt mutuellement. Ainfi , dans l'équation du §. préced. fi on veut em• ployer la déterminatrice horizontale qui donnoit l'éq ; xlyl + cxxy = o , ou y = — c , on aura Az= — c , & b = o. Et l'opération (è fera ainfi: I. Ordre. II. Ordre. m. Ordre. xx yr 4« cx'yb bxyx >±ddxy + px 4* ay% — 2cxxy — ccx* — 2 bcxy — c dix j *cyy 1 î O 5 >i*ccxx +bux + l*ccy o o î La transformée eft donc xxyx *f«(r — «0**7 + (« — a ) x1 * kxyx + ( dd — *J + (/' — cdd+ bu ) »+• *y. ~~~~ Digitized by Google
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    • DES SERIES. i9; — i*cyy+ %*ccy — ac* = o , où le fécond terme Ce Ch. vu. réduit à — «c>, & le troifiéme à rien. *• 10'< Si dans la même équation on veut employer la déterminatrice qui parte par les Cales fx';& p x , & qui donne y= — j^, l'opération fera ainfi : V. IIe. IIIe. 1V« Ordres. cxly+px+xiyx + ddxy 4* bxyy + ay* P i o 2 i a ? * * <: ex o i o 4 î ce ccx ccxx Ainfi la transformée eft «e1^ + (/' — /' ) x -f ** »* + terme difparoit. 107. On peut tirer de cette obfërvation divers moyens d'abréger le Calcul des Séries. Il (èroit facile d'en déduire une manière allez fimple de calculer la valeur [du terme qui remplit une Cale aflîgnce après un nombre de transformations quelconque ; de manière que connoûTant Bb t auflî « Digitized by Google
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    if>6 DE LA METHODE Ch.vti. auflî par quelles Cafés pafïè la déterminatrice de la dernîé§. 107. re transformc*e , on aura l'équation qu'elle fournit , & par conféquent le terme correlpondant ae la Série , avec beaucoup de facilité. Mais ce n'eft pas ici le lieu d'épuilèr cette matière. Voici une remarque plus néceflàire à nôtre V j rr- c- 1 r m n m^b n~\ m-\-ih n-2 deflein. 01 la fomme ax y bx y -{-ex y &c. des termes d'un même ordre quelconque , eft divifible , une ou plufieurs fois , par y — A>P , qui eft la valeur d'«, la fomme des termes auxquels ceux-ci (è transforment [en mettant u^Ax pour y~\ eft auflî divifible, le même nombre de fois , par u ; puifque ces deux fommes ne différent que par l'expreffion. Or les termes de la transformée conftitutnt [ §. 106 ] une fuite Pxm un ^ ^m^bun—i + ^m^2hun—2 + &( qu, fc tçrmine par les termes + X^+C»— 2>«* + Tx^^^u * Zxm*nb . Cette fuite ne peut être divifible par u , à moins que le dernier terme ne manque , & que Z ne (bit zéro. Elle ne peut être divifible par *» , ou deux fois par «r , fi (es deux derniers termes , T & Z ne font pas zéro. Afin qu'elle foit divifible par u* , ou trois fois par u , il 6ut que X, T & Z foient zéro. En général autant de fois que », ou plutôt y — Ax3 qui eft (à valeur , divifè la fomme des termes d'un ordre quelconque, autant manque-t'il, à la transformée, de termes de cet ordre fur les prémiéres colomnes. Car les termes Z, Y, X , &c. font ceux qui ont leurs places fur la première , feconde , troifiéme, &c colomnes. Donc, puifque y — Axh=o eft une des racines de l'équation que fournit la déterminatrice, y—Ax divife, Digitized by Google
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    I DES SERIES. 197 au moins une fois, la Comme des termes qui font fur cette Ch. vu. déterminatrice. Ainfi , il manque nécefTairement à la trans- w* l07* formée le terme qui devroit être au point où la déterminatrice coupe la première Bande verticale. Et il manquera à la transformée les deux termes dont les places (ont les points où la déterminatrice coupe la prémiére & la lèconb de colomne, fi y — Ax divife deux fois la (bmme des termes qui font fur la déterminatrice, fi y — Ax =0 eft une racine double de Péquation que fournit cette déterminatrice. Mais fi y — Axh — o eft une racine triple de cette équation , il manquera à la transformée les termes qui devraient être où la déterminatrice croilè les trois premières colomnes , & ainfi de fuite. 108. Si donc P Q^rcpréfente une déterminatrice , & que y — Ax^=o foit une racine fimple de Péquatîon au'elle fournit , il ne manque à la transformée , fur cette éterminatrice , que le terme qui devroit remplir la Cafe Q^fur la prémiére colomne QO: du moins il ne lut manque pas le terme q fur la féconde colomne. Pq eft auflï Bb 3 déter■ Digitized by Google
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    DE LA MÉTHODE Ch.vii. déterminatrice de la transformée ; car tous les termes de ><10 ' la transformée font au-deilbus [ ou au-deflïis 1 de Pq, comme l'étoient tous les termes de la propofèe [§. 109] ; mais c'eft une déterminatrice inutile, parce que Pq, étant partie de PQ,, a la même inclinaifon que PQ^ aux lignes & aux colomnes. Ainfi PQ^ ayant donné yz= Ax , Pq donnerait u=Bxh [§.85]. On ne doit plus employer Pq après avoir employé PQ^ [ §. 10$ ]. Mais du point q il part une autre déterminatrice , qui porte fur la plus haute [ ou la plus baffe ] Calé pleine de la prémiére colomne q O , & qui donne une équation par laquelle on détermine le fécond terme de la Série. y Que fi y — Ax = o eft une racine multiple de Péquation fournie par la déterminatrice PQ^, par ex. une racine triple ; alors dans la transformée les Cafés Q^, q , 7, reftent vuides , & la déterminatrice Pp fe termine à la Cale R fur la quatrième colomne [ §. pr. ] . Il eft inutile , par la raifon alléguée [ §. 103 ] , de confidérer encore cette déterminatrice, mais il en part une (RS) de la Café R, qui peut (è terminer en S à la prémiére colomne , & c'eft la féconde déterminatrice qui donne une équation par laquelle on trouve le fécond terme de la Série. 11 peut arriver aulfi que le terme S manque , & que la déterminatrice RS (è termine à quelque autre colomne que la prémiére , comme en T ; & alors ce point T donne naiflânee à une autre déterminatrice TV; & fi celle-ci ne va pas à la première colomne , mais le termine plutôt , il part de fon extrémité une autre déterminatrice , & de celle-là peut-être encore une autre &cc. jufqu'à-ce qu'on vienne aboutir à la prémiére colomne. Chacune de ces déterminatrices , ayant fon inclinaifon particulière aux lignes Digitized by Google
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    DES SERIES. 199 o % o 7o o o *— ï £ r* . • • . *v • • t*'. • . • . • gnes & aux colomnes , donne un cxpofant particulier à la Cm. vu. puiflance de x dans le fécond , [ ou troifiéme , quatrième, *°8^ &c. ] terme : ce qui feit que la Série fe fourche en autant de Séries qu'il y a de racines dans toutes les équations que fournirent toutes ces déterminatrices. Mais (ans trop s'embaraffer de cela , il fuflit de prendre la de'terminatrice R r , qui part du point R extrémité de la première déterminatrice négligée PR , & de faire ufcge de toutes les racines de Péquation qu'elle fournit. Une de ces racines eft » = o; la tomme des termes qui (ont fur cette déterminacriée RT étant divifible par «r, puifque RT ne va pas jusqu'à la première colonne qui cil la Bande (àns u. Employant donc cette racine pour avoir la transformée fuivante, il faudra à u fubftituer 0 + ' [ §. 10s ] , ce qui n'eft qu'écrire / pour u. Ce changement laiflè tous les termes de l'équation dans leurs places. Ainfi la transfop» mée fuivante a les mêmes déterminatrices que la précédente : & comme on a déjà employé PR & RT , on viendra à la détemiinatrice TV , tout comme fi on avoit paffé d'abord de PR à TV , la racine «= o de l'équation fournie par RT fartant le même effet que fi on avoit néglige RT. Et Digitized by Google
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    200 DE LA METHODE Ch. vit. Et il en feroît de même , fi la déterminatrice TV , n'abou»>*• tillbit pas à la première colomnc , mais c'toit accompagnée de quelques autres déterminatrices. 109. On voit par -là quelle route il faut fuivre pour calculer les termes irréguliers de la Série, lapelle de ce nom ceux qui font donnés par des équations qui peuvent avoir plufieurs racines , réelles ou imaginaires. Mais il elt difficile que cette efpèce de défordre dure long-tems. Car auifi-tôt qu'on fera venu à une déterminatrice , dont réquatiou n'a point de racines multiples [ ou dès qu'on employé une racine fimple , fi cette équation en a de (impies & de multiples ] il ne manquera , à la transformée , des termes qui ont leur place fur cette déterminatrice , par ex. R S , que le terme S qui devroit être fur la première colomne [§.107.]. La déterminatrice de cette transformée partira donc de la Café T , la plus haute [ ou la plus balTè ] de la féconde colomne , & portera fur la Ca(ê V , auifi la plus haute [ ou la plus baffe ] des Cafés pleines de la première colomne. Donc , dans l'équation que donne cette déterminatrice TV, la variable inconnue, u par ex. ne monte qu'au premier dégré , puifquc T elt fur la féconde colomne qui cil la bande u ; & cette équation n'aura qu'une feule racine , qui fûrement fera réelle [§. 94 ]. Et dès-lors la Série dévient régulière, pareeque toutes les déterminatrices fuivantes partant du point T , on ne tombe plus dans des équations qui ayent plufieurs racines. Tous les termes fuivans de la Série peuvent même lé calculer avec plus de facilité par la Méthode qu'on va expliquer. 110. Je suppose qu'on foit venu à une déterminatrice , dont l'équation» a quelque racine fimple , & qu'on employé cette racine. Pour faciliter PexprefSon , je la Digitized by Google
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    DES SERIES. 201 la nommerai la prémiére détenninatrice , en faifant afe&-a€-C«. vil tion de toutes les précédentes , s'il y en a eu quelques- ^<ï0" unes, J'apellcrai aufïi l'équation qu'elle fournit, l'équation propolèe , quoiqu'elle puiflè être une des transformées. Que m défigne l'ordre des termes par lefquels, paflè h cette prémie're détenninatrice, & que y — Ax =o foit une racine fimple de l'équation qu'elle fournit. En fubftituant Ax3 ' *{*u ky dans la fomme des termes de l'ordre m , celui qui devroit être fur la prémiére colomne (croit xm [§. 105] : nous négligeons le coefficient , dont il ne s'agit point ici. Mais ce terme manque , puifque y — ■ Ax eft fuppofée divîfcr la fomme des termes de l'ordre m. [ §. 107 ]. Le terme x », qui fuit, tombe fur la lèconde colomne, & la Café qu'il remplit eft la plus haute [ou la plus bafïc ] des Cales pleines de cette colomne. Si mzrin eft Pexpofant des termes du fécond ordre ; [ le figne — eft pour les Séries dépendantes , le figne 4< pour les afcendantes ] , le terme le plus haut [ ou le plus bas] de la prémiére colomne fera xW-t"". Ainfi la déterminatrice de cette transformée portant fur les Ca_ m — b _ mzxzn , n mz+zn m*\*b fes x * & x donnera u—Bx b = Bx pour le fécond terme de la Série. La difTérenec :qp» des expofants b & b^zn du premier Ax & du fccond Bx terme de la Série, eft donc la même que celle des expolànts m & du prémier & du fécond ordre. Dans toutes les transformées fuivantes, la Cale x reftera pleine , u fe changeant fucceffivement en / , / , r, httnd. à tAnalyfe des Lignes Courbes. C c &C Digitized by Google
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    toi DE LA METHODE Ch.vii &c. & toutes les détermînatrices fui van tes partiront de * 1 ,0* cette Cafe pour atteindre la plus haute [ ou la plus baflè ] des Cafés pleines de la première colomne. Elles portent fucceffivement fur les diverfes Cafés de cette colomne , parce qu'à chaque transformation la Cafe par laquelle a pafle la déterminatrice fè vuide [§. 107] : mais, d'un autre côté , chaque transformation remplit quelques nouvelles Calés de cette première colomne [ §. 105]. Ainfi quand on (ùbftituë , dans la première transfork) j fi mec, Bx 4./ à », les termes du premier ordre m remphlTent les Cafés x , x 5 ».* >' &*i & les termes du fécond ordre mzzzn rempliflènt auflS /es Cales x , x 3 &c. en général x ^J [/ marquera un nombre entier quelconque ] . Mais la même fùbrtitution dans les termes de I ordre m qp p remplira , fur la première colomne , les Cafés , xm^P + n % x &c en général x ^r^J . Si xm 2 le trouve être la Calé pleine la plus haute [ ou la plus baflè ] de la prémiére colomne , la troifiéme dàerminatrice panera par x™ & XM-Jf~2n } & ^otlm rwzt=S:Cxb^z2n. Et fi enfuite x"^ ? " cft la plus haute [ oj la plus baflè ] des Cafés pleines de cette colomne , on aura s z=Vx>~*~*n , & ainfi les expofants fùccefïifs de x dans les termes y, #, t, s, &c. de la Série lèroient by bz+zn, bz+zan, bz^z &c. en progreflîon arithmétique dont la différence eft n. La Série n'auroil point d'autres termes , s'il n'y avoit dans l'équation propofée point de termes que ceux des ordres m & mzzzn. Toutes les transformations à l'infini ne donneroient que des, Digitized by Google
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    I DES SPRIES. to) des termes compris fous cette cxpreflion générale xm:=(Z^n C£^* \j eft un nombre entier quelconque ou même le zéro]. Mais s'il y a dans l'équation propofée des termes d'un autre ordre, dont l'expolant foit mzxzpy la Café xm~i~p fera une fois la plus haute [ ou la plus baflè ] de la prémiére colomne. Alors la déterminatricc\, qui part toujours de la Cafe xi"-** [ ou xm~ht, ou xm~h, , &,.] donnera «=Bx"^-'" + *=s/T/ [ ou / = Cx 9 ou j — Dx &c ]. Le terme où x a pour expo fan t bzcp eft donc un des termes de la Série. La fubftitutîon de Bxhz^p>^t à u [ ou de Cxh^^s à &c. ] dans les termes des ordres m^zjn remplira, dans la première colomne, les Calés xm n=^P * > x ^s'&c. Cette première colomne acquerra donc des termes que repréfente l'exprellion générale xw^"^i Et Ia exterminatrice portant fucceflivement fur ces termes, donnera à la Série les termes compris fous cette cxpreflion x^*^**. On ne fait ici attention qu'aux expofants. Dans les équations particulières il le peut faire que quelques - uns de ces termesj aient le zéro pour coefficient. Il âuroit été plus exaa de dire qu'il nV a dans la Série aucun terme qui ne foit renfermé fous Texprcflion générale Hxb^jn^jp S'il y avoit dans l'équation propose un quatrième ordre de termes, dont Texpofant fut m+q, l'expreflion gé^. Ce a nérale Digitized by Google
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    ' 204 DELA METHODE /,'uo. néralc des termes de la Se'rie (croit Hx~*~în~*~jp-*~Î1 . ft ainfi de fuite , s'il y a un plus grand nombre d'ordres. in. Ainfi quand on eft parvenu , dans le calcul d'une Série, aux termes réguliers y c'eft- à-dire, quand on eft venu à une déterminatrice dont l'équation n'a point de racines multiples , ou qu'on ne veut emplover qu'une racine fimple de l'e'quation que donne une déterminatrice ; on trouve aifJment la fuite des expofants de x dans les termes fuivants de la Série , en prenant les expo(ânts m , zp » , m+pi m + q y &c. de tous les ordres des termes de féqnation , & les retranchant tous du plus grand m [ ou étant de tous le plus petit m ] pour avoir les différences Bfpift&c Puis on polèra b , expofant du prémier terme , qui eft donne' par la première déterminatrice , & on lui ajoutera , ou on en retranchera , fucceflivement les multiples » , 2 » , $ n , &c. de la pre'mie'ie différence. A tous ces termes on ajoutera enfuite, ou en retranchera , fuccelfivement les multiples />, 2p ? \p>&c de la féconde différence ; & à tous les termes déjà écrits on ajoutera , ou on en retranchera , les multiples q , 7q->xq, &c de la troifiéme différence. On continuera de la lorte , jufqu'à - ce qu'on ait épuifô toutes les différences. Enfin on rangera ces expofants félon leur grandeur. La progrellion arithmétique qui commence par b & dont la différence eft le plus grand commun divifèur de » ï P > 9 y àrc renferme tous ces expofants. Mais elle contient auflï d'autres termes , non nécefïàires , à moins que la plus petite différence » ne fbit le commun divifèur de toutes les autres. 1 12. Par cette Régie, on a la forme de la Série, c'eftà-dire , L fuite des puiffances de x qui forment fes termes. Digitized by Google
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    DES SE'RIES. 20S Maïs il faut de plus avoir leurs coëfficients. On les cal- Ch. vu. cule afles aifément en luppofànt à chacune des puiilânces Sde x qui entrent dans la Série , un coefficient indéterminé A y B, C, D y &c en fubftituant, dans l'équation , au lieu d'y cette Série indéterminée qui en reprélènte la valeur, & en déterminant l'un après l'autre chaque coefficient A , B, C, D, &c. par les équations qui fe forment en égalant à zéro chaque terme de la transformée. En un mot , on calcule ces coëfficients par la Méthode des indéterminées , que Des Cartes, & après lui tant d'habiles Géomètres, ont employé avec un fi grand fuccès pour la réiblution des plus beaux Problèmes. Exemple I. Soit propofée l'éq: 6x7 — 2x>1 — Mlxly* 4« \aixiy-\- 2asxx — î**xy + *J^y = o. On demande la valeur d'y en x par une Série ateendante ? On mettra l'équation fur le Triangle analytique , & puifqu'on veut une Série amendante, on cherchera fes déterminatrices inférieures. Elle n'en a qu'une , qui donne l'éq: a'yy — is*xy HH 2*fxx = o , ou yy — 3x^ + 2 x* = o , qui a deux racines fimples _y==*, &^=2*, en général y = Ax. Donc b= i. En menant des droites parallèles à la déterminatrice par tous les termes de l'équay-i • • • *r • • • • * • 46 Ce 3 non Digitized by Google
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    206 VELA METHO D E Ch. vn. tion, on voit quelle eft compofée de trois ordres. Le tlt" premier, qui contient les termes a*yy , s*'-*/» 2*'xx par lefqueis paflé la déterminatrice , a 2 pour Ion expofant, parce que cette droite coupe la première colomne au centre de la Cale xl . Le fécond renferme les termes — *V^% & + & Ton expofant eft 4, parce que la droite qui paire par les Cafés %*jr* & xxy vient couper la préeniére colomne au centre de la Café x\ Et le troificme ordre , qui eft compofé des termes — 2x*yl & 6x7 , a, par une raifon pareille, 7 pour fon expofànt. On reconnoitra également bien ces trois ordres , & leurs expofânts , en fubftituant dans l'équation au lieu d1 y fa valeur Ax^ =zAx ce qui la change en 6x7 — 2Aïx1 — yfVx* + 4Aa*x+ + 2 Sxx — ■ iAs'xx + A% afxx=o , où l'on voit clairement que les deux premiers termes lbnt de Tordre 7 , les deux fuivants de l'ordre 4 , & les trois derniers de l'ordre 2. Comme on veut une Série amendante , on otera le plus petit expofànt 2 des autres 4 & 7 , & on aura les différences 2 & 5. On cherchera donc les nombres compris fous Pexpreffion générale b>*rjn*\*jp ou 1 + 2/4* 5/» en pofànt 1 [ h j , lui ajoutant les multiples de 2 [ »] , & ajoutant, à tous ces nombres les multiples de 5 [p]. On aura 1 , $ , 5 , 7 , 9 , 1 1 , &c. 6,8,10, i:, 14, 16 , &C I I , &c. 16, &c. 21 , &C. qui, rangés félon leur grandeur, font, 1, 3 , 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 , &c. La forme de la Série féra donc y = Ax + B x' + Cx' + D x' +Ex7 + Fx% + &c Qu'on fubnituë cette valeur d'y dans réquation , & on aura 6x> = )igitized by Google
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    DES SERIES. 207. Ch. Vil 6x* =s . ; + 6xr — 2xfyy=s zAlx* # -éc —aixy= aWx* 2a>ABx6 # 24MCx«_ éV -f.*«3x^= 4-44l^x* +44!2?x* * + ^Cx* +&c. •+-245XX= 24 'xx — Safxy= — J4j^xx-345Sx+ 545Cx« 34*ZV — - ^Ex* +&e. A'xx +2** ABx*+2*iACx< +-2*iADx->+2**AEx%+ Ùc. -H4'51x" -f- * + 2A>BCx*-\-àc. En égalant fucccfllvcment chaque terme à zéro , on aura ces équations 2a1 — ia%A+*$AA—o, ou AA — 3^+2=0 SA+^A — ta'B »b2asAB=o , ou AA=±A=(2a*A — ou 2^5 — 4B aaBB= (2aaA — iaa ) C 6 — iA* — îM%D*k2a%AD = o, ou 2AA — 6 = (2aaA — $aa) a* D —2*%AC—alBi+^C-îsiE+2a>AE>Ï2a
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    2©8 D E LA METHODE >Hu"' Il y a deux Séries afeendantes y=x +^ * *5* 4X1 16X* 2X* Exemple 2. Soit propofe'e l'éq : x7 — a1 x' j 4« *'xiy 41 * — *45xy 4« *s*x ss o , d'où Ton demande de tirer la valeur d'y en x par une Série attendante ? On mettra cette e'a : fijr Je Tr : anal : & on cherchera les déterminatriecs inférieures. 11 n'y en a qu'une, qui donne l'éq : a'yy 2Mi xy + as xx = o , ou yy — 2xy + xx = o , qui a deux racines égales , ou une (èule racine double y = x. Il faut donc [ §. 1 02 , 108] fubftituer x + u k y dans Pe'quation propofée , & elle le réduira à x7 *%*aix%u >{* a*xlu* + atm=. o , qu'on mettra auflt (ur le Tr : anal : Elle y a deux déterminatrices inférieures , x1 dont l'une donne l'éq: *fuu>{* a%x*u — o. ou ; * • • • • • • • • • • # . . . * . * * * */■ * 1 .... y. . x* & l'autre donne *V* ►£« x7==o , ou »= — L'un & l'autre expolànt d'x furpaflê le précédent : ainfi ces deux déterDigitized by Google
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    BE S SÏRIEf. iop dominatrices font utiles. Mais il fuffit [§. 108] de con- Ch. vu. fidérer la prémiérc, qui donne * = — ^=^jC»eft_ à-dire * = 3 , & ^= — ~. En fubftituant ytfx', ou Cmplement x' , dans ïéq: x'+^+^Va'+rfWss o, elle fe change en x7 + *V + *V = o , où Ton voit trois ordres de termes , dont les expofants font 6,7, 8 , & les différences i , 2. Comme la plus petite divifc la plus grande , la fuite des expofants d'x fera la progr: arith: j , 4, 5 , 6, &c. dont Je premier terme eft 3 [ b] , & la différence 1 [>] . La forme de la Série fera donc * = Ax* + Bx* Hh Cx« + £x< tfv. & cette valeur d'x fubftituée dans l'équation donne -x7= ..:•+. x7 +*»xV= 4- JA x* + 2*>ABx> + 2*>ACx,° + &c; -h ^BBx'°-\-&c. ^smt=^Aixt+2AiABx7+2*iACx*+2AsADx*+2AiAExlo-{-&c. + 4»CCx">+cV<-. D'où Ton tire, en égalant chaque terme à zéro, m>A + *'AA = o .... : . c'eft-a-dire^a-^ou^^ i+JB+^AB^o . . ; . ... ; a — ..2?=--I "W* 444 «,C+4'^4-24'^C+4'flB==:0 . ... I C— -JD + 24^+a4'^D + ;u'5C==0 . . . D= ~..Dz=--~i JE+^AÇ+SBB+^AE+^BD+t'CC-o,. E— ^..E--^ htrod. 4 ÏJbmtfk des Vgncs OmUu D d Aînfi
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    aïo DE L'A MEJH'ODE Ch. vu. Ainfi * s'exprime par deux Séries , à chacune defquellcs ajoutant x, on aura ces deux valeurs d>, y=x — --~fX* , , 2X6 , 7X7 , Q X* 5CJ SX* ? + + > & — ?— 3»— 7 — ^ &c. Cette dernière eft precifément celle qu'auroit x* donne la déterminât rice dont l'équation étoit u = — ~{ . Car , en fubftituant x4 à » dans Péq; x7 + «V«+«'xV 4"*'"* — o, on la change en x7 -+- *V 4* d1jrl,+'V = o , où l'on voit trois ordres de termes dont les expoiànts lbnt 7,8, 10. Les différences font donc 1 , $ , & comme la plus petite divifê la plus grande , la fuite des cxpofants d'x cfl 4 , 5,6,7, &c. & la forme de la Série y = Ax*>i< Bxs 4-Cx6 &c qui, par la détermination des X* Xi 2X6 AX7 coefficients fe convertit en — — : ; — ■— &c. a* a? as a Ainfi cette déterminarrice ne donne que- la féconde des deux Séries qu'avoit fourni l'autre. Exemple 3. On demande une Série dépendante , qui donne la valeur d'y en x tirée de cette éq : x1 y 4* 3*x1yi 4- $alxy + alxx a?xy a*x-\- a? = o. L'ayant mile fur le Tr : anal : on ne lui trouve qu'une déterminarrice fupéricure qui donne Péq : x'y1 +j«y + ?*Vy 4**V = 0 , ou , divifànt par x1,/ + ^ayl i*ly 4-*' ==0 dont la racine unique, mais triple, eft y — a. On fubftituera donc a + u à y dans l'équation propofée , & on la transformera en xxu% — a?xu 4- *5 =0. Celleci , mife fur le Triangle , a deux déterminatrices fupérieures, dont Tune donne x1 «' — x«=o, qu u a Ht^J15c-,:i & l'autre —*'x« 4-4' =0, ou u — Jx— H fùflîra d'employer la première 108 ] , qui donne Digitized by Google
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    DES SERIES. 211 * = — i ; fcfubftituant x — i:" à «dans la transformée, ch.vil Si», • * * * * • • • • • * * • • • * • • ••* •••••• on la changera en x,:i — «V:,+4V ro, où il n'y a aue deux ordres dont les expofants font i & o. Il n'y a donc qu'une différence i ; la fuite des expofants eft — k , — i , — |, — 2 , &c. & la forme de la Série Ax~ 1 1 * Bx-' * Cx-,; 1 tfv. Cette Série fubihtuée à », xVaytfxV iAABx"*. iAA&r*+ iAAD*r 1 + 3AAEx"i^-&cm + $ABB +6 ABC +6ABD >hlACC + Bl +sBBC -a'xuzz-a1Axtr-SBx*—a>Cx-~*—a,Dx'-1 —tfv. donne ces équations A — *'A=o c'eft-à-dire A—^a^..ouA=o zAAB — MiB*ai = o B — — {aa. . . B — *s 3AAC+iABB—alC=o . . . . C=^=|«Tî' .. . C=o S A AD + 6ABC+B1 — a'D = o . . . D~ — ia% ...D—a\ 3 AAE+6ABD+1 ACC+iBBÇ-SE^. £= rfcgj*'4' . . . E= o &e &c &c On a donc trois Séries dépendantes qui donnent la valeur d'« en x t fçavoir, u = aVt x~~ lU — {aax~ ' — \ai:t x-' l — ia'x-1 + î£*71x— j:i * Dd 2 — L Digitized by Google
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    2J2 DE LA METHODE $ U1- & u^ aax-1 +al x-1 &c. Cette dernière eft juftement celle qu'auroit donne , un peu plus facilement , la féconde déterminatrice qui donnoit tt—^***—' Car *~« fubftitué à * dansl'éq; x**' —j xm +a< = 0 |a change en x-' — S -f *' = o : ce qui manifefte deux ordres, dont les expofants font — i & o. Il nVa donc qu unejiaerence i , & la forme de la Série eft Ax~ 1 ,t^! , " I^T.' +Dx~~ 4 &t. valeur qui étant fubftituée à * dans l'équation , * V = A'x- l+îAABx- l+sAACx- *+3AADx~ *Wa -f- 3ABB -f- 6ABC donne ces équations ' f.T. =7° * = 5^ — -'C=o , . m . c— ^ %3^C-t- }ABB— . . . 1?= 10^ Donc *l 1 4, x— 1 4. ? 44 x— , + IQ M, x_4 + 45>* x ' Ainfi la valeur cherchée d> en x s'exprime par trois Séries détendantes , y^m+m^t — tl *' . io5*' . " „ ,x* 8x^~ -SB^ ^'+"+4 + *' + ~ + ~ 113. AjoûDigitized by Google
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    DES SERIES. aij Ajoutons une Remarque, qui fervira dans la c». vn. fuite. On a vu [ §. 1 10 ] que quand la Série eft régulière, *' 11 J* c'eft-à-dire , quand on fait ufage d'une racine fimplc de l'équation que fournit la déterminatrice, la différence [»] L des expofants d' x dans le premier & le fécond [ A x , Bx n ] termes de la Se'rie eft égale à la différence des expofants [mtm + n] du prémier & du fccond ordre des termes de l'équation. Il n'en eft pas de même d'une racine^y — Ax =o qui fèroit multiple. Si le dégre' de fà multiplicité eft j , c'eft-à-dire, fi y — Ax divife j fois la fomme des termes du premier ordre m , pourvu qu'elle ne divifè point la fbmme des termes du fécond ordre m la différence h — $ des expofânts du prémier & fccond terme de la Série Axh + Bx' , &c. fera e^ale à * , qui eft la différence n des expofants des ordres m , & m ^zn divifée par j , de forte que, dans le fccond terme, Texpofant d'x fera [fsJJqp^-. h Car puifquc y~Ax —o eft une racine dont le dégré de la multiplicité eft j , quand on aura fubftitué Axb >bf* il manquera, à la transformée, les termes qui devraient être aux points où la déterminatrice coupe les > premières colomnes [§. 107] , c'eft-à-dire, les termes m m — b m — ih 2 . _ , m — ik j x » * «> x u 9&c. jufqu au terme x * 9 qui fe trouvera à Pextrémité de cette première déterminatrice.   C'eft donc de ce terme que part la féconde , qui portera fur le prémier terme du fécond ordre xW=p* , Dd 3 dont
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    m 214 DE LA METHODE Ch. VII. . , ^ _ /, f.u}. dont la Cafc ne fera pas vuide, puifque y — Ax ne divi(c pas la Ibmme des termes du iècond ordre. Ainfi l'équation, que fournit cette féconde déterminatrice , eft de cette forme x™ ~jhuJ = Bj x™^" , ou J B}xm~*~n m foit u—Bxh *± / . L'expofant du fécond terme eft donc b^z^~. Cette Remarque fèrt à difcerner , fàns calcul , fi une Série qui a fon premier terme re'cl , n'eft point demi-imagmaire ; dans le cas où la racine y — Ax — o , qui donne le premier terme , divifànt plus d'une fois les termes du premier ordre m , ne divife point ceux du fécond m zçzm ; ce qui eft un cas afle* ordinaire. Alors fi j , degré de la multiplicité de cette racine , eft un nombre pair , & « • différence des expolànts des ordres, un nombre impair; le fécond terme [Bx* ■=*= — ] de la Série eft à demi imaginaire [§. 95 ] : il eft lurcment réel, fi / eft impair ; mais n Se j étant tous deux pairs, il fera ou réel ou imaginaire , lèlon que les coefficients des termes x " auront ou différents lignes ou même figne[§.9s]. Or c'eft de ce fécond terme qu'il dépend que la Série foit réelle , ou imaginaire , en entier ou à demi. Car l'équation qui donne ce terme , dans le cas dont nous parlons , n'ayant que deux termes , n'aura point de racines multiples. Ainfi dès-lors la Série eft régulière , & tous fès ter" dès le troiftéme font réels [§. 109]. Nous renvoyons à donner des Exemples pour éclaircir & confirmer cette Remarque , lorfque nous aurons occafion Digitized by Google
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    DES SERIES. aie fion de Pappliquer. [§§. 138. Ex. III. 141. Ex. Il &c. ] Il eft tems de faire ufage de tous ces Principes pour la recherche des Branches infinies des Courbes. Nous paflè- q rons enfuite à Pexamcn des Points finguliers. CHAPITRE VI IL Des Branches infinies des Courbes. 114. T TNE Branche infinie de Courbe seloigne infiniV-/ ment ou de l'Axe des ordonnées , ou de l'Axe des abfciflès , ou de l'un & de l'autre. Les Branches A , a Pl-Ix« s'éloignent infiniment de l'Axe des ordonnées , mais non f*" **' pas de celui des abfciflès .• auflî leurs abfciflès infinies ont - elles des ordonnées finies ou même infiniment petites. Les Branches infinies B , b s'éloignent infiniment de l'Axe des abfciflès , & non de celui des ordonnées , parce que les ordonnées infinies ont des abfciflès finies ou infiniment petites. Et les Branches infinies C , c s'éloignent infiniment des deux Axes ; les abfciflès infinies ayant des ordonnées infinies, & réciproquement. On trouvera donc les Branches infinies d'une Courbe T en cherchant quelles ordonnées répondent aux abfciflès infinies , & quelles abfciflès répondent aux ordonnées infinies : Ou en examinant ce que devient l'équation de la Courbe par la fuppofition d'x ou d'y infinies [§. 92] : Ou encore, en cherchant le premier terme des Séries descendantes qui donnent la valeur d\v en x , ou d' x en y [ 1 02 ]. Car tout cela n'eft qu'une même chofe. » 1 5. Mais le prémier terme de la Série ne fuflit pas toûjours pour s'aflurer de la nature , & de la pofition , ou Digitized by Google
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    »i6 DES BRANCHES INFINIES Pu ne. ou même de l'exiftence , des Branches infinies : il faut Ch.v:il fouvent aller plus loin , & calculer un certain nombre de 11 ^termes de ces Séries. Pour être plus bref & plus clair, je fuppofèrai qu'il ne s'agit que d'une Série dépendante qui donne la valeur d'y en x . Rien de plus aifé que d'appliquer ce que pen vais dire à une Série qui donneroit la valeur d'x en y. Dans la Série dépendante Ax 4* Bx -f Cx* + Dx + &c. les expofants b, /, k, /, &<. vont en diminuant , de forte qu'à (ûppofer x infinie , chaque terme eu infiniment plus petit que celui qui le précède : & à fuppofer feulement x extrêmement grande , chaque terme eft beaucoup plus petit que celui qui le précède, & beaucoup plus grand que celui qui le fiiit [ §. 99 ] . Chacun de ces termes exprime l'ordonnée d'une Ligne , Droite ou Courbe , dont les équations , [ en nommant x rabfciflè commune, », /, s9&c les ordonnées ] feront y=Ax , *=:Bx\ t=Cx , s =r Dx , &c. l'ordonnée T de la Courbe propofée étant égale à y + u Si cette Série j + « 4. / 4. j , eft imaginaire , l'abC ciflè infinie a , dans la Courbe propofée , une ordonnée imaginaire , & la Branche infinie que devroit défigner cette Série eft imaginaire. Et fi toutes les Séries dépendantes que peut fournir l'équation d'une Courbe font dans le même cas , cette Courbe n'a point de Branches infinies. Or un feul terme imaginaire rend la Série entière imaginaire. Si la Série y + + / &c. eft à demi-imaginaire [& pour cela il fiifîît d'un fcui terme qui le foit ] , des deux ablciflès infinies , la pofitive & la négative , l'une a une ordonnée réelle , l'autre une imaginaire. Et fi l'équation Digitized by Google
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    DES COURBES. 2l7 Cn. vin. ne fournit point d'autres Séries , la Courbe n'a des Bran- Pu ix. j. iij. cnes infinies que d'un côté de l'Axe des ordonnées. Mais fi la Série y »f* * + &c n'a rien d'imaginaire , les deux ablciflès infinies , fa pofitive & la négative, ont des ordonnées réelles : la Courbe jette des Branches de part & d autre de l'Axe des ordonnées. Une Série réelle indique ainfi deux Branches infinies , une du côté pofitif & une du côté négatif. Pour favoir donc précifément le nombre des Branches infinies d'une Courbe , il faut compter au jufte le nombre des Séries, réelles & demi-imaginaires, qu'elle peut fournir ; & dans ce compte une Série qui Ce fourche en deux, trois , quatre , ou &c. fait deux , trois , quatre , ou &c. Séries. Ainfi il eft néceflaire de calculer , au moins , tous les termes irréguliers de chaque Série , pour être fdr que la Série ne le fourche plus , & n'a plus de termes imaginaires , ou en entier , ou à demi. Mats dès qu'on elt venu aux termes réguliers, la pluralité des racines & les racines imaginaires ne (ont plus à craindre. 11 n'eft prefque pas befoin de connoître ces termes réguliers : du moins il fuflit d'en calculer quelques-uns des premiers fuivant le but qu'on fe propofë dans fon Calcul. 1 1 6. La Série y + » + / &c. étant réelle ; fi elle eft pofitive , l'ordonnée de PablciflTe infinie eft pofitive : elle eft au contraire négative , fi la Série eft négative. Et comme le premier terme de cette Série eft , lui feul , infiniment plus grand que tous les autres , x étant infinie , c'eft le figne de ce prémier terme qui décide de quel côté de l'Axe tombe , à l'infini , la Branche que défigne cette Série. Si le premier terme y, ou Ax , conferve fon même bitroà. à fAnalyfe des lignes Courbes. E e figne, Digitized by Google
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    DES BRANCHES INFINIES fc.ix. figne, foît que l*ab(ci(Iè x ait le figne Hh ou le figne — -, Cv.vïk les deux Branches de la Courbe , qui s'étendent Tune du §• côté des abfciflès pofitives , l'autre du côté des négatives , ces deux Branches, dis -je, tombent d'une même part de l'Axe des abfciflès ; elle fe jettent dans les angles de fuite des ordonnées de même figne. Mais fi le changement de en — x change le ftgne du terme Ax de 4^ en — ou de — en , l'ordonnée de Pabfciflè infinie pofitive a un figne contraire à celui de l'ordonnée de l'abfcifle infinie négative : les deux. Branches infinies (c jettent dans les angles oppofés des coordonnées. La Série y -f u + / +/ &c. étant demi - imaginaire , on jugera par le terme , ou par les termes , demi-imaginaires , de quel côté de l'Axe des ordonnées tombe la Branche qu'elle défigne , & par le figne HH ou — du premier termes Ax de quel côté de l'Axe des abfciflès elle tombe. On faura donc dans quel angle des coordonnées (è jette finalement cette Branche. Mais fi la Série a plufieurs termes demi -imaginaires » qui foient tels qu'ils donnent Pexclufion aux Branches infinies , les uns du côté des abfciflès pofitives , & les autres du côté des abfciflès négatives : la Courbe n'a alors aucune Branche infinie , non plus que fi (à Série étoit entièrement imaginaire. 117. Il paroît de - là que pour (e faire une jufle idée d'une Branche infinie de Courbe repréfentée par la Série Ax + Bx >f. Cxk 4< Vx + &c. il faut cormoître les Ugnesque repréfentent les équations y=^Ax >u — B>x Ce font des Hyperboles , quand les expofants h , i , &*. font Digitized by GoogI
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    DES COUR B E S. *io CH-vrn. font négatifs. Ce font des Paraboles , quand ces expofants p* *X« %-tl7* fontpofuifs. Arrêtons-nous un moment à confide'rer ces deux fortes de Courbes. ii 8. On nomme Hyperbole la Ligne courbe du fécond Ordre , dont la nature cft exprimée par l'équation y — — , ou xy = *. Il eft aile d'en déterminer tant de points qu'on voudra. Soit A l'origine , AB l'Axe des abil Flf" ciiTes , A D celui des ordonnées. On voit d'abord que l'ablciftè AB = i aura une ordonnée BC=«, parce que OC Yéq : y = — donne jy— * quand x= i. De même Pabfcifle A b == « aura l'ordonnée b c = i , parce que m Vèq : y= — donne y=* quand *=*. On a donc d'abord deux points C & c de l'Hyperbole. Pour en avoir autant d'autres qu'on voudra , on prendra une ab(ciflè quelconque A P , & on lui donnera l'ordonnée P M quatrième proportionne à AP, AB, & BC; ce qui s'exécute aifément en prenant fur le prolongement de l'abfciflfè A P une partie P égale à A B [ i ] , & menant par les points Q & C la Droite QC qui coupera l'ordonnée P M au point M. Car les triangles (êmblalles QPM, QBC donnent QJJ ou AP [x]:BC[«] = QP [ i ]: V M[ y\ Donc y = — . Où l'on peut remarquer r que chaque abf. cifle n'a qu'une leulc ordonnée , parce que dans l'éq : xy = *, la variable y ne monte qu'au premier degré [§.41 ]• Cette conftriiction s'abrège , en confiderant que puîlque PQj= AB , auffi QJV1 = C q. Ayant donc le point C de PHyperboIc , on en trouvera tant d'autres qu'on voudra en menant par C tant de Droites qu'on voudra r,g' 7e Ee 2 QCq,
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    220 DES BRANCHES INFINIES IX. QC (j^RCr^Cs, &c. terminées aux deux Axes A B , Ch.viil Au des coordonnées. Et fur chacune de ces Droites on $*118* prendra QM = Cq, Rm = Cr , S/a = Cs , &c. ou qM=CQjrm = CR, s/u=CS &c. & on aura les points M , m , /* , &c. de PHypcrbole. On trouvera par ce moyen un grand nombre de ces points , par lcfquels on tracera allez exactement une Hyperbole. 71. 1 19. Plus rabfciflc AP augmente , plus l'ordonnée PM diminue. Si AP eft égal à 2=2 AB, PM eft J«t=iBC. Si AP vaut $ = $ AB, PM eft ;a = ;BC, & ainfi de fuite. Donc la Courbe aproche toujours plus de PAxe des abfcuTes, mais l'ordonnée ne devient jamais nulle ou zéro. Quand AP feroit un million de fois plus grande que AB, PM feroit un million de fois plus petite que BC , très petite par conféquent , mais non pas nulle. La Courbe CM F s'aproche donc toujours plus de la Droite ABP & ne l'atteint jamais : c'ell ce que fignifie le nom $Afymptote , au'on donne à cette Droite. Plus PabfcKTe A p diminue , plus Pordonne'e p m augmente.  Si Ap eft égale à îAB, pmeft — =2»== 2 BC. StApvaut^AB, pmeft 3*=$BC,&c. Et lorfque A p devient nulle , quand le point p tombe fur l'origine A > l'ordonnée devient — , c'eft- à- dire , infinie. o Donc la Courbe C m E ne rencontre PAxe des ordonnées A D qu'à l'infini. A D eft donc une autre Afymptote de l'Hyperbole. En effet , fi l'on confidére que Pe'q : xy = * donne * = y » auiïî bien que y = ~~ > on. comprendra d'abord que ce qui a été dit des y fe peut dire également des *. L'Hyperbole a donc deux Afymptotes , qui font fes deux Axes. 120. Si Digitized by Google
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    DES COURSES. 321 Olviii. 120. Si l'on prend des abfciflès négatives Ap, leurs Piix. ordonnées pm font auffi négatives. Car eft une grandeur négative. Du refte > il en eft des abfciflès & des ordonnées négatives , comme des pofitives. L'éq : xjk = * fait voir que Porigine A eft un Centre [§.76 ]'. La Courbe complettc a donc deux parties égales & lèmblables EMF, emf, dans les angles oppofés DAB, bAd des Afymptotes , delquels angles ces Branches ne (brtent pas , & par confëquent ne (è rencontrent point Tune l'autre. Les Anciens , regardant comme deux Courbes ces portions détache'es , les nommoient les Hyperboles oppofées. Les Modernes les comprennent toutes deux fous le nom d'Hyperbole , parce que ces deux parties ne font qu'une feule Courbe , exprimée par une feule équation irrcdudible y= ~, ou x> = « [§. 21 ]. I2i. H n'en eft pas de même des- Hyperboles conjuguées, àg-ns C'eft le nom qu'on donne aux Hyperboles EM* , tiu? de'crites dans les angles DAb, BAd des coordonnées de fignes contraires , telles que réunies avec les précédentes EMF , emf, chaque abfciflè AP, Ap, pofitive ou négative, a deux ordonnées égales PAZ, PM, ou p#e, pm, Tune pofitive l'autre négative ; & réciproquement que chaoue ordonnée AQ^, Aq, foit pofitive foit négative , ait deux abfciflès Q^A/, Q^fe , ou q M , q m , l une pofitive , l'autre négative. Enlbrte que les deux Droites b B , D d , font en même tems des Diamètres & des Contre -Diamé" très [ § §. 70 & 7 j ] . Comme Péquation des deux Hyperboles EMF y emf eft^=-^, ou *y — «=o ,. celle des deux autres EMG, #f*
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    122 DES BRANCHES INFINIES pl. ix. & = o. L'équation qui repréfcnte les quatre parties des Cn.vm. Hyperboles conjuguées fera donc xjy1 — «* = o , pro- *,,t,r duit de ces deux éq : xy — -* = o , *>>4<
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    I DES COURBES. Cn.vni. & = 2 = / , l'équation eft y'~ == «x ~~ 1 , ou xy = a Pl. ix. S- du quatrième Ord»e ; mais on a vû [ §. prée. ] qu'elle peut fe réduire à deux équations du fécond Ordre. Cette gradation des Hyperboles peut aller à l'infini , & toutes ia lùitc de ces Courbes représentées par l'équation générale y/ = ax * ou y=Ax k:i s'apellc la Famille des Hyperboles , Pufàge des Géomètres étant d'apeller de même famille * les Courbes dont les équations ne différent que par les expolânts de x & de y. Toutes ces Hvpcrboles ont leurs Axes pour Afymptek'i A te t. Car dans l'éq : yz=zAx =~-rr/> * infinie x rend y infiniment petite , & x infiniment petite rend y infinie [§. 78. 79 J. D'où Ton conclud , comme pour l'Hyperbole (impie [ §. 119], que la Courbe s'aproche d'un côté infiniment de l'Axe des abfciiTes en s'éloignant infiniment de celui des ordonnées ; & que de l'autre côté elle s'aproche infiniment de l'Axe des ordonnées en s'éloignant infiniment de l'Axe des abfciiTes. 123. La Parabole eft une autre Courbe du fécond Ordre , dont l'équation la plus fimple eft y — — , ou y = xx9 en prenant m pour l'unité. Les ordonnées [rj font donc proportionelles aux quarrés [xx] des abfciflês. D'où il fuit que la Courbe A E va en s'éloignant à l'infi- Kg. 7+. ni de l'Axe AD des ordonnées & de l'Axe AB des abf. cilles , mais infiniment plus de celui - ci que de celui - là ; parce que Pablciflè AB ou DE [x] étant fuppofée infinie, l'ordonnée BE [y ou xx] eft infiniment infinie. Et puifque i'abfcifle [x], poûtive ou négative, a ion quarré [xx\ * ¥olfii Analyf. §. 385. i Digitized by Google
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    32* DES BRANCHES INFINIES pl. ix. [**] pofitif, l'ordonnée [y ou xx ] (èra toûjours pofi- Ch.viii. tivc. La Parabole jette donc, dans les deux angles des ordonnées pofitives , deux Branches infinies A M , A/u, avec lefquelles elle embrailc, pour ainfi dire, l'Axe des ordonnées A D , à la direction de laquelle la Courbe aproche toûjours plus de devenir parallèle , fans y parvenir néantmoins qu'à l'infini. Car on peut concevoir la Parabole comme décrite par le concours de deux mouvemens, Pun de la Droite AD , qui toûjours parallèle à elle - même glilTe le long de AB, l'autre d'un Point A qui s'avance îur cette Droite mobile AD de A vers D. Le mouvement de la Droite AD (èra fuppofë uniforme , les efpaces parcourus Am, An, Ap, Aq, Ar , &c. étant proportionels au tems que la Droite employé à paflTer de A D en mb , nD , pD , qD , rD , &c. Le mouvement du Point A fur la Droite AD fera fuppofé accéléré. D'abord infiniment petit , il augmente continuellement félon la raiibn des quarrés , enforte que les efpaces m M , nN , p P , qQ, rR , &c. décrits dans les tems proportionels à Am , An , Ap , Aq, Ar, &c. font comme les quarrés de ces tems. Dans cette fuppofition , il eft clair que la direction de la Courbe, c'eft-à-dire , la direction du Point qui la décrit , participe de lès deux mouvemens ; l'un par lequel il s'éloigne de A B en coulant fur la Droite AD , l'autre par lequel il s'éloigne avec la Droite AD de la première pofition de cette Droite mobile. Et l'on voit que, de ces deux mouvemens , le (ècond , qui eft uniforme & fini , furpafle d'abord infiniment la vîtefTe nailTante du Point A fur la Droite AD; ce qui fait que la direction de la Parabole à fon origine eft comme parallèle à AB , ou plutôt fur AB. Mais cette vitcflè du Point A fur AD allant toûjours en croi liant , & s'accclérant fuivant la progreffion des quarrés ° > 1 » 4 > 9 > 1 6 v &c. égale bientôt , & puis furpafle la vitcffe de la Droite mobile A D ; ce qui rend la direction de UlylIlZGO by Google
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    DES COURBES. 22$ Ch. vin. de la Parabole moyenne entre celles des Droites AB, Pl.ix. §. i»5- AD: mais elle gagne toujours de plus en plus vers la Direction A D , au paralléiifme de laquelle elle tend , & parvient à l'infini , parce qu'à l'infini le mouvement du Point A félon AD eft infiniment plus vite que le mouvement de la Droite A D félon A B. Au refte , ce que nous venons de dire de la Branche A M doit s'entendre également de la Branche Af« , qui lui eft pareille , & même é^ale & femblable fi A D eft perpendiculaire à A B. 124. Il y a plufieurs manières de décrire la Parabole , & de trouver géométriquement autant de lès points qu'on voudra. En voici une aflez fimple , & qui a l'avantage de réuflïr auffi bien quand les coordonnées font entr'clles un angle oblique, que quand elles (ont perpendiculaires l'une à l'autre. Sur l'Axe des abfcîfles A C , prenez dès l'Origine A Ftf- 7Sune partie A C égale au Paramétre [ c'eft le nom qu'on donne à la Droite confiante a qui règle la grandeur de la Parabole & que nous avons prile pour l'unité ] , & menés CF parallèle à l'Axe des ordonnées AD. Cette préparation faite , fi vous voulez avoir l'ordonnée d'une abÊ cuTe quelconque Am[ou An, Ap, &c. ] portez fur CF la longueur de cette ablciiTè A m de C en /U. La Droite Af» retranche de mZ, menée par m parallèlement à AD, l'ordonnée m M , dont le lbmmet M eft un point de la Parabole. Car les triangles femblables AmM , ACpc donnent cette proportion Am[x]:mM[^] = AC [*].• C/4 ou Am [xj. Donc <*v=xat ou ^=~, qui eft l'équation de la Parabole. Ayant déterminé par cette Confl tru&ion un grand nombre de points M, N, E,P, Qt&c. on tracera aifément la demi - Parabole AEQj & l'autre moitié A M fe décrira de même. Introd. a fAnalyfe des Lignes Courbes, F f 1 2 5 . On Digitized by Google
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    226 DES BRANCHES INFINIES Pi. ix. «25. On voit par cette defcrtption que la Parabole n*a Ch.viu. point d'Afyrnptote , point de Droite, dont elle s'aproche u** toujours fans l'atteindre jamais. Si on veut lui en fuppofer , il fàudroit en imaginer deux parallèles à l'Axe A D , mais à une diftance infinie de part & d'autre. Car il eft vrai que les Branches A M , A M de la Parabole s'aprochent toujours plus de ces Droites conçues infiniment éloignées , que leurs directions tendent toujours plus à devenir parallèles à celles de ces Droites, & qu'elles coïncident avec elles à l'infini , ce qui eft le caractère des A(ymptotes [§. 119]. Mais la diftance infinie à laquelle on eft oblige' d'imaginer ces Alymptotes , ne permet pas de les tracer , ou de les alîigner , ce qui Élit dire que la Parabole n'a point d'Alymptotes. 126. La Parabole ordinaire, ou fimple, que nous venons de définir, eft , comme l'Hyperbole (impie , mére d'une nombreuic Famille. Ceft celle de toutes les Courb bes que repreTente l'équation générale y == -jp ou m y 1= x , en prenant toujours * , qui eft le Paramètre > pour l'unité. L'expofant h peut être un nombre entier , ou rompu [ = y ], mais pofitif ; car s'il étoit négatif, leq.-^=;5c *' feroit celle de quelque Hyperbole Si l'on Te reprcfènte toute cette Famille des Paraboles, Rg.76. décrites fur les mêmes Axes AB, AD avec un même Paramètre AC = 1 , on verra qu'elles ont toutes un même point commun E. Car à l'abfcifle [x]AC=i, répond dans chaque Parabole une même ordonnée [jy] CE = 1 puifquc l'éq : y — x1 donne ^= 1 quand x.= 1 . De plus, Digitized by Google
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    DES COURBES. ' «7 c« vin. plqs , fi Pon compare deux Paraboles quelconques , on Pc 5. 116. verra'qUe celle qui a le plus grand expofànt h a auflî la plus grande ordonnée , lorlquc fablcifle A P furpaffe l'unité ou le Paramétre A C , mais qu'elle a la plus petite ordonnée, quand PabfcifTe Ap eft moindre que le Paramétre , ou l'unité AC. Car (bit y = x^ l'équation de la Parabole A m E M> & y celle de la Parabole AiuEM [fl eft fuppofé plus grand que h ]. Donc , fi Ton prend une abfciflc commune [xj AP ou Ap, les ordonnées b H PAZ, PM, oupmâpiu font entr'clles comme x" , x" . Mais , fi x furpaflè l'unité , la puiflànce fupérieure furpaflè l'inférieure x7 . Donc, quand [x] AP>AC[i]» PM [xH] >VM[xh]. Et fi [Ap] x eft moindre que Punitc [ A C ] , x eft une fraction , dont la puilîàncc plus élevée x [pu] eft moindre que la puiflaace moins élcvée/[pm]. » 127. Entre ces Paraboles (ê trouve la Ligne droite A E F , qui coupe en deux également l'angle D A B des coordonnées. Elle eft repréfèntee par Péq : y — x , qui réfulte de la fuppofition h m , ou * = /. Cette Droite eft moyenne entre les Paraboles AmE/V/, A u EM qui ont Pexpofant bt> 1 , ou è> / , & les Paraboles AnE#, AvEN, dans l'équation dcfquelles b<\ t ou k
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    228 DES BRANCHES INFINIES PUX- des abfciiTes. Car l'éq : y=x*:l, ou k > /, eft la même CH/mque l'éq : x=y ' ou / < k. Prenant donc x pour y & y pour x , c'eft-à-dire , changeant l'Axe des abfciflès en celui des ordonnées & réciproquement, la même équation réprélènte la Parabole A m E M & la Parabole A n E N qui font , Tune d'un coté , l'autre de l'autre de la Droite AEF. 128. Par ces Remarques on peut (e former une idée d'une Branche de Parabole , de auelque Ordre quelle (bit. Quoiqu'elles différent beaucoup des Hyperboles , ces deux Familles de Courbes font pourtant reprélèntées par l'équa/ k v.l k:l r . A h «on commune y =ax , ou j = * x foit y = Ax "[en prenant A=a [l , & Cette équation défigne des Paraboles , quand ^ ou JL eft pofiti£ Elle exprime des Hyperboles , quand cet expolànt eft négatif. Mais pour connoître le nombre & la pofition des Branches de ces Courbes , pour favoir dans quels angles des coordonnées elles fë jettent , il faut faire attention & au Paramétre « , qui peut être pofitif ou négatif, & aux expofànts ^, /, qui peuvent être pairs ou impairs. [§.95]. L Si k & / font tous deux impairs , 'x puiflance impaire de x a le même figne que x. Donc *x [=y } aura le même figne que x , fi * eft pofitif ; elle aura un ligtf* contraire , fi « eft négatif Et y , racine impaire / l k de y , ayant le même ligne que y [ = *x ] , aura le Pl.X. même figne que x, fi a eft pofitif, elle aura un figne %• 77. contraire , ira eft négatif Dans le premier Cas , la Courbe étendues Branches dans les angles DAB , bAd des coordonnées de même figne ; & dans le fécond Cas , elle le& Digitized by Google
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    > DES COURBES. Cm.vhi. tes a dans les angles DAb , BAd des coordonnées de p*.x. f' différens fignes. Dans l'un & l'autre Cas , les deux Branches font de part & d'autre des deux Axes. IL Si è eft pair & / impair, x*, puiflànce paire de xy eft pofitive , quelque figne qu'on donne à x. Ainfi *x* [=/] eft pofitive ou négative, félon que a cft pofitif ou négatif : & y , racine impaire de y , cft de même figne que^ [ = «**], c'eft- à-dire, pofitive ou négative, félon que « eft pofitif ou négatif Dans le premier Cas , la Courbe étend fes Branches dans les angles DAB, DAb Fii- rades ordonnées pofitives. Dans le fécond Cas , elle les jette dans les angles dAB , dAb des ordonnées négatives. Dans l'un & l'autre , les deux Branches font de part & d'autre de l'Axe des ordonnées , mais d'une même part de l'Axe des abfcifles. III. Si k eft impair & / pair, x*, puiflànce impaire de x , aura le même figne que x. Ainfi «x* [===/] fera pofitive , fi « & x ont le même figne ; elle fera négative , fi les fignes de a & de x font contraires. Et y , racine / k l impaire de y [ = etx ], (èra imaginaire, fi y eft négative ; mais elle fera réelle , & aura les deux fignes »■£• & — , fi y eft pofitive. Donc y eft imaginaire , lorfàue et & x ont différent figne ; & lorfque * & x ont le même figne, y a deux valeurs égales , mais Tune pofitive & l'autre négative. Ainfi , a étant pofitif, la Courbe étend deux Branches dans les angles de fuite BAD, BAd des abfcifles po- 7,4 fitives : mais a étant négatif, la Courbe étend fes Branches dans les angles DAb, bAd des abfcifles négatives. Elle eft donc toute d'un même côté de l'Axe des ordonnées ^ mais elle fe jette de part & d'autre de l'Axe des abfcifles. F f ? IV. Enfin,. Digitized by Google
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    210 DES BRANCHES INFINIES ru x. I V. Enfin , fi k & / font tous deux pairs , la Courbe Ch.viii. eft imaginaire , quand a. eft négatif : mais elle a quatre f- ««• Branches réelles , une dans chacun des quatre angles des coordonnées , quand * eft pofitîf. Car x* , puiOance paire de x étant toûjours pofitive , *xk[=yl] eft négative , & y , racine paire de y , toûjours imaginaire , Iorfl que a eft négatif. Mais lorlque * eft pofitif, ax [==7 ] eft toûjours pofitive, & y > racine paire de y , a toûjours deux valeurs égales , une pofitive , une négative. Donc , * étant pofitif, chaque ablciftô , (bit pofitive (bit négative, a deux ordonnées , une pofitive & une négative ; ce qui tait quatre Branches , une dans chacun des quatre angles Fig. 80. des coordonnées. 129. Toute Branche infinie, en s'éloignant de l'Origine , prend infènfiblement la nature d'une Branche d'Hyperbole ou d'une Branche de Parabole. Elle en diffère peu à une grande diftance; & elle fe confond exactement avec elle à l'infini. Dc-là , toutes les Branches infinies des Courbes fc divifent en deux Genres , les Branches Hyperboliques , & les Branches Paraboliques. Les Hyperboles , & par conféquent les Branches hyperboliques ont une Afymptote [§. 119], & les Paraboles & les Branches paraboliques n'en ont point [6. 125 ] : c eft -là leur caractère diltin&if *. 1 $0. Quand on a la Série Ax + Bx% + Cx* * Vx &c. qui exprime l'ordonnée d'une Branche infinie , il eft aifé de connoitre fi cette Branche eft hyperbolique ou parabolique. * Newtoh, Emaner, Un. tert. ordinh. IL 5. Digitized by Google
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    DES COURSES. Ch. vin. lïque. Qu'on prenne tous les termes de cette Se'rie , où §. ijo. i'CXp0fànt de x eft pofitif ou zéro , & que leur Ibmme foit nommée v. Si ia Ligne dont x & v font les coordonnées eft une Droite , la branche de Courbe eft hyperbolique & cette Droite eft l'Afymptote. Au contraire , la Branche de Courbe eft parabolique , fi la Ligne dont x cft M>fciflè & v l'ordonnée n'eft pas une Droite. 1 3 1 . Je dis i \ que fi la Ligne dont x & v font les coordonnées eft une Droite , la Branche infinie que répréfente la Série v + &c. eft une Branche hyperbolique, qui a pour Afymptote cette Droite. Car tous les termes fuivants , où x a un expofànt négatif, font une fbmme d'autant plus petite que x eft plus grande [ §. 99 ] , & fe réduifent à rien quand x eft infinie. Donc l'ordonnée T de la Courbe aproche toujours plus de l'égalité avec l'ordonnée v de la Droite , & lui devient égale quand x devient infinie : c'eft-à-dire , que la Courbe aproche toûjours plus de la Droite & le confond avec elle à l'infini. Cette Droite eft donc Afymptote [ §. 119], & la Branche de Courbe une Branche hyperbolique [§. 129]. Afin que les termes v foient l'ordonnée d'une Ligne droite , il faut que x , dans ces termes , ne palTe pas le premier dégré [ 40 ] . Ces termes feront donc ou zéro, ou une confiante B, ou Ax> ou Ax >{* B. S'ils font zéro, c'eft-à-dire, fi x , dans le premier terme de la Série , a un expofànt négatif; l'équation de l'Afymptote eft eft v=o, ce qui déligne l'Axe des abfciflcs [ $.40. III. ij Si les termes v fe réduilent à JS, l'équation de l'Afynptote v =. B indique une Droite qui eft Pabfcifîc de l'ordonnée B [ j.40. 1 1. $ ] . Si les termes v ne (ont que le terme Ax y l'éq : vs=Ax donne pour PAfymptote une Droite qui pafle par l'Origine & qui eft tellement inclinée aux deux Axes , que le Sinus de l'angle qu'elle tait avec les
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    I 232 DES BRANCHES INFINIES tL.x, les ablciflès , eft au Sinus de l'angle qu'elle fait avec les or- Ch.vîu données, comme A eft à l'unité [ §. 40. li. i ]. Enfin, S1*1* fi les termes v font Ax+B , PAfymptote repréfentée par l'éq : v — Ax + B, eft une Droite qui paOe par l'extréB mité de l'ordonnée B & de l'abfcitTe — ~\ , faifànt avec les ablcifles & avec les ordonnées des angles dont les Sinus font entr'eux comme A à 1. [ §. 40. 1 J. 132. Cette même Branche hyperbolique , qui a une Afymptote droite , a auffi une Afymptote courbe , ou plutôt elle en a une infinité. Car plus on prendra de termes de la Se'rie , plus on aprochera ,de la valeur dT. Donc fi on décrit une Courbe , qui ait x pour abfcifle , & pour ordonnée v avec un ou plufieurs des termes fuivants de la Série , cette Courbe lèra une Afymptote de la Courbe propofée , qui s'en aprochera d'autant plus à l'infini , qu'on prendra un plus grand nombre de termes après v. Mais aufii l'équation de cette Courbe Afymptote devient d'autant plus compofée. Ainfi , comme le prc'mier terme ds ceux qui fuivent v vaut lui fèul infiniment plus que tous les autres [ §• 78 ] , la Courbe , qui a pour ordonnée les termes v avec le prémicr terme qui fuit , c'eftà - dire avec le premier terme de la Série où x a un expofant négatif, eft proprement celle qu'on nomme l'A- îymptote courbe de la Branche infinie repréfentée par cette Série: & cette Courbe elt une Hyperbole. F'S' 8u Soit A l'origine; AB , AC les deux Axes ; A P [x] une ablcilfe ; P M [ T] l'ordonnée de la Courbe propofée Mm ; PO [«] l'ordonnée de l'Afvmptote droite BCO ; PN + l'ordonnée de l'Afymptote courbe Nn [/eft le premier terme de la Série où x a un expolànt négatif; nous le fuppofcrons égal à Cx k l] : Je dis que cette Coutbc Digitized by Google
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    DES COURBES. ajj Cm.viil Courbe Nn cft une Hyperbole, dont on peut regarder Pt. xi; $. ij». CO comme l'ablcilTe, & ON [/] comme l'ordonnée. Car les parallèles AC, PO donnent A B : BC = AP : CO . La raifon de A B à B C eft donne'e , puifque l'angle BAC des deux Axes , & les côtés AB [—j] & AC [B] du B K triangle ABC font donnés. Que ^ : , ou B : K , exprime la raifon de AB à BC. Donc B:K —A&[x]: CO [«], Ainfi l'abfcifle z eft , ou *= £ , & l'ordonnée / [Cx — — g — /f;/. L'équa^— *./ CB — '^'^ z./ tîon de cette Courbe Nn eft donc /= ^ z » ou / = — -r- z j qui eft l'équation d'une HvpcrboB le [§. 122 ]. La pofuion des Branches de cette Hyperbole - afymptote eft déterminée par le coefficient C & par lexpofant j du terme / [=Cx ' ]. Si le coefficient a, à l'infini , le môme figne qu'^ , les Branches tombent , par raport à l'Axe des abfcifles, au-delà de l'Alymptote- droite : mais elles tombent en - deçà , c'eft-à-dire , entre l'Axe & l'Alymptote ,fiv&/ontà l'infini des fignes contraires. Quant à rexpofànt — y , û i & / font tous deux impairs, les deux Branches de l'Hyperbole - afymptote ifiirod. à ÏAnalyfc des Lignes Courbes. G g tomDigitized by Google
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    234 DES BRANCHES INFINIES Pl. xi. tombent de part & d'autre de l'Axe des ordonnées , & de Cw yimi part & d'autre de l'Axe des abfcuTcs, qui eft ici l'Afymp- ï*ê* totew droite. Si k eft impair & / pair, les deux Branches tombent de part & d'autre de l'Axe des ordonnées , mais d'une même part de l'Axe des abfcifles , qui eft ici l'Afymptote droite. Si k eft pair & / impair, les deux Branches tombent d'une même part de l'Axe des ordonnées, & de part & d'autre de l'Axe des abfciiTes ou de l'Alymptote droite. Et fi / (ont tous deux pairs, l'Hyperbole afymptote a quatre Branches qui le jeuent dans chacun des quatre angles que fait l'Alymptote droite avec l'Axe des ordonnées ; angles que nous apellerons, dans la fuite, les Angles afymptotiques. [ §. 1 2 8 ] . La pofition des Branches de l'Hyperbole -afymptote détermine celle des Branches infinies de la Couioe dont elles font alymptotes : Du moins celles de la Courbe n'auront pas d'autres pofitions que celles de l'Hyperbole. Car il peut fe faire que les termes fuivants de la Série ou multiplient , ou rendent imaginaires les Branches de la Courbe , dont celles de l'Hyperbole devroient être les alymptotes. Mais cela ne fàuroit arriver , fi / eft un des rennes réguliers de la Série [§. 1 09 ] . Il fera donc convenable , en conlèrvant le nom d' Hyperbole - afymptote à celle dont l'abicilTe x a l'ordonnée v'+z, d'appeller Afymptote - courbe , ou curviligne , la Ligne qui a pour ordonnée tous les termes irréguliers de la Série , en y joignant s'il le faut , autant de termes réguliers qu'il en eft befoin , pour en avoir au moins un , ou l'expofânt de x foit négatif. Mais alors il fe peut bien que cette Courbe ne ioit plus une Hyperbole. 1 3 j. J'ai dit 2°. Que la Branche infinie , repréientée par une Série , dt Parabolique lorfque les termes v [ ce font )igitized by Google
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    DES COURBES. Gu.vm font ceux où Pexpolànt d'x eft pofitif ou zéro] n*expri- Pi.xi. §•« U« ment pas une Droite. Ainfi dès que , dans le premier terme Ax , Pexpofànt h eft un nombre pofitif différent de l'unité , la Branche de Courbe eft parabolique : elle Peft auili lorlque bz=. i , pourvû que Pexpofànt i du fécond terme Bx (bit pofitif, quoiqu'inférieur à Punité. Car foit / = Bx\ Que la Droite AO foit celle dont ifc.t*, PabfciiTe AP [*] a lbn ordonnée PO égale à Ax prémier terme de la Série , c'eft-à-dire, que la Droite AO fafïc avec les ablcifïès AP & les ordonnées PO des angles OAP, AOP , dont les Sinus font - enrr'eux comme OP [Ax] & AP [xi, ou comme A & i. Soit auffi NAn la Parabole dont PabfciiTe * [ A P ] a une ordonnée / ou Bx$ [PN]. Donc prenant par tout OM égale à PN, la Courbe MA m, qui paflè par tous les points M, eft celle qui a pour ordonnée Ax +Bx = PO + PN = PO-f- OM=PM. Je dis que cette Courbe eft une Parabole , dont on doit regarder AO comme PAxe des ab(l c'uTes. Car nommant z PabfcHIc AO, elle eft à AP [x~\ en raifon donnée , puifque les angles du triangle APO font tous donnés. Que cette raifon foit exprimée par celle z de K à i. Donc z = À*, ou x = -jp. Et l'ordonnée de la Courbe M A m fera / = — j z , qui eft celle d'une Le premier terme Ax de la Série, qui exprime PorGg 2 donnée Digitized by Google
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    236 DES BRANCHES INFINIES Pl. XI. donnée d'une Branche parabolique , fait juger de la der- Ch.viie. niére direction de cette Branche. Comme il furpafle infiniraient tous les autres , x étant infinie ; la Courbe eft cenfee avoir à l'infini des ordonnées égales à celles que reprélènte ce terme fèul. Quand h furpafle l'unité' , la dernière direction de la Branche infinie eft parallèle aux ordonnées , & elle eft parallèle aux abfcifles , quand h eft: plus petit que l'unité [ §. 127 J. Mais lorfque b=t , la dernie're direction des Branches infinies eft oblique aux coordonnées , & les finus des angles qu'elle fait avec les ordonne'es & avec les abfciflès font entr'eux comme 1 à A [ coefficient du premier terme Ax}\ puifque la dernière direction d'une Parabole eft celle de fon Axe [§.124]. 154. C'eft pourquoi l'on regarde comme Afymptotecourbe d'une Branche parabolique , la Parabole qui a pour ordonnée le premier terme Axh de la Série , ou les deux • premiers termes Ax + B x' , lorfque dans le premier , x a l'expofant 1 . Car quoique quelques termes (uivants puik fent encore être infinis , fi x a dans ces termes un expofant pofitif ; de forte qu'à l'infini , les ordonnées de la Courbe & de la Parabole différent d'une grandeur infinie ; cependant comme cette différence eft infiniment moins grande que l'ordonnée parabolique [§. 78 ] , elle s'évanouît en comparaifon de cette ordonnée , & la Courbe & fa Parabole-afymptote font cenfées coïncider à l'infini. On peut pourtant , fi l'on veut [ & il eft même plus exact de le faire ] regarder comme Afymptote - curviligne d'une Branche parabolique, la Courbe qui a pour ordonnée la fomme de tous les termes de la Série , dans lesquels x a un expofànt pofitif ou zéro. Car dans les termes fuivants x ayant un expofànt négatif, ils deviennent très petits quand .v eft très grande , & infiniment petits quand! Digitized by Google
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    DES COURBES. 237 Ch.vtil quand * eft infinie. Donc alors la Courbe & Ton Afymp. Pl. xl S-1!** tote s'aprochent toujours plus Pun de l'autre , & coïncident à Pinfini. Mais cette Afymptote-curviligne peut n'être plus une Parabole. On diftinguera donc , quand il fera néceflaire , la Parabole-afymptote -, & rAfymptotc-coarbe , ou curviligne . Celle - là a pour ordonnée le premier tcnne de la Se'rie , ou les deux premiers , quand 1 expofànt d' x dans le premier terme eft l'unité. L'ordonnée de celleci clt la fomme de tous les termes de la Série , dans lelquels Pexpolânt d'x eft pofitif ou zéro. Le terme fuivant marque par Ton figne , (êmblable ou contraire au figne de l'ordonnée de PAlymptote-curviligne à Pinfini, que la Courbe tombe en- deçà ou en -delà de cette Afymptote : & Pexpolânt de x dans ce terme fait connoître fi les Branches infinies exprimées par la Se'rie s'e'tendent d'une feule part ou de part & d'autre de PAxc des ordonnées , & fi elles tombent d'un même ou de différents côtés de leur Afymptote. C'eft la même choie que pour les Branches hyperboliques [§.132], & ici » comme là , il eft indifpenfable de faire attention à tous les termes irréguliers de la Série. i$<. Pour démêler (kns confufion tout ce qui- regarde les Branches infinies d'une Courbe dont Pc'quation eft: donnée; il faut, après l'avoir mife fur le Triangle analytique , égaler à zéro fon plus haut Rang. Les racines de cette équation ne peuvent avoir que ces trois ou quatre formes 7=0, x=o ,y = j4x , ou , ce qui revient au même, xz=^. Car fi ce plus haut Rang eft *yv 4* 0 *ri + y * v~a + . . . &*. . . . * x *r~v + + »x , on aura, [en l'égalant à zéro & divifant par xv~\ G g 3 mjf Digitized by Google
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    2J9 DES BRANCHES INFINIES Pi. XI. v v-l v-2 a Cm. Vin * x X X x = o , qui a le nombre v Je racines telles que y~^rz A M = ° > -=fc^'=o, dfc ou y*zAx = o , y + A'x = o, é». Lorfquc le plus haut Rang a une ou plufieurs Cafés vuides du côté de la Bande (ans y, brique », ou » & 4, ou », 4 & * , &c. font zéro , Péq: »yv + fiXyv~l &e. eft divifible , une ou plufieurs fois , par y ; elle a une ou plufieurs racines y = o. De même, lorfque ce plus haut Rang a une ou plufieurs Cafés vuides du côté de la Baode làns xy lorfquc «, ou « & j8, ou *, /S & yt &c. font zéro, l'éq: *yv + &xyv * &c. eft' divifible , une ou plufieurs fois, par x\ elle a une ou plufieurs racines x=a Mais fi les deux Catès extrêmes du plus haut Rang,/1', xv font remplies , toutes les racines de l'équation faite en. égalant ce Rang à zéro font de la forme y = A x , ou *— A' La racine y = o , étant Péquation de l'Axe des abfciC fcs ; les Branches infinies qu'elle indique auront leur dernière dire&ion parallèle à cet Axe. La racine x=o mar3ue au contraire des Branches infinies dont la dernière irection eft parallèle à l'Axe des ordonnées , duquel l'équation eft x = o. Et les racines y — Ax=o dénotent des Branches dont la dernière dire&ion eft parallèle à la Droite que rcprélènte cette éq : y — Ax = o , c'eftà-dire , à une Droite oblique aux coordonnées , & dont l'tnclinaifbn eft telle que les Sinus des angles qu'elle fait avec )igitized by Google
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    DES COURBES. 239 C».vm. avec les abfciffes & avec les ordonnées font entr'eux com- Pl. xi. £i|f* me A à t. Si ces Branches font paraboliques , cette Droite cft l'Axe de leur Parabole -afymptote ou parallèle à cet Axe [ $• 1 3 3 1 • Si ces Branches (ont hyperboliques , cette Droite qI\ leur Afymptote , ou parallèle à l'Alymptote [§. iji], 136. C'cft donc en égalant à zéro le plus haut Rang de l'équation d'une Courbe , qu'on juge de la dernie're direction de les Branches infinies. Elles peuvent avoir autant de dernières directions que cette équation du plus imaginaires, la Couibe n'a point de dernières directions , point de Branches infinies. taxyy — 2axl + **x1 = o. Si on la met fur le Tr: anal : on voit que l'éq : j$* + 2 xlf 4< x* = o du plus haut * o * o * o * o * 00* o o o Rang n*a que des racines imaginaires. Car , en tirant la racine quarrée , on a yy 4" xx = o , dont les racines font ^r + xy7 — 1 =0 , & y — xy7 — 1=0, toutes deux imaginaires. Donc la Courbe n'a point de Branches infinies. En effet , l'équation propofée n'a point d'autres déterminatrices fupérieures que celle qui traverte le plus haut Rang , puifque les deux Cafés extrêmes de icRarg/* & x* Sont pleines. Cette équation ne fournit donc point d 'audes racines Digitized by Google
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    240 DES B R A NC HE S INFINIES pi. XL très Séries dépendantes que les deux qui commencent par Ch.viil les termes — x%/ — 1 & 4***^ — l > donne's par cette ^ *iS' déterminatrice. Et dès le prémier terme ces Séries font imaginaires. L'équation ne donne donc aucune Série qui puifle reprefenter quelque Branche infinie. On le rendra très fènfible par la Conftruâion de cette Courbe. En regardant Ton équation comme une équation du fécond dégre' , on trouvera yy= iax — x*± 2 %/( 2a1 xl ax* ) a xd^ 2 y7 (ax(2ax xx ) ) 4« *ax — xx, & tirant la racine quarre'e y = ±\/axzt: r g» V(2*x — xx). Chaque abfcifTe AP[xJ a donc quatre ordonnées [» | PM, PAf, Pm, Pjw, les deux premières pofitives & les deux dernières négatives. PiM, Pm font égales à la Comme -J-v7 ax -\-i/(2ax — xx) & — y/ ax — •v/(2<*x — xx ) , & PA/, Pm font égaies à la différence — ^ ax +\/( 2ax — xx ) & +v/tfX — VQzax — xx), des ordonnées P N , P O , ou P n , P o de la Parabole NDAdn, dont l'équation elt^ = lhe, ou y — z±z^ax9 & du Cercle ADOBod A dont l'équation eft yy = îax — xx , ou y = =*= y/ ( îax — xx ) . Or comme le Cercle ne s'étend que jufqu'au diamètre A B , & qu'au - delà fès ordonnées font imaginaires, la Courbe AECACeA, ne paiîèra pas non plus au-delà de Pabfciflè AB, & n'aura, comme on le voit par fa Conftruètion , aucune Branche infinie. 1 1 7. Lors qu'égalant à zéro le plus haut Rang de l'équation de la Courbe on lui trouve des racines réelles / ces racines font ou 7 = 0, ou x = o, ou y — Ax t foit X==A 1,5 1. Elle a des racines ^ = 0 , lors qu'il manque au prémier Rang une ou plufieurs Cafés du côté de la Bande fans^. Alors il part de la Cafe pleine qui eftla plus voifinc Digitized by Google
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    DES COURBES. 2$i Ch.yiii. fine de cette bande une de'tertnînatrice fîipe'rieure , qui pt, *'1J7' fournit l'équation par laquelle on a le premier terme Axh de la Se'rie [car on ne peut regarder o [=y ] comme un terme ]. Selon les Cales qui lbnt pleines dans les Rangs inférieurs , cette de'terminatrice aura différentes pofuions qu'on peut réduire à trois. Ou elle eft parallèle à la Bande fans x , ou elle tombe au-deflbus de cette parallèle , ou elle refte au - deflus. t. Lorfquc la determinatrice eft parallèle à la Bande fans * , le premier terme de la Se'rie eft Ax° , ou finalement A [ §. 96. $ 0 ] . A Pablciflè x infinie il re'pond une ordonnée finie A, & réciproquement l'ordonnée A a une ablciftc x infinie. Si on mène cette ablciflê de l'ordonne'e A t la Courbe s'e'loignant infiniment de l'Origine s'aproche infiniment de cette abfcifle , qui eft ainfi Ion Afymp- # tote [§. 119]. Donc, une de'terminatrice parallèle à la Bande fans x indique des AbfcifTes - afymptotes + , c'eft à - dire des Afymptotes droites parallèles à l'Axe des ab£ feifles , & par conféquent des Branches hyperboliques. [§.129]. 2. Quand la determinatrice tombe au-dcftbus de la parallèle à la Bande (ans x ; elle ne coupe que la Bande fans y , ou bien elle paffe par la Pointe. Alors l'expofànt d'x, dans le premier terme de la Se'rie , eft négatif [§. 96. i°], Introd. à fAnalyfe des Lignes Courbes. H h ce f M. D e G D a , Ufége de ÎAnd. pag. 5;.
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    242 DES BRANCHES INFINIES XI. ce qui marque des Branches hyperboliques , qui ont pour Ch.vth. Alymptote PAxe des abfciflès [ £ i j I } *. $• «373. Quand, au contraire, la déterminatrice tombe audefllis delà parallèle à la Bande (ans * ; elle coupe , étant prolongée , les deux Bandes extérieures du Triangle , mais elle retranche une plus grande portion de la Bande fans x que de la Bande fans y. Alors x , dans le prémier terme de la Série , a un expofànt pofitif plus petit que l'unité [§. 5> ou fi elle patte par la Pointe ; elle défigne des Branches hyperboliques , qui ont pour Alymptote PAxe des ordonnées. j. Et fi elle tombe au-deflus de la parallèle à /a Bande (ans y , coupant les deux Bandes extérieures du Triangle , mais retranchant une plus grande portion de la Bande (ans y que de la Bande (ans x ; elle indique des Branches paraboliques , dont la dernière direction eft parallèle à PAxe des ordonnées. 11L Les * M. De Guà\ Ufage de tAtudyf. pag. 41. Digitized by Google
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    DES COURBES. v& Cm.VITL ___ . . y Pl. XI. §. 117. III. Les racines y=Ax, ou * = ^ ne marquent que la dernière dire&ion des Branches infinies d'une Courbe , fans décider fi elles (ont hyperboliques , ou paraboliques. Elles font hyperboliques , lorfqu'x dans le fécond terme de la Série y=Ax + Bx 4< &c. ou lorfqu^ dans le fécond terme de la Série k= ^ + By *h&t. a un expofant négatif. Elles font paraboliques, lorfque cet expoiànt du fécond terme eft pofitif [§§. i $2. 1 ]. Mais ceci demande d'être e'clairci par le détail , & rendu fenfible par les Exemples. Nous fuivrons la diitinétion qui vient d'être indiquée & qui nous préfente ces quatre Cas. I. Lorfque la déterminatrice part de la Pointe , ou ne coupe qu'une des deux Bandes extérieures du Triangle analytique , (ans être parallèle à l'autre. II. Lorfque la déterminatrice eft parallèle à une des deux Bandes extérieures du Triangle. III. Lorfque la déterminatrice coupe inégalement les deux Bandes extérieures. I V. Lorfque la déterminatrice coupe également les deux Bandes extérieures , & que couchée fur le plus haut Rang elle fait avec ces Bandes un triangle ifofcèle. 1 $8. Cas l Quand une déterminatrice, (àns être parallèle aux Bandes extérieures du Triangle analytique , n'en coupe qu'une , ou parte par la Pointe ; elle le trouve fupérieure fi l'on conçoit le Triangle couché fur une de (es Bandes , & inférieure fi on le conçoit couché fur l'autre. Suppofons d'abord que cette déterminatrice laide toutes les Cafés pleines entr'elle & la Bande (ans x ; elle (èra fupérieure lorfque le Triangle eft couché fur la Bande (àns Hh 2 *, inféDigitized by Google
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    a-tf DES BRANCHES INFINIES Pi. xi. x , inférieure lorfqu il eft couché fur la Bande fans y. Mais , CH.vm.' le Triangle étant couche' fur la Bande fâns x , une de'terminatrice fupe'ricure indique les termes qui compofent fèuls toute l'équation , quand on fuppofc x infinie : tt le Triangle étant couche' fur la Bande (ans y , une déterminatrice inférieure parte par les termes que la fuppofition d'y infiniment petite rend infiniment plus grands que les autres. Donc puifque la déterminatrice qui laifle toutes les Cales pleines entr'ellc & la Bande (ans x , pafle par les termes qui conviennent à la fuppofition d'x infinie 8c d'^ infiniment petite , les termes par lefqucls elle pafle conftituent l'équation de la Courbe , lorfque les abfciflcs font infinies & les ordonnées infiniment petites. Cette déterminatrice marque donc des Branches , qui s'éloignant infiniment de l'Axe des ordonnées s'aprochent infiniment de celui des abfcifles , c'eft-à-dire des Branches qui ont pour Afymptote PAxe des abfciflès. Suppolbns, au contraire , que la déterminatrice laifle toutes les Cafés pleines entr'elle & la Bande fans y ; elle fera fupérieure lorfque le Triangle eft couché fur la Bande fans & Péquauon qu'elle donne répond a la fuppofition d\y infinie. Cette même déterminatrice eft inférieure , quand le Triangle eft couché fur la Bande fans x , & fon équation convient à la fuppofition d'x infiniment petite. Les termes par lefqucls elle pafle conftituent donc Tequation de la Courbe qui répond en même tems à la fuppofition àyy infinie & d'x infiniment petite. Ainfî la determinatrice indique des Branches infinies qui s'éloignent infiniment de TAxc des abfciflès en s'aprochant infiniment de celui des ordonnées , lequel eft par conféquent leur Afymptote. On examinera donc de quel côté une determinatrice qui part de la Pointe du Tr: anal : ou qui ne coupe qu'une de fès deux Bandes extérieures , laifle toutes les Cafés Digitized by Google
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    I DES COURBES. '2tf Ci».vm. Cafés remplies par lequation propofée. Si c'eft du côte pL.xi. S-1*8- de la Bande fans x , PAxe des abfcifles eft Afymptote. Si c'eft du côté de la Bande fans y , c'eft l'Axe des ordonnées qui eft Afymptote. Le figne & l'expolânt du premier terme de la Série , lequel eft donné par cette déterminatrice, fait connoître , dans quels Angles afymptotiqucs s'étendent les Branches de l'Hyperbole- aiymptote dont il exprime l'ordonnée. Si l'éauation de cette déterminatrice n'a point de racines multiples , orç qu'ayant des racines multiples & des racines fimples, on (è ferve d'une racine fimple pour calculer ce prémier terme j dès-lors la Série eft régulière, & les Branches de la Courbe le jettent dans les mêmes angles que ceux de l'Hyperbole qui eft fon Afymptote. Mais fi l'on employé une racine multiple , la Série n'eft pas régulière dès le prémier terme , & il en faut encore calculer quelques - uns , pour avoir l'Afymptote - curviligne dont les Branches infinies font accompagnées de celles de la Courbe. [§. 134]. Exemple I. On demande quelles font les Branchés infinies de la Courbe que repréfente l'éq : xyy — aay — £' = o. •» Cette équation mile (ur le Tr: anal: a deux détermiDatrices AB & AC. Celle-ci paffe par la Pointe: L'autre A © * o o r coupe la Bande fàns x & n'eft pas parallèle à la Bande fcns y, Ainfi elles marquent, l'une & l'autre, des Branches Hh j hyperDigitized by Google
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    246 DES BRANCHES INFINIES FuXl. hyperboliques. AB , qui laiflè la Café C du côté de la Ch.vtil Bande (ans y , défigne des Branches qui ont pour Alymp- J* Bl* totc l'Axe des ordonnées. Et ACqui laide la Cale B du coté de la Bande (ans x , indique des Branches dont J'Axe des abfciflès eft rAfymptote. La feule vue du Triangle donne ces conclurions. Mais pour s'aflurer de l'exiftence & de la pofition de ces Branches infinies , il faut voir les équations que donnent ces déterminatrices. AB donne xyy — aay=o, ou x = — . Ceft le y prémier terme de la Série dépendante qui donne xen;, « il exprime l'ordonnée d'une Afymptote-courbe , qui cil une Hyperbole (impie d'un Paramétre pofitif ; dont par conféquenc les Branches s'étendent dans les angles des coordonnées de même figne [§. 128. 1]. Et les Branches de la Courbe qui doivent accompagner celles de cette Hyperbole font réelles , puilque Péq : x y y — a a y = o n'a point de racines multiples. En couchant le Triangle fur la Bande (àns y, on voit que la déterminatrice AB porte fur les plus hautes Calés des deux prémiéres colomnes. Donc la Série eft régulière dès le premier terme. Ainfi la Courbe , à l'exemple de fon Hyperbole -afymptote , jette deux Branches qui s'aprothent à l'infini de l'Axe des ordonnées , l'une dans l'angle des coordonnées pofitives, l'autre dans l'angle des coordonnées négatives. L'autre déterminatrice AC donne l'éq; xyy — P =0, ou y = ?izbl * x~ t:t , qui indique une Hyperbole du troifiéme Ordre, dont les Branches s'étendent dans les Angles des abfciflès pofitives [ §. 128. 111]. Elles embraC fent donc , pour ainfi dire , l'Axe des abfciflès qui eft leur Afymptote - droite , & l'accompagnent à l'infini du côté pofitif Et comme cette équation n'a point de racines multiples ; la Série eft régulière dès le prémier terme , & Digitized by Google
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    DES COURBES. 247 Ch vin. les Branches de la Courbe accompagnent , dans les mêmes Pu xr. 138. angles , celles de l'HyperboIe-alymptote. La Courbe propolëe a donc quatre Branches infinies hyperboliques : deux defquelles , qui ont pour Afymptotedroite l'Axe des ordonnées , fe jettent dans les angles oppofés des coordonnées de même figne ; & les deux autres, dont l'Axe des abfcifles eft l'Afymptote , s'étendent dans ks angles de fuite des abfcifles pofitives. Le cours de cette Ligne eft à peu près tel que le repréfente la Et cela s'acorde très bien avec ce qu'on peut tirer de l'équation propofée. Réfoluë comme une équation du fecond dégré, elle donne jS="±^4*,«*Q QU r devient négative; ce qui n'a jamais lieu, x étant pofitive; mais bien a" quand x négative eft au-defïbus de [AB], dont l'ordonnée y eft égale à — sa: %r= |" BC 1v 40 aa L J 20. Que x étant infinie, y eft infiniment petite & a deux valeurs égales , mais l'une pofitive R S , l'autre négative Rs. Car x étant infinie , il ne refte dans le numérateur dela> fraction égale àyt que ^y^'x, qui divifé par 2x fe réduit à :±V- . j\ Que x étant zéro, ou plutôt infiniment petite, y a deux valeurs, Tune finie — - ,[AD], 1 autre infinie + — , qui eft pofitive [AE] quand x eft pofitive, & négative [AF] quand x eft négative» Car fi on tire la racine quarrée V(*4+4*'*), on aura une S6« — &c qu'on ajoûtera iaa & qu'on en retranchera Digitized by VjOOQlC

  

  
    Page 295
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 25.09% accurate
    2tf DES BRANCHES INFINIES Pt.xi. tranchera, pour avoir , en divifant par 2 x, les deux va- Ch.viii. leurs d'y , — Hh - &c. [ AE ou AF] infinie, & — *~ &c. *% ^ J x aa L J aa [AD] finie. Que fi l'on veut , pour plus de clarté , décrire la Courbe par points , on le fera aifément en prenant la valeur d'x, qui eft Ainfi (ùppolànt a = 2 = t>> on aura x= — + — ■ ce qui donne les valeurs fui vantes. y yy Soit yz= 5, 4 , g , 2, i , o, — i,— 2 ,— 4,— 5,— 6,* onaurax=iÀ,ié,2i,4, 12,/»/, 4, o ,— $,-4,— ,4,&c Exemple 2. L'équation propofe'e eft xxjyy — *'.y — &'x=o. En la mettant fur le Tr:anal: on lui trouve deux déterminatrices , ABy AC9 qui font alternativement fupérieUres & inférieures , quand on couche le Triangle fur la Bande fans y & fur la Bande (ans oc. Elles marquent donc des Branches hyperboliques , qui ont pour 00*00 0000 0.00 B* *C o Afymptote , les unes PAxe des ordonnées , les autres PAxe des ablciiTes. La Série qui représente les premières a pour fon prémier terme x==±/j,:1v~l;J , que donne Péq : xxyy — aly = o fournie par la déterminatrice Ah. Il marque deux branches qui fe jettent le long de PAxe des ordonnées dans les deux angles de fuite des ordonnées pofitives. Et ces deux branches de rHyperbole-afymptote font ied_by Googtt
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    DES COURBES. 249 c«.vm. font accompagnées de celles de la Courbe , puifque Péq : Pl. xl /.«$*• xxyy — a*y = o n'a point de racines multiples. II en eft précife'ment de même des Branches qui ont pour Afymptote l'Axe des ablcifTes. La pofition de Ja détcrminatrice AC eft rymctriquc à celle de la de'terminatrice AB, & l'équation que donne AC eft la même que celle que donne AB , en changeant x en y & a en b. La Courbe a donc quatre Branches hyperboliques , dont deux ffc. 8j. FC, DC fuivent l'Axe des ordonnées dans les angles des ordonnées pofitives , & deux DB , HB accompagnent PAxe des abfciflês dans les angles des abfciflês pofitives. Cette conclufion fe confirme par la rélblution de Péquation propofée. Elle fe préTente alors fous cette forme y — , ou y a deux valeurs. En prenant x pofitive, l'une des deux valeurs &y eft pofitive, ,-4V(,'*4*V) 
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    ayo DES BRANCHES INFINIES Pl. XT. a'±y/(a' Ab'x* ) r . „ . Ch vin. tcment - , font toutes deux pofiuves, §. i}a> parce que a% [= J as ] furpafle v'O* — 4***' ). La Courbe n'a donc point de Branches dans l'angle des coordonnées négatives, mais elle en a deux AF, FC , dans l'angle des abfciflès négatives & des ordonnées pofitives. Il cil vrai qu'elles ne s'écartent pas beaucoup de l'Axe des ordonnées , puilqu'elles deviennent imaginaires dès que x eft plus négative que t~j — [AE], laquelle abfciflè AE a fon V4 bb fon ordonnée EF = — . On prouveroit de même , en réfolvant l'équation félon l'inconnue x , ce qui donne x == kl±4ÙD que la Branche A H B ne s\> 2yy 9 1 Joigne de l'Axe des abfciflès nulle part plus quen H, qui t. bb a pour abfciflè GH =tïz2 & pour ordonnée AG=-r~ D'où il paroit que la Courbe eft compofée de deux parties dont la pofuion eft celle qu'on voit dans la F'g. 85,8c qu'elle a les quatre Branches hyperboliques qui ont été' indiquées par les deux déterminatrices de fon équation mite fur le Triangle analytique. Cet Exemple peut luire naître une difficulté apparente. Si on cherche la Série qui donne y en x , on trouvera y = dt:bj -4.— ^z-^— jt &c. dont les terx 2 xx Xb x* x mes demi- imaginaires femblent indiquer que les ordonnées font imaginaires du côté des abfciflès négatives. Cependant on vient de voir que la Courbe a deux Branches AF, FC de ce côté -là. Mais il faut conûdérer que la. Série Digitized by
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    DES COURBES. a;i Ch.vhl Série n'eft convergente que quand x eft fort grande : elle pt S-Xî8, eft divergente & trompeufe, quand x eft Mïcz petite , ce qui eft le cas des Branches AFC, dont labfcifle ne furpané point AE = — . On a trouvé^ ï>-32 C Or la racine quarre'e de a6 •+« 4^V (è peut exprimer par deux Séries différentes, dont Tune (èrt quand a6 >+b'x\ & Pautre quand 4^V La prémiére, qu'on trouve en tirant la racine de V + eft s* -jT" t — ^ i cr*. Et la féconde , qu on trouve en tîb a6 b rant la racine de ^Vx* Hh**> eft 2bxW- *h t/- — v x ùJt> x y X axz b ^ x CeS ^"CS 4*V, ou x<-^- = AE = Ae; & R, S, quand 4*,x' ou x > = AE= Ae. p b'x b6** . r .... y = — "T* — r — — ■• CTf. J xx a* a' „ Vx b'x* , *V ^ R....y = + 2bV-+—+TTr-l X b* X JT J zoy ixx Wx*y x ^ li.2 La
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    ap DES BRANCHES INFINIES Pl. xi. La Série P exprime les ordonnées des Branches Cf , ca.vni. CF, fui van t qu'on prend x pofuive ou négative. La Se- S-M8rie Quelle des Branches A?, A F. Et les Séries Rt Scelles uls blanches fB, 
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    DES COURBES. 253 Ch. vin à- dire du côté pofittf de leur Afymptote droite. Et ces Pl. XI. fi. i}*- Branches d'Hyperboles lont accompagnées de deux Branches réelles de la Courbe, puiique Véq: xlyy — b% =0 n'a point de racines multiples. L'autre déterminatrice AC , qui eft fupérieurc quand on couche le Triangle fur la Bande (ans x , & qui par co îlè'quent défigne des Branches hyperboliques dont l'Afymptote droite elt l'Axe des abfciflès , donne pour l'équation de l'Hyperbole-a'ymptote xyy — yaaxxy 4- a*x = o, ou, divifant par *, xxyy — 2 a axy + tf — o , qui n'a qu'une racine, mais double,*? — aa=o, ou^=^. Elle exprime une Hyperbole ordinaire pofitive , c'eft-àdire , qui jette fes Branches dans les angles des coordonnées de même figne. Mais comme cette racine eft double , la Se'rie n'elt pas encore régulière , & il fàut en chercher au moins encore un terme. On fubftitucia donc — * u à y dans l'équation propofée , ce qui la transformera en x'#* — ts = o , ou * = bs 1 x~ î: x , qui eft la même Hyperbole qu'on a trouvé pour l'Alymptote courbe des Branches infinies qui s'étendent le long de l'Axe des ordonnées. La transformée n'ayant que deux termes, la Série ert terminée , & l'équation de la Courbe (ê réduit Aa hb h by= — |/— « D'où il paroit que la Courbe n'a aucune ordonnée du côté des abfcitTes négatives , & que du côté des pofitives elle a deux Branches B M , DM le r,g. g«, long de l'Axe des ordonnées , & deux autres Bm , Dm le long de l'Axe des abfciflès. aa èh h Puifque l'équation propofée fè réduit ky—~ =t~V-% on la conftruira en décrivant fur les Axes AC, AD deux li % HyperDigitized by Google
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    254 DES BRANCHES INFINIES flXL Hyperboles, l'une Nn, qui a pour ordonnée ~ [PN,pn], C^Jt bb b & l'autre Oo , qui a pour ordonnée =fc — y7 — [PO, PO, po, p*]. Car fi on donne à chaque abfciflè AP, ou A p , deux ordonnées P M , IJM, ou p m , p m , dont Tune PM, ou pm , (oit égale à la fomme NO[PN-f-POJ, ou no [pn + po 1 des ordonnées de ces deux Hyperboles, & l'autre PAa, ou pw,àlcur différence NO[PN — PO], ou no [pn — po] ; les points M, m , M,m , feront à la Courbe propofée MB m, AfDm. Si au lieu de — h\ on avoit eu — b*y dans l'équation propofée , la transformée par la fubrtitution de aax~ 1 + u à y auroit été x'«* — b*u — sab* * — 1 = o , qui , étant mile fur le Triang : anal : couché fur la Bande làns x, a une détermina trice fupéricure qui fournit l'éq: x'»* — aab*x ' = o , ou u — j±z a b b x \ Comme cette équation n'a point de racines multiples , la Série eu* régulière dès ce fécond terme. L'équation de l'Alymptotecourbe cft donc y = ^ d= ^ ; par laquelle il paroit que les deux Branches de l'Hyperbole y = *~ qui accompagnent l'Axe des ablciflès , font fuivies , l'une & l'autre , de deux Branches de la Courbe , qui tombent , Tune endeçà , l'autre en- delà , des Branches de l'Hyperbole. Ainfî la Courbe a huit Branches hyperboliques , dont le cours eft à peu près tel qu'on le voit dans la Fig. 87. On pouvoit prévoir cette différence des deux Courbes Fig. U & 87 , prcfque par la feule infpedion de leurs équations mifes fur le Triang : analytique. La racine double xjr — aa = o de l'éqaation que donne la déterminatricc AC ne divife pas le terme unique A* , ou b*y , du fécond Digitized by Google
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    DES COURBES. 25* vïil fécond ordre. Donc [§. 1 1$ ] la Série qui donne y par x, Pl.xi. J8- aura, ou n'aura pas, des termes demi - imaginaires , félon que la différence des expofants du prémier & du fécond ordre eil non-divifible , ou divifible, par l'expofànt 2 de la multiplicité de la racine xy — aa =z o , c'elt-à-dire feA A O O O [ * O O 000*0 O O O J O O 0 0 I 0 | 0 0 0 ! * 0 0 0 * c 0 0 | 0 oî *C 0 ! 0 | 0 b * *e B* 0 Ion que cette différence eft impaire ou paire. Or cette di£ ference eft impaire dans Péq : xly* — 2<>Vji+44x — ■ b* = o , où les expofants des deux ordres font 1 & o. Elle eft paire dans Péq : x'/ — 2a1xîy + a*x *> = o> où ces expofants font 1 & — 1. Cela fe voit auffi par la feule infpection du Triangle , en menant la déterminatricc AC & là parallèle qui paflTe par tous les termes f ici par le terme unique B] du fécond ordre. Entre ces deux droites il n'y a , dans la première équation qu'un intervalle ; puifqu'rl n'y a entr'elles aucune Cafe ; mais dans la féconde équation, il y a deux intervalles féparés par une ligne de Cafés vuides. Ainfi la différence des expofants des ordres eft , dans la première équation , 1 nombre impair ; dans la féconde , 2 nombre pair. Donc la première Série a des termes demi-imaginaires , & par conféquent la Courbe n'étend que d'un fcul côté des Branches infinies le long de l'Axe des abfciflès. La féconde Série n'a point de ter- fig. 8*. mes demi-imaginaires , mais elle fera entièrement imaginaire ou réelle , félon que les racines de l'équation de la féconde dàeraainatrice font imaginaires ou réelles. Comme eyes
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    aç6 DES BRANCHES INFINIES Pt.xi. elles fe trouvent ici réelles , la Courbe a quatre Branches Ch.viii. f*$. 87. infinies le long de l'Axe des ablciflès, deux du côte' pofi- S-1*8tif & deux du coté négatif de l'Axe des ordonnées. Exemple 4. Qn pr0pofe l'éq : xxyy 2abxy — bbày + aabb — bbcd — 0 , dont voici la Conflruction. Une Parabole NCn , décrite avec un Paramètre = fur les Axes C B , CE, étant donnée , avec une Droite DO parallèle à C E , & un Point fixe A : fi l'on tire par ce Point A une droite quelconque AN, qui rencontre la Droite donnée en O , & la Parabole en n , N , & qu'on mené par le point O la droite M O m parallèle à TAxe C B , & par les points N, n, les droites NM, nm parallèles à l'Axe C E , les points M , m , où ces droites (c coupent feront à la Courbe propofëe. Car fi l'on mène par A deux droites AQ^ AB parallèles aux Axes CB, CE de la Parabole , lefquelles rencontrent Tune en D la Droite donnée DO, l'autre en B l'Axe CB, & qu'en prenant AQ, AB pour les Axes de la Courbe, on nomme AB, a ; AD, b-, BC, qui ci\ négative dans la Figure, c, l'ablciflè AP, x, & l'ordonnée PM , ou Pm , y : les triangles femblables ADO , AQN ou Aqn, donneront AD[b]: DO [=rAP, *] : : AQjîu Aq [=PM ou Pm,/]: QN ou qn Donc RN[===QN-QR==QN--AB]=5^~4 , ou m [ = qr — qn = AB — qn]=/» — EtCR,ou Cr [ = CB4-BR ou B r=CB-r- PiM ou Pm] — c +y, Ai.ifi puifque , par la propriété de la Parabole , le re&ang'e du Param'rre d par l'ordonnée CR ou Cr elt égal au qmrré de l'ablcifTe RN ou rn [ §. i 23 ] , on aura dx^e +y ) = X-^j — 4* a a , qui fe réduit à l'équation propogitized by Google

  

  
    Page 304
    

  
  
    Digitized by Google

    [image: Image 18]
  

  
    Page 305
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 28.50% accurate
    I Digitized by Google

  

  
    Page 306
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 28.15% accurate
    DES COURBES. C*.vin. propofée xxyy — 2abxy *f aabb = bbcd -f bbdy. Pu 1XL * ■>* On voit aifément, par cette conftruclion , que la Courbe aura toujours deux Branches infinies le long de l'Axe des ordonnées A D qui eft leur Afymptote : mais elle peut en avoir aufli , ou n'en pas avoir , le long de l'Axe des ablettes AB. Ces cas fe diftinguent en examinant fi cet Axe A B coupe , touche , ou ne coupe ni ne touche la Parabole. 1. S'il la coupe , & que le Point A tombe dans la Pa- %• **• rabole , ce qui a lieu quand BA [s] < Bb [ s/ c d] , la l' Courbe a quatre Branches infinies dont AB eft l'Alymptote , & elles fe jettent dans les quatre angles des coordonnées. 2. Si PAxe AB coupe la Parabole , mais que le Point A "«"•• u tombe hors de cette Courbe, ce qui a heu quand BA[*j > Bb(V^], la Courbe a aullî quatre Branches infinies 3ui accompagnent PAxe AB ; mais de ces quatre Branches, eux s'e'tendcnt dans l'angle des coordonnées pofitives & deux dans l'angle des coordonnées négatives. Si le Point A tomboit fur la Parabole, alors AB [a 1 feroit = Bb [%/cd]9 & le terme conftant difparoîtroit de l'équation , qui feroit divifible par y , & réduite à xxy — 2abx — bbd—o, ne repreTenteroit qu'une Ligne du troifiéme ordre. g. Si AB touche la Parabole , ce qui a lieu quand «*>». j*=o , la partie de la Courbe qui eft au-deiTous de l'Axe A B difparoit , & la Courbe n'a plus que deux Branches infinies le long de cet Axe , lefquelles le jettent toutes deux dans un même angle, qui eft celui des coordonnées pofitives , à fuppofcr d pofitive. 4. Enfin fi A B ne touche ni ne coupe la Parabole , num' «• ce qui eft le cas de c négative , ou de BC pofitive , toutes les Branches infinies qui accompagnoient l'Axe A B dit Introd. à P^htalyfe des Ugnes Cwrbeu K k paroik Digitized by Google
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    2*8 DES BRANCHES INFINIES Pt. XII. paroiflènt , & la Courbe ne confèrve que celles qui s'eten- Ch.viil dent le long de l'Axe des ordonne'es AD. 5- M* Tout cela fèdifcerne, inde'pendemment de la conftruction de la Courbe , par la feule équation mife fur le Triangle analytique. A Elle a deux détermînatrîces , Tune AB quï a la même pofition que AB dans KExcmplc //, & qui de'figne, ici comme là, [car le Calcul eft le même], deux Branches o hyperboliques qui accompagnent PAxe des ordonne'es dans les deux angles de fuite des ordonnées pofitives. Mais AC , qui indique des Branches dont l'Axe des abfciflfes eft Afymptote, donne I eq : xxyy — 2abxy ►{* (aa — cd)bb = oy dont les racines xy=.ab± b y/cd , préfentent quatre Cas différents ; fans compter celui où a=z V'd, qui réduit Pe'q : xxyy — 2abxy — bbdy — o , ou xxy — iabx — bbd = o9 à ne repréfenter qu'une Courbe du troifiéme ordre. i°. Si cd eft plus grande que aay les racines xy = air cd , & xy = ab — b cd défignent deux Hyperboles , l'une pofuive , l'autre négative ; dont la prémiére étend fes Branches dans les angles des coordonnées de même fîgne , & la féconde dans les angles des coordonnées de différens lignes. Ces Hyperboles - afymptotes fe mm i répandent donc dans les quatre angles des coordonnées ; ' & la Courbe les accompagne le long de l'Axe des abiciC fes pigitized by Google
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    DES COURBES. af9 Chviïi. Tes dans ces quatre angles , puifque dans ce Cas l'équation Pt. xn. f. ij8- de la déterminatrice AC n'a point de racines multiples. 2°. Si cd étant pofitive eft plus petite que as , les deux racines xy=abz±zby/ cd , désignent deux Hyperboles pofitives , qui étendent , Tune & l'autre , leurs Branches dans les angles des coordonnées de même Ogne. Donc, puifque l'équation de la déterminatrice n'a point dans ce Cas de racines multiples , les Branches de la Cour- n«m. s. be fuivent celles des Hyperboles le long de l'Axe des abfcifles qui eft leur Afymptote , & le jettent deux dans l'angle des coordonnées pofitives , & deux dans l'angle des coordonnées négatives. j°. Si cd elt négative, les deux racines xy=: ab^r. b\/ c d ibnt imaginaires. Ainfi les Branches infinies, que la déterminatrice AC fembloit indiquer par fâ pofuion font anéanties par (on équation. La Courbe n'a donc que les 4« deux Branches hypetboliques indiquées par la déterminatrice AB , & qui ont pour Afymptote l'Axe AD des ordonnées. 4°. Si *=o, les deux racines xy — ab 3= b\/c d font égales , ou plutôt l'éq : xxyy — 2abxy 4* nabb = o de la déterminatrice AC n'a qu'une racine double xy = ab. 11 n'y a donc , pour les Branches dont l'Axe des abfciflès eft l'Aiymptote-droite qu'une Hyperbole pofitive , dont les Branches HI, KL iè jettent dans les angles oppofés des num- *• coordonnées de même figne. Mais , comme la racine xy ab = a b eft multiple ; la Série , dont — eft le prémier terme , n'eft pas encore régulière , & il en faut chercher le fécond terme, au moins. On voit (ans calcul, puifque la racine xy — ab=zo eft double, pu i! "qu'elle ne divilè pas le terme unique — bbdy du fecond ordre , & puilqu'il n'y a qu'un intervalle entre la déterminatrice & (à parallèle qui paflè par le terme du fecond ordre ; on voit, disDigitized by Google
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    a6o DES BRANCHES INFINIES ru XII. je, [§. 113 ] , que !c fécond terme de la Série fera demi - Chz/ttl imaginaire , & qu'ainfi it n'y aura qu'une des deux Bran- &• 'i8chcs HI, ou KL, de l'Hyperbole qui fèrve d'Afymptote à la Courbe. Mais pour lavoir fi c'eft HI, ou KL, qui fait cette fonction, il faut connoître le fécond terme de la: Série. On fubftituera donc abx~ 1 4« u à y dans l'équation propofée xxyy 2abxy — bbdy + aabb = o , & on la transformera en xxuu — abldx~ 1 — bbd* — o Celle-ci mife fur le Tr: an : n'a qu'une déterminatrice fupérieure, qui donne xxuu — ab*dx~ '=0 , ou u =. + S >»~d^x-^ = ±by/a±f. Ce "terme demi îmaginaire , mais double à caufe du fignc zi= , fait voir que la Courbe ne s'étend que du côte' qfl'indique le figne de la grandeur a bd. Si ce produit eft pofitif , il n'y a que la Branche HI de l'Hyperbole qui fort Afymptote , mais elle eft fuivie de deux Branches mi, Ml de la Courbe , dont l'une mi, défignée par la Sérîey=^ — b^ &c fe gliflè entre l'Hyperbole HI & l'Axe des abfcifles,- & dont l'autre MI, indiquée par la Série y^+bfê&c. x x tombe, par raport à l'Axe des abfciflès, au-delà de l'Hyperbole H I. Ces deux Branches m i , M I font furement réelles puifque le'q: xxuu — ab'dx~ 1 = 0 de la féconde déterminatrice n'a point de racines multiples , & que par conféquent la Série devient régulie're dès le fécond terme. Ainfl la Courbe a quatre Branches hyperboliques ; deux , qui ont pour Afymptote l'Axe des ordonnée* , l'accompagnent dans les angles des ordonnées pofitives ; & deux , qui ont pour Afymptote l'Axe des abfciflès , le jettent, le long de cet Axe , dans le feul angle des coorjdonnées pofitives. ?5>. CasIL Digitized by Google
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    DES COURBES. Ch.viw. 139. Cas 11 Lorfqu'une exterminatrice eft parallèle à pl.xii. Ml* une des deux Bandes extérieures du Triangle analytique, elle eft lupérieure quand le Triangle eft couché lur cette Bande. Si c'eft la Bande (ans y , la déterminatrice donne ]'équation de la Courbe pour y infinie [ §. 96. 40 ] . Mais tous les termes de cette équation étant iur une Bande parallèle à la Bande fans y , ils contiennent tous une même puiflànce d'y. On peut divifer l'équation de la détermina^ trice par cette puiflànce , & on aura une équation en x & en confiantes , qui a pour racines une ou piufieurs valeurs finies d'*. Ainfi des ablciflTes finies ont des ordonnées infinies ; & les Branches défignées par cette déterminatrice s'éloignent infiniment de l'Axe des ablciflês en restant à une dittanec finie de celui des ordonnées. Les ordonnées infinies de ces abfcifles finies font des Afymptotes de la Courbe , qui jette le long de ces Afymptotes des Branches hyperboliques. Par le même raifonnement , une déterminatrice parallèle à la Bande fans x défigne des Abiciflès- afymptotes , dont les ordonnées font les racines de l'équation que fournit cette déterminatrice. Ces racines peuvent être imaginaires , réelles , ou nulles. Une racine imaginaire exprime une Afyrrptote imaginaire, qui n'exifte point, non plus que les Branches infinies que la déteiminatrice (en bloit indiquer. Une racine réelle donne la pofition d'une Aïynptote- droite réelle, qui peut pourtant n'avoir que des Branches im?ginaires à caule des termes fuivants de la Série. Une racine nulle marque une Afymptote- droite , qui, paflant par l'Origine , eft un des deux Axes. Elle a dore été déjà indiquée par une déterminatrice, qui fans eue paiallclc aux Bandes extérieures du Triangle n'en coupe qu'une ou pafie par U Pointe [fypréc.]. E k 1 ExemDigitized by Google
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    tôi DES BRANCHES INFINIES pl. xll. Exemple l. On propofè Téq : xyy — dyy — $sxy Ch. vin. *b 2*îx=o. Quand on l'a placée fur le Tnang: anal: '*,J* A 0*00 B* * o o *C O o on voit qu'elle n'a que deux détermînatrïces fupérieures , toutes deux parallèles aux Bandes du Triangle. L'une AB , parallèle à la Bande (ans y , indique une Afymptote-ordonnée. Son équation xyy — ayy=zo , diviiée par y y , (è re'duit à x-^ 4=0 ; ce qui montre que cette Afymptote elt l'ordonnée de l'abfciflc x = a. On prendra donc une abfcifle AB = «, & par Ton extrémité **• 8*' B on mènera l'ordonnée indéfinie B C , qui eft l'Afymptote indiquée par la déterminatrice AB. L'autre AC> qui elt parallèle à la Bande fans x , défigne des Afymptotes - abfciflès. Leur pofition fe détermine par l'éq: xyy — \axy >\* 2*Ix = o , que fournit cette déterminatrice. Cette e'quation a chacun de (es termes diviùblc par x, & cette divifion la réduit à yy — î*y*\* 2a& ==0, quia deux racines réelles,^ — 4=0, & y — = 0. Elles marquent chacune une Afymptote , qui font les abfciOes DE, F G, des ordonnées A D — a & A F = 2 a. Exemple 2. On propofe l'éq : xxyy — zbxy — bbyy — 2aaxy + bbxx HH 2bly -f- 2a bx -f- 2a* b* = o. Mile fur le Tr : anal : elle a deux déterminatrices. L'une AB , parallèle à la Bande fans y , indique par fa pofition des Ordonnées - alymptotes , & par fou équation xxyy — bbyy =0, ou, diviiànt par yy , xx— bb=o, qui uigitizeo Dy VjOO
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    DES COURBES. Cw.vni. qui a deux racines réelles, 5c=&, x= — b, on voit que iy ynT i* ces Afymptotes (ont les ordonnées des ablciflès AB=£, AC = — h. A 00*00 o. o * o B* * *C * L'autre déterminatricc -^C, étant parallèle à la Bande fens x , marque des Abfcifles- afymptotes. Son équation otxyy — ibxxy bbxx — o , divifée par xx y fc réduit à y y — afy + W = o, qui n'a qu'une (èule racine, mais double, y — b=o. Elle fait connoitre que Pabfciflè DE de l'ordonnée AD = b , eft une Afymptotc. Exemple 3. Si dans cette même équation on change feulement en 4« lt Cgne — du terme bbyy , l'équation que donne la déterminatrice AB , étant xxyy 4> bbyy = o , ou xx bb = o , elle n'a que des racines imaginaires. Ainfi la Courbe perd les Ordonnées - alymptotes B F , G G , & ne conferve que PAbfciflè-aiymptote DE , donc l'ordonnée elt AD = b. F,g. 91. 140. Ainfi la feule infpe&ton du Triangle analytique, & des déterminatrices parallèles à Tune ou à faune des Bandes extérieures , fuffit pour établir le nombre & la pofition des Alymptotes abfciflès ou ordonnées. C'eit que les ordonnées ou les ablèifles de ces Alymptotes font données par le premier terme de la Série dépendante qui exprime y en x, ou x en y. Mais pour avoir la pofition ou Pefpèce des Branches hyperboliques de la Courbe autour de ces Alymptotes , pour sWurer même de leur exiUenO Digitized by Google
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    %6i DES BRANCHES INFINIES Pl. xii. exiftence , il dut chercher le fécond terme de la Série , C*.ynu & , en quelques occafions , des termes ultérieurs. Si le $-*4°premier terme de la Série eft m ou n [ m représentera l'ab(cuTe d'une Afymptote - ordonnée , & n l'ordonnée d'une Afymptote -ab laite ] , on cherchera le fécond terme de la Série en fubftituant /w + z à x, ou» + «ày [ 102] & mettant la transformée fur le Triang : anal : Or cette transformée eft précifément la même qu'on auroit en tranfportant l'Origine fur l'Alymptote [§. 25. IV8.] , tranfpofition qui réduit ce Cas -ci au Cas précédent f §. i$8] , où l'Alymptote étoit fuppofée pafler par l'Origine. Ainfi cette opération Ce peut cnvilàger , ou comme le tranlport de l'Origine fur l'Alymptote , ou comme la recherche du fécond terme de la Série. Appliquons - la aux Exemples précédents. Exemple X. On a vû dans l'Ex. 1 du §. prêc. que Fig. t9. la Courbe repréfentée par Téq : xyy — *yy — $axy , = o avoit trois Afymptotes , fç. B C ordonnée de i'abfciC fc AB = a, & DE , FG abfciflcs des ordonnées AD—* & A F = 2*. Tranfportons fucceflivement l'Origine fur chacune de ces Afymptotes. 1. Pour la porter d'A en B fur l'Alymptote ordonnée BC, on fubftituera a*\*z à x dans l'équation de la Courbe : ce qui la transformera en zyy — laay — lazy+id1 + 2aaz=o. Cette transformée mife Uir le Triangle analytique a deux déterminatrices Al>, AC. A A <> *v o o o * o c B o v .* V o C b * C En les comparant avec les décerminatrices AB, AC O igitized by Google
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    DES COUR B E 3. Ch. vin. de l'équation propofée , on voit que dans l'une & dans pl.Xii. *• M* l'autre, AC a la même pofuion, parce que les AbfcifTesafymptotes DE, F G qu'elle deTigne, ont la même fuuatîon par raport à l'Origine , (bit qu'on la laiffe en A , (bit qu'on la porte en fi . Mais la détermînatrice AB de la propofée a tourné fur le centre A , & a paflTé en Ah dans la transformée , où elle n'eft plus parallèle à la Bande fans y , parce que l'Afymptote B C , qu'elle deTigne , eft devenue l'Axe des ordonnées , auquel elle étoit d'abord parallèle. Cette determinatrice A b donne pour l'équation de l'Hyperbole -afymptote, qui eft aufli i'Alymptote- courbe , zyy — \aay = o , ou zy = ;** , à l'Hyperbole ordinaire pofitive. Donc , les Branches infinies HC, hc de la Courbe , dcfquelles CBc eft l'Afymptote , s'e'tendcnt à l'infini dans les angles b B C , A B c des coordonnées de même figne. 2. On portera l'origine de A en D fur l'Afymptote D E en fubftituant dans l'équation propofée a 4 a à y . Par-là , on la transforme en xuu — 4' — iaau — auu — axu = o , qui placée fur le Triangle analytique a trois A A •A* 0 °*A 0 * B* *x 0 R* *c * o C * déterminatrices ; AB qui eft la même que AB de la prepoféc, & As , (y , qui ont fuccédé à AC. AB eft réf. tée en place , parce que le tranfport de l'Origine de A en D n'a pas changé fà fituation par raport à l'Afymptote B C qu'indique la determinatrice AB. Mais AC eft devenue double Acy cyt parce que de deux Alymptotes-abfciflTcs bit n>d. à tAnalyfe des Lignes Courbes. L 1 qu'elle Digitized by Google
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    266 DES BRJNCHES INFINIES i*l.XIL qu'elle indiqubit , Tune DE pafïè maintenant par I'Orîgi- c«.vni.< ne D , & eft l'Axe des abfciflès , l'autre F G lui eft parallè- f* «4* le. Celle-ci eft défignée par la déterminatrice Ac parallèle à la Bande fans x : celle-là par la déterminatrice cy , qui paffe par la Pointe, & fournit l'éq : — axu — =— o , ou ocaz= — a.t à l'Hyperbole ordinaire négative. Ainfi elle marque des Branches infinies 1E, ie, qui s'étendent dans les angles ADE, FDe des coordonnées de figues contraires. Enfin l'Origine eft tranfportée de A en F fur l'Abfl cifte - aiymptote F G , en fubftituant 2 a-\-u à y dans la propofee , ce qui donne la transformée x»« — 4a' — \altt —auu + axu = o qu'on mettra fur le Tnanglc analytique. ^ A 0 J*\ 0 0 0 A 0 0 < Elle y conferve la déterminatrice AB qu'avoit la propofee & qui dcTigne l'Ordonnée - afymptote BC , mais la déterminatrice ^Cs'eft brifée en deux Ay, yct dont la prémiére , parallèle à la Bande (ans x , marque l'Ablciflèafymptote DE, & dont la féconde , paflànt par la Pointe» montre que l'Axe des abfciflès F G eft aulîi une Afymptote. L'équation — 4*' o, ou xu ^=444 qu'elle donne , eft à l'Hyperbole ordinaire pofitive. Ainfi elle indique des Branches KG, kg, qui s'étendent enfin dans les angles GFf, DFg des coordonnées de même figne. En effet, la Courbe repréfentée par Péq : xyy— *yy— 3*xy — 2alx=:o9 a fix Branches infinies, dilpofées autour de trois Afymptotes Ce, Ec, Gg, de la manière qu'on Digitized by Google
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    DES COURBES. 167 Ck.vhi. qu'on le voit F/g. 89 , ce dont on peut aifëmcnt s'aflTu- Px.. Sl rer en confidérant. l'équation fous cette forme * tu yy — i*y — Exemple 2. Dans VEx. II du §. prie, on a vû que , . la Courbe dont la nature s'exprimoit par féq : xxyy — ■ 2bx*y bb y — 2*axy + bbxx 4* 2b1 y + laabx + 2a*— i =0 , avoit trois Afymptotes , Ff, ordonnée de l'abfciffe AB = &; Gg, ordonnée de J'abfciflc AC= — b\ & DE, ablciflè de l'ordonnée AD=b. 1. On tranfportera fùcceflîvement TOrigwie de A en B & en C, en (ubftituant dans la propofée d abord z*i*bi enfufte z — b} au lieu de x, ce qui s'exécute atnfî par le §. 28. L'équation ordonnée par y (xy^b:yy+(~2bxl—2aax+2b^y+bbxx+2aabx+2a+-~&+ 3 0 • | o 9 r o o + 4** — 2aajùy ^zbbx *^ 2aab ) à % x O ï O x = b I — , * 2aaby + 2 a a (aa + bb) + fhzyy — ^2aa^^bb^zy>^2b(aa^bb)z + zzyy — 2^zz; + bbùz r x=—b A * + 2aaby >4> 2aa{ aa 2%^ (2aa — 4bb)zy >ï< 2b(aa bb)z 4« zzyy 2Ùzzy 4< bbzz Si on place ces deux transformées fur le Triangle anaLI 2 lyrique Digitized by Google
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    268 DES BRANCHES INFINIES Pi. XII lyrique, elles y occupent Tune & Pautre les mènes Calés, c«.vm. & ont trois déterminatrices fupéricures. 500*00 o £* * o o * * C P* * * y/C | parallèle à la Bande (àns x , cil (a même que Ta déterminatrice y^C de la propofée, & défigne, comme elle, PAbfciflè- afymptote DE. Mais AB de la propofée s'eft doublée , & eft, dans la transformée Ab & b$. La première Ab , parallèle à la Bande fansjr, défigne l'Ordonnée -afymptote Gg, fi POrigine eft tranfportée en B , ce qui eft le cas de la première transformée: elle indique POrdonnée-afymptote Ff, POrigine étant tranfportée en C , ce qui eft le cas de la féconde transformée. La féconde déterminatrice £/9, qui fans être parallèle à la Bande fans y coupe la Bande fans x , exprime une Afymptote qui paffe par l'Origine, c'eft Ff, l'Origine étant en B; & Gg, l'Origine étant en C. Cette déterminatrice donne , pour la prémiére transformée , Péq: ——2aa6y + 2bzyy = o, & pour la féconde *\*2aaby — 2bzyy=ioy qui toutes deux fé réduifènt à zy=as , équation d'une Hyperbole ordinaire pofitive. Cela montre que les Branches de l'Hyperbole - afymptote , & [puifl que dès le prémier terme la Série eft régulière ] celles de la Courbe H F, hf; 1G, ig, s'étendent enfin dans les angles des coordonnées de même figne. 2. Il faut préféntement tranfporter POrigine au point D, où PAxe des ordonnées coupe l'abfciilê - afymptote DE. On fubftituera donc u+b à y. LVqua. Digitized by Googl
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    DES COURBES. 269 c.vin. L'équation ordonnée par * pl. 2 10 I O 2 I O O $ (2^ — 2*)*** — laaux + (—2% + 2*' ) « i o o i o bbuu * * + 2 *4 4c — 24* UX * * hbuu La transformée »#xx — hbuu — 2 a aux >f< 2*4 = o , étant mile fur le Tr : anal : conlèrve la déterininatricc AB A 00*00 0000 B* * o o o * c qu'avoit la propofée , & qui défigne les Ordonnées-aiymptotes F f , G g , qui ont la même pofition par raport à rOrigine D , que par raport à POrigine A. Mais la déterminatrice AC de la propofée a changé de fituation , & a pris dans la transformée la fituation Ac , où partant par la Pointe , elle marque que PAxe des abfàfles DE eft Afymptote. Mais (bn équation uuoex — 2aaux 4* 2 a* = o, n'ayant que des racines imaginaires ux~aaztzaa\/ — 1, feit connoitre que cette prétendue Afymptote DE n'eft. accompagnée d'aucune Branche infinie de la Courbe. Ll } Oa
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    27o DES BRANCHES INFINIES Pl. xir. On peut s'alTurer de la vérité de ces concluions, par la Ch. vin. conrtruâion de cette Courbe. En prenant pour fon équa- * don la transformée uuxx — bbuu 2aaux + 2a* — o , ce qui porte Ton Origine au point D , & lui donne pour Axes D A , D E ; on aura uuxx — 2aaux -f- a* = bbuu — 44 , & tirant la racine quart ée ux — aa z=±y/(bbuu — ou x = **dh:y/{bb — ^-). On décrira donc fur les Axes perpeadiculaires l'un à l'autre DA , DE , l'Hyperbole VRV, vrv , défigne'e par Péq : xu — aa, ou *=— , & on décrira du centre D, avec le raïon DA u = h , le Cercle Eae A. Puis prenant une ordonnée quelconque D Q^= u , on tirera l'ablcifle A/QM , qui rencontre PHypcrbole en R , de forte qu'on a QR = — . Qu'on mène par le point R la droite Tt, parallèle à l'Axe DA , qui rencontre en T & t la circonférence Eae A , on aura donc DS^QRzz^, & TS = St = y'CDt1 — a* ^ „. ~ mLM r a a DS1 ) = V ( » — — ) • Aînfi les abfcitTes QJA [ ~ + j^hb — -}], & QM [ a~ — VCbb — ) ] font égauu J ^ u u uu J les , l'une à DS Hh S t , l'autre a DS — S T , c'eft- à - dire , [en menant la Droite DO, qui coupe en deux également l'angle a DE, & donne toujours SO=DS J QM fera égale à Ot==DSHhSt, & QA/à — OT=DS — ST. On voit par cette conltrudion, que les ordonnées FEf, Gcg des abfcilTes DE — &, Dc= — b font Atymptoies , mais que DE , indiquée comme Afymptote par l'équation primitive , n'a point de Branches infinies qui Digitized by Google
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    91. DES COURBES. 271 |Tm? 9ui raccompagnent : parce que la Série y — b + ~ ( 1 PuXlL =fc » ) &*• qui défigne ces Branches , eft imaginaire. Exemple 3. Le Ex. du §. préc. ctoit celui d'u- ^ ne Courbe défignée par Péq ; xxyy — ibx'y + bhyy — 2*axy 4* £6xx 4« 26^ 4" 2*4&x + 24* — 6* = o , qui n'avoit qu'une feule Aiymptote , (çavoir l'abfciflè D E de l'ordonnie AD = i. Pour connoitre la nature des Branches infinies qui doivent accompagner cette Aiymptote, il faut à y fùbftituer b 4« u dans la propofée. L'équation ordonnée par x. ( yy— by+bb )xx + bbyy+iVy+is*— b4 2 I O I O 2 1 Q Q 4<(2| — SÊ)*XX4< ( 24* ) MX ^\lbby 4« 2&' ) U * i o o 4 o * * 4-2&44'2*+ * 2 4**X +4*' + «»5
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    *7* DES BRANCHES INFINIES ■ Pi. xi. de la propoféc donne, comme elle, xxuu^ bbuu 35 o, Cuvin. ou xx >{* bb=o , dont les racines font x===dby' — h h. §• M* Et Acj qui a fuccedé à AC , donne muxx — 2a1 ux 4< ab+ 4« 24* = o , dont les racines ux — as^±z — 2b+ — **) font auifi imaginaires. Ainfi cette Courbe n'a point d'Afymptotes , à parler exactement. En effet , fi on reloue fon équation en regardant x comme Pinconnuë , on trouvera x . , aa±bV(-*u~4bu-2bb-^ . ces deux valeurs d'x font imaginaires , lors qu'on prend u pofitive : car alors , tout ce qui cft (bus le figne radical cft négatif, [nous fuppofons b pofitive ] . Mais fi on prend * négative , le terme — 4 bu fe change en +46»; les valeurs d'x peua*±LbJ(—uu±A.bu—2 bb-~ ï vent être réelles , & l'éq : *— bb' — — u fe conftruira de cette manière. Ayant décrit fur les Axes perpendiculaires DA, DE, & dans l'angle des coordonnées négatives, la demi - Hyperbole Oo, dont l'équation, en nommant AQ, — u , & QO, — z, eft uz — aa } prenez DA = — t=AC : devez au point A la perpendiculaire AB , & décrivez du centre C , avec un raïon s* C¥—y/{2bb — ^) le demi-cercle FHhf . Puis menant du point D une Droite quelconque DH , qui coupe en b la Droite A B, & en h, H la demi - circonférence , abailîèz des points h , H les perpendiculaires hq , HQ^, prolongées indéfiniment. Des points o,0, où elles rencontrent l'Hyperbole , vous prendrez fur ces perpendiculaires les parties o m , o m , O M , OM égales à Ab , & les points m , m , M , M feront à la Courbe propofee. Car , fi on nomme
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    DES COURBES. 27) Ch.vïïI. ^ aa f.ii*. DQ.» on aura Qp = — - , & QH = y'fQcQF = a* + — 2yy — ^ ). Donc les triangles femblables DQH, DAb> donnant DQj*]: QH [y/Cr-un+tfu—ibb--*^] = DA[>]:A£,ouOM,OjV/[ - i£ J, on aura x [ = QM ou QA/= QOdr OM = — — :±: uu^^bu ibb i-i.) •. .. , îî_ > cc qui multipliant par u9 tranfpofânt, quarrant, & tranfpofânt derechef, donne l'éq : xxuu + zaaxu + *4 + — 4*'* + 2 4. a+ — o , dans laquelle changeant 4« » en — * , parce que A [»] , que nous avons traitée comme pofitive , eft réellement négative , on retrouve précifément Pe'quation propofJc à conftruirc. 141. Il n'eft pas inutile de remarquer que le Calcul néceflaire pour porter l'Origine fur i'Afymptote droite, ou pour avoir le fécond terme de la Série defeendante , s'abrégera fi l'on remarque les Cafés par lefquelles doit paflèr la déterminatrice : car il fuffit de calculer les termes qui rempliflent ces Cafés -là , & on peut s'éviter la peine de chercher les autres. Or ces termes fê trouvent aifJmcnt quand on en ployé la manière indiquée au §. 28, & dont Introà. à rA'.alyfc des Lignes Courbes. M m nous F*, xn. ^(Df^—DCHHCOxCDC + CF — DQJ=i/(u—2* Digitized by Google
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    274 DES BRANCHES INFINIES r^XIH. nous avons fait ufage dans les Ex. 2 & 5 , du §. prêc. CH.vm. Quand onfubftituë, par ex. » + * pour^, l'équation étant §* l4,J ordonnée par x; la première ligne donne les termes qui remplirent les Cafés xv, xV~~* &c. jufqu'à *° , c'eft-àdire la Bande des puiflànces d'x. La féconde ligne donne les termes ux° y uxv~l , &c , ou la Bande *. De même la troifiéme ligne donne la Bande ««, & ainfi de fuite. Puis donc qu'on cherche une déterminatrice fupérieure , il fuffira de calculer les termes qui lbnt les plus hauts dans chaque Bande , ou même feulement dans quelques-unes. Cela lè pratique aife'ment en failànt la lûbf. titution. A mefure qu'on calcule chaque terme dans chaque ligne , on écrit un zéro , ou une étoile pour chaque terme qui fe trouve nul , & on cefle de calculer dans une ligne , auffitôt qu'on parvient à un tertre de cette ligne qui a qi.Jque valeur. Mais cet abroge' Ce comprendia bien mieux en l'appliquant à quelque Exemple. Exemple I. Soit propofée Péq : xty-\-Mxy ?4xx — 2aay — 2aax + =0 , qui mife fur le Tr : anal : a deux déterminatrices parallèles aux Bandes extérieures du Triangle. A 00*0 o * *C B * * * L'une AC parallèle à la Bande fàns x donne l'équation xxy — 2*x1 = o ou y = 2a, qui marque que l'ablciflè de l'ordonnée 2 a eft Afymptote. Pour avoir l'équation de l'Hyperbole- Afymptote, il faut fubftituer u+2a à y. On ordonnera donc I équation par x, & fubftituant 2 a à y dans xl by Google

  

  
    Page 324
    

  
  
    

    [image: Image 19]
  

  
    Page 326
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 22.20% accurate
    -1 DES COURBES. . a7; Chviii. dans 'es termcs Tucceflifs, on verra évanouir les deux pré- pl.xiii. /. t4>- miers; ce qu'on marquera à côte' par des zéro. Mais le îroifiéme — zaay+a* fe change en — , qu'on mettra auflî à côte'. Puis on viendra au calcul de la féconde ligne , & comme le premier terme — 2 a") xx y produit uxx qui n'eft pas zéro; on le mettra à côté , 5c le Calcul eft achevé. L'équation ordonnée par x y=** 1 " *\ (j — 2a)xx>\*(ay — 2aa)x — laay^a* o o — - \ax 1 o (i)*xx + *xx Car la déterminatrice fupérieure de la transformée donnera L'éq : «xx — jii'rro, palTant nôcclîairemenc par la Calé «xx & par la Pointe , puifquc celle-là elt la plus haute Café de la féconde colomne , & celle-ci de la prémie're , en couchant le Triangle fur la Bande (ans x. Le calcul a montré que les Cales x & xx font vuides. o * o • • o • • • * L'autre dc'tcrminatrice AB de la propoféc eft parallèle à la Bande fans y , & donne Péq : xly + axy — saay z=z o, ou x1 4**x — 2aa = o, qui a deux racines xsssé , ou x=r — 2 s» Elles défignent les ablcilTès a & — 2a de deux Ordonnées - alymptotes. Pour avoir l'e'quation des Hyperbolcs-afymptotes , il faut fubftitucr z*i*at & z — 2a à x dans l'équation propofee. On l'ordonnera donc par y , & elle n'a que deux termes. Le prémier s'évanouit , toit qu'on fubftîtuë a , ou — 2a , à x , puifquc a & — 2a M m 2 font Digitized by Google
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    2j6 DES BRANCHES INFINIES Pt-xlil. font les racines de l'équation faite en égalant ce terme à ch.viil zéro. Mais Tune & l'autre fubftitution réduit le lècond h «♦>• terme à — 3 a\ Il eft inutile de chercher ce que produirait ce fécond terme dans la féconde ligne , puifqu'il a une valeur dans la prémiére. Mais on calculera ce que donne le premier terme , & on trouvera (2x4-*) zy, que x=sa réduit à 4- %azy , & que x — — 2a réduit à — iaiy. On s'arrêtera donc là , puifque la déterminatrice doit paflèr par la Pointe , & par la Cafe zy , & on a pour la prémiére transformée +$*zy — $
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    DES COURBES. 277 c«.vm. bole ordinaire négative. Et cela convient entièrement avec PtXiii. §• m«- ce qu'on peut déduire directement de l'équation propo_ 2axx *U zaax a1 fée, préfentee fous cette forme y = .-— ' v J xx + ax 2aa xx + ax—~{aa 2* (x — a)(x>i*2ay , Exemple 2. On propofe cette éq : x'y* — y ) xy — + ahxf + 2kxly 4- «V — iVk + aff Placée fur le Triang: analyt: elle a trois déterminatrices fupérieures, dont l'une AB partant de la Pointe, & c 000^00 o O ^ afc o o B*' * \Jl O \ o o A * * raillant toutes les étoiles du côté de la Bande fans ^ faft voir que l'Axe des ordonnées crt une Afyn ptote accompagnée de deux Branches hyperboliques qui le jettent dans les andes des abicifles négatives ; leur Alymptote courbe étant ^Hyperbole qu'exprime Péq : + abxy1 4« alf/ = oy x **ff ou xy = -~ . Mais il s'agit principalement ici des deux autres déterminatrices , qui lont parallèles aux Bandes. La première BC parallèle à la Bande fans y, donne Pe'q : y y ( x' — Ça )* x «+"*£30 = o , qui, [fans compter la racine x=zo qui marque pour Alymptote l'Axe des ordonnées, Mm 1 déjà Digitized by Google
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    oq% DES BRANCHES INFINIES Pl. xii. déjà indiqué par la détcrminatrice AB ] a ces deux raci- Ch.viii. ncs x=4,x=r^ La féconde CD , parallèle à la Bande s* l41, iâns x , donne l'éq : xl (yy — icy + cc) = o , qui n'a qu'une lèule racine , mais double, y — c. Il y a donc deux Ordonnées-alymptotes , dont les abfciflès font a & b, & une Abfciflê-afymptote , dont l'ordonnée ctt c . Pour avoir les Afymptotes - courbes , on doit fubftituer d'abord Z+a, puis z+4)àjt, & enfin «+f à y . Les deux premières fubftitutions demandent qu'on ordonne l'équation par y. Sous cette forme elle a trois termes, dont le premier s'évanouît par la fubrtitution de a & par celle de h à x, puifque a & b (ont les racines de l'équation qui égale ce terme à zéro. Le fécond terme , par la fubrtitution de *, elt réduit à — zaacQa — b~)y , & par la fubrtitution de b il devient zéro. Il n'eft donc pas nccefTaire de (avoir ce que la fubrtitution de a fait du troifiéme, mais la fubrtitution de b le change en blc* — a'bd' 4**' ff. On marquera à côté ces grandeurs nulles ou réelles , & on pafTera à la féconde ligne. Par l'opération qui tire cette féconde ligne de la première , (on prémier terme eft (jxx — 2 (a + b) x + ab^zyy , que la fubrtitution de a réduit à a (a — t)zyx > & celle de b à b(a — &) zjr*. Il n'eit donc pas néceflaire de pouffer plus loin le Calcul, car dans la première transformée, la déterminatrice porte fur les Cales zyz & yt & dans la féconde fur la Cale z y1 & fur la Pointe. L'équation ordonnée par^» J * 1 + ( j^-^a {a+b)x^ab') zyy x ~ a o —2a'c(a—b)y O. Q,+£? — ~albdl+a%f\ + a(a~-b)zyy, +b(a-~b)zf Digitized by
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    DES COURBES. 279 Ch. vin. II réfulte que l'Atymptote - courbe de l'Afymptote -or- Pl.xiii. ,41, donnée de l'abfcifle a , a pour fon éq : a {a — b}zyy — 2a'c (a — b)y = o> ou zy = 20c , laquelle marque que les Branches infinies s'étendent enfin dans les angles des coordonnées de mêmes fignes. Et que l'Alymptote-courbe de l'Afymptote ordonnée de l'abfcifle hy elî l'Hyperbole repréfentée par Péquat : b(a — zy* >hblcx — axbdx axbàx—bxcl a'ff -f alff=o, ou zyy — ^ . Ainfi , félon que cette fraction efl pofitive eu négative , les Branches , qui accompagnent cette Afymptote , le jettent ou dans les angles des abfcifles pofitives , ou dans ceux des négatives. Pour faire maintenant la fubftitution de u + c à y , on ordonnera l'équation par x , & alors elle a quatre termes. Le prémier s'évanouît , quand au lieu de y on écrit c , 8c le fécond devient — (/* — £)rx\ C'eft tout ce qu'il faut lavoir de la prémiére ligne. Le prémier terme de la féconde, qui eft (2^ — 2O «x1 dilparoît auffi parla fubf. titution de c à y. 11 faut donc venir au prémier terme de la troifiéme. C'eft uhx% , qui ne renferme point d'^. H n'y a donc point de fubftitution à faire dans ce terme , qui , avec le fécond de la prémiére ligne , donne l'éq .* «*x! b)c*xx =o, ou u1x=(a b)cc9 qui marque que les Branches de l'Hyperbole - afymptote & , [ puifque cette équation n'a point de racines multiples , ] les Branches infinies de la Courbe fe jettent dans les angles des abfcifles pofitives , fi a > b , ou dans ceux des abfcifTes négatives , fi a 
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    a8o DES BRANCHES INFINIES xili. LVquatton ordonnée par * Ca.vni ijJ-icj+W+Mt+tyy+iky)*** (abyy-*add)x+Sff 2 I O HH C 2jv — 20 **' &* T O o — ^ — t,)cxxx , Si m eft == £ , le terme xl de" la première lîgne fèra zéro, & il faudra calculer le terme x. Par la fubititution de c à y , il lè change en (akc — aadd^x, ou aa{cc — *V)x, puilqu'on fuppofe a =t. Mais fa dàerminatrice qui va de la Cafe uux* à la Café x , palTe par la Café «x\ 11 faut donc la calculer. Le terme qui la remplit eft le fécond de la lècondc ligne , qu'on trouvera être — — zacux1. L'équation ordonnée par x OP-*04*O *' + (r-2ayy+2acy) x1 +aa (yy—dd) x * Jff 2 1 O 2 l o o 4*"*(tt — dd}x &c. o 2 acux1 &c. «x» tfï. LVquation de rAfymptote courbe eft donc *V — «^«x* + an ( « — dfj x =5 o , ou ttxx\ — 24«rx + aacc m—aadd Digitized by Google
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    DES COUR S ES. «Cn.vin — — aadd=zo, qui a deux racines »x=*(é4-^) S ux puxin. $.141. ==a(c — d). Elles indiquent deux Hyperboles ordinaires , dont la prémiére étend (es branches dans les angles des coordonnées de même figne , & la iêcondc de même , fi c > d ; mais celle - ci les étend dans les angles des coordonnées de lignes contraires , fi c < d. Si e^=d, le coefficient aa(cc — dd} du terme x eft *zéro. La de'terminatrice qui pafle par les Cafés »!x' & mx1 y donne alors fimplement Péq : ttzxi — 2/uuxi =0» ou ux — zac, qui n'indique que deux Branches infinies, •une dans chacun des angles des coordonnées de même figne. Mais il part de la Café ux1 une autre de'terminatrice fupérieure qui va à la Café de la Pointe *Yf> & donne i'eq r 2acux* 4* a*ff=o , ou ux1 = , qui indique deux autres Branches infinies dans les angles des coordonnées de même figne. L'équation ordonnée par x. 0>— 20 -fa-) x' 4- (— 2*yy+2acy) x + aa (V^-cc) x + ^ff 2 1 Q 2 1 HH C*y — 2c)uxi + (—4^ HH 2*0 *xx &c. o , o , 0,4- ax ff o, — 2acuxl , c£v Si c eft nulle , la Café u xl fera vuide , le coefficient — 2 a c étant zéro. LVquation de l'Afymptote - courbe lèra fimplement **** — aadàz=.o , qui le dëcompofànt lntroà. à PAnalyfc des hignes Courbes* N n en
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    282 DES BRANCHES INFINIES fcXIIL en ces deux ux— ad = o> Si ux >{* ad=o , indique C»*vttî, deux Branches hyperboliques qui fe jettent, une dans chacun des quatre angles des coordonnées. Et fi c'elt d qui cft nulle , Péquation de Y Afymptote courbe fera uuxx — 2acnx-\- atuc — o , qui n'a qu'une Iculc racine, mais double , ux — ac=o , laquelle indique une Hyperbole qui e'tend (es Branches dans les angles oppofés des coordonnées de même figne. Mais cette racine double dit que la Série y=c+*~ &c. n'eft pas encore régulière , & il faut , dans la transformée en « & x, fubftituer — à «. H faut donc avoir cette transformée. Ainfi on achèvera le Calcul comment • . ce ci-deflus. LVquation ordonnée par x (yy — 2Cy+ ce) x* 4* ( — 2*yy*b2 acy) x* 4« {asyy) x + *% ff; I ^ 2 I 2 O^ HH05 — 2C)*xl 4*7 ï 2*c)uxx >{*(2aay}ux i o i o i + (i)#V — 2au*xl 4« aatSx y = c ' * W o o + aac ex *l* a*ff Q-—2acuX1-\- 2*MUX , O Dans cette transformée — 2 * u*xx + aau*x—* i ïMcux1 + 2aaciix + aaccx + a%ff=io , qui a trois ordres de termes , il faut fubftituer — C + / à u. On peut faire cetx • te fubftitution fucccflivcmcm dans les trois ordres , s'il eft. nécef— y Googl
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    DES COURBES. a8j Ch nu. néceflàire : mais il fuffira de commencer par les deux pré- Pt.xnL miers [§. io O * O O • • O O • • • • o • ••••* Elle donne Peq : //x» o , ou *sas:3=y — Jffx—* ~=i=*^V — ~ » terme demi-imaginaire. La Série eft donc y = c*~ ^"{v — f , 4% ce qui fait X x x connoître que des deux Branches de l'Hyperbole tt x — ac = o , il n'y en a qu'une qui ferve d'Alymptote à la Courbe , mais que cette Branche eft accompagnée de deux Branches infinies. Nn 2 On
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    28* DES BRANCHES INFINIES thXUU On pou voit prévoir cette Conclu (Ion par la feule inÇ- Ch.viie peclion de la transformée — 2aulxi alu*x — fr2act*xi + laacux + aaccx ^a^ffz^o, mile fur le Triangle analytique. Car la racine double ux — ac = o de l'équation faite en égalant à z.éro les termes «V — a*«fx4 000*00 o o * | o o o * ; * o o * I o o ; * *. 4- aaccx du premier ordre, ne divife pas la fomme — 2<«/x? + 2aacux + a? ff des termes du fecond ordre. Donc [§t 1 1 1 ] puifqu'il n'y a qu'un intervalle entre la de'termmatrice & (à parallèle qui paflè par les termes du fécond ordre , & que la racine de l'équation fournie par la déterminatrice ert double , le terme fuivant de la Série fera demi-imaginaire.   Donc, &c. 142. Cas lit Lorfque la déterminatrice fupérîcure coupe inégalement les deux Bandes extérieures du l riangle - analytique, elle donne une ou plufieurs équations de cette forme y=Axb 9 ou xz=Ayh , Texpofant h éiant un nombre différent de l'unité , j. il feroit l'unité , fi la déterminatrice retranchoit des portions égales des deux Bandes h l extérieures [•§. 96. 20.]]. Donc Téq :y=zAx , ou^ =5. *x , car c'eft (bus cette forme que la donne la déterminatrice, repréfente une Parabole, qui eft l'Afymptote des Branches infinies de la Courbe , dont l'ordonnée ^'exprime ■h par la Série dépendante qui a pour fon premier terme Ax . Om Digitized by Go
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    DES COURBES. 285. Cm.vhl On a déjà dit [ §. 1$$] que la dernière direction de puxïii« 5.14*. CC(te Parabole cil l'Axe des ordonnées , quand h > 1 , & celui des abfcifïcs , quand b < 1. Or A > 1 , quand la déterminatrice retranche une plus grande portion de la Bande fans y que de |a Bande (ans x; & £
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    DES COURBES. 387 ï*Jf ce utile DC, qui donne réq ; —°-^ — ^=o, ou — abx~l . Dès le fécond terme , la Série y ; * — ^ fa. a donc un expolànt négatif. Cet expofant m x eft impair, & ce terme eft précède du ligne — . AinG PAfymptote- courbe eft la Parabole CAE , & les Brandies de la Courbe tombent en - deçà de cette Alymptote du côté des abfcifles pofuives, & en -delà du coté des négatives [§. «34]' On tireroit précifôment les mêmes chofcs par raport aux Bianches dont la dernie're direction eft l'Axe des abk ciffes, en réduifant à x=^/ l^q: *W — bx*=o9. que fournit la déterminatrice AC, & continuant la Série ïljpàrt. qui donne x en y. Mais, pour varier le Calcul & nous exercer dans ces réductions , cherchons une féconde Série qui donne y en x . Le- premier terme , déduit de Peq: x'xyy — bxt=ioi eft y=-±z^. = tl:*xl *, qui défigne la Parabole FA G, dont les Branches embraflent, pour ainfidire, l'Axe des abfcifles qui eft leur dernière direûion , & s'étendent dans les angles des abCciflès pofitives, puifque x négative rend y/bx imaginaire. Cette Parabole -alymptote eft auffi l'Afymptote - courbe des Branches de la Courbe , qui ont cette dernière direction. Car en fubftituant ±^bx + uày, on transforme l'équation en r±r 2«xxy/&x 4-1 utrxx m abxy/b-x z+r ^abux Sf= 3 a*u\/bx^z mm* = o , qui étant milè fur le Tr : anal : couché fur la Bande (ans * a trois déterminatrices : mais la feule qui foit utile & qui donne un expolànt glus petit que i , c'eft celle qui traverfant les Cales Digitized by Google

  

  
    Page 339
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 19.70% accurate
    a83 DES BRANCHES INFINIES ?lXm' „«2* k J A va i n / . /, . ChVIIL ux \ & x*, donne l'éq: * 2uxxs/bx ^ abx^bx—o, Cft / * © / 0*0 / * o a»c o o o ôu «±+i^x*-'. L'expofant de ce fécond terme fait voir, parce qu'il eft négatif, que la Parabole FA G eft J'Afymptote - courbe & parce qu'il eft impair & précédé du figne + , que les Branches de la Courbe tombent audeflTus de l'Alymptote- courbe. Car le premier terme de la Série ±\/^ne permet pas de fuppofer x négative. Ainfi la Courbe a auatre Branches infinies difpofe'es comme on les voit dans la Fig. 93 , tracée par points fuivant ce Calcul. Soit 4 = 4, & bs=i 1 , ou foit xxyy 4)r' — x1 = o l'équation propofée , & fubftituant yz à x, on la transformera en y*zz — 4/ — yizi = oi ou, divifant par/, en^zz — 4 — z' = o, foit y—± + z, zz Donc x [ =yz ] = 4+ ZZt Aiufi fuppofant «.=i«/,4, 3 , 2, ;,o, — }, — 1,-1/4» — 2, — 3,&c. on aura x = m/, 17, 10^(5,4^,2^4, y, 8i,i«/. 7*. — 3, o, a, 7f,&c. ôcy==»V-,4l»3^3»3/f.2Vr2,5>i<5i,f«/: 155, 3, o,— i,~2|,&c Oiî Ton voit que les valeurs pofitives de z, donnant des x & des y pofitives , déterminent les points des Branches EIHF, qui font dans l'angle des coordonnées pofi• tives ; Digitized b
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    DES COURSES. 289 Cn.vm. tïves : qu'en particulier , celles qui font prifes entre Pinfini pt.xin. $•«4* & 2 donnent les points de la Branche F H dès l'infini jusqu'au point H , qui eft le plus près de PAxe A B des abf. ciflès : que celles qui font prifes entre 2 & ^2 donnent les points de l'arc H l compris entre le point H & le point 1 le plus proche de l'Axe A D des ordonnées ; & que celles qui font prifes entre 2 & o , donnent les points de la Branche I E dès le point I à l'infini. Que les valeurs négatives de z , donnant x ou y négative , déterminent les points des Branches C A & A G , fçavoir ceux de la Branche C A , quand les valeurs de z font prifes entre o & 1 — ^4, parce que dans cet intervalle elles donnent x négative & y pofuive ; & ceux de la Branche A G , quand ces valeurs font prifes dès — l'infini négatif, parce qu'alors elles donnent x pofuive & y négative. Exemple IL Soit propofée Féq : xs — 3 fy% *f- ia*xl — a6 = o. Quand on la place fur le Tr : anal ; on ne lui trouve qu'une feule déterminatrice fupérieure AB, qui, coupant inégalement les deux Bandes extérieures , indique des Branches paraboliques dont la dernière direction elt l'Axe des ordonnées , puifque la portion qu'elle retranche de la Bande fans y eft plus grande que la portion qu'elle retranche de la Bande fans x. 000000 %A 000000 0000* 0000 £* o * o o * Inirod. à PAnalyfe des Ligna Courbes, O o Cette Digitized by Google
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    *po DES BK ANC HE S INFINIES HXM. Cette déterminatrice donne l'éq : x' — a4yy= o , ou Ch.viïI; X1 41* y = rt: pour celle de la Parabole - afymptote , qui eft le Syftcme de deux Paraboles cubiques égales , Tune pofitivc , l'autre négative , lefquelles étendent leurs Branches dans les quatre angles des coordonnées. Les deux racines de Téq: x* — s*yy = o étant racines fimples, les quatre Branches des Paraboles - alymptotes feront infailliblement: fuivies d'autant de Branches de la Courbe. Mais fi Ton veut avoir PAlymptote - curviligne , il faut calculer encore un terme de la Série , en fubftituant x* rtr a~ >f u à y dans la propofée , ce qui la transforme en — I *ax* =p 244x'« — a +uu + $ a *xx — a4 = o. Celle ci , étant mifè fur le Tr : anal : couché fur la Bande (ans ac, a une déterminatrice utile CD, qui donne l'équation o o o o o *C o oD* o o o o o * o o o o o o o o o o * o * — 3 ou u = =çi{xi ou l'expofànt * d'x eft encore pofiti£ Il faut joindre ce terme au préx* x* micr , & les éq : y =H |x , j = M* font celles des Alymptotes curvilignes , à moins que dans le terme fuivant , x n'ait encore un expofânt pofitif , ou zéro. On cherchera donc ce troifiéme terme , d'autant mieux que (on figne & (on expofânt marquent de quel côté des Alymptotes tombent les Branches de la Courbe. Pour cet effet» Digitized by G(
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    DES COURBES. apt Ch.vtii. effet , on (ùbftituera =p|x4 à « dans la dernière equa- pl.xhl tion, & on mettra la transformée ^naatv? ±=ia*tx — 44// >i*la+xx— a6=zo fur le Tr : anal : Sa déterminatrice EF donne z+naatx* 4- ±a+xx = o9 foit /=rt f^x— où Texpolant d'x eft negati£ o o o 000 o o£* o o o o o * F 00 o o * o 0000*0* La Courbe a donc quatre Branches infinies , dont la pofuion à l'infini eft déterminée par celles des Afymptotesx* curvilignes, que représentent les éq:v=>i* jx^a x' — — 4*|x, & qui fe conftruifent ainfi. Pour la prémie're on décrira fur les Axes A B , A C une Parabole-cubique ADN, dont les ablciflès [ A P ] x portent les ordonnées [ P N ] — ; & on mènera par FOrigine A la Droite A F tellement inclinée à PAxe AB , que les abf. ciflès A P foient les deux tiers des ordonnées P Enfuite de chaque ordonnée P N [ - ] de la Parabole on retranchera N M égale à PQ.[lx], & la Courbe mbABM qui paflê par tous les Points M eft celle que défigne fcq: Cette Courbe eft elle-même une Parabole cubique, dont les abfcuTcs 2 [ AQj font prifes fur la Droite A F & Oo 2 i dont Digitized by Google
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    292 DES BRANCHES INFINIES FlXIH. dont les ordonnées u font QM. Car puifque A P=*, Ch.vH£ & PQ==ix, AQjzl, qui eft=v/(APi^P.Qk2) [on fuppofe l'angle A PC^ droit; mais quel qu'il foit, la raifon • de AO à AP cft donnée, & cela revient au même , ] AQ, dis-ie, fera *✓( i+{)=i*V \u & QM[«]=Qf x' 4
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    DES COURBES. 293 CH.vm. les BE, BE, bc , b*, que nous leur avons affignées pour Pt.xm. §. m*.. Afymptotes. Car l'ordonnée PH [y] de la Couibe eft égale à — — fx + ^~ & l'ordonnée PM [u] de la Parabole eft égale à — — 4*. Donc PH furpaflè PM d'une quantité [ HM] ^ &c. qui diminue à mefure que x augmente, & s'anéantit quand x eft infinie. Les Branches G H , BM de la Courbe & de la Parabole vont donc toujours en s'aprochant, & coïncident enfin. Cela s'ajufte très- bien avec ce que nous montre la réfolution de l'équation propofée. Elle fè réduit kyy=. x* — 7aax*>{* — (xx — aa)1 (x-f-*)1 x(x — a a a a a a 9 ou y= a ■ Sl on Prcnd * P°fitive & moindre que la fomme x fera pofitive, & la différence x — a négative , & il en fera de même de leurs cubes (x+*)J , (x — . Donc leur produit fera négatif, & (à racine quarrée imaginaire. Ainfi les abfciftês plus petites que 4 [AG] n'ont que des ordonnées imaginaires. Si on prend x— a , on zy~o9 ce qui marque que la Courbe rencontre l'Axe des abfciflès au point G. Mais quand x:>*,x+*&x — a font pofitives , & y eft réelle & augmente à mefure que x augmente. Donc, dès le point G, les ordonnées , tant pofitives PH, que négatives PH, vont en croiflànt: ce qui forme les deux Branches infinies G H , G H. Et puifque la fubftitution de — x à -J-x ne change rien à l'équation de la Courbe , qui ne renferme que des puiflànces paires de x\ il y aura aufli du côté des abfciflès négatives deux Branches infinies g h , %h égales & femblables à GH , GH. Oo 2 Exem\ Digitized by Google

  

  
    Page 345
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 25.59% accurate
    ap4 DES BRANCHES INFINIES Pl-XIII. Exemple IIL I. On propofe Téq.- aayy — 2axiyCH^ni— ?5C4 — o. Sur le Tr : anal : elle n'a qu'une $' M*{ de'terminatrice (upérieure AB , dont la pofition indique des Branches paraboliques avec une dernière direction pao o o o *A o o * * B* o o o o o ralléle à l'Axe des ordonnées. L'équation aayy ~- 2axxy -» gx* = o , qu'elle donne, a deux racines ay — $xx = o , o XX & + xx = o , foit y=i- — , & ^ ~ ; qui dé4 a ' fignent deux Paraboles ordinaires, l'une pefnive dont les Branches s'étendent dans les angles des ordonnées pofitives, l'autre négative qui jette (es Branches dans les angles des ordonnées négatives. Ce font là les Paraboles-alymptotes, & puilque l'équation qu'a fourni la déterminatrice n'a point de racines multiples , il eft fur que la Courbe jette auffi quatre Branches paraboliques , une dans chacun des quatre angles des coordonnées. Mais pour avoir les Aiymptotes-courbes de ces Branches , on cherchera le fécond terme de ces deux Séries en fubftituant Axx^u à y. Cela transforme l'équation propofée en aauu 4* ( iaaA — ia ) uxx ( aaAA — zmA — $)x* — bx* =o. Le terme {aaAA — iaA — s'évanouît , foit qu'on écrive + ^ au lieu à' A pour la prémiére transformée , foit qu'on écrive pour la (èconde. Ainfi, pour l'une & l'autre , la transformée fera Digitized b;
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    DES COURBES. Ch. vin. amuu 4 ( imA — 2a ) uxx — ix* = o. Quand elle cft Pt.xlll. ,4*' tnife fur le Triang : anal : couché fur la Bande fans x , fo • détcrtninatrice utile CD donne Péq : {zaaA — 2a) uxx -kc> = o, ou c'efU-dire o o *C oZ?* o 0000 00*00 £x pour la première Se'rie, & *== — — pour la féconde. Comme dans ce fécond terme Pexpofànt x n\l\ pas encore négatif, il faudra chercher le troifiéme , en fnbiHtuant Bx : à u , dans la première transformée aauu ( 2**^4 — 2 *) «xx — bx* = o , ce qui la changera en aaBBxx 4« 2aaBtx «+» 44// 4 ( 2aaA— 2a)txx*t*( 20a A3 — 2*B — O x' = o . Ce dernier terme doit manquer , puifquc la Café x1 à laquelle fc terminoit la déterminatrice doit refter vuide [ §. 1 07 ] , & on trouvera en effet qu'il 2 B eft nul,foit qu'on fubftituë + ± k A & ~{ — ^ à B, ce qui eft leur valeur dans la prémie're Série ; foit qu'on ecri1 & ve pour A & pour B , ce qui apartient à la « 44 féconde Se'rie. Mettant donc la féconde transformée saBBxx + 244B/X + aatt 4. ( 2aaA — 2a ) txx = o fur le Tr: anal: fà déterminatrice utile EF donnera aaBBxx >i*(2aaA — 24) /xx =0 , ou /= —r* \ c'eftN J 1 2aaA—2a à- dire Digitized by Google
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    29(5 DES BRANCHES INFINIES *-x"1- à-dire pour la première Série; = + £ Cs"™ pour la féconde. • o o o oE* *F 00*0 o o * o o Ainfi les équations des Afymptotes - courbes font v =5 sxx . bx bb a. xx bx bb ^ & v= + — ; car le a 4/1 644 a 4a 64a terme fuivant ne peut avoir qu'un expoiànt négatif! H eft pourtant bon de le calculer pour connoître la pofition des Branches de la Courbe autour de leurs Alymptotes. Pour cet effet on fubftituera dans la dernière équation C>{*J au bb lieu de / [ C vaut — - — , pour la première Série , & b b 4* j— j pour la féconde ] ; ce qui la transformera en ( aaBB + laaAC — 2*C) xx 4« laaBCx + laaBsx + aaCC *{*2a Cs>\*aass-\-(2aaA — 2*)/xx = o, où le premier terme doit difparoître , puifqu; la déterminatricc aboutilToit à la Café xx. Les autres, mis fur le Triang : analyt ; ont une déterminatricc utile , qui donne Péquat : >i*2daBCx-i- (iaaA — 2a) sxx =r o , ou /rr:— ^aaA^ïa^ ' b% = [ pour la prémiére Série ] ^ & [ pour la feconde] — . J 5I24X Les kJ by Google
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    DES COUR SE S. ap7 Ch.VIIL t / Î*X . bx bb xx bx , bb « ... Les cq: v=- — — ,&v— >f des Afymptotes - curvilignes (è peuvent conrtruire ainfi. Pour la première, qu'on décrive fur les Axes AP, AE , % la Parabole QAq , dont les abfciflis AP, Ap e'tant x, 2 XX les ordonnées PQ, pq font — : & qu'on mène par l'Origine A h Droite AT, dont les ordonnées PT, pt font bx — . Ainfi joignant les ordonnées de la Droite à celles 
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    a9S DES BRANCHES INFINIES PL.XIH. TV = AE = RS] = PQJ puifquc QR = PT ] = Ch.vhl 7 XX 7aZZ r n i AT» -| ■ * • ' I^*t = [ en mettant pour x la valeur -y.]. L équation entre les coordonnées EV[z]&VS[*]cft donc u = , qui eft celle d'une Parabole ordinaire [ §. f«?- 97. Qu'on tranfporte cette Afymptote en S E .S* , en preb b nant AE = — , AF = ïIi*, menant la Droite EFV, & 64* décrivant fur l'Axe EV des abfcifles & fur l'Axe EA des EF1 ff ordonnées , avec un Paramétre [ *J ] , la Parabole SES, dont l'équation, relativement aux Axes EV, EA, fera « — 5 ' , mais relativement aux Axes A F , Ae, v = — »+- — . Qu'on tranfporte auflî fur les memes Axes, l'autre Afymptote - courbe se/, en prenant b b l'ordonnée pofitive Ae = - — , PabfcilTc A F b ; tir 044 rant la Droite eFv, & décrivant fur les Axes ev, eA, eF1 ff avec un Paramétre -7-=, r — ], une Parabole se/, dont 9 AF L 4 J azz Téquation rélativement aux Axes ev , e A fera * = — — . Mais , rélativement aux Axes A F , Ae , elle fera v = — — ■ » — 5 + Car/.<. = ^F:AF=ev[2]:AP[N]. Donc , & cette valeur fubftituée dans l'éq :»==-la Digitized by Googl
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    DES COURBES, 299 C|.™ la change en *=- 5Ï. De plus , ÀF[W]: Ae[^] p^mbbsFP[*— iV*]:Pv[-£— Doncvst— «] ==Ps[_
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    300 DES BRANCHES INFÎNIES qui fartent enfemble la Comme 2* \ comme h & 2a — CH.vrn; elles donneront une même valeur a" x. La première don- f*1** ne hh — iah — %aa pour le dénominateur de la fraction égale à x, & la féconde donne 4/1* — j^ah *{* hh — + aa -±-2ah — $aa = hh — 2ah — ? $aa. On pourra donc Coupler deux à deux ces valeurs de z , qui donnent une jj «yj «y. même abfciflè * , avec différentes ordonnées & aa . II eft encore aife de voir que fi ces deux aa valeurs de z font pofitives, elles ne peuvent donner pour x une valeur qui aprochc plu* de zéro , que quand elles font égales chacune à a , ce qui donne x = — aa^ = 0 1 — 2a. 2a — — & v= [22 =1 . Mais cela deviendra plus * * L aa J i6rf fenfible en fixant les valeurs de a , & de b. Soient , par exemple , a ~ 1 & £ ~ 1 2 , & failànt ï, o, — i,— 1,-2,-3,— 5, &c. *î> 2» 2Î, g, 4, 5, 7>&c. on aura *=— 3, — —4 , —  o,— 2jy>-/»/,-ii4},— j,— &*tCi U paroît donc que la Courbe a quatre Branches , dont deux AS, As partent de l'Origine A, & les deux autres. CS, Cs du point C, qui a pour abfchTe AB= — i&> & pour ordonnée BC = -— . Les points de la Branche AS font donnés par les valeurs de z, qui font au-de(Tus de 3 ; ceux de la Branche A s par les valeurs de z , qui (ont igitized by Google
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    ... D ES CO UR B E S. 3:1 Ch.viii font au-defïbus de — 1 ; ceux de la Branche CS par les Pl xiil $. »4*- valeurs de z , qui font entre 3 & 1 , & ceux de la Branche C/ par les valeurs de z prilês entre 1 & — 1. 2. Si dans Péquation propofie on change feulement le flgne du terme — 33c*; alors, quoique l'équation remplif. fe les mêmes Cafés fur le Tr : anal : , la Courbe qu'elle repréfènte eft entièrement différente. Car Péq : aayy — 2Atcly *\* $x* =0, que fournit Tunique determinatrice fiipérieure , n*a que des racines imaginaires a y — ( 1 =±r y7 — 2 ) xx = o. Donc la Courbe n'a point de Branches infinies. En effet, fi Ton transforme fôn équation , comme la X X Z précédente, par la fùbftitution de — au lieu d'^ , on aab \z r -M aura x = ■ = - — [ en prenant zz 2az + $aa zz — 22+ ? toûjours a= 1 & b= 12], où Ton voit qu'il n'y a aucune valeur de z , qui donne x ou; infinie. Et le calcul cy- joint fait voir que la Courbe cfl une efpèce d'Ovale , dont les points de l'arc A E D font déterminez par JJj XJV' les valeurs de z prifès au-deflus de 1 > ceux de l'arc D B ' par les valeurs de * prifès entre 1 & o , & ceux de Tare B F A par les valeurs négatives de z. Xj s> o> — i, — 2, — ?,&c. -i iï, 2, 3, 4, 5, &c. 6> 5ï> 4> 2» Iïï> |>&c. 6 r4l> °> 4> — — i|, &c. * 421,, 32 , 12, 4l%, 2Î, &C. Mais fi au lieu de $x4, ou on avoit eû 4?x4, l'équation de la determinatrice (croit aayy — 2axxy + x*=o, qui n'a qu'une feule racine, mais double ,
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    302 DES BRANCHES INFINIES pl. Xiv. ay — xx z=l o. Il n'y a donc qu'une Parabole-afymptote Ch.tiiï. 5 A S décrite fur les mêmes Axes que ceux de la Courbe , >• «4* *' avec une dernière direction parallèle aux ordonnées. Mais cette racine double fàit voir [ §. 1 1 j ] que le terme fuivant eft demi-imaginaire , puilqu'entre la déterminatrice 6 fa parallèle qui parte par 4e terme b x* du (ccond Ordre, il n'y a qu'un intervalle. La Courbe n'aura donc que deux Branches infinies , toutes deux d'un même côte' de l'Axe des ordonnées. Mais pour le voir plus clairement , qu'on fubftituèV^ + u à y dans la propofée , & elle Ce réduira à aauu — bx'=o, qui, fans être mife fur le Tr; an : donne ces deux racines n=+~ y/bx, & *=— ~a y/bx, lefquelles terminent la Série. Ainfi l'équation de la Courbe eft^=r^dr ï 
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    DES COURBES, 30} Cm vin. 4. Si, dans ce même cas, au lieu du terme — bx* Pi.xiy. S- 14*. J'équation propofée avoit eu — ^V, il y auroit cù deux intervalles entre la déterminatricc AB & fa parallèle CD , o o o o * A 00*0 J3* o *C Do o o de façon que le (ècond terme de la Série ne fera plus demi-imaginaire , mais imaginaire ou réel [§. 113 ]. En PCX fubftituant — Hb» dans la propofée aayy — 2*xxy>k x* — bhxx = o , on la transforme en aauu — bbxx = o , dont les racines (ont mu z+z bx = o ou «= =fc - . 5C3C ^ V La propofée eft donc réductible en ces deux 9yzzz~. ^* OCX J & y=— — — • Auffi la Courbe eft-elle compofée de deux autres , qui font de {impies Paraboles , qu'on peut conftruire ainfi. Qu'on donne à Tablciflè Aa[a] les or- % i
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    jû* DES BRANCHES INFINIES PL-XIV tion fera , = ^dr^. Car Aa|>]: AB, ou A b, [f] fx = A P [*] : AQj ou Aq , [i] . Donc z= — , & u — . [^=]-. De plus, Aa[>]:aB, ou ab [dr 6] _ APfxJrPQjOu p^f-t^j, Ainfî pm,ou Pm, [y] = PQJfQM[+^^] ou —Pq + qmC-Ç^^]. 4 • Exemple i. LYquation propofee eir * 2*xy + + %+ — 2abixyz + *l*V = o. Sur le Triang : anal .* elle n*a qu'une de'terminatrice fupérieure AB , qui par (à pofition fait efpérer des Branches paraboliques, dont la dernière direction eft PAxe des ordonnées.  L'eq : x6 + 2bx'yx + bbf — o que donne la de'tero o o o o o *A 000*00 B* 000* 0*00 m OO* O O o minatrice AB ne de'ment point cette cfpcrance : fa racine . double x' ^by\=oi ou lès racines doubles y =fc x\/— v , indiquant une Parabole femi-enbique [c'eft le nom 3ue lui donnent les Géomètres ] qui étend deux Branches ans les angles des ablcilïcs négatives. Mais , comme ces racines ib'nt doubles , il faut , avant que prononcer fur les Branches infinies de la Courbe , chercher le fécond terme igitized by Googl
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    DES COURBES. 30; *3m1? tcmc dc Ia Sérle * cn fubftit"ant ^xV—^zu lieu d> Pl"XIV' dans l'équation propofee. En voici le calcul , par la méthode du §. 106. L Ordre IIe. Ordre IILOrd. M4>i*2hcy * %4 + 2^X4 **tfx/ »f< ****** O24O 2 O a mO ; — 2X* — tfAx'/ +24h4 O i O 4**>%' — y s « La transformée — 4 V =b 4*x*' y7 — y- * ££*4 ^ 4*6x' =p 4**V» y7 - f — + a V = o , étant mife fur le Tr : anal : couché fur la Bande fans x , n'a qu'une déterminatrice utile CD, qui donne — 4$xV + 4^£x+ o o o o o * C oD* o o 0000* 000*00 00*0000 htirod. à fdnafyfi des Lignes Courbes, Q,q =0 Digitized by Google
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    DES COURBES. 307 Oi-Vin. o Px^XlV; o o o o ~o o F* o o 00*00 000*00 00*0000 E ■• la Série y = ±xy/-^±=V ax ne change point , encore qu'on lui ajoûte l'une ou l'autre de ces deux quantités =î=2xV'y, ou =*z2i/ax. Donc cette Série eft complette , & elle eft l'équation de la Courbe. Ainfi fa ConftrucYion eft facile. Car fi on décrit fur les axes AB, AE la Parabole femi-cubique S As, dont les xoi; ordonnées (ont ^zx^-y, & la Parabole ordinaire TAt, dont les ordonnées font ax , & qu'à chaque abfciflè AP[x] on donne les ordonnées PM[4< x y/ -j +i/a x] , PM[ — xV*y — Vax] égales à la fommc St, ou Ts, & les ordonnées Pm [+*Vy — Vm[ — xy/j *hy/ax] égales à la différence ST, ou ts, des ordonnées de ces Paraboles, on aura la Courbe MDABm/wBAd M que repréfente l'équation propoféc x6 — ibx*yy — iabx* 4« bbf labbxf 4* aabbxx = o. Mais fi l'on fait attention à ce que les racines, y— — V"*=o qui repréfente la Branche A DM, & Ofi3 y + Digitized by Google
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    308 DES BRANCHES INFINIES *txîii. y>frxy/~>{4^ax=io qui exprime la Branche A d My ^^JJ multipliées Tune par l'autre , font l'équation rationelle yy — - — 2xx}/ £ — 4x = o ; & qu'auffi les deux racines , y— x^-j>{* }/ ax=zo qui de'figne la Branche ABm , & y + x Vj- — V* * = 0 qui marque la Branche AB/», multipliées Tune par l'autre , donnent l'équaX* A tion rationelle j^ — -j + 2xxv/-£ — 4 + j 2**/+*\**=0 de ces deux équations , ou l'équation propofée ^y>* — 1 2fcx'jçy + x6 — 2 4$x* — 2 *£*xyjr + *^x* = o repréfente le Syftême de ces deux Courbes m A A/, mBABAf. 14$. Cas IV. Enfin, Iorfqu'une déterminatrîce fupérieure coupe également les deux Bandes extérieures du Triangle analytique & fait avec elles un triangle ilbfcele , elle elt appliquée fur le plus haut Rang de l'équation. Les racines qu'elle peut donner font ou y = o, ou x = o,ou y — Ax, foit x — jj> On a parlé dans les §§. préced. des Branches que défignent les racines jr=o, x==o; il s'agit prélèvement de celles qu'indiquent les racines y = Ax. Leur dernière direction eft oblique aux coordonnées^ igitized by Googl
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    DES COURBES. 505? Ch.vhi. données , & parallèle à la Droite représentée par cette rx..Xiy. I4Î* éq : yz=Ax. Et autant de racines de cette forme qu'a l'équation faite en égalant à zéro le plus haut Rang , autant y a-t-il de dernières directions obliques ; quoiqu'il le puifle très - bien faire que toutes ces Branches infinies, ou du moins quelques-unes, foient imaginaires. Pour s'aflurer de l'exiftence , de la nature , & de la pofuion de ces Branches , dont l'équation du plus hauc Rang a fait connoitre la dernière direction , il Je préfente deux moyens *. Le premier confifte à transformer l'équation en forte que l'Axe des ordonnées conlèrvant là poluion , celui des ablciflcs (bit parallèle à la dernière direction des Branches , qui eft connue. Alors l'équation eft réduite à quelcun des trois Cas , qui ont e'té détaillés dans les § §. prèc. & par les Remarques qui y ont été faites , on jugera de la nature de ces Branches infinies. La manière de faire cette transformation a été indiquée au §. 2 5. 1 1 1°. Soit A B l'Axe des abfciOès , AD ce- r** ,0* lui des ordonnées, AC, ou Ac, la Droite parallèle à la dernière direction de quelques Branches infinies , reprélèntée par l'éq : y = Ax , de forte que l'AbfciiTe AB [=i] ait l'ordonnée BC ou Bc[ = /f] pofitive ou négative félon que le marque le figne $A. Soient encore AP[x]& PM[^] les coordonnées dont la rélation eft exprimée par l'équation propoféc. On la transforme en une autre qui exprime le raport des coordonnées A Q^, ou Aq[z] & Q^M, ou qM[«] , en fubltituant dans la propcfje pz pour x, & qz*{*u pour y , où pz eft AP qz eft PQ^, ou Pq , & u eft QM ou qM. Ainfi les nombres 1 , p , q y défignent le raport des cotés QA , AP , I3Q^ du triangle APQ^ ou qA, AP, Pq du triangle AVQ± Mais Qjq 3 lt * M. De G o a , Ufage de ÎAnul pag. 160. Digitized by Google
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    3io DES BRANCHES INFINIES Pi-xiv. le triang: APQ^, ou APq eft femblable à ABC , ou ABc.Cn.vnL Donc le raport i , p , q des côtés QA ou q A , AP , PQ^ 5ou Pq , eft le même que celui des côtés CA ou cA , que nous nommerons E, AB qui eft i , & BC ou Bc qui eft i A A . Ainfi 7 == £. Après la transformation , i A on écrira donc -g pour p , & ^ pour q; ou, ce qui fera plus (Impie , on laiûera p pour marquer la fraftion ^ , & au lieu de q on écrira Apl=Ax^=.~~\. La valeur de cette lettre E[~y] dépend de la grandeur de l'angle DAb, ou AB C, que font entr'elles les coordonnées : & comme cet angle eft donné, auffi bien aue AB[i], & BC ou hc[A]-, AC ou Ac [£] elt auflS donnée. Si G repréfente le Sinus du complément de cet angle ABC , ou ABc , le Sinus total étant i, E fera ^(i^^GA+AA), où le figne + a lieu quand l'angle ABC eft obtus, & le figne — , quand il eft aigu. Car fi on abaiflè A I perpendiculairement fur CBc , l'angle BAI fera le complément de A B 1 ou ABC. Donc A B [ i j étant le Sinus total, BI fera le Sinus G. Mais [Eucl. 11. 12 & 13] AC'^AB'-f BC* — 2CBI, & A c1 = A B* + Bc1 + 2cBl , c'eft-à-dire EE=i>k AA± 2 G A. Quand les angles ABC, ABc font droits, alors G = oi & EE = 1 +AA, ou E=i/(i + AA). L'autre moyen de connoitre la nature & la pofition des Branches infinies d'une Courbe , dont la dernière direction eft connue par le premier terme Ax< d'une Série qui donne y en x , c eft de chercher le fécond terme de cette Série, en fubftituant Ax+u à y dans l'équation propose.   Ce moyen ne diffère prelque point du précédent. Dans 1 oy Google
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    DES COURBES. 311 Ch.vïtl Dans Tune & dans l'autre transformée, u repreTente QM , Pi.xiv. S* H* ou q M, portion de l'ordonnée, comprife entre la Courbe & la Droite AC, ou Ac, parallèle à la dernière direction. Mais au lieu que la transformée précédente donnoit le raport de Q^M , ou q M , [«] à A Q^, ou Aq, [ z ] ; celle-ci donne le raport de QM , ou qM , ["*] à AP [*]. Ce n'eft donc pas proprement Péquation d'une Courbe , puifque QM, ou qM , n'eft pas l'ordonnée de l'abfciflê A P. Cependant ce terme u [ QM ou q M] de la Série étant connu , il fait juger de la nature des Branches dont cette Série exprime l'ordonnée. Car fi Pcxpofant d'x dans ce fécond terme eft pefitif les Branches font paraboliques & leur dernière direction cil parallèle à A C ou A c [ §• 1 3 3 ]• S'il eft négatif, les Branches font hyper boliques , & leur Afymptote droite eft AC ou Ac [ §. 1 3 1 ] . S'il cit zéro, les Blanches font encore hypci boliques ; mais leur Afymptote droite eft parallèle à ÂC ou Ac [§. iji]. Et pour avoir la fituation des Branches par raport à cette Afymptote, il fàut chercher encore un terme de la Série, dont l'expoiant foit négatif! Exemple I. On propofe Péq : x4 — x*f * a* =ro. Sans la mettre fur le Tr : anal: on voit que ion pius haut Rang égalé à zéro donne Péq : x* — x'/ = 0 , qui a d'aboid une racine double x = o, par laquelle divilant deux fois l'équation, on a xl — y1 =0, qui le réduit à ces deux équations fimples y — x=o , &; + x=o. Celles-ci comparées avec la formule y — ytfx=;o, donnent A= i , & A— — 1 . Ainfi donnant à Pabfciflè AB [1] r>g. 10$. " les ordonnées BC=+i, & Bc = — 1 , les Droites AC, Ac, & l'Axe des ordonnées AD font les dernières directions des Branches infinies que peut avoir la Courbe. Celles dont la dernière direction eft AD iè trouvent lans autre Calcul par la déterminatrice de l'équaiioti miic lur le Digitized by Google
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    5i2 DES BRANCHES INFINIES •Pl. xiv. le Tr ; anal; , qui partant par la Pointe & par la Calé Ch.vïïl x*y* , donne Yéq : — x'y*+** = o. Car, puifqu'elle ie rclout en ces deux xy ^aa= o , & xy — 44 = 0, 00*0* 0000 000 o o * t>n voit qu'elle indique pour l'Afymptote- courbe de ces "Branches deux Hyperboles ordinaires, Tune pofuive, l'autre négative ; lefquelles par conféquent étendent leurs Branches dans les quatre angles des coordonnées. Et comme cette équation n*a point de racines multiples , on elt afTure' que la Courbe jette aufli une Branche dans chacun de ces quatre angles. Quant aux Branches dont les dernie'res directions (ont A C & A c , on en cherchera la nature , en prenant les abfcifles fur ces Droites AC, Ac. Il faut donc fubrtituer /zàjr&fz-+-«ày, dans l'équation propofee. Selon le j. 30, le calcul s'en fait ainfi, (/* — //ff)»4 02 o 1 1 —ppuun Après quoi, dans la transformée — PMl^%4f — vppquz* — pputtLZ 4« a* = o , on lubftituera Ap , c'eft-àdire ±p [puilque A=^= 1 3 au lieu de 7, & elle (c convertit en 2p*uzi — ppTtuzz + ** = o , où le terme a* a difparu, lelon la Remarque du §. 107. Cette £ Digitized by Google

  

  
    Page 366
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 26.22% accurate
    DES COURBES. 31$ Cn.vm. Cette équation exprime la nature de la Courbe relati- Pl Xiv. §• «4J. vement aux axes AD , AC , fi Ton donne au premier terme le figne — , & relativement aux axes AD, A c , fi Ton lui donne le figne 4" > parce que pour la Droite AC, A eft =4* 1 , & P=f> « pour k Droite A c , A eft == — 1 , & /> = — f . Si on fuppofe que l'angle ABC eft droit , alors AC & Ac font chacune égale à ^2 = valeur qui fubftituée dans l'éq: =çz rftfû — 4" <•*. = o , la transforme en rp^- i«f2z2 HH "4 == o. V2 Il eft aîfé maintenant de connoitre par cette équation ce que (ont les Branches infinies qui ont leurs dernières directions parallèles à A C , A c. Pour juger des prémiéres , on mettra fur le Tr: an : l'éq : — 2p,uzt — >{* • a* = o , & on lui trouvera trois déterrninatrices. L'une 00**0 0000 000 o o * qui paflfe par la Pointe & par la Calé uuzz> exprime les Branches dont on a déjà parlé , qui ont pour Afymptote l'Axe des ordonnées. L'autre qui pafle auffi par la Pointe & par la Cale «zl exprime des Branches hyperboliques qui ont pour Alymptotc AC prife pour Axe des abfciOês. L'éq: — 2p*uz% 4< **=o, ou u = — — > qu'elle fournit , indique deux Branches dans les angles DAC , dAK des coordonnées de même figne. Et comme elle n'a point de racines multiples , les Branches de la bitroà. à PAflaiyfe des Lignes Courbes. R r Courbe Digitized by Google
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    314 DES BRANCHES INFINIES Fuxiy. Courbe fuivcnt celles de rAfymptote - courbe dans ces Ch.viii mêmes angles. l4>* La troifiéme déterminatrice traverlê le plus haut rang & donne lVq : — 2p,rtzi — />V/îzI==o , qui divilec par /r'jvzisâfiO [dont les racines « = o, & z = o marquent les Branches infinies qui ont leurs dernières directions parallèles à l'Axe des abfciflès A C , & à celui des ordonnées AD] le réduit à u = — 2pz . Elle exprime donc des Branches infinies dont la dernière direction fe détermine en donnant à PablcilTc 1 une ordonnée — 2pi ou, ce qui eft la même chofe , en donnant à Pabfcifle — P [ = Er=AC] une ordonnée — 2 [m Ce], 8c menant la Droite Ac. Ces Branches font donc juftement celles qu'indiquoit la féconde racine y *{* x sas o , du premier rang de la propofee , & qu'il s'agit maintenant d'examiner. L'équation de la Courbe relative aux Axes AD, Ac , • étoit + 2/>'«z' — /«V 4« a* = o. Si on la met fur le Tr : anal : elle y occupera les mêmes Cafés que la précédente , & y aura les mêmes de'terminatrices. Celle qui traverlê le plus haut rang défigne les Branches dont la dernie're direction efî parallèle à A C. Celle qui patte par la . Pointe & par la Cale «:z* , indique les Branches dont PAfymptote eft l'axe A D des ordonnées. Et celle qui paflfe auflî par la Pointe & par la Cafe «z1 , marque des Branehes hyperboliques , dont PAfymptote droite eit PAxe des abfcifles Ac. Pour PAfymptote - courbe elle donne l'éq : 2p%u zi + *4 = o , ou *= — jp^î > défigne deux Branches infinies qui fè jettent dans les angles dAc , DAk des coordonnées de fignes contraires. La Courbe représentée par Péq : x4 — x''yl + a*=o, a donc huit Branches hyperboliques , dont quatre ont pour Afymptote Paxe DAd des ordonnées , & les quatre autres les Digitized by Google
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    DES COURBES. }ij Ch. vin. tes Droites AC, Ac qui coupent en deux également les Pl.XIy. §. i43- quatre angles, des coordonnées. On trouvera la même cholè par la Méthode des Séries. Des deux déterminatrices qu'a Pe'quation propofée fur le Triang : analyt : celle qui patîè par la Pointe & par la Cafe xlyl eft fupérieure quand le Triangle eft couche fur la Bande fans y. Elle eft donc propre à une Série qui donne x en y , & pour le premier terme de cette Se'rie , elle fournit l'éq : — x1/ +^=:o,ou*-±4A II eft inutile d aller plus loin ; & Ton voit dans ce (cul premier terme quatre Branches* qui accompagnent l'Axe des ordonnées , en fe jettant dans les quatre angles des coordonnées. Les racines de l'eq : — x'y* 4* a* = o étant (impies , les termes fuivants n'auront point de racines imaginaires , qui détruifètlt l'indication de ce premier terme. L'autre determinatrice donnoit x4 — x*y =o , ou y = =±: m , qui repréfente les deux Droites A C , Ac. En fublhtuant ifcji r+ u a y, l'equation fe transforme en — x1»"4 r+r ax1* >^ a* =z o , qu'on placera fur le Triang : analyt : couche fur la Bande fans x; & l'on trouvera une déterminatricc utile, AB , qui donnera Péq: ~2ux' +4 = o , ou«==t — -, Et des lors la Série eft régulière. Ses 2X' ° o A* o * o o o o o o 0000*5 a* deux premiers termes zizx~= — , dénotent des Branches 2X Rr 2 hyperDigitized by Google
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    i\6 DES BRANCHES INFINIES lu xiy. hyperboliques qui tombent au-delà de leurs Afymptotes Cn.m droites AC, Ac. §. m* Cela eft conforme à ce qu'on a trouvé par l'autre Méthode , & à ce qu'on peut lire dans l'équation de la Courbe. D'abord , comme elle ne renferme que des puiflànccs paires de x & de y , l'origine A eft un Centre général [§• 75] > & il farlit d'examiner la portion de la Courbe renfermée dans l'angle DAB des coordonnées pofitives. On réduira l'éq : x+— **/ + a?— o , à cette forme yy — xx*^c> ou >=V/(»w+~), expreflion qui 6it voir que chaque abfciflè x a fon ordonnée y. Si on prend x infinie , xx fera infinie : Si on prend x infiniment petite , *— fera infinie. Donc , & à l'abfciffe infinie . & à XX ' l'abfciffe infiniment petite , répond une ordonnée infinie. Puifque x infiniment petite donne y infinie , l'axe des ordonnées AD eft une Afymptote de la Courbe. Et puik que V ( xx + t_ ) diffère d'autant moins de x [ ±g y/ x x ] que - eft plus petite, ou que x eft plus grande, PM [=7 ==-✓(** 4™ )] diffère d'autant moins de PQ^ [=AP = x] que x eft plus grande, c'eft-à-dire , que la Branche de Courbe aproche d'autant plus de la Droite AC qu'elle s'éloigne plus de l'Origine. Cette Branche eft donc hyperbolique, & AC eft fon Afymptote droite. Et il en eft de même dans les trois autres angles des coordonnées. On verra très distinctement le cours de cette Courbe, en la décrivant par points au moyen de l'Hyperbole ordi»o4- naire L I / décrite entre les Afymptotes A B , A D. Car fi de chaque point L, I, / de cette Hyperbole , on abaiffe fur Digitized by Googl
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    DES COURBES. devra, fur AB, les perpendiculaires LK , 1k, /£, & qu'on les pi_xiv. S-i4î« prolonge en I , i, / , de forte que les Droites Kl ,ki , ki forent égales aux diftances AL, Al, A / des points L,l,/, à l'origine A ; les points I , i , i feront à la Courbe dont l'équation eft *4 — xxyyfr 44 = o. L'abfcifle AK étant * , l'ordonnée K L de l'Hyperbole eft - , & celle de la Courbe RI, ou AL, eft x/(AR*+KL2) = v/(5oc+ -). XX a 4 Donc > = v/C xx Hh — ), ou x4— xxyf+a+ = o. Dans XX cette Conftru&ion , il eft aifê de voir que la très - petite abfciiTe Ai, ayant dans l'Hyperbole une très- grande ordonnée kl, l'ordonnée ki [=A/1 de la Courbe eft encore un peu plus grande , puilqu'efle eft Phypothenulè du triangle rectangle Akl , dont kl eft un côté. Ainfi AD eft l'Afymptote & de l'Hyperbole & de la Courbe. Et la très- grande abfcifte AK, ayant dans PHyperboIe une trèspetite ordonnée K L , aura dans la Courbe une ordonnée K I [ as AL hypothénufe du triangle re&angle AKL] un peu plus grande que AK, ou KE , qui eft égale à AK, puifque AE coupe en deux également l'angle DAB. Donc AE eft une autre Aiymptote de la Courbe \ La Courbe complette a donc quatre portions , qui font huit Branches infinies autour de trois Afymptotes droites. Exemple IL L'équation d'une Courbe étant 4/ — ôxy1 4* 2*1 Hh 2 ayl++ax* — V =o , celle de fon plus haut Rang eft 4/ — 6xyl +2x'= o , qui fe réfout en ces deux- ci yy — 2xy>±*xx=o, & 4^ 2x= o. La prémiére eft une ratine double y — *=o, & la féconde une racine fimple y Hh '*=o. Les derniéics directions que défignent ces racines fe tracent en donnant Rr s à Digitized by Google
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    3i8 D ES BR ANCHES INFINI ES pl. xiv. à rabfcifïc AB = i , les ordonnées BD = i , & BC=— Ch.viii. f*. »oj. & menant les Droites AD, AC. §■ Pour connoitre la nature de ces Branches , on fubftitucra pz à x & 72 Hh* à La transformée eft ( 4f' ~ 6ff' + M1 ) *' * + — $20 20 o H-(l2^1 \2pq>)uZx + (4*f)*Z t > I I ï l + (l2^ 6/»)«S2J 4*(2*)«« ; 0 + (4>*1 où il faut fubftituer + ? pour'/», pour avoir l'équation de la Courbe relativement aux Axes AE, AD, puifque q = Ap , & que ^ — x = o compare' avec y — Ax — o donne ^ = + 1 . Cette (ùbftitution réduit la transformée à 6prf ù + 4//' + 6ap1z* 4- \apnz + 2**// b^—O , qu'on mettra iùr le Tr: an: où fa determinatrice utile AB A * * o o * * * B o o * donne 6/>/rz 4* 6ap'zl = o , ou // •= —-y/ — apz , qui ciï l'équation d'une Parabole H Ah dont la dernière direction, parallèle à l'Axe des z, c'eft-à-dire, à la droite AD, tend du cote négatif Ad. Et comme cette équation n'a point de racines multiples , il n'y a pas lieu de douter que les Branches de cette Parabole ne foient accompagnées des Branches de la Courbe. Mais kJ by Google
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    DES COURBES. 3ip Ch.viil Mais la Méthode des Séries rend cette Conclufion peut- Pt.xr/. §-M5« £tre encore plus (ènfibie. En voici tout i: Calcul par la Méthode abrégée du §. 1 06. ^J^^ 11 IHOrd. c/^ 4/-$*)^ +2 x 5 4. iaf 4.4*** — P * o o y ? 2 o 2 o o o * * ^nxyy-ux'y + 4axy il 1 ^ = x I o o_ + 4** Premie're Transform. 4^' 4« 5 xj7 4* 2ayy -\-\axy 4* I II III IVOrd. j*^* 6x/4^*x* +4/4.4*^4-2*/ 4. i- 1 2 xy\/~axiz izyyV -ax^^ax^-ax^^ay^- ax 6xy%+6axizso î 4 o î — *x — 6*x*r — : 2*xj — 2aax o \ o =p 4^xy/ — *x Seconde TransC 6xy* =t i2*jV — *x+4/ =1= 1 2yy^—>*x 8 axy + 2*/ =t 4*^/ — ax — 2aax + £' = o , qui étant naife fur le Triang : anal : donne Péq : =i= 1 2xyy/—axx — 2*1x = o, ou y = dr — - — — . Ainfi les trois prémiers. Digitized by Google
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    320 DES BRJÙCHES INFINIES xiy. o miers termes de la Se'rie font sx Ca.vni. o o =+= r-y — — &c. Les deux prémiers re#^ 6 V — ax JJ * * présentent les ordonnées de la Parabole * * J * HAh , & le troifiéme fait voir que les Branches de la Courbe embraflènt celles de la Parabole, qui eft leur Afymptote -courbe. Pour connoître les Branches dont la dernière direction eft AC, on fubftituera dans la transformée (4f* — 6pqx + *P ) z' + ( • 2q* — l2pf)uZZ + (l2f — 6p}ttuz>b 4«J + ( iaqx + 44/ ) zz + 4*7*z <+• 2**» — hx =0 , calculée ci-deflus, — au lieu de q , puilque qt=Ap, & que yf= — i , comme il paroi t en comparant Pe'q : ^ — ïX = o avec Péq : j — ^x = o. Par là cette transformée eft réduite à $ppuzz — 1 îpuuz + 4«' + ^k*ppzz — îapaz 2*uu — b" =0 , qu'on mettra lùr le Tr: anal: où elle a une déterminatrice ^fi parallèle à la Bande fans A * * * o * * * B o o * z, qui donne Péq : $ppuzz + ^\appzz =0, ou '* = — — \*. Elle de'figne donc [§. 139] des Branches hyperboliques dont PAfymptotc- droite eft PabfciiTe FEf , de l'ordonnée A E — — {a. Pour (avoir la pofîtion de ces Branches autour de leur Afymptote, on portera l'Origine d'A en E, en fubllituan* L'équaDigitized by Googli
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    3'JS'S CaURBJS, 3ai CwVrà. L'équation ordonnée par * Fi-xiy. é' MI* C9pp«ti*4-i"PP') ZZ+C— 1 2puu—iâpu) z 4< 4*'«f« îauu — bl I O * 2 1 ^20 + (5>#0'ZZ • +(— 24^* — 2rf/0/Z+(l2**4«4**)' o k o k i \2ptt% \2U >)p2a}tt o i o + 4'' u = — \a o — 2*lpz — b* ^9pxtzx>{i ioaptz*\* a at -r-\2ptt7*—\att + 4'' ■ Cette Transformée mile fur le Triang : anal: a une détcrroinatrice utile AB qui donne $pprix — 2*>z=o, ou • * A -* * * o * * o * * *B t=-—^: ce qui marque que les deux Branches liypetv boliques accompagnent leur Aiymptote F E f dans les angles A E F , g E f des coordonnées de même figne. On tire la même choie de la Méthode des Séries. Le premier terme étant — £x , on calculera le (ècond , &c. par l'abrégé du §. 106. Intnd. à PAnalyfe des Lignes Courbes. S s 4^ — ' Digitized by Google
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    J2a DES BRANCHES INFINIES ***iy' I II inOrd.CH.vm. % o o tJ> * 2 o 2 o o î/* o * — 6xyy + 6xxy — 2axy ~ ; » ï y = -i* î 0 0 Première Transforméé 4/ — 1 2xyy 4. çxxy 4« 24/ — 2axy + + ~axx =0. I II III Ordre. *-* 9**y*b4sx*—\ 2xyy-2axy+4yi>i*2ayt-6i * * o _»4\J 0 2 1320 y— — ia 2 1 2 I ï — jaax 4« 4-. ï a* o i o — & Seconde Transformée , $xxy — 1 2xyy + io*xy — 2aax '+ *y* — 4*yy + **y — *f=o. 0 La Série commence donc par ces *v* trois termes — i x — J 4 4* — -, dont ♦ * * £X * * * * ks c*eux Pr^micrs expriment Pordonnée * * * * de rAfymptote droite FEf , & le troi5>>»cy — 2aax = o. fie'me marque que les Branches de la «--Hf Courbe tombent , du côté négatif aufli y 9* bien Digitized by Google
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    DES COURBES. jaj Ch.viti. bien que du côté poiitif , entre TAlymptote droite & l'A- Pl Xv. S- «41- xe des abfcifles. Exemple IIL Soit y — 2 *y +x4+ * — f*. n*. 5) bs±/. Donc ici , comme dans I1 Ex. J, on aura les dernières directions AC des Branches infinies , en donnant à rabfciflè AB = i les ordonnées BC=+i, & B c = — 1 , & menant les Droites A C , A c. • On tranfportera l'Axe des abfcifles fur ces Droites , en (ùbftituant pzkx&çz*{*uky. (f4 - a,y +( %âpf — 54p» ) s« 420 21 t * * I o o + <4f)*,« t *CO*4 Et mettant £ pour q dans la transformée , elle fèra ou les fignes fupérieurs font pour l'Axe A C , & les inférieurs pour PAxe A a Cette équation mifè fur le Tr : anal : a deux determinatrices. Celle qui traverfè le plus haut Rang défigne la S s 2 demie �
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    E 394 DES BKJNCHES INFIMES Pu xv. dernière direâîon des Branches infinies qui rrieft parallèle, c».vin? ni aux ablcifles , ni aux ordonnées. * * * o o. o * * * o o o o © : L'autre , qui paflè par lès Calés z1 & z1 , donne l'éq : — = o , ou «* = |*/z , qui eft à la Parabole ordinaire décrite, avec un Paramétre z=.\spy fur les Axes AD, AG, ou AD, A c, dans la fituation à eu près où Ton voit les Paraboles EAe, F A f , qui font ;s Paraboles- afymptotes de la Courbe cherchée. Et puifque la racine de l'éq; 4/^z1 — j^'z* = o n'eft pas multiple, chaque Branche AE, Ae, AF , Af de ces Paraboles eft Afymptote d'une Branche de Courbe. On trouvera la même chofè par la Méthode des Séries. On a déjà le prémier terme ±x des deux Séries dépendantes qui donnent la valeur dy en x : mais on cherchera . encore le fécond , troifiéme & quatrième terme , puilqu'il faut aller jufques-là pour avoir un expolànt négatif. Voici tout le procédé du Calcul [§. 10*]. L 11 Ordres. * o o v 4 a o 2 o o * o o ' ±4x/^F4x> =fc ±axy * o o o o 8 i 1 +tfx*/— 2X* +243C" J4— 2*y+X*=0 * O O + x-4 Première Digitized by Google
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    DES COURSES. 3*5 Q*VTTL Première Transformée y^+xy* + 4x*/ + 2 **/ =±= ?L,xv. o o # # # o # # o o * o o o o 4«l>1 — 3 4 x1 — o I II III 4xy — $4x*dc $xyl a o } 44 xy -h y* + 2Axy* 1 4 2 j±&X^y^Mi 4-I2*»V44x4-44xV|4X^=4>>V|4Xià:44xyv'^* 4-34X» 0 7 ^t5)4X^ 7 . . _ + î*xyy -M*1*1 7 ° + 34XV|4*< O s£}*xy^\dx * . Seconde Trans£ 4**/ =fc Sx'jVi** =±=4*?' 4- 1 2*?V|** ±1 î*xly+jéxWiax+y*J=:4yWl*x + Vtfx/^xvy^xo o « * * ; * o o * o o o o 8X1J^|4X H- 74X V|4X == o I II 1 o a 1 o 74X V I MX O. 74x^y 9{ 4 V i o Ss 3 Troifi^
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    être 326 DES BRANCHES INFINIES Pt.xv. Troifiéme Transformée rSr 8 xly y/ \ *x + db 6*xxy Cg ^ — y«V4* . f.i4,. On voit que dans cette troifiéme opération , qui doit ...e la dernière, puifqu'elle donnera à x un expolàm négatif , Ton a fupprimé une bonne partie du Calcul , qui ne feroit pas néceflàire. Car la determinatrice , partant de la Café x2+t:2 y , portera fur la Cafe x* , à moins qu'elle ne foit vuide. Il ne s'agit donc que de (avoir fi cette Cale elt pleine , & que! dï le terme qui y loge. Or pour cela il furBt de calculer le fécond ordre , & on trouve que la Cafe xl contient le terme — axxx . On aura donc Sx^iax — $?*V =0, ou ^ = pour le quatrième terme de la Série. Les trois premiers ±x ±y/{dx^z\ay expriment l'ordonnée d'une Afymptote -courbe , qui fe cooÛruit ainfi. figUm°6' Par Ies cxtTémîtés de t'abfcifle AI= la , & des ordonnées num. ». AG> Ag j de mêmc g^ideur, qtfolï ménc Jes r>0itcs G1H, glh. Qu'on décrive, avec un Paramétre é<çal à Al 2 1 a & + aXo\ = jJGÏ> unc Parabole ordinaire OGN, fur les Axes GA, GH, avec une dernière direction parallèle à G H. Qu'on décrive au/fi , avec un Paramétre égal à — Jïp' UnC Parabolc °Sn> fur ,cs Axes gA, gh, fa dernière direction étant parallèle à g h. Je dis que ces deux Paraboles font celles que repréfentent les éq: v=x + yfLax — \a, &v=s — x+^Lax+ia. Car fi on nomme GH , z , & HO , ou HN , a , l'équation de la Parabole OGN, relativement aux coordonnées G H, & HO ou HN, eit mmssj— . Mais, nommant AP, x , & PO Digitized by Googl
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    DES COURBES. 327 C.VTIL PO ou PN, v, on aura AP [x]: GH[z] = Al[>] : §. i4j- x G 1 Gl. Donc z= -7-^-; ce qui étant fubftitué dans l'éq; ttfj — 2ïaaz | transforme en uu=z\ax , ou « = — 32 Gl' * 1 rtVi"*. De Plus PO, ou PN, [ï] = PH[ou PI, foit AP — Al, c'eft-à-dirc x — la] + HO, ou — HN \-±zy/\ax~\. Donc l'équation de la Parabole OGN, rélativemcnt aux coordonnées AP , & PO ou PN , eft v= x±y/\ax — la. Et de même v = — x:±V£*x4« |4« eft l'équation de la Parabole ogn rélativement aux coordonnées AP & Po ou Pn. Les Paraboles OGN, ogn font donc les Afymptotescurvilignes de la Courbe propofée : & le quatrième terme de la Série , ±= * ^ , fait voir que les Branches de la Courbe tombent , par raport à l'Axe des abfciflcs , au-delà des Branches GO , go , & en-deçà des Branches GN , gn , comme on le voit dans la F/£. io<5. »°. 2 , qui représente le cours de cette Ligne. Exemple IV. Par le fcul changement d'un (igne, Péquation de l'Exemple précédent eft changée en celle-ci, y* — 2x'/ ■ — x4 ■+• zaxy1 — 5*x4 = o t. Et l'équation du premier rang y* — 2x1/ — x* = o a quatre racines , deux imaginaires +x y7 ( 1 — y/2) , — xy^i — y/ 2) , & deux réelles + 1 -f- V'O > — xy/Çi+y/2'). Comme elles nous menacent d'un Calcul aflèzlong, nous n'appliquerons à cet Exemple que la Méthode des Séries , & nous employerons la lettre A pour défigner le nombre irratîonel . =fc y/( 1 + y/ 2 ) . 11 s'agit donc de fubnituer Ax >i* u ky dans la propofée . + Mon. de fActi. 173 1. pag. 30.
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    J28 DES BRANCHES INFINIES Pt.xv. r II Ordres. c«.vttl + 6Alxxux — zA'v* +2 A1 sxl ! o o + 4 A x' « + A — 4^)x'* + (^•-SW=o, ou u^-ip=AA* = [,«, .mettant . +V* ) pour A\ * J^^y ' ~ .Ces deux .premiers termes de la Série =J=*v'(i+v/0 ^f^O montrent que la Courbe a quatre Branches igitized by Google
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    DES COURBES. 329 Cr.vhi Branches hyperboliques, & ils déterminent la pofuion de Pi.X7, S-i4j. jeurs Alymptotes-droites. Le prémier terme fait voir que fi on donne à l'abfcifle A B = 1 , les ordonne'es B C = -j-VX1 HH V2) & Bc= — v'C 1 + v7» ) > & qu'on mène les Droites AC , Ac , elles feront parallèles à la dernière direction des Branches infinies, & par conféquent à leur Alymptote. Et le fécond terme aprend que fi Ton prend les ordonnées AE = + » ? Y 2 fr n a y & A e = ~ J u 2 Fi \ * & qu'on mène les Droites EF, ef parallèles à AC, Ac, elles feront les Afymptotes cherchées. On peut aufll , & cela eft plus fimple , prendre PabfcifTe négative A G = 7^2~l°a, & mener par le point G, les Droites GF, gf parallèles à AC, Ac Car il eft aifé de voir que les Droites EF, ef, fe croifènt au point G , éloigné de l'Origine A de la diftance ?^*~t0s. Si Ton veut aller plus loin & chercher la pofuion de ces Branches hyperboliques autour de leurs Afymptotes droites, il faut calculer encore un terme de la Série. Soit 2, — Ar a nommé B . Il faut donc fubftîtuer 5 8^(1+^2) *{* t à u dans la transformée , ou du moins dans les deux premiers ordres de fès termes. Car en confidérant cette équation fur le Triang : anal : on voit qu'il manquera dans o * * * * o * * o o «0000 la féconde transformée le terme x* , & qu'ainfi la détermiIntroà. à PAnaiy/e des Lignes Courbes. T t natricc zed by Google
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    330 DES BRANCHES INFINIES Puxv. natrice partant de la Cafe xly, portera fur la Ca(è x* , fi Chyiii. elle eft pleine, il s'agit donc de voir il elle Peft , & quel 5 '4îterme la remplit. I II Ordres. ' ^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^ B) ! 2 1 1 + UA* — 4^0 Bx% +2(fiAA—i)Btxx+4ABax'' O t O + (ôAA — 2)BBx1 On voit par ce Calcul , que la Cale / x* loge le terme (4A1 — 4^)/xJ , & la Cafe x' le terme {{6AA—i)BB *{<4ABa)x\ La déterminatrice , qui pafle par ces deux Cafe, donnera donc l==s_^4-2)BB+^Bs , 4 A1 — 4A = [puîfque B = ±-W2—* a—^^ — ^al (<5v4,4 — 2) CW2 4) V: 64^4*4(3 y/ 2 — 4)aa: 8 (4^ — 4)^ * Ç^V/2^4)C?4 24.^2)^1^/2 2 "±4^2x^/(1 + ^2) _ — 154 4« îopîVg _i — 154^24*219 Cette fraction étant pofitive , le figne =p qui la précède montre que la Courbe tombe , de part & d'autre , entre l'Axe des abfcifles AB & les Afymptotes droites EF, ef. Car il Ton nomme cette fradion C, la Série fera pour les franches de l'Afymptote E F , y = Ax + B — ^ & pour igitized by Google
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    DES COURBES. 531 Ch.viïi. & pour les Branches de l'Afymptote ef, 7 = — Ax — Pt.xv. Exemple V. Véa : x*y — 2xy + xy* — = o , mife fur le Triang : analyt : a trois déterminatrices AB , C B 0***0 0000 000 o o * A AC, BC. Celles qui partent par la Pointe A indiquent des Branches qui ont les Axes pour Alymptotes. Elles font aulfi indiquées par les racines y=zo , x=o, de l'équation du plus haut Rang. Les équations que donnent a ♦ ces déterminatrices , x*y — s* =0 , ou y= — , & xy* *4 — *+=o, ou x= -, , font voir que les Branches infinies qu'elles dc'fignent fè jettent dans les angles des coordonnées de même figne , le long de l'un & de l'autre Axe. La determinatrice BC qui traverfc le plus haut Rang , donne Tcq : — 2x'/ + *y* = 0, qui a , outre les racines at = o, y=ot dont on vient de parler, une racine double y — # = o, qui nous aprend que la Courbe a encore des Branches infinies, dont la dernière direc- Flg XqS don A D coupe en deux également les angles BAC , bAc des coordonnées. Mais pour connoitre la nature de ces Branches , on cherchera encore un terme de la Série en Tt 2 fubfti �
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    3p DES BRANCHES INFINIES PX..XY. fubftituant u + x à y dans l'équation propofée , ce qui la Oi.vm. transforme en xu% 4^ xl«: — a* = o , qui étant mile fur 14,4 le Triang: anal: a une déterminatricc utile DE, qui dono o o | E* o o * o o o * o o o %D ne xV — «4=o, ou u=zîz — . Ce fécond terme de la Série y=:x^z ~&c marque deux Branches qui accompagnent de part & d'autre les deux parties A D , Ad, de la Droite DAd, qui eft la dernière direction & l'Afymptote droite de ces Branches. Ainfi la Courbe a huit Branches hyperboliques autour de trois Afymptotes BAb , CAc , DAd , qui fè croilent au Point A , femblable en cela à la Courbe de lExemple L En effet , c'eft la même Courbe dans une pofition différente. Car fi Ton prend A D pour l'Axe des ordonnées , & la perpendiculaire A E pour celui des abfciffes , on aura [à caufe des angles demi-droits QAS, QMR] AP [x] = PS— AS=QR[£] — ÀS[£], & PM W = PE + RM = QS[~] + rm[~]. Et ces valeurs de x & de y, fubftituées dans l'équation de la Courbe x*y — 2xlyi 4* #y — *4 = o , la transforment en uuzz — z4 — » ** = o, ou z+ — uuzz+a*=o , qui eft l'équation de la Courbe examinée dans l'Exemple L Exemzed by Google
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    DES COURBES. Ch.vIïï. Exemple VI. Soit enfin l'éq : y* + 5*/+ iox1/ Pl Xv. — **xy — tf
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    J34 DES BRANCHES INFINIES Pl. xv. Et Ia prémiére transformée fera /— 2ay* + ^axy% + CH.vm. 4*lx/+4*Vy — m%bl =o. En la mettant fur le Tr: S-1**analyt : couché fur la Bande fans x , on lui trouve deux déterminatrices fupérieures AB , BC. o o o o o B o o"* o 0**00 C* * * o o *A L'une AB , qui porte fur les plus hautes Cafés des deux premières colomnes, donne ^alx2y — axP=o> ou y = -~î • B n'eft pas befoin de continuer plus loin la Série 7 = — d*. parce que dès le (ècond terme elle eft régulière. Elle indique deux Branches hyperboliques , qui accompagnent , dans les angles des ordonnées pofitives, leur Afymptote droite BAC. L'autre déterminatrice B C donne y* + ^axy' + 4**x^ — o, ou , divifant par^, y* + 4/*x/ "-f-^x'zr: o , dont la racine quarréc 4. 2rfx==o , fe réfout en ces deuxCI> } — + V — 2axyy= — y/ — 2ax, qui font imaginaires , quand on prend x. pofitive. Et comme Tune & l'autre eft racine double de l'éq : y* 4. ytxyx -f ^xx = o, 011 ne doit encore rien affirmer des termes fuivans ; mais on continuera le Calcul en fubftituant i^- 2
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    I Cuvin. §.I4ÎDES COURBES. 3SS Ord. I II PuXV. IV y + 4**y 4- 4-I*\>' y. 3. 1 2ax) 111 — 24y» — t#xf 4- — été* 4 2 30 "5> V-2**^1 24X-> 'V-^MÏsial*1* V-2**=F84)> V-24X=R84'X) ■y/-2âx±:$4y V-24X . I > 0 * * 5 20 axy1 ' 2+a1x1y -f- 24 a*^* 4-84?xl 64'xy o 2 7 î o X64*x>y/-24X 1 T 2*'x/ O + 20 4l X*^ — 8 4' x% o =fc4.4txV — 24X Ainfi la (cconde Transformée eft y* 3=5^%/ — — \6axy1 z$z %axy%^ — iax — 2af z^z 8*y V — 2ax + 2oa1xy* =ïr 8 axxy V-r-* ax + ay* z±z 3 a*y*\/ — 2 ax-~-6a*xyz±: 2aix^—2ax — a*bl =o. Sur le Triang; anal: elle n'a qu'une déterminatrice utile , favoir celle qui eft horizontale , & qui donne =*= 8 axyy — 2ax ztz 8 a *xyy/ — 2ax z+z 2a* xy/ — 24x = o, ou, divifànt par zzzSax^ — 2ax , yy — ay+±aa=zo qui a une feule racine , mais double , y — à* = o. o o o 000 0000 * * * * * * * * * o o * Elle kJ by Google
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    356 DES BRANCHES INFINIES Pi.. Xv. Elle marque que +\a eft un troifiéme terme commun C«.vïil aux deux Séries, qui commencent par — x riry' — 2ax. * Mfc' Mais cette racine^ — ±* = o étant double, elle oblige à calculer encore le terme fuivant , d'autant mieux que , dans celui-ci , l'expofant dV n'eft pas encore négatif. Et comme il v a lieu de préfumer qu'il fuffira de trouver encore un (cul terme , on cherchera à s'épargner du calcul en fubftituant ka4*y à y , feulement dans les termes des deux premiers ordres. I II Ordre. tt*x?)/-2Mxd£2*lxy^-2*x^2aixtf-2*x-i6*xyl+20Atxyt-6*,xy)Ûc. 2 x 0321 *0%**xy>J-2AX ^fc ^'xy^^x — 2^aaxyl-\-20a >xy - }a+x s o_ § ; o O J i o 2*4X Le premier ordre fe réduit au (èul terme z+zSaxyt^~2axi & le fècond à — \6axyi — 44^/ 4* 2*,xj'. Et ces termes étant mis fur le Triang; analyt; on voit que la déo o 000 0000 A* O * * *B O terminatrice paflê par les Cafés xi:tyy & xy% & qu'étant zed by Google
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    DES COURBES. 337 c«.vnt. tant continuée elle traveife la Cale *t!*. Il faut donc exa- Pi~xv. f* miner fi cette Café eft pleine ou vuide. Ce font les termes du troifiéme ordre qui doivent la remplir. On fubftituera donc {a *{* y à y dans les termes du troifiéme ordre de la féconde transformée. 111 Ordre. I rfcjjV — zax =p Sayy zax ± jrjfV — 2** 4 3 2 M) : i±L\o*f s/—2axz+L\2a lyW — zaxz±z ia%y zax 1 * » t 1 ! y a ylJ—2ax 6*>\/ zax ± \ *4 y/ — 2 ax » » * _ Ils (è réduifènt à =fc 5 y* V — laxda* *y%^ — 2 \axyv\J — 2«x=pi«'jy — zaxd=j:a*^ — 2*x* Ce dernier terme , ayant (à place dans la Caîè x,:% (e trouve fur la déterminatrice , qui donnera l'équation =+= 8 axy V — ►£« 2/i*xj' db£4V— < 2*x= o , ou , divifant par ^z%axy/—zaxy yy^~%^Taxy~ ilW^0 » dont la racine tîuarre'e cft kv/-_^/>x °- ^es c*eux Ser'csi f« ax a1 , l'autre Sy7 — ' 8/ — 2a x' ' Quoique dans çe terme l'expofânt d'x (bit négatif; cependant , comme il cft racine double de l'équation qui le intnd. à PAnalyfe des Ugnes Courbes. V y donne. Digitized by Google
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    338 DES BRANCHES INFINIES p*.xv. donne , il eft néceflâire de continuer le Calcul , en fubfti- Of.vni tuant +y à y dans la troifiéme transformée. Mais pour cela il faut l'avoir complette ; & jufqu'ici nous n'avons que les termes qui ont réfulté de ceux des trois premiers ordres. Il faut donc achever la transformation en fubftituant i*>{*y à y dans le quatrième ordre: IV Ordre. A „ + / —2 4/ *#y — a1 h* S 4 l o +**/— 4«y +**y ï 4 ï 1 2 I ¥ + — a* y +ia* 4 * Et il en rcTuIte JJ + — ï*2/ — |*y * * Réunifiant les refultars de ces différents ordres , la troîtransforme'e complette eft =p 84xyV— **x— i6*xy% - 4« 2 5^V ÈSX&ZSSJfW 2 6X-ÇL \aryxyj — 2ax =*= \a'y^—2*x zfc £, *V— 24* +y 4- è*J4 — è#>» — Ja?/ + £4> + £*5 — = o . Cette transformée mifè (lir le Triang : anal : a , relativement à la déterminatrice CD qui paflbit par les Cafés xytyy , x y , & oy GoogI
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    dres de termes. PJSS COURBES. 539 C£*h & *l t & qui a donné Véq : y ==trin7~S» M or~ Ft,XVV o o o o o o o o o o c* o * * * o * * * * *D ****** U cil probable qu'il ne fera pas befoln d'aller au-delà du terme que nous cherchons ; c'eft le cinquième de la Se'rie. Ainfi nous commencerons par fiAftituer 3=. a a 2^ JJ3: + y â y dans les deux premiers Ordres. I H Ordre. « * 1 i A 1 x 2 I O 2 I O O *y/-2*X i _° 5 Les termes du prëmier ordre fe rdduifent à =c8*xy V-2*x, & ceux du fécond à — 4**x/ — . Donc la deteroainatrice paflèra par la Cale x>:1/ , & par la Pointe , & donnera Véq : =p84*jV — îax — Jb* =o, ou f — a' bl =f= frx^^Mx % Le fi6ne — a Iicu Pour ,a P^miére , & Vv 2 le Digitized by Google
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    DES BRANCHES INFINIES ri-xv. le figne + pour la féconde des deux Séries que nous cal- Ot.m culons. Donc pour la première y=±y/ — %aJ^ 2ax > & pour la (èconde y=zd=\/ $ax^ 2ax > grandeur imaginaire. Car fi on prend x pofitive , y/ — 2 ax cft imaginaire , & fi on prend x négative , ç~/__2ax e^ négative , & (à racine eft imaginaire. Ainfi la (èconde de nos deux Séries a fon cinquième terme imaginaire, & elle-même Pelt entièrement. Mais la première , qui ne Peft qu'à demi, fè fourche en deux y = — *4V — 2ax+{a Z\/ — zax %ax\/ — 2a x * a1 . a*f Gcs deux Séries, avec la première y — — x-J &ci font voir que la Courbe a quatre Branches infinies , dont &g- 109. deux DB , EC font hyperboliques , & ont pour Afympto*' te la Droite BAC dont Pordonnée eft le prémiet terme — x de la première Série. Les deux autres EF, H G font paraboliques, & ont pour Afymptote - curviligne la Courbe 1 KL , à PabfcitTe x de laquelle répond Pordonnée que repréfentent ces quatre termes, — x + y7— 2ax*^an gy/ 2ax On verra plus clairement la pofition des Branches de cette Courbe, en la raportant à deux autres Axes , dons Pun eft l'Alymptote droite CAB & Pautre (a perpendiculaire AN. Alors le point M de la Courbe , au lieu des coordonnées" AP [x] & PM [/] , aura les coordonnées [z] & QM[«] , dont les raports s'expriment par les équat : Digitized by Google
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    DES COURBES. 541 Ch. Via , Z « 0 Z4"«- 1 . c in. Pt-Xy. >.x43. équat: ^===-^7- » & y==z~^7 5 V3,CUrS qU1 fubftl" tuées dans l'éq : / + 5*/ + 10 x1/ * iox'/ + sx4jr * x* — 2ay* — Ataxy'' *b 4ax*y 4« 2a x* + aaxy* aaxy 4. aax* — aab* = o , ou (7 4* *)J — 2*( > — *) Q + x)* +  qui (e conftruit ainfu t z Sur les Axes AB, AC on décrira la Parabole DAd, ioy. dont le Paramétre eft c, de forte que Pabfcifle AP[z] a * l'ordonnée PO=^f. On décrira auffi l'Hyperbole d CNB , cnB , dont l'ordonnée PN , ou Pn , eft • Alors donnant à chaque abfciflfe AP deux ordonnées PM, Pm égales , Tune à la fomme O n , l'autre à la différence ON des ordonnées de l'Hyperbole & de la Parabole , on aura la Courbe cherchée CMDmc. Car fon ordonnée [«] eft égale à —J^zdy/—t & par conféquent fon équation c z eft zJ — 2cziu 4* etzuu — ecd ■ =0 . Mais en la raportant aux Axes EAe , FAf , qui coupent également les quatre angles que font entr'eux les Axes CAc, B A b , (on équation fera juftement celle qui a été propoféc dans cet Vv j Exemple igitized by Google
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    342 DES BRANCHES INFINIES PtXV. Exemple. Dans cette conftruétion il eft aifé de reconnoi- CH.m tre que la Courbe a des Branches hyperboliques MC , me, I4Î* dont CAc eft l'Alymptote , & des Branches paraboliques M D , m D , dont l'Alymptote eft la Branche A O D de la Parabole dAD: On le reconnoit, dis -je, aifément , enconfidérant que près de l'Origine, les ordonnées de l'Hyperbole CNBnc remportent de beaucoup fur les ordonnées de la Parabole dAD, & que loin de l'Origine , c'eft tout le contraire. 144. Nous finirons ce Chapitre par quelques confédérations générales fur les Branches infinies des Courbes & fur les Alymptotes droites. L Les Branches infinies d'une Courbe font toûjours en nombre pair * . L'ordonnée d'une Branche infinie de Courbe s'exprime par une Série defeendante Ax + Bx 4« Cxk &c. qui eft ou entièrement imaginaire, ou demi-imaginaire, ou réelle [ §. 95 ] . Lorlqueile eft entièrement imaginaire , la Branche , dont cette Série devroit marquer l'ordonnée , eft imaginaire. Cette Série eft réelle , lorfque tous les expolàuts b , / : , k , &c. font des nombres entiers , pofitifs ou négatifs , ou des nombres rompus dont le dénominateur eft un nombre impair. Alors la grandeur qu'exprime cette Série eft réelle , Ibit qu'on prenne x pofitive , (bit qu'on la prenne négative. Ainii cette Série reprélènte deux Branches infinies , une du coté des abfcifles pofitives , une du côté des négatives. Enfin , la Série eft demi-imaginaire loriqu'un , ou plufieurs , des expofants b , $ , k , &c. eft une fraction d'un dénominateur pair , & d'un numérateur impair. Dans ce * Stirling, Lin. tert. Ord. Newton. Prop. f. Cor. 3. Mr. Dfi G U A, Ufage de ÏAnd. pag. 47. Digitized by Google
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    DES COURBES. 34J c*.vni ce cas, la Série n'eft réelle que quand on prend * pofiti- Pt.xv. 5'144* ve, ou quand on la prend négative. La Branche indiquée par cette Série ne s'étend que du côté des abfciflès pofitives , ou du côté des négatives. Mais en échange , lors qu'on donne à x le figne qui rend réels les termes demi-imaginaires , ces termes ont deux valeurs , une pofitive & une négative , parce qu'une racine paire a également le figne + & le figne — . Ainfi la Série ert double , & exprime deux ordonnées. Il y a donc deux Branches infinies qui répondent à cette Série , & qui (ont fituées , non pas de part & d'autre de l'Axe des ordonnées , mais toutes deux d'un même côté. Donc , dans tous les Cas, le nombre des Branches d'une Courbe cil un nombre pair. 145. II. Toute Ligne algébrique d'un Ordre impair 2, au moins, deux Branches infinies *. Parce que dans toute équation d'un Ordre impair , Tune ou l'autre des coordonnées a (on plus haut expofant impair. Prenons que ce foit l'ordonnée. Donc en la regardant comme l'inconnue , quelque valeur qu'on prenne pour l'abfciflè, l'ordonnée aura toujours une valeur réelle,, puifqu'une équation d'un dégré impair ne peut avoir toutes fes racines imaginaires. Ainfi toutes les abicifles, tant pofitives que négatives à l'infini , ont au moins une ordonnée réelle. La Courbe a donc au moins deux Branches infinies, une d'un côté, l'autre de l'autre, de l'Axe des ordonnées. 146. HI. Une Courbe algébrique ne peut avoir plus de Branches infinies au'i! n'y a d'unités dans, le double de l'expofant de fon Ordre. Car * Stirling, Lin, tert. Ord. Newt. Pr. VI. Cor. y.. Mr. Nicole, Mem, de tAc. 1725. p. 108. Dl gitized by Google
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    34* DES BRANCHES 1NFINIÊS •Pl-xV. Car en prenant les ordonnées de façon que leur Axe GCflBL ne foie parallèle à la dernie're direction d'aucune des Brau- S« lâches infinies de la Courbe, toutes ces Branches s'éloigneront à l'infini de cet Axe. Donc leurs ordonnées feront repréfentées par des Se'ries dépendantes , qui donnent la valeur d'y en x. Or l'équation ne peut fournir plus de pareilles Séries qu'il n'y a d'unités dans l'expofant de la plus haute puiflànce $y : parce que ces Séries font les raxines de l'équation, où l'on regarde y comme l'inconnue, & qu'une équation ne peut avoir plus de racines qu'il n'y a d'unités dans le plus haut expofant de fon inconnue. Et l'expoiânt de la variable y ne peut jamais (urpaffèr l'expofant de l'Ordre de la Courbe. Donc on ne làuroit avoir plus de Séries oui donnent y en x , qu'il n'y a d'unités dans l'expoiânt de l'Ordre de la Courbe. Mais chaque pareille Série ne peut indiquer , au plus , que deux Branches infinies, & pour cela il faut qu'elle foit réelle. Donc, une Courbe ne peut avoir , au plus , que deux fois autant de Branches infinies qu'il y a d'unités dans l'expofant de -l'Ordre de cette Courbe. 147. IV. Une Courbe algébrique ne peut avoir plus d'Afymptotes droites qu'il n'y a d'unités dans lexpofant de ion Ordre " . Cette Propofition fè prouve par le même raifonnement que la précédente. Si Ton prend les ordonnées de forte qu'elles ne foient parallèles à aucune Afymptote , l'ordonnée de chaque Branche hyperbolique fera repréfcntée par une Série telle que Ax + B>{* Cx~k &c. dont les deux premiers termes Ax>^B expriment l'ordonnée de l'Afymptote [§. 1 5 1 ]. A fera zéro , fi l'Alymptote cft parallèle aux * Stirung , Prop. VL Cor. 7. Digitized by Googl
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    DES COURBES. 34; Ch. vin. aux abfciflès; B fera zéro, fi elle pafle par l'Origine; ainfi Pi.xy^ §.147. A Se B feront zéro, fi PAfymptote cft l'Axe des abfcitTes» 11 ne fàuroit y avoir plus d'Afymptotes droites qu'il n'y a de pareilles Séries. Et l'équation de la Courbe n'en rauroit donner plus qu'il n'y a d'unités dans l'expofànt de l'Ordre de la Courbe. Donc le nombre des Afymptotes droites ne peut furpaflèr les nombres des unités contenues dans cet expofànt. 148. V. Lorfque la Courbe a autant d'Afymptotes droites que l'expofànt de (on Ordre a d'unités , toutes Tes Branches infinies font hyperboliques. Car les ordonnées étant prîtes de forte qu'elles ne foient parallèles à aucune Afymptote, toutes les Séries dépendantes qui donnent la valeur d'y en x , c'eft-à-dire , toutes celles qui peuvent exprimer l'ordonnée d'une Branche infinie de la Courbe , commencent par trois termes tels que Ax-^B + Cx * &c. [ou A Se B peuvent être zéro ] . Elles représentent donc des Branches hyperboliques [ §. 1 $ 1 ] , & la Courbe n'en a point d'autres. En effet, puilque chaque Afymptote droite a. deux Branches hyperboliques , & qu'une Courbe ne peut avoir plus de Branches infinies qu'il n'y a d'unite's dans le double de l'expofànt de fon Ordre ; fi elle a autant d'Afymptotes droites qu'il y a d'unités dans cet expofànt, toutes lès Branches infinies feront hyperboliques. 149. VI. Dans le même Cas, c'eft-à-dire, quand une Courbe algébrique a autant d'Afymptotes droites qu'une Courbe de fon Ordre en peut avoir ; toute Droite qui coupe toutes ces Afymptotes , & qui rencontre la Courbe en autant de points , eft coupée de façon que la (banne des parties interceptées entre la Courbe & les Afymptotes Introà. à PAnah/e des Lignes Courbes* Xx eft Digitized by Google
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    54<5 DES BRANCHES INFINIES 9u xv- eft c'gale à la Comme des parties interceptées entre les c*.m Afymptotes & la Courbe [§. 65 ] !•*«* Car fi Ton prend cette Droite & fes parallèles pour les ordonnées ; puifqiTelle coupe la Courbe en autant de points qu'il y a d'Afymptotes, c'eft-à-dire , en autant de points qu'il y a d'unités dans i'expofant de l'Ordre de la Courbe , l'équation fera telle que le plus haut cxpolànt d'jr fera égal à l'expolànt de l'Ordre. Soit v cet expolànt , y+ (4x + by)yv~~l les deux prémiers termes de l'équation , & yz=A'x+B+C'x~k&c. y^A'x + B"* C *~k &c y = A"x + B» + C"x~k &c. &c. les Séries deicendantes s qui donnent y en x , tirées de cette équation.   Ainfi y— A'x—B'—- C x &c.^so , y — A'x — B>— CV~* &c = o,y — A"x—B"—C*'x~~~k&f = o font les racines de l'éq: yv+(ax+lï)yv~~ érc=zo9 & cette équation n'eft autre chofe que le produit de ces racines , dont le nombre eft fuppofé v. Le premier terme de ce produit eft /, & le fécond eft — U'x + B'+C'x'* &c + A"x+B? + Cx~~k &t + A"x + B"+ C"x~~* &cïyv~~l = — ((^'+ A"* A" &c)x + + + c+c *o*~~* &oyv~~l , lequel comparé avec (ax*{* b} yv , auquel il doit être égal, donne A' + A'+A» &c = a, B* + B" + B~ &e = ^C+C + C*^ = o,& tout le refte pareillement égal à zéro. De même , fi on multipHe les unes par les autres toutes les équations des Alymptotes droites * Nbvton , Enum. Un. tert. Ord. II. 2. Stirling , Un. teruOrd. Newt. Prop. X. Cor. Digitized by Googl
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    0 DES COURBES. 347 Ça.vm. tes J — A'x — B'=zo,y — A'x — B" = o,y — Anx fc.:XV. :§• 14*- — £"'=0, &c. ce produit exprimera le Syftême de toutes ces Droites. Or ce produit a pour Ton prémier terme f 9 & pour le fécond — ( A'x 4* & + A"x + B" + ATx+B" dv)/~ x , ou — «A' + Ar+A"&c)x + (B' + B" + B"'&c»yv—1 = —(ax>{
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    548 DES BRANCHES INFINIES Pl. xv. réfulte auand à x on fubftituë la valeur de Pabfctflê de Ch.vhl cette ordonnée. Mais Pabfciflè de l'Ordonnée- afymptote * fe détermine en égalant à ze'ro la bande entière fur laquelle elt appliquée la déterminatricc qui marque cette Afymptote [§. ]. Donc cette valeur fubftituéc à x fait difparoitre cette bande, & fait évanouir le terme , qui eft le premier de Péquation ordonne'e par y . Ainfi dans l'EgaÛté , dont les racines déterminent les points où PAfytnptote rencontre la Courbe , Pexpofànt de la plus haute puiiTmcc d'y eft inférieur à Pexpofant de POrdre de la Courbe , de deux unités , au moins. Le nombre de fes racines , & par conféquent le nombre des points où la Courbe peut rencontrer P Afymptote , eft inférieur de deux unités , au moins , à Pexpofant de POrdre de cette Courbe. Soit, par ex. lyv -f- t>x + 1) yv~l + (pf+dx+eïy** &c=.oy Péquation d'une Courbe de Pordre v. Si elle a quelque Afymptote parallèle aux ordonnées y , il faut que le terme lyv , au moins , difparoiflc , / étant égale à zéro, & Pabfciflè x dont l'ordonnée eft Afymptote , iè dctcrmLnera par Pécj: ax + b — o , ou x= — — . On aura les ordonnées de cette ablciflè , en fubftituant , dans Péquation de la Courbe , — — au lieu d'x , ce qui fera évanouir le terme iax^^yv *, qui par Pabfence du terme lyv eft devenu le premier ; & par Pévanouiflêment , cbb idba *\* eaa - r , , de ce terme, ^ yv — 2 fc trouve le premier. Donc, pour cette abfciflè — — , l'équation ne fera que du dégré v — a. Elle ne peut donc»avoir plus de zed by GoogI
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    DES COUR B ES. $49 Ch.viil de v — a racines; la Courbe ne peut couper fou Afym- Pt.xv. f« x5°* ptote en plus de v — 2 points. Ainfi une Courbe du fécond Ordre ne peut pas rencontrer (oit Alymptote. Une Courbe du troificme Ordre ne peut rencontrer ion Afymptote qu'en un point: Une du quatrième Ordre qu'en deux , & ainfi de fuite. 151 . VI 11. Une Courbe algébrique ne peut avoir plus d'Afymptotes droites parallèles à (es ordonnées qu'il ne manque de termes initiaux à fon équation ordonnée par y. Car s'il ne manque à l'éq : lyv 4<(*x-h*)/' 1 4? (ex1 +«fx-f-0 y""2 &c — o> que le premier terme ly3 \ la déterminatrice parallèle à la Bande (ans y , qui indique [§. 1 59 ] les abfciiïès des Ordonnées - alymptotes , traverlànt la bande yv 1 » donnera l'éq : ax+ b — o , qui nra qu'une feule racine. Il n'y a donc , en ce cas , qu une feule Alymptote parallèle aux ordonnées. Mais s'il manque à l'équation de la Courbe fes deux premiers termes , * iyv 4. (4x-|-0/'—I > k déterminatrice traverfera la ban*. de yv a , & donnera Péq : oc* + dx *{* e = o , qui ne peut avoir que deux racines , & ne peut indiquer que deux Ordonnées - alymptotes. S'il manque à l'équation de la Courbe fes trois prémiers termes , la déterminatrice traverfera la bande yv * , & donnera une équation du troifiéme dégré qui ne peut avoir que trois racines , qui font trois ablcifles d'Ordonnées- afymptotes. On voit que ce raifonnement s'applique de la même manière à quelque nombre qu'il manque de termes initiaux. Mais il arrivera fouvent que le nombre* des Alymptotes-ordonnées fera moindre que le nombre des termes initiaux qui manquent à l'équation. i°. à caulè des coêflfiXx j cients 1 Digitized by Google
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    3jo DES B R ANCHES INFINIES Pu xv. cients aic,&c. qui peuvent manquer, ce qui déprime les Ch.vih les équations ax •+- b= o , cxx >frdx>î*e — — o , & les ré- S* fi* duit à des dégrés inférieurs. Si, par ex. /, a , & c font zéros , la déterminatrice , traverfànt la bande yv~ "2 , pourroit donner une équation du fécond dégré : mais à caufè de * = o, cette équation (è réduit à une du prémier dx -H' = o, qui n'indique qu'une lèulc Alymptote-ordonnée. 2°. à caufè des racines imaginaires qui ne donnent que des Afymptotes imaginaires. j°. à caulè des racines égales , qui ne marquent chacune qu'une (èule Afymptote , quoiqu'elles tiennent lieu de plufieurs racines. 152. IX. Une Courbe algébrique ne peut avoir autant d'Alymptotcs droites parallèles qu'il y a d'unités dans l'cxpolànt de Ion Ordre * . Car prenant les ordonnées y parallèles à ces Afymptotes , il manquera [ §. prk. ] autant de termes initiaux à l'équation ordonnée par y qu'il y a d'Afytnptotes parallèles aux ordonnées. S'il y a voit autant de ces Afymptotes que d'unités dans l'expofant « de l'ordre de la Courbe , il manqueroit à cette équation fes v premiers termes. Mais le nombre de tous fes termes eft v + 1. Il ne lui refteroit donc que le dernier terme, qui ne renferme plus &y. L'équation n'auroit de variables aue x , & ne repréfenteroit pas une Courbe , mais quelques Droites pârallèles [§. 40. II. j]. L'équation devant reprélènter une Courbe , elle aura au moins deux termes, comme Ç*xv'1 + 0xv'2 + Oy + (*xv+f*xv— 1 .... + p)=o. Alors les abfciflès des Ordonnées - afymptotes font les racines de Péq: **v~~l * Stirlikg, ïbuL Cor. y & 
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    DES COURBES. 351 VJJJ1 + 0*^"""* •• + £=0 , que donne la déterminatricc qui Pt,xv' traverlè la bande .y. Ces racines font au nombre de v — i, & peuvent , fi elles ionç toutes réelles , défigner v — 1 Ordonnées - afymptotes , c'eft-à-dire , une de moins que le nombre des unités de rcxpofant v de l'Ordre de la Courbe. Ainfi une Courbe du fécond Ordre ne peut avoir d'Afymptotes parallèles ; car c'eft n'en avoir point que de n'en avoir qu'une. Une Courbe du troifiéme Ordre ne peut avoir que deux Afymptotes parallèles : Une du quatrième Ordre que trois, &c 155. X, Quand une Courbe a autant d'Afyœptotes droites parallèles , qu'il y a d'unités dans l'expofant de fon ordre , moins une , elle ne peut les couper. Car dans fon eq: f>*v"I + /9*u*3 ... + ►Kà** 4- p xv 1 . . . . 4* p) = o , y ne monte qu'au prémier dégré. Ainfi aucune ordonnée ne peut couper la Courbe en plus d'un point 41 ]. Et quand cette ordonnée eft une Aiymptote , la valeur d'jr , qui eft ' V , V 1 — A^_,, *** v_^''"'*~* devient infinie , fon dénominateur étant zéro , puifqu'on fuppofè x égale à une des racines de l'éq : *x°~~ ! + /Sx1' 2 .... 4- £=0. L'Afymptote ne rencontre donc la Courbe qu'à J'infini , c'eftà-dire , jamais. CHAPIDigitized by Google
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    3J2 DIVISIONS GENERALES DES LIGNES CHAPITRE IX. • Divifwns générales des Lignes des cinq prémiers Ordres. *Xv- 154. T ES Propofitîons établies dans le Chap. précé_Lrf dent fervent de Règles pour former les Divisons des Lignes courbes de chaque Ordre. Leur fondement naturel eft le nombre , Pdpèce & la pofuion des Branches infinies de ces Courbes. Pour commencer par le (ècond Ordre , puifque le premier ne renferme" que la Ligne Droite [§.40], (on équation géne'rale eft a + by 4« ex 4* dyy + exy 4,/*x = o [ 32]. Place'e fur le Triangle analytique , lbn plus haut Ranjg , qui décide de la dernière direction de (es Branches infinies [§. i$6] , égalé à zéro , donne l'éq : dyy +exy Hh/xx = o. Puifqu'elle eft du lècond dégré, eÛe peut avoir ou deux racines imaginaires , ou deux racines réelles inégales , ou une feule racine double, Ce qui fait trois Cas. Cas 1. Le premier eft celui ou les deux racines font imaginaires, & il a lieu quand e eft plus petit que 2yJ ' Hf. Alors il n'y a point de Branches infinies [§. On rendra plus fimple l'équation de la Courbe, i°.cn faifant difparoître la bande y , qui eft le fécond terme de cette équation ordonnée par^, ^ + (fX+*)j+/xx •*

  

  
    Page 408
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 15.04% accurate
    VU SECOND ORDRE. jyj Cn.it. 4 ad— i£=o; a*, en fàifent évanouir le lêconcl terme Pt-Xv. S-1** de cette transformée ordonnée par x, en fuppolànt x= 2cd — be . àÀf—ee Z — m£&tZ%* œ 9UI cnan&c "equatton en uu+^jj zz (4fc"^Of— jg ^ebc—fbb * ^ddf—dee = °> <*Ul na Plus que trois termes. Puifque e < ayV/ le coefficient ^^jjp* du terme . zz eft neceflàirement pofitif. Si le troifiéme terme (^df — ce} a dcc*{*ebc fbb a „. t.e ^-2-2 ^ddf dëe — C 3U ^ °U Zer°* c'eft-à-dire, Ci a> ou = *°C ff* ^ Courbe eft imaginaire , puifqu'il n'eft pas poffible que deux ou trois termes pofitifc foient égaux enlemble à zéro. Mais fi ce troifiéme terme eft négatif, la Courbe repreïentée par Téquat: »«>fr4 1 dd — zz ===== <4f-^ %ft rovalc que les Gc'o(4"/ — #0» métrés apellent Eiiipfe. L'EHipfè devient un Cercle, lorfque les coordonnées « & z font perpendiculaires l'une m fautre , & que ^df—ee — ^dd; ce qui réduit Péquadcc—ebc+fbb-vtdd non a «// -fzz = -jt — — . s 4« Cas II Lorfque e eft plus grand que 2 V^f, Pcq S dyy 4««cy +/xat = o a deux racines réelles inégales, que nous fuppoferons y — Ax~q , & — A'x = o. Elles indiquent deux dernières directions pour les Branches infinies de la Courbe. En fubftituant six 4" » à y dans iequation propofée , on la transforme en une autre à biirod.à PAnalyfe des Lignes Courbes % Y y qui Digitized by Google
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    3J4 DMSIONS GENERALES DES COURBES PuxV. qui manque néceflâirement le terme xx [ §. 107 ]. La Ch. ne déterminatrice paflera donc par les Cales ux & x , fi o • • • celle-ci le trouve pleine , & donnera une équation telle que u = B. 11 faut donc fubftituer B 4- / a « , & 011 aura une féconde transformée, où les Cales xx & x font furement vuides [ §. 107] : mais celle de la Pointe ne iàuroit l'être. Car , alors , cette transformée , n'ayant o ♦ o • • * point de termes fur la Bande x feroit dîvîfible par /. La première transformée feroit donc divifible par * — £=/, & la propofée par y — Ax — B=u — B = t . Elle feroit donc réductible à deux équations de cette forme y — Ax — B=o , y — Ax — B'z=o , & repréfenteroit deux Droites. Donc, fi elle exprime une Courbe, la Pointe renfermera un terme de la féconde transformée» Et la déterminatrice paflânt par cette Cafe & par la Café iXy donnera t==Cx~\ Ainfi la Série eft régulière, & (es trois premiers termes Ax + B>i*Cx~ 1 marquent deux Branches hyperboliques [ §. 1 $ 1 ] , dont TAlymptote droite a pour équation v = Ax+B. . . L'autre racine y — A'x = o donnera pareillement une Série , dont les trois prémiers termes A x 4« B' -f- C* x 1 marquent deux autres Branches hyperboliques , dont l'Afymptote droite s'exprime par l'éq : v'=iA'x-{-B'. Ainfi la Courbe a deux Afymptotes droites & quatre Branches hyperboliques qui s'étendent dans les angles afymptotiques oppolés. Que Digitized by Google
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    DU SECOND ORDRE. ^5S Ch. ix. Que fi le terme * manquoit dans la première trans- Pi~xv. S- < reformée , la déterminatrice , qui part de la Café «x, au lieu de porter fur la Café x , auroit pafle par la Pointe , & auroit donné , pour le (ècond terme de la Série , u = Bx — Dans une des Séries y = Ax 4« B + Cx — 1 &c. y = Ax 4*2? 4« C'x~l &c , ou même dans toutes les deux, le lècond terme B , ou B\ auroit manqué : ce qui marqueroit que Tune des Afymptotes droites , ou toutes les deux , pafiênt par l'Origine ; làns indiquer d'ailleurs aucun autre changement. On peut exécuter , tout d'un coup , les deux transformations indiquées ci-deflus , en portant l'Origine au point où les deux Afymptotcs fe croifent , & prenant les abfciffcs fur l'une & les ordonnées fur l'autre. Cette transformation vuidera les Cafés yy% xx, y & x , de forte que l'équation réduite au terme uz & au terme confiant , aura cette forme Puz — Qj=o, ou r/z=^, fous laquelle on reconnoit ? Hyperbole ftmple [ §. 1 1 3 ] . Voici tout le Calcul. . En fubllituant [ §. 24 ] m>{*pz *{* rtt à x , & n *{* q z ►f" su à y , dans l'équation générale a 4* h 4* cx 4« dyy 4* exy 4-/xx = o , on la transformera en celle-ci (dss-\-ers-\-frr)uu -{-{adqs-^-eqr-^eps^ifpr )uz -{-(d'jq-^-epq-{-/pp)zz ^(bs-{^^29 -\-fpp-o : ce qui fait difparoitrc le terme zz, & Y y 2 donne Digitized by Google
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    DIVISION GENERALE DES LIGNES ?i. xy. donne aux abfdflês une pofition parallèle à une Arympto- Cb.œ. te. Mais il faut prendre garde qu'on ne faflè pas les abd ci(Tes parallèles aux ordonnées , [ ce qui feroit abfurde ] , en faifant les unes & les autres parallèles à la même Afymptote , c'eft -à-dire , en faifant la raifon p : q égale à la raifon r:s. L'e'q ; djj -f. ers -\-.frr=: o , ou dqq 4- epq •+■ . fpp~ o , ayant deux racines inégales [ puifque dyy + exy -4fioe ass o , qui a , par fuppofition , deux racines inégales , iê change en du + er s *kfrr=o , fi l'on écrit / pour y & r pour x, & en dqq^epq+fpp — o , en mettant q pour y & p pour x ] ; on déterminera la raifon r; / patTune de fes racines , & la raifon p : q par Pautre , en prenant — = 7 , & 4- — r 2* A •-- 4* 2fmf=o , qui font e'vanouïr les termes * & a, & portent l'Origine fur les deux Afymptotes, c'eft-à-dire, fur le Point où elles fe croifent , lequel eft un Centre général [§. 7*]. Ces équations donnent ct= & * = ee 44/ * Et équation de la Courbe fe re'duit à ( 2dqs + eps+eqr + 2fpr)uz + (a-\"bn>\*cm+dnn*f± tmn >{*fmm)=zG , ou [mettant pour /, rtqtpj m leurs valeurs] à — $d\ec — ^df^uz*^ a(ee — 4/")* + (4* ebc^^fbb) (

  

  
    Page 412
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 19.62% accurate
    DU SECOND ORDRE. Or. JJL (Us III Enfin lorfque e=2^dfy l'éq : à^y^exy + Pi. XV. fxx=zO n'a qu'une (êule racine, mais double , y+*i/J~ « = o , qui indique une feule dernière direction pour les Branches infinies de la Courbe [§. 136]. Qu'on fubfti— tue — *v + « à y dans la propofée, & elle fera transformée en une équation , où 4 manquera les termes xx & xj [§. 107 ]. o o • * • • S'il manquoit aufli le terme *, la transformée n'auroii aucun terme où parût la lettre x , & elle fe réduiroit à une équation telle que muu + ^u + yr=o qui peut avoir* ou deux racines imaginaires , ou deux racines réelles (Impies , ou une feule racine réelle double. Si les deux racif nés n , U font imaginaires, / [ =— x y/ ^ +* ou +*'] cft aufli imaginaire , & l'équation n'exprime que des Lignes imaginaires. Si // , »' font réelles & inégales*, la prof pofée fe réduit à ces deux équations fimples y >b x sj % —« = 0 , *' = o. Ainfi elle exprime deux. Droites parallèles [ §. 40 ] . Si u & // font égales , Péquation propofée eft le quarré de y + xy/^ — « = & ne défigne qu'une feule Droite [§. 40]. Mais fi dans la transformée le terme x ne manquepas, on verra , en la mettant fur le Triangle analytique » Yy 3 que Digitized by Google
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    3j8 DIVISION GENERALE DES LIGNES Pl.xv. que la déterminatrice paflèra par les Cafés mm & x, & c».ix. quelle donnera une équation telle que u = -±^^Bx. On «ura donc la valeur d> en x par deux Séries dépendantes f f — *V~[+VB* &c — xy7 j — )/Bx&c. qui indiquent deux Branches paraboliques, de part & d'autre de l'Axe des abfciircs, & du côté pofltif ou négatif, félon que B ci\ une grandeur pofitive pu négative [§. Si dans l'équation transformée générale du Cas préced. on fait dqq >i*epq ^fpp = o9 ce qui £tit difparoitre le terme zz , & rend les abfciffes parallèles à la dernière direaion des Branches infinies |> M S ] , on aura Car e = 2s/df, ou /=^» transforme l'éq : dqq + epq eepp */>/>=o, en dqq + epqJ? -«r = o , foit ddqq+depj + £ eepp = o , dont la racine quarrée dq 4< \ep — o donne y— — Jj* ^a verra difparoitre en même tems le terme uz , dont le coefficient idqs 4< eqr + eps 4* ifpr fe réduit à — 2des — eer-\- 2des e'eil-à-dire , à rien , ee étant égal à $df. Qu'on porte maintenant l'Origine fur la Courbe , en donnant à m & » des valeurs qui raflent difparoitre le terme confiant <*4-« bn + cm -\-dnn + emn •+« /W; : ce qui peut le faire en une infinité de mafr--em^:<^(J>b-Aad-\>(2be-Acd)m) nieres: car on trouve n=- : ~ , -~ • ; de forte que prenant pour m une valeur quelconque plus grande que — , afin que » ne (bit pas imaginaire , » (êra déterminée. Qu'on détermine enfuite la raifon de / à r par féq : bs + cr 4« 2//«/ 4< «/r 4< + =ro, qui Digitized by Googl
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    DU TROISIEME ORDRE. 3ç9 $• »fé» ^ difparoître le terme u & donne — — Pixv. c^em-\-2fm . , . — -p-î =i-r. Alors lequation eft réduite aux termes uu & z , & fous cette forme ( dss ^ esr -\- frr^) uu ^ {bqjf- cp*\* idnq -{-etip*{* emq <+• ifmp ) z == o , qui [ en mettant ^df pour ce, — e pour y, 2 détour /», — * — en — 2 / m pour /, & b-+ em+ 2dn pour r ] fe réduit k (dcc — cfo>{* fbb} un — — 2*
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    360 DIVISION GENERALE DES LIGNES &..XV. féconde transformée à qui manquent les termes x* & xl . oui. h HP o • • • • • • • 0 Dans cette transformée , ou le terme x fubfifte , ou il man■ que. S'il fubfifte , la de'terminatrice pa(Te par les Cafés /x* & x , & donne / = Cx — S'il manque , Ja déterminatrice pafle par Ja CâTe /x* & par la Pointe, & donne /^Z?x~\ Dans l'un & l'autre Cas, la Se'rie eft rcguo . o * o * o • • • * • • o • ••• • • • * liére. L'un & Pautre indique une Alymptote droite dont l'équation eft v==Ax + B. Mais les Branches hyperboliques de la Courbe qui donne la Série y~ Ax-\-B Hh Cx —l &c. (è jettent dans les Angles afymptotiques oppofés ( 1 ). Et celles de la Courbe qui fournit la Série y = Ax 4< B+Dx~ * &c. s'étendent dun même côté de l'Afymptote , mais de part & d'autre de l'Axe des ordonnées ( 1 ). On ne peut pas fuppofër un troifiéme Cas , où la Pointe ( ' ) Dans Y Enumiration qu'a ces eft fondée fur d'autres prodonnée Mr. Newton des Lignes prietés que celles des Branches du 3e. Ordre , il délîgne celles - infinies. ci par le nôm $ Hyperboles défec ( 1 ) Ce font les Hyperboles dérives fans diamètre. Il les détail- feSlives Avec diamètre , dont Mr. le au N". c , & en compte fixe/- Newton compte fept efpéces au pcees. La diftin&ion de ces efpé- N°. 6. Digitized by GoogI
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    DU TROISIEME ÔRDRE. 36*1 Ch. ne Pointe refteroît vuide ; car l'équation n'auroit aucun ter- pL.xv; me fur la Bande làns/, ou fans / , & feroit paf confe'quent divifible par /= *-r- B =y — Ax — B. EHe n'exprimeroit donc pas une Courbe du troifie'me Ordre , mais une Courbe du fécond Ordre avec une Droite dont l'équation (èroit y— Ax — B==o , ou peut-être même l'aflèmblage de trois Droites. 2. Si le terme xl manque dans la première transformée, il n'en réfulte point de nouvelles Courbes. Seulement dans les deux précédentes Séries , le terme », ou B, cft zéro; parce que l'Origine eft fur PAfymptote repréfentée , dans ce Cas , par l'eq : v zzz Ax. Cas IL Si les trois racines de l'éq : gy*^ b-rf+fx^^ /x1 = o font réelles & inégales , on fera iùr chacune de ces racines le même Calcul qu'on vient de faire fur la racine unique du Cas précéd. On conclura donc que la Courbe a trois Afymptotes droites accompagnées chacune de deux Branches hyperboliques, qui s'étendent, avec des directions oppofées , ou d'un même côté de l'Alymptote droite , ou des deux côtés de cette Alymptote. Ce qui fait trots différens Genres de Courbes. Car ou chaque Alymptote a fes Branches de Courbe de part & d'autre (') : ou deux Afymptotes les ont de part & d'autre , la troifiéme les ayant d'une même part (*) : ou chaque Alymptote a fes Branches de Courbe d'un même côté ( ' ) . A quoi l'on peut ajoûter , fi htrod. à ÏAxalyfe des Lignes Courbes. Z z l'on ( 1 ) Mr. Newton les nomrre joûter deux , & que ce Genre a Hyperboles redondantes fans dia- quatorze efpices. mitre , & il en compte neuf efpècfs qu'il dctaille au N°. i. (' ) Mr. Newton les apelle (4) Ce font les Hyperboles re- Hyperboles redondantes avec trois dondantes avec un diamètre, dont diamètres , Ôi il n'en compte que Mr. Newton compte douze efpè- deux efpices au N°. Mais Mr. ces au N°. 2. Mais Mr. Stir- Stirlinc a fait voir qu'il y en ung a fait voir qu'il en faut a- a quatre ejpices. Digitized by Google
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    $62. DIVISION GENERALE DES LIGNES Pi xv. Ton en veut faire un quatrième Genre , les Courbes dont Ch. tx. les trois Afvmptotes îè croilènt en un feul point (6). 11 (cmble que cette énumération loit imparfaite , & que nous ayons oublie' le Genre , où des trois Afymptotes rune a Tes Branches de Courbe de part & d'autre , les deux autres les ayant d'une même part. Mais ce Cas eft im«fr.no. pollîble. Car fi on établit que l'Alymptote AB a lès deux Branches D, E de part & d'autre, tandis que les Afymptotes BC, CA ont leurs Branches F, G, & H , 1 d'un même coté ; on verra que , pour lier ces fix Branches deux à deux , comme elles doivent l'être afin que le cours de la Courbe (bit continu [§..19], il faudra , quelque combinaifon qu'on fafle , qu'une Afymptote foit coupée deux fois par la Courbe; ce qui eft impoffible [§. 150 ] . Le Calcul démontre auflî l'impoffibilite' de ce Genre. Car foient y — Ax = o , y — Ax = o) y — A'x = ©, les trois racines de l'équation faite en égalant à zéro le plus haut Rang; & Ibient y — Ax — B — Cx — 1 _ Dx 1 &c =0 , y-Ax- B'—C'x-1 - Ux~* &c = Q f y — A'x — Bt/~-CKx-~1—Ly,x-1 &C —O les trois Séries que donnent ces trois racines. Celles où le terme x — 1 (èra zéro défignent les Branches hyperboliques qui s'étendent d'un même côté de l'Alymptote : & celles où ce terme fubfifte marquent les Branches hyperboliques qui fe jettent de part & d'autre de leur Alyrnptote [ §. 128 ]. Or en comparant le produit y-(A+A+A')xyl +{AA+AA'+AA)xiy-AAA,x'= 0 de («) Ce Genre contient les croifém en un point. NfiWTON, neuf efpéces cY Hyperboles redon- N°. dmtes dont Us trois Afymptotes fe Digitized by GoogI
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    DU TROISIEME ORDRE. Ch. ix. de ces trois Séries avec Pe'quation propofëe Pl.xv. * *Sh £ ? + + '*V + = ° • on trouvera C+C'+C"=o: ce qui montre que fi deux des trois grandeurs C, C, C", font zéro , la troifiéme eft aufli néceflàirement zéro. Donc fi des trois Afymptotes il y en a deux qui ont leurs Branches infinies d'une même part , la troifiéme a auflî lès Branches d'un même côté. Cas III. Si l'équation du plus haut Rang de la propofëe a deux de fes racines égales entr'elles ; c'eft-à-dire , fi elle a une racine double y — Àx=o & une racine (impie jr — jfx=zo: chacune de ces racines donnera une Série. Celle de la racine fimple défi g ne , comme dans le Cas i , une Afymptote droite , & deux Branches hyperboliques qui tombent ou d'un même côté de l'Aiymptote, ou de part & d'autre. Pour avoir la Série de la racine double, on fubfiituera dans l'équation propofée Ax+fru ky, & on aura une transformée à laquelle il manquera les termes x1 & «x1 [§. 107 ]. I. Si le terme x1 ne manque pas , la dctermin.>rice palTera par les Cafés «lx & x* , & donnera une équation o o * * • • • • • • telle que u—-±iy/Bxy & dès lors la Série eft régulière , cette équation n'ayant point de racines multiples. Ses deux prémiers termes Axz±z

  

  
    Page 421
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 21.73% accurate
    3*4 DIVISIONS GENERALES DES LIGNES pi- xv. la racine (impie , font deux Genres de Courbes ( 7 ) ( 1 ). ch.ii. IL Si le terme xl manque , la déterminatrice traverfe **** la Bande x & donne une équation de cette forme aux1 o o o * * * + |8//x+> = o, ou «** +|0*-f y = o, qui, étant du fecond degré , peut avoir deux racines imaginaires , ou deux racines réelles fimples , ou .une feule racine réelle double. 1. Si ces deux racines font imaginaires , les Séries qu'elles devroient donner font imaginaires : & la Courbe n'a de Branches infinies que celles qui (ont indiquées par la racine fimple y — A'x=o: en quoi ce genre reflemble aflèz à celui du premier Cas ( * ) . 2. Si les deux racines de Péq : 
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    DU TROISIEME ORDRE. 36$ Ch. ix. que* » <îu* > avec des dire&ions oppofces , fe jettent de Pl xv. S. 15 f- part & d'autre de leur Afymptote droite repréfentee par o ■j* • 0 a • * o • • • * l'éq : v= A x + B , ou v = Ax Hh Ainfi la racine double y — Ax = o marque, dans ce Cas, quatre Branches hyperboliques autour de deux Afymptotes droites parallèles , auxquelles il faut joindre la troifiéme Afymptote accompagnée de deux Branches infinies que deïigne la racine fimple y — A'x = o ( 1 0 ) ► On ne peut pas fuppolèr ici , que la Pointe refte vuide : car la (èconde transformée n'auroit aucun terme fur la Bande (ans y , ou plutôt (ans / : elle ièroit donc divifible par/, & la propofée par^ — Ax — £[=« — B = /]. Elle ne repréfènteroît donc qu'une Droite & une Courbe du fécond Ordre » ou même trois Droites [§.21]. 3. Enfin, fi Pe'q; *m* +/3*-+-> = o n'a qu'une racine double u sa B , on fubftituera B + / à h dans la première transformée , & on aura la féconde à laquelle manqueront les termes x & tx fur la Bande x [§. 107]. Mais , par la raifbn qu'on vient d alléguer , la Pointe ne fera pas vuide. La déterminatricc partant de la Cale /*x o o o * o o • • • * Zi j portera ( ) Ce font les fayperbolifmes de î Hyperbole , dont il y a quatr* effices comptées au N°. 9. Digitized by Google
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    3 66 D 1 VISION GENERALE DES LIGNES Ch tx. portera donc fur la Pointe , & donnera Péq : / = :±r v'Cx-"1: $• 'jf. & des ce terme la Série y = A x 4* B riz y/ Cx ~~ 1 &c eft régulière. Elle marque deux Branches hyperboliques qui avec une même dernière direction le jettent de part & d'autre de l'Afymptotc droite rgprélèntée par Péq : v = Ax + B . Et ces deux Branches avec les deux que donne la racine fimple y — A'x = o , font les quatre Branches hyperboliques de ce genre ( 1 1 ) . Cas IV. Si l'équation , faite en égalant à zéro le plus haut Rang de la propofée , n'a qu'une feule racine triple y — Axz=o , lès Branches infinies n'ont qu'une feule dernière direction parallèle à la Droite que repréfente cette éq: y — Ax = o. Et fubftituant , dans la propofée , Ax+u à y , on aura une transformée à qui manquent, fur le plus haut Rang , les termes x' , *x* , **x [§. 107]. 1. S'il ne lui manque pas le terme x1 , la détenninatrice portera (ur cette Calé & fur la Cale ul , 8c donnera * = B xi: ' , & la Série eft régulière. Se