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    TABLE DES MATIÈRES CffliTEM K8 DANS CE VOLUME. INTRODUCTION» Définitions de la matière, des corps, de la masse, d'un point matériel, et de la force, n°« 1 et 2 Objet de la Mécanique ; division de cette science en deux partie», U Statique et la Dynamin» 3 Le point d'application d'une force se déterminera au moyen de set trois coordonnées, rectangulaires, ou polaires, n° 4 Ce qu'on entend par des forcit égales ; expression numérique de l'intensité d'une force, na 6 La direction d'une force se déterminera au moyen de trois angle» aigus ou obtus, liés entre cni par une équation, ou de deux angle» indépendant d< Pautre; conversion en partie» du rayon» d'un arc exprimé en degrés, n"' 6, 7 et 8 Eipreision du cosinus de l'angle de deux droites; équation qui a lieu quand elle» sont perpendiculaires l'une k l'autre; transformation des coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires, n° 9 Projections d'une ligne droite sur une autre droite, et d'une aire plane sur un autre plan, n° 10 Comment on déterminera les deux sens opposés de différentes forces parallèles, n° 1 1 Dans cet outrage, on emploiera exclusivement la méthode des infiniment petits ; principes fondamentaux de l'analyse infinitésimale, n° 12 Définitions de la différentielle d'une variable et de celle d'une fonction; définition et notation de l'intégrale définie; cette inténrale est, en général , la somme de» valeurs de In différentielle, n" \:\ DifTérentiation d'une intégrale, par rapport à une quantité regardée comme constante dans l'intégration, n» 14 Formules des quadratures. n» 15 Dans ('infiniment petit, le rapport de Tare d'an courbe à la corde est l'unité; ce qui permet de considérer une courbe comme un polygone d'une nombre infini de côtés infiniment petits, n» 18 Définition de la tangente à une courbe; formules qui déterminent sa direction; élément différentiel de In courbe; équation du plan normal; cosinus des angles que fait la perpendiculaire à un plan quelconque , avec des parallèles aux bips des coordonnées , n° 17 Expressions de l'angle de contingence et du royon de courbure, B* 18 Équation du plan otculateur; formules relatives à la direction de la perpendiculaire à ce plan, n» 19 Coordonnées du centre de courbure, n" 20 Equation du plan tangent h une surface courbe; élément différentiel de la surface {formules relatives à la direction de la normale : on renvoie à un Mémoire inséré dans le 31e cahier du Journal do f Écolo Polytechnique , pour ce qui concerne la courbure des surfaces, n° 21 Bègle pour déduire Tune de l'antre, les fortnaJce r*> latives a trois axes rectangulaires, par rapport à chacun desquels tout est semblable dans un problème, n» 22 Conditions générales auxquelles doivent satisfaire les équations qui renferment des quantités de différentes natures. n» 23 xi by Google
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    Il TABLE DES MATIÈRES. LIVRE PREMIER, STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE 1". De la composition et de téquilibre des forcei appliquées à un même point, pagi 10 Ce qu'on entend par la résultante d'un nombre quelconque de force» appliquées à un même point; M valeur, quand toute» ce» forces agissent suivant une même droite, n° 24 La résultante de deux force» égales qui comprennent on angle de 130°, est égale à chacune de ce» forces, et divise l'angle en deux parties égalai , n» 26 Vuleur et direction dp In résultante dp drnv tùttSU qui font un angle quelconque; règle i\u paralfiloyramme dis forces, n<>' 20, 27 et 28 Conséquences immédiates de ce théorème, n 2U Construction géométrique pour déterminer , en grandeur et en direction, la résultante d'un nombre quelconque de forces , n° 30 Composition de trois forces rectangulaires en une seule force, et décomposition de celle-ci eu trois forces rectangulaires, n8 31 ChIcuI de la résultante d'un nombre quelconque de forces données ; valeurs des angles qui déterminent sa direction ; expression de cette résultante en fonction de» composantes et des angles compris entre leurs directions, n 32 cl AA Propriété particulière de cette même résultante, n° 34 Equation d'équilibre d'un point matériel entièrement libre : on vérifie qu'en vertu de ces équations, chacune des forces qui agissent sur ce point est c^ale et contraire à la résultante de toutes les autres, n° 3ô Equation d'équilibre d'un point matériel, assujetti à demeurer sur une surface donnée ; pression que supporte la surface ; sens dans lequel elle s'exerre, n»» 38 et 37 Equation d'équilibre d'un point matériel assujetti i rester sur une courbe donnée, n° 38 Equation des vitesses virtuelles, contenant les équations d'équilibre relatives aux trois cas précédens, n" 39 CHAPITRE II. De rigmKbre du fréter, page 34 Définition du kriar, objet de ce chapitre, n" 40 Déplacement du point d'application d'une force appliquée à nu système de forme invariable , n» 41 Définition du moment d'une force par rapport u «m peint; équilibre de deux forces appliquées à un levier; cette équation est indépendante de l'angle det deux bras du levier; os où les deui forces donnée» sont parallèles, n°* 42 et 43 Deux forces parallèles agissant en sens contraires, et non directement opposées, ne sont pas réductibles à une seule; ce couple de forces peut être transformé d'une infinité de manières difTérentes, en un autre couple de forces irréductibles i une seule, n° 44 Condition d'équilibre d'un nombre quelconque de forces appliquées à un levier, n° 45 Théorème relatif nu moment de la résultante du On vérifie que 1 équation des vitesses virtuelles a lieu dans I équilibre du levier, n° 49 CHAPITRE 111. De la composition rt de féguilibrt des forces parallèles, page 29 Démonstration directe de la composition de deux forces parallèles qu'on avait déduite, précédewdeux forces ; extension de ce théorème au cas d'un nombre quelconque de forces dirigées dans un même plan ; quantité qui demeure invariable, dans toutes les transformations de ce système de forces ; équation d'équilibre de ces forces autour d'un point fixe, situe dans leur plan, n°» 46, 47 et 48
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    TABLE DES MATIÈRES. rncntfo0 43), de celle des forcet concourante» vers un même point; on en conclut la grandeur et le point d'application de la résultante d'un nombre quelconque de ces forces, n°» 60 et 51 Quand des forces parallèles tournent autour de leurs points d'application respectifs, en restant toujours parallèles, leur résultante tourne uussi autour de son point d'application; définition du centre des forces parallèles; définition du moment d'unt force par rapport a un plan, n°» 62 et 03 Le moment de la résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles, par rapport à un plan, est égal à la somme des moment de ce» forces, par rapport h ce même plan; coordonnées du centre de» forcée parallèles , a— 64, 65 et 56 Equation d'équilibre d'un système de forces parallèles , appliquées à un corps solide, soit que ce corps soit entièrement libre, ou qu'il soit retenu par un point ou par un axe fue, 67 et 68 C1LA PITRE IV. Considérations générales sur les corps pesons et sur Us centres de gravité, p. 33 On considère la pesanteur comme vme force constantOj eu grandeur et en direction, duns tonte I étendue d'un même corps, n" 58 Dé 11 ni li on du poids et de la densité; équation» qui eiistent entre le poids, In masse, le volume d'un corps, et la grandeur de la gravité, n» 60 Définition du gramme ; rapport de son poids à celui d'un même volume d'eau, à la température de la glace fondante ; densités de l'air et du niercure, n« 01 Les poids servent de terme de comparaison mi antres forces; ils fournissent la mesure la plu» commode de la masse, n» 62 Définition du centre d» gravité; règle pratique pour en déterminer U position dan» l'intérieur d'un corps solide, n 63 Equations d'après lesquelles on calcule les coordonnées du centre de gravité d'un système de corps, dont les centres de gravité sont déjà connu» ; cas où les masses des corps sont infiniment petite»; ce qu'on entend par les centre» de gravité d'un volume, d'une surface, et d'une ligne, n°- 64 et 65 Equation quia lieu entre les distances mutuelles des centres de gravité de différens corps, et leur» distances au centre de gravité du système entier, a' 99 Propriété curieuie de l'équilibre d'un point matériel entièrement libre , tv> 07 Euuinération dcilifférens cas où le centre de gravité est immédiatement connu, n» 68 CHAPITRE \. Détermination des centres de gravité, page 37 9 1*. Centres de gravite des lignes courbes, ibid. Coordonnées du centre de gravité d'une ligne quelconque ; application à la ligne droite, n • 69 Cas d'une courbe plane, applications au cercle, et ani trois sections conique», n"* 70 et 71 Ei i u ;i t ion de la cycloide; énoncé de ses diverses propriété»; coordonnée» du centre de gravité d'an arc quelconque de cette courbe, n°' 72 et 73 Règle pour déterminer l'aire d'une surface de révolution, quand le centre de gravité de sa courbe génératrice est connu sans aucun calcul, n° 74 $ II. Centres de gravité dos surfaces, page 40 Coordonnées du centre de gravité d'une surface quelconque; cas ou la surface est plane, O* 76 Application au rentre de gravite d'un triangle; détermination de ce point , sans le secours du calcul intégral ; comment on en déduit les centres de gravité du secteur ctduaegmeot circulaires, H-76, 77 et 78 On indique, comme exemple, les centres de gravité des trois sections coniques; on calcule complètement les deux coordonnées du centre de gravité d'une portion quelconque de l'aire de la cycloide, n»' 70 et 80 Centre de gravité de la touc d'une surface de révolution ; application aui surface» concave et conveie engendrées par la cycloïde, n°' 81 et 82 Rcl;Ic pour déterminer le volume d'un solide de révolution, quand le centre de gravite de l'aire génératrice est connu «an» aucun calcul; eiten»ion de cette règle a d'antre» aorte» de corps, n»» 83 et 84 Volume d'un prisme ou d'un cylindre tronqué, n° 85 § III. Centres de gravité des volumes et des corps, psge 40 Centre de gravité d'une pyramide ou d'un cone quelconque, n* 80 Détermination du centrede gravité d'une pyramide triangulaire, sans le secours du calcul intégral ; comment on en dédnit les centres de gravité d'un secteur et d'un segment sphériques, n<>'87 et 88 Centrede gravite d'un corps symétrique autour d'un aie, et, en particulier, d'une portion d'ellipsoïde, M 89 Centre de gravité d'un solide de révolution, et, en particulier, de» solides concave et convexe engendres par la cycloide, n» 00 Expressions diverses, en intégrales triples, des coordonnée» du centre de gravité d'un corps quelconque; application à une portion de sphère hén»»01 et 92 terogene, Elément différentiel d'un volume exprimé au moyen des différentielles des coordonnées polaires, a° 93 CHAPITRE VI. Calcul de t attraction des corps, page 61 $ 1er. Formules relatives d un corps quelconque et d la sphère en particulier, ibid. Expressions générales en intégrale» triples, de» trois composantes rectangulaires de l'attraction

  
    The text on this page is estimated to be only 20.98% accurate
    I* TABLE DES MATIÈRES. exercée par an coq» mit uq point matériel, n«* 04 et 95 Rédaction de ces trois intégrale* triple*, aux différence! partielles d'une seule intégrale, na 90 Une difficulté qui a déjà été signalée dam le calcul dei coordonnée! du centre de gravité d'un corps quelconque (n° 91), conduit a examiner la constitution intime des corps naturels. Définitions dea atomët et des mol i cuit»; ce qu'on doit entendre par la deniité d'un corps en un point quelconque; définition de VinterralU moyen de» molécules au même point I on explique comment les formules relatives aui masses des corps, am aoeidaaaéea dot ceaWrea de gravité, et aux attractions en raison inverse dn carré des distances, peuTent être appliquées aux corps naturels, erreur sensible , n»« 97 et 98 L'attraction d'un corps sur un point matériel très éloigné, est à très peu prés la même que ai la masse entiérede ce corps était réunie à son centre de gravité ; attraction mutuelle de deux sphèn° 99 re» homogène», Théorème relatif aux attractions des corps sphériques sur des pointa matériels extérieur* ou intérieurs, n" 100 et 101 Démonstration directe de l'équilibre d'un point matériel, aitué dans un espace terminé par une couche sphérique, a» 108 S II. Formula relatives àVeUiptoidê, page 60 Transformation des formules générale» du n° 96, principalement utile dans le cm ou le point attiré fait partie du corps attirant, n° 103 Application ù l'ellipsoïde homogène : les formules relatives ù son attraction sur un poitit intérieur, ae réduisent à dea intégrales simples, calculable* au moyen des tables des fonctions elliptiques ; extensions du théorème du n° 100, à une couche elliptique, n°' 104 et 106 Les intégrale» s'effectuent sous forme finie, dans le ca» de l'ellipsoïde de révolution ; cas particulier d'un ellipsoïde très peu applati, n° 100 Théorème remarquable, au moyen duquel on fait dépendre l'attraction d'un ellipsoïde sur un point extérieur, de l'attraction d'nn autre elliptoïde sur un point intérieur : ce théorème est indépendant de la loi de l'attraction en fonction de la distance; application au cas particulier de deux sphères concentriques, n°* 107, 108 et 100 LIVRE DEUXIEME. DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE l'r. Du mouvement rectitigne et de la mesure des forces, page 00 $ 1" Formule du mouvement reetitiqne , Définition et équation du mouvement uniforme, n > 110 Remarque sur la mesure du temps; invariabilité du jour sidéral; sa durée comparée s celle du jour aaayaa , a* 111 Définition de la vitesse dan» le mouvement uniforme, et ensuite dans le mouvement varié, a* 112 En quoi consiste l'inertie de la matière , n" 113 Expression de la vile s se dans un mouvement quelconque; expression de l'espace parcouru dans nn temps infiniment petit, abstraction faite de la vitesse acquise , w 114 Définition et équation du mouvement uniformeGoogle
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    TABLE DES MAI IERES. ment accéléré ou retardé ; la force qui le produit emi me fer»» oon»4at%t» ; ce — oo? emcnt cet «toi do corps peitm «h ut le vide ; da— uo même lieu , l'accélération e»t la même pour tous ces corps ; ta grandeur à l'Observatoire de Pari», 11g 0» démontre que le» grandeur» des forces qui agis«ent successivement sur uu même point matériel! sont entre elle» comme le» vitesses infiniment petite* qu'elle* lui impriment dans un même temps infiniment petit, n» 116 Quand il s'agit de forces constante» , leur» intensité» «ont enlre elles comme le» vitesse» qu'elle» produisent dan» l'unité de temp», exemple du rapport de» forces, conclu de celui do* vitesses observées; eiemple inverse du rapport des vitesses, conclu de celui des force», n» 117 Mesure de la force dan» un mouvement varié quelconque , toit au moyen de la vitesse qu'elle produit , »oit au moyen de l'espace qu'elle fait parcourir, pendant un temps infiniment petit, n° 118 Formule» générale» du mouvement varié, na 119 $ II. Mesures des forces, en ayant égard aux maspage «7 Impropriété de l'expression forcé aVinerti», n<> 180 C#) qu'on doit entendre par de* point* matériels égam en masse; déni forces qui agissent sur deux points differens , sont entre elles comme leur» masaes multipliée* par le» vite— o* produites par ce» force» , dan» un même instant, n» 121 Définition de 1* fore» motrice ; sa valeur dan* un mouvement quelconque; elle se change en une pression , quand le mouvement est détruit, n- 123 De l'identité du mouvement des corps pesans en chaque lieu de la terre, on conclut la proportionnalité du poids à la masse , n° 123 Quand la force motrice est donnée, on en déduit la force accélératrice , en divisant par la masse du mobile ; on prend , pour exemple» , la résistance d'un milieu, et un poid» donné, applique succeaajvement a des masses différente», n»' 124 ■LUI Définitions de la quantité de mouvement, et de le percussion ou impulsion ; décomposition d'une percussion en deux autres; application au corn , n» 126 Condition de l'équivalence de deux percussions ; principe de l'équilibre dans le choc, d'apré» lequel deux corp* dénués d'élasticité , qui vont à la rencontre l'un de l'autre, se réduisent au repos , quand le* vitesses sont en raison inverse des masses , n° 127 Comment on peut comparer un poids et une percussion, n* 128 CHAPITRE II. Exemple du mouvement rtettii 9*e , PU* H Equation» différentielles du mouvement rectiligne ; l'intégration n'est possible , sous forme finie , que quand la force accélératrice est constante, ou donnée en fonction d'une seule des trois variables, le temps, la vitesse, l'espace parcouru, B!_IM Mouvement vertical d'un corps pesant dans le vide. n" 130 Mouvement de ce corps sur un plan incliné, n° 181 Mouvement vertical d'un corps pesant dana un milieu ré*i*tant : lorsqu'il tombe d'une grande hauteur, sa vitesse approche de plus en plus d'être constante; moyen de déterminer le coefficient de la résistance, par l'observation du temps total de l'élévation et de lu chute successives du mobile. 12», 182, 134 et 125 Exemple de l'usage des solutions particulière» dans les problème» de dynamique , n° 136 Mouvement d'un corps attiré vers un centre fiie, toit en raison directe de la distance, soit en raiton inverse du carré de la distance . n°» 137 et 13S Mouvementd'un corp* attiré ver*deux centres fiies ; cas ou ces deux centres sont ceux de la lune et de la terre ; diminution de la vitesse d'un projectile, produite |mr su pesanteur vers le corps d'où il est parti, quand il est parvenu à une grande distance de ce corps , na* 139 , 140, 141 , \A1 et 143 CHAPITRE III. Du mouvement curviligne , page 71) § l« Formai»» générales du mouvement , ibid. La détermination du mouvement curviligne d'un point matériel se réduit à celle de* mouvemens rectilignes de ses trois projections sur le* axes des coordonnée», . tt° 144 Expression de la vitesse du mobile : sa direction est tangente à la trajectoire; les vitesses des trois projections sont ce qu'on appelle les posantes de la vitesse du mobile; la composition et In décomposition des vitesses su font suivant les mêmes règle» que la composition et la décomposition des forces , u-* 14.5 Quelle que «oit la variation de vitesse d'un point matériel, en grandeur et eu direction, pendant un temps infiniment petit, il y a toujours une certaine direction pour laquelle l'augmentation de vitesse est la plus grande, et perpendicuJairement a laquelle le» composantes de la vitesse ne sont ni augmentées , ni diminuées , nu 14fl Cette direction déterminée est ce qu'on entend par la direction de la force qui agit sur un point matériel en mouvement ; en partant de cette définition , on démontre que l'accroissement de la composante de la vitesse suivant une direction quelconque , pendant un instant, est uniquement dû à la force qui agit suivant cette direction, et le même que si le* autre* forces n'eus • taient pas , n* 147
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    TI TABLE DES MATIERES Construction de II trajectoire par points, qui ré. suite do principe précédent , et détermination de la vitesse et de la position du mobile à chaque instant sur cette courbe , n° 148 Equations différentielles du mouvement curviligne, soit quand l'origine des coordonnées est fise , soit quand elle esten mouvement, n • 149 et 160 Equations différentielles du mouvement d'un point matériel sur une surface ou sur une courbe donnée; eipression de la force accélératrice suivant la tangente à la trajectoire, n" 161 et 162 $ 11. Conséquences principale» des formules précédentes , Intégrales premières des équations différentielles du mouvement curviligne , qui ont lieu quand la force est constamment dirigée vers un centre fixe, n° 163 Principe des aires , compris dans ces intégrales , n«* 164 et 166 Etémens différentiels do Taire et de la longueur d'une courbe, rapportés aux coordonnées polaires ; composantes de la vitesse d'un mobile relatives a ces coordonnées; définition de la vitesse antjuUure , n° 1 56 Intégrale première des équations du mouvement , qui donne dans un cas très général , le carré de la vitesse du mobile, indépendamment de jj courbe décrite; cette vitesse est constante, quand le mobile, entièrement libre, ou obligé de se muuvuir sur une suilace nu sur mie courbe donnée, n'est sollicité par aucune force accélératrice; 1 intégrale u lieu toutes les fois que le mobile est soumis à des forces dirigées vers des centres fixes et dont les intensités sont des fonctions de la distance à ces points, n ■ 167 et 168 Eipression de la vitesse d'un corps pesant sur une courbe quelconque , en fonction de la hauteur dont le mobile est tombé; conséquences immén° 159 diates qui s'en déduisent , Propriété du mouvement d'un point matériel à laquelle un a donné le nom de principe de la moindre action , n° 160 En vertu de ce principe, un point matériel obligé de se mouvoir sur une surface donnée , et qui n'est sollicité par aucune force accélératrice, décrit, en général . la ligne la plus courte d'un point b un autre; en formant l'équation différentielle de lu trajectoire , on prouve que cette ligne la plus courte a partout son plan oscillateur, normal à la surface donnée , n° 161 §111. Digression sur le mouvement de la lumière , page 00 Dans le système de IV mu s ion , les lois générales de la ri fraction et de la réflexion se déduisent facilement du principe de la moiudre action, n» 162, 166 et 164 Equiitiuns différentielles du mouvement d'un rsvon de lumière, à son passage d'un milieu dans un autre; conséquences de ces équations relativement à deux cas diflërens de réflexion , et à la réfraction , direction d'un rayon qui a traversé deux surfaces parallèles; phénomène de la dispersion, n • 166, 166 et 167 La composition de la vitesse propre de la lumière avec celle de la terre, qui produit le phénomène de V aberration , n'a cependant aucune influence appréciable sur la grandeur de la réfraction; dans le vide, la vitesse de la lumière , directe ou réfléchie, est U même, soit qu'elle noua vienne du soleil , des étoiles, ou des planètes; a du éprouver en vertu de la i pesanteur des rayons lumineux vers le soleil , n» 168 CHAPITRE IV. De la force centrifuge, page 06 Définition de la fore» centrifuge ; détermination, de cette force motrice, par la considération de la vitesse normale détruite à chaque passage du mobile, d'un élément de sa trajectoire à l'élément suivant ; l'angle de contingence étant infiniment petit, ce passsge ne produit aucune diminution dans la vitesse suivant la tangente ; déterminution complète en grandeur et en direction ■ de la pression exercée sur la trajectoire, en vertu de la force centrifuge et des forces données qui agissent sur le mobile, n"' 160 et 170 Calcul des trois composantes de cette même pression t d'après le* équations différentielles du mouvement, n° 171 Conséquences que l'on déduit de la valeur de cette pression et de sa direction, lorsque le mobile est assujetti à se mouvoir sur une surface donnée , et quand il est entièrement libre , n"» 172 Détermination de la force centrifuge, d'après la considération du mouvement circulaire , n° 174 Comparaison de la force centrifuge dans le cercle h la pesanteur; tension d'un fil chargé d'un poids, et tournant autour d'un point rne,n°175 Diminution de la pesanteur, à l'équateur et sur les différens parallèles , produite par la force centrifuge qui résulte de la rotation do la terre ; variation totale de la pesanteur, due à cette cause et à l'aplatissement du sphéroïde terrestre, n»- 176, 177 et 178 CHAPITRE V. Exemptée du mouvement d'un point matériel sur une courbe ou sur une surface donnée, page 101 $ la». Oscillations du pendule simple, ibtd . Définition du pendule eimple ; on fera voir par la suite qu'il y a toujours un pendule simple dont le mouvement est le même , dans le vide nu dans l'air, que celui d'un pendulo donné, n" 170 m Google
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    TABLE DES MATIÈRES ru Formule différentielle du mouvement du pendule simple dent le vide, n° 180 Cm où cette formule s'intègre sous forme finie, n° 181 Cl» de» oscillations très petites, n» 188 Sur une courbe quelconque, les oscillations infiniment petites d'un point matériel pesant , ont une durée de grandeur finie et indépendante de la grandeur de leur amplitude , n° 183 Correction qu'il faut faire à la durée des oscillations très petites d'un pendule simple, pour en conclure la durée de ses oscillations infiniment petites , n° 184 Réduction en série du temps d'une oscillation de grandeur quelconque, n° 186* Mouvement do pendule simple dans l'air, lorsque le résistance est supposée proportionnelle k la vitesse : les amplitudes successives des oscillations très petites, décroissent m progression géométrique ; leur durée n'est pas sensiblement altérée parle résistance do milieu, n°»18flet 187 Mouvement du pendule simple dans l'air, quand la résistance est supposée proportionnelle au carré delà vitesse ; loi du décaissement des amplitudes successives; dans le cas des petites oscillations , on démontre que la durée d'une demi-oscillation ascendante est autant diminuée, que celle de l'oscillation descendante qui précède a été augmentée, n»' 188, 180 et 190 Correction dans la longueur du pendule et dans la durée des petites oscillations , qu'on appelle la réduction au vide ; augmentation qu'on doit faire subir à celte forriTlioii , à raison de l'état de mouvement de l'air. n» 101 En chaque lieu de la terre , la mesure de la pesanteur est proportionnelle à la longueur do pendule à secondes ; valeurs de ces deux quantités à l'Observatoire de Paris; les expériences du pendule proor ent qu'en chaque lieu de sa surface , l'attraction de la terre est la même sur les matières de la nature la plus différente, n 102 Valeur de la pesanteur et de la longueur du pendule à secondes, en fonctions de la latitude; ret.ird d'une horloge réglée à Paris sur le temps sidéral , et ensuite transportée à l'équnlenr, n» jg $ II. Mouvement sur la cycloîde , page 1 1 1 Le temps de la chute d'un point matériel pesant sur la cycloîde , est indépendant de l'élévation du point de départ au-dessus du point le plus bas , aoit que le mouvement uit lieu dans le vide , ou qu'il ait lieu dans l'air, quand on suppose la résistance proportionnelle ii loMtesse,n°' 194 t et 195 n° 196 Pendule cycloidal Dans le vide, la cycloîde est la seule courbe tautochrone , n° 197 Recherche de la brachystochrone dans le vide; formules relatives au cas où la ligne de la plus rïtë détente devrait être tracée sur une surface donnée ; formules relatives au cas où sa longueur serait donnée, qui serviront à résoudre, dans la suite, un autre problème de la même nature , n°» ltfS, 198, 200 et 201 On trouve pour la bracbystocrone proprement dite, l'équation d'une cycloîde située dans un plan vertical ; cas où le point de départ et le point d'arrivée appartiennent à une même verticale , - ana $ III. Mouvement sur une surface donnée, page I 17 Equations différentielles du mouvement du pendule simple qui ne se meut pas dans un plan fixe. n* 203 Formules différentielles relative! nui ntfillntinn» conique» du pendule simple dans le vide, n°» 204 et 205 Cas des petites oscillations; cas où le pendule décrit uniformément la surface d'un cône droit à base circulaire; la courbe décrite par la projection horizontale du mobile , est toujours une ellipse dont le centre est le point de suspension, n» M| et 207 CHAPITRE VI. Exemple» du mouvement d'un mobile entièrement libre , page 1 20 La trajectoire d'un point matériel pesant dans le ride, est une parabole; amplitude du jet; vitesse en un point quelconque, n° 208 La vitesse initiale étant donnée, trouver se direction , pour que le projectile atteigne un but donné; courbe au delà de laquelle le projectile ne peut arriver, n° 209 Equations du mouvement d'un projectile dans l'air; construction , par points , de la trajectoire ; calcul du temps; expression de la vitesse en un point quelconque | n°» 210, 21 1 et 213 Quand le mobile s'est élevé k une grande hauteur, son mouvement, en retombant, approche de plus en plus d'être vertical et uniforme ; détermination de V asymptote verticale de la branna 213 che descendante, L'autre branche de la trajectoire a aussi une asymptote; direction de cette droite; et sa distance n° 214 au point de départ du mobile. Equation de la trajectoire, dans le cas d'un petit angle de projection ; calcul de la portée ho rison laie et du temps dn trajet, d'après la grandeur de la vitesse initiale; différentes valeurs de la portée et de la vitesse qui sont données par l'observation ; incertitude sur la grandeur du coefficient de la résistance; moyens de le détern»»21fiet216 miner par l'expérience, 0i H. Mouvement des planètes , page 128 Lois de Kepler, n» 217 Equations fournies par les deux premières de ces lois , n» 218 Définition de quelques termes employés en Astro �
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    un TABLE DES MATIÈRES nomie; durée do l'année sidérât» et de Tonnée équinoxiale; grondeur delo precession annuelle des équinoxes , n» 2 1 9 F. v près s ion s des deux coordonnées polaires delà planète et du temps, en fonctions de l'anomalie erccntrique , „., 220 Méthode pour réduire le rayon vecteur et l'équation du centre en séries ordonnées suivant \m cosinus et les sinus des multiples du me y en mourevient , no 221 Formules qui déterminent en un point quelconque de 1YII ipse déc rite par une planète, la grandeur et la direction de sa vitesse , nu 222 Position d'une planète pBr rapport à un plan quelconque ; sa longitude et sa latitude , son atet*. sion droite et sa déclinaison ; obliquité de l'éi liptique; sa diminution annuelle; grandeur et période de la nutation, n° sjsjs; On conclut des trois lois de Kepler, que la force I soleil , qui retient les planètes vers leurs orbites est constamment dirigée vers le centre du soleil: ■■MB" ^ qu'elle varie pour chaque planète , suivant la Toison inverse du carré de la distance ii i-c point; qu'à l'unité de distance, la force accélératrice est la même pour toutes le* planètes : oe* lois \.. j 1 : 1 s étendent aux comètes et mu mouvemens de* satellites autour de leurs planètes respectives, et aui mouvemens relatifs des étoiles doubles , i-4, 226 et 226 terminent chacune des trois courbes , n«» 287 et 238 Examen spécial dn mouvement parabolique; en quoi consiste le problème astronomique de la détermination complète de l'orbite d'une comète n°> 239 et 240 CHAPITRE VU. Digression sur V attraction uni**™U*> page 141 Loi de V attraction universelle, aja 241 f orce motrice résultant de l'attraction nmt»eHe~dïi soleil et d'une planète; invariabilité du pouvoir attractif, „ ajj Force accélératrice d'une planète dans son mouve'.nCnt. "utour du >olei1; correction qu'on doit faire a la troisième loi de Kepler ; petitesse des masses des planètes par rapport a la masse du n» 243 Enoncé des différentes sortes de perturbations du mouvement elliptique des planètes , produites par leur attraction mutuelle ; ces effets observés font connaître les masses des planètes perturbatrices, en prenant celle du soleil pour unité; invariabilité des grands aies; le mouvement de la lune s'accélère de siècle 6S1 siècle , o° Equations différentielles du mouvement d'un< planète dans un milieu résistant : on complète le nombre des constantes arbitraires que doivent renfermer leurs intégrales trouvées précédemment, pour le cas où l'on néglige la résistance, n" 227 et 228 Méthode de la variation des confiantes arbitraires. Autre moyen de déterminer les masses des planètes accompagnées de satellites , n° 245 Calcul des forces provenant de l'action du soleil et de la lune, pour soulever les eaux de la mer; masse de la lune conclue du flux lunaire comparé an flsts solaire; diminution de la pesanteur à la surface de la terre, produite par l'action de lun n"» 240 et 247 A la distance de la lune à la terre, la pesanteur terrestre est à très peu près égale ù la force qui pour l'intégration des équations différentielles , retient ce satellite dans son orbite « a° 348 Deterninmtion de la in;cssc de la terre ; parallaxe no» 229 et 230 Application de cette méthode aiu équations du mouvement d'une planète on d'une comète «Uni un milieu résistant ; pourquoi la résistance de Vètker peut être appréciable dans le mouvement d'une comète et insensible dans If ■MH|T-flp»»ni d'une planète , n»« 231, 232 et 233 $ III. Mouvement d'un point matériel soumis à un» force entrait , page 136 Equations du mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe , par une force donnée en fonction de la distance à ce centre , n° 234 Cas où la force est proportionnelle à la distance, n° 236 Cas où la force est en raison inverse du cube de la distance, „., 236 Cas où la force est en raison inverse du carré de la distance; la trajectoire peut être alors une des trois sections coniques; circonstances qui dédu soleil ; sa densité ; sa distance à la terre ; détermination eiactc du grand aie de l'orbite d'une planète dont la masse est connue, n« 249 et 260 Déviation du CI à plomb produite par les attraction» locale Balance de torsion, propre a mesurer les forces très petites; expérience de Cavendish; densité moyenne de la terre , n°* 262 et 263 tftalilité de l'équilibre des mers, résultant de ce que cette densité est plus grande que celle du l'eau; accroissement des densités des couches de la terre , en allant de sa surface au centre ; inégalité du mouvement de la lune , due à la non-sphéricité de la terre; influence des attractions locales sur 1s longueur du pendule à secondes, n° 264 Réduction au niveau des mers, de la longueur du pendule, observer n une elrs ,tti.ni donnée, n" 2ô.r> Google
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    TABLE DES MATIERES. LIVRE TROISIÈME. STATIQUE, SECONDE PARTIE. CHAPITRE 1". De f 'équilibre dun corpitollde, page 152 Remarque sur la compresiibilité et le changement de forme du corps que l'on va considérer, n" 256 Transformation d'un système de forces quelconques, appliquées à un corps solide , en trois groupes de forces, le premier composé de forces perpendiculaires a un plau donné, le deuxième, de forces parallèles. et comprises dans ce plan, et le troisième, de forces dirigées suivant une droite perpendiculaire aux précédentes et tracée dans ce même plan. n»» 267, aftS et 259 Equations nécessaires et suffisante» pour l'équilibre d'un corps solide entièrement libre , n° 260 Ces équation» sont encore nécessaires pour l'équilibre de tout antre système qui ne renferme aucun obstacle fixe , n» 261 Ces particuliers des forces parallèles et des forces qui sont toutes comprises dans un plan, n° 262 Condition pour que des forces données aient une résultante unique; équations de cette résultante; sa grandeur et sa direction ; dans tous les cas, les forces données peuvent se réduire à dem, d'une jgfinité de manières différentes, n°» 263 Equations d'équilibre de deux corps solides qui s'appuient l'un contre l'autre, n* 265 Equations d'équilibre d'un corps solide retenu par «les obstacles fixes, dans les principaux cas qui peuvent se présenter, n" 268 Transformation de l'équation d'équilibre relative à un axe fixe , n» 267 Equilibre d un corps pesant sur on plan incliné, n<> 268 Mesure du frottement à l'instant où l'équilibre va se rompre , n° 269 Charges des différens pieds d'une table horiiontalo qui supporte un poids donné ; k quoi tient l'indetermination apparente du problème, :vJ 270 CHAPITRE II. Théorie de* moment , page 1 6 1 Les forces étant représentées par des lignes droites , leurs momens sont représentés par des aires planes : le théorème du n4 46, relatif au moment de la résultante de deux forces, est alors une proposition de Géométrie dont ou donne la démonstration , n° 271 Le moment de la projection d'une force sur un plan est la projection du moment de cette force sur ce même plan, n» <7t Ce qu'on entend par le moment d'un système de forces par rapport k un axe ; les momens d'un même système par rapport k deux axes situés dans le prolongement l'un de l'autre, sont égaux et de signe contraire; il en est de même à l'égard des momens par rapport à u» même axe, de deux systèmes de forces égales et contraires, ti° 273 Kipressimis des momens d'un système de forces par rapport aux troia axes des coordonnées positives de leurs points d'application ; comment on détermine les signes des ternies de ces formules, n° 274 Valeurs des cosinus des angles relatifs k la direction de la normale au plan qui contient une droite et un point donné, n° 276 Formules relatives aux projections d'un système d'aires planes sur différens plans ; identité de ces

  
    TABLE DES MATIÈRES. formules et de celle* qui répondent aux projections des lignes droites sur d'autres droites, n°> 376 et 277 Plan et grandeur de l'aire minima; propriété caractéristique de ce plan , n»« 278 , 270 et 280 Propriétés des moment, déduites de celles des aires planes ; identité de la composition des momens et de la composition des forces , résultant de celle des projections des aires planes et des projections des lignes droites, n° 281 Moment principal d'un système de forces ; nouvel énoncé des conditions d'équilibre de ce système ; conditions pour que deux systèmes do forces soient équivalent, n° 282 Variation du moment principal , produite par le déplacement du centre des momens ; momens principaux minima; comment on en déduit la condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une résultante unique , n°» 283 et 284 CHAPITRE 111. Exemples de l'équilibre d'un corps flexible , page 168 $ I«. Equilibre du polygone funiculaire , ibid. Dans l'état d'équilibre du polygone, il faut que chaque côté toit tiré, suivant ses prolongcmens, par des forces égales et contraires ; équations nécessaires pour l'équilibre des forces appliquées au polygone, n» 285 Construction de la figure du polygone en équilibre; calcul des tensions de ses côtés ; cas où ses points extrêmes sont supposés fixes, n°» 286 et 287 Les extensions des côtés du polygone sont proportionnelles aux tensions qu'ils éprouvent , n" 288 Quand un des nœuds du polygone est remplacé par un anneau , la force appliquée eu ce point doit partager en deux parties « gales l'angle des deux côtés adjacens , n» 280 Condition relative aux directions des forces qui doivent avoir lieu dans tous les systèmes de points matériels en équilibre, et dont la précédente est un cas particulier, n° 290 Equilibre d'un polygone chargé de poids ; pressions éprouvées par les points fixes nuxqnels il est attaché, n» 201 llemarquc analogue h celle du n° 270, sur les tentions des cordons qui supportent un poids donné : quel que soit le nombre de ces cordons, leurs tensions et les charges des points fixes peuvent ae déduire de la mesure des allongement, n° 292 $ II. Equilibre d'un fd flexible, page 172 Equations d'équilibre d'un fil pesant f d'abord au nombre de trois, et qui te réduisent ensuite à deux , n» 293 hitégralesdc cet équations sous forme finie; équation de la chaînette; expression de la tension en un point quelconque, ic 294 Calcul de la tension au point le plus bas, et des charges que supportent lea deux points de tutpention , n 296 Parmi toutet let courbes isopérimitres , la chaînette est celle qui a ton centre de gravité le plut bas, n« 290 Cas où let forcet verticales qui agissent sur les élémens du fil sont proportionnelles a leurs projections horixontalea ; la courbe d'équilibre est •lors une parabole ; calcul de la tension au point le plus bas, et des charges des points extrêmes, qui peut être utile dans la construction des chemins de fer, n° 297 Equations d'équilibre d'un fil sollicité por des forcet quelconques , n 298 Cas d'un fil pesant suspendu verticalement à un point fixe et chargé d'un poids à son extrémité inférieure; calcul de son allongement total, n° 299 Expression de la tension dans le cas général; la courbe est déterminée par deux équations différentielles secondes ; valeur du rayon de courbure d'après la direction de la tangente en chaque point, n» 30O Application des formules précédentes au cas d'un fil tendu sur la turface d'un corps solide, par det forces appliquées a ses extrémités, et qui tont let teulet qui le sollicitent ; la tension est la ' même dans toute sa longueur ; dans son état d'équilibre stable, le fil trace sur la surface la ligne la plus courte d'un point a un autre; la pression exercée en chacun des points de la turface est en raison inverse du rayon de courbure de cette ligne , et proportionnelle a la tension , n°« 301 et 302 Ces résultats sont modifiés par le frottement du fil contre la surface du corps solide; calcul du frottement d'un fil sur la gorge d'une poulie fixe, n° 303 On vérifie les six équations généralei de l'équilibre du n° 261, dans le cat de l'équilibre d'un fil flexible ; utage de cet équationt pour déterminer let coordonnées des points extrêmes, quand ila tont libret, ou let pressions qu'ilt éprouvent , t lorsqu'ils sont fixes et donnés de position, n« 304 et 306 §111. page 182 Condition pour qu'une verge soit élastique par flexion; difTcrens effets que ses parties éprouvent lorsqu'on l'a écartée de sa position d'équilibre ; définition de la lame élastique, n° 306 Hypothèses relatives aux forcet qui résultent de l'extension ou contraction des filets longitudinaux cl de la grandeur de leur courbure ; valeur de la force totale de contraction d'un élément de la lame ; valeur du moment d élasticité, nu 307 Dans la courbe élastique proprement dite, la tension est constante et n'influe pas sur la courbure de la lame; équation différentielle de cette Digitized by Google
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    v TABLE DES MATIÈRES II courbe; conditions relatives ù tes extrémités , w 308 et 309 (Jus où lu lame est horixontale, encastrée pir on bout, et chargée d'un poids donné 11 son antre extrémité; calcul de lu flexion totale ; r orti|>.ir;i i son de l'extension et de la flexion d'une lame , qoipeuTent être produites par un même poids , 310 Cas où la lame est un ressort vertical posé sur un plan horiiontal, et chargé d'un poids à ion eitrémité supérieure ; examen détaillé dei différentes formes que ce ressort pourra prendre, n»* 311 et 312 Ce qu'on entend par la fore* d'un ressort ; calcul de cette force d'après l'extension ou d'après la flexion du ressort, produites par un poids donné, no 313 Extension des résultats précédens au cas d'une ver^e élastique, droite ou courbe, qui n'a pus élé tordue sur elle-même ; ce qu'on entend alors par ie filet moyen; valeur du moment d'élasticité, no 314 Formule qui donne la flexion d'une verge droite, nu moyen de la force de ce ressort ; calcul de cette force dans différentes hypothèses sur le contour de la section normale ; comparaison de la force d'un ressort creux I celle d'un ressort plein, n°31/i Valeur de la différentielle de la tension en un point quelccnquc d'une verge élastique dont tous les points sont sollicités par des forces quelconques; une verge tirée, par une extrémité, augmente de Tolume en même temps qu'elle s'allonge, n° 810 Équations générales de l'équilibre d'une verge élastique, en ayant égard à la torsion , n° 317 l.e moment de la torsion n*l romtnnt rlan« inuto la longueur de la verge; sa valeur, d'après les forces qni agissent à l'une des extrémités, ir"> 318 Réductions des trois équations générales il une seule, quand le filet moyen est une courbe plane; équations relatives aux forces particulières qui agissent aux deux extrémités de la verge, no 310 Cas de la verge uniformément pesante ; détermination de sa figure ; calcul de Sa flexion et des charges des points d'uppni , n»' 320, 321 et 322 Cas où la charge totale de la verge est inégalement répartie entre ses diflerens points ; formule de Lagrange, pour exprimer en série de quantités périodiques les valeurs d'une fonction donnée , dans une étendue aussi donnée des valeurs de la . variable , n» 333 .Détermination de la ligurn d'une verge chargée d'un poids suspendu a son milieu; calcul de flexion et des charges de ses points d'appui, n" 324 Démonstration de la formule précédemment citée (n9 833); autres formules de la même nature, n°* 325 et 320 Usage des formules de ce genre pour la sommation des séries , no 327 Formule de Fourier , déduite des précédentes, n"328 CHAPITRE IV. Principe des vitesses virtuelle*, page 2t)0 Vérification de ce principe dans le cas de deux forces appliquées à une moufle, un treuil, une vis , un levier. n*>* 329 et 330 Equation générale de l'équilibre d'un système quelconque de points matériels, qui résulte du principe des vitesses virtuelles i cette équation n'a lieu que pour les mouvemens infiniment petits , compatibles avec les conditions du système, et dont les mouvemens contraires sont également possibles; elle a déjà été démontrée n° 39, dans le cas d'un point matériel isolé , n« 331 Notions relatives aux tensions et aux contractions qui ont lieu entre les liens'physiqucs des points d'un système en équilibre; manière de représenter ces forces intérieures ; manière de représenter les variations de distance des points du système; équation qui a lieu entre la variation totale et les variations partielles de chaque distance, no» 883 et 333 Démonstration très générale du principe des vitesses virtuelles , n°* 334 et 335 On fait voir que la proposition directe étant prouvée, la proposition inverse en est une conséquence immédiate , po 330 Ce principe a aussi lieu dans l'équilibre des fluides, ainsi qu'on le fera voir par la suite ; autre démonstration de ce principe, fondée sur la considération des moufles . n»» 337, 838 et 339 On peut déduire du principe des vitesses virtuelles les régies du parallélogramme des forces et de la composition des forces parallèles ; comment on en conclut les équations d'équilibre d'un corps n* 840 solide précédemment trouvées , Transformation de l'équation générale des vitesses virtuelles; règle pour en déduire toutes les équations d'équilibre d'un système de points matériels, dont les liaisons sont exprimées par des équation» entre leurs coordonnées , n°» 341 Cl 342 On déterminera, en même temps, en grandeur et en direction, les forces intérieures qui résultent de ces liaisons ; le principe des vitesses virtuelles est nécessaire pour faire connaître , relativement à deux ou plusieurs points liés par une même équation, les rapports de grandeur de ces forces, dont la rcmurqne du n° 290 ne détermine n»* 343 et 344 que les directions Application des formules précédentes ù l'exemple n" 345 du polygone funiculaire, Propriété de maximum ou de minimum qui a lieu dans l'équililibre d'un système de points matériels soumis à leurs attractions ou répulsions
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    III TABLE DES MATIÈRES. mutuelles, eu fonctions des distances, et à d'autres forces semblables, dirigées vers des centres fixes, n°340 Distinction entre l'équilibre stalle et l'équilibre instantané , n° J47 Propriété du centre de gravité d'as système de corps pesSBS dans ces deux états d'équilibre, Exempte de la stabilité et de la non-stabilité de ce système, n° 349 LIVRE QUATRIÈME. DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. CHAPITRE 1". Principe général de la Dynamique, pgc 214 Enoncé de ce principe, dont l'auteur est D'Alembert, et d'après lequel on ramène toutes les questions de Dynamique à de simples problèmes de Statique, n° 350 Autre énoncé du même principe, dont l'avantage est de conduire immédiatement a des équations entre les données et les inconnues de chaque problérae , n° 351 En Tcrtu de ce principe , les tensions des liens physiques d'un système de points matériels, et les pressions exercées sur des surfaces ou des courbes données, se déterminent dans l'état de mouvement, par les mêmes règle» que dent l'état d'équilibre; la» forces motrices qui agissent sur les mobiles se décomposant en forces perdues, qui produisent ces tensions ou pressions, et en d'autres forces qui font varier les vitesses des mobiles ; exemples de ce double effet des forces données, n» 362 Extension du principe général de la Dynamique aux percussions considérées comme des forces motrices qui ont lieu pendant un temps très court et produisent des changemens brusques de vitesses ; influence que peut avoir le frottement pendant l'action de ces forcée . n° 353 Application du principe général au mouvement de deux corps pesans posés sur de* plans inclinés et liés par un fil ineitensible; tension de ce fil , détermination des vitesses initiales , n— 854 et 365 Mourement d'une chaîne pesante posée sur deux plans inclinés; dans quel cas la chaîne demeurera en équilibre , n° 350 Mouvement rectiligne de deux points matériels soumis à leurs répulsion ou attraction mutuelles , n» 357 Les formules de ce mouvement s'étendent a deux corps solides dont tous les points ont des vitesses parallèles à une même droite; mouvement du boulet et du canon pendant que le boulet est dans Vaut de la pièce ; hypothèses sur lesquelles la loi de la force de la poudre est fondée; calcul numérique de la force de la poudre, d'oprés la vitesse du boulet a le booebe dn canon ; remarque de Lagrange sur ce problème, n°» 358 et 359 A pplication du principe de D'Alembert au cas le plus simple du choc des corps; données physiques de la question, et hypothèses nécessaires a sa solotion , n» 360 Choc de deux corps mous ou dénués d'élasticité, définition de la feree osée; perte de forée vive qui a toujours lieu daus ce choo , n° 361 Choc de demi eetpe parfaitement élastiques ; conservation de la somme des forces vives ; choc d'nne série de billes en repos par une bille en y Google

  
    The text on this page is estimated to be only 23.39% accurate
    TABLE DES MATIÈRES un mouvement; les lois précédente* du choc des corps sphériques, mous ou élastiques, sont cou- : lïr niées par l' expérience , n°» 362 et 363 Conservation du mouvement du centre de gravité dans le eboe de deux corps sphériques, n° 364 Théorie imparfaite de la résistance des milieux, dans laquelle cette résistance est assimilée à une suite da chocs du mobile contre les molécules du fluide qu'il traverse; expression de la résistance sur une surface plane et sur chaque élément d'une surface courbe ; calcul de U résistance sur une surface de révolution, et, en particulier, sur une sphère , n°» 366 et 366 Le coefficient de la résistance relative au mouvement des projectiles dans l'air, qui résulterait de cette théorie, n'est pas d'accord avec l'observation; valeur de ce coefficient, que Fou a déduite de l'expérience ; en quoi consiste réellement la résistance des fluides ; elle n'a encore été déterminée, d'après les lois de la Mécanique (n<> 191), que dans le cas des petites oscillations d'un pendule , n* 807 CHAPITRE 11. Détermination des moment d'inertie et det axes principaux, page 226 Intégrales définie» qui se présenteront dans les équation» du mouvement des corps solides, dont les masses seront décomposées, pour plu» de simplicité, en élément infiniment petits (n° 98} ; définition des asaawsw d'inertie et des axes principaux , n° 388 Calcul du moment d'inertie d'un parallélipipède rectangle, l'axe étant une de ses arête», n° 369 CaJcol do moment «Tixterlie de l'eUipsoMo, put rapport à l'un de ses axes de figure , n» 370 Moment d'inertie d'une sphère composée de couches corwentrique* de différentes densité», n° 37 1 Le» intégrales triples d'où dépendent, en général, les momens d'inertie, se réduisent a des intégra» les simples dans le cas d'un solide de révolution; application a la sphère, au cône et au cylindre , n«» 372 et 373 Connaissant le moment d'inertie d'un corps quelconque par rapport a un axe passant par son centre de gravité, on en déduit le moment d'inertie du même corps par rapport à un axe parallèle au premier, n» 374 Connaissant les momens d'inertie par rapport aux trois sies principaux qui se coupent en un point, on en conclut le moment d'inertie relatif h un oxe quelconque passant par ce point , n° 375 Propriétés de* momens d'inertie principaux, ou qui répondent sux aies principaux, n° 376 Avant de démontrer l'existence de» aie» principaux, et d'en déterminer la direction, on rappelle d'abord le* formules générales de le transformation des coordonnées , n" 377 Le» neufs cocfhciens qui entrent dans ces formules «ont de» fonctions de trois angle» iiidépcndans entre eux; définition de ces trois angles; déterminé suivant lequel ils devront être comptés, et comment ils pourront croître dans le mouvement d'un corp» solide ; valeur» des neuf coefticiens en fonctions de ces trois angle» ; moyen d'obtenir ce» valeur» , n

  
    XIV TABLE DES MATIÈRES. Définition du centre d1 oscillation ; réciprocité dn centre d'oscillation et du centre de suspension; méthode fondée sur cette réciprocité, pour déterminer la longueur du pendule simple, correspondant à un pendule donné ; on fait voir que pour un même corps, il y a une infinité d'axes autour desquels les petites oscillations ont la même durée , n 409 Equations différentielles qui ont lieu entre les trois angles du n° 378, d'où dépend la position du mobile à chaque instant, et les trois composantes de sa vitesse angulaire par rapport à ses trois axes principaux, n» 410 Autres formules qui pourront être utiles dans la n° 411 do repage 264 $ II. Equation» différentielles Ces équations, au nombre de trois, s'obtiennent très facilement, au moyen des formules du n* 408 et du principe de D'Alembert ; on les ré» duit à leur forme la plus simple, en rapportant les composantes de la force occélératrice d'un point quelconque du mobile, k ses trois axes principaux; le problème général du mouvement de rotation dépend de six équations du premier ordre , savoir, celles qu'on vient déformer, et celle du n« 410 ; cas où la pesanteur est la seule force qui agit sur les points du mobile, n»» 412 et 413 Quand ce mobile n'est soumis à aucune force motrice, ou bien, quand il s'agit d'un corps pesant, et que le point fixe est son centre de gravité, on parvient a intégrer les six équations du mouvement de rotation , et a faire dépendre les inconnues, de deux fonction! elliptiques; dans ce mouvement, produit par des percussions initiales, les momens des quantités du mouvement de tous les points du corps , par rapport à des axes passant parle point fixe, sont conslans; leur moment principal et sa direction sont invariables, et cette considération facilite l'intégration des équations du problème , n«* 414, 415, 410 et 417 Détermination coroplèto des constantes arbitraires, contenues dans les intégrales de ces équations , en supposant, pour fixer les idées, que le mobile a été frappé, h l'origine du mouvement, par un autre corps qui y est resté attaché , n° 418 Diverses propriétés générales du mouvement de rotation d'un corps qui n'est soumis à aucune force motrice , n° 419 Détermination de ce mouvement , plus simple que la précédente, mais seulement approchée, lorsque l'axe instantané de rotation s'écarte constamment très peu de l'un des trois axes principaux du mobile, et qui se coupent au point fixe ; on retrouve ta propriété des axes principaux déjà démontrée dans le n» 389 ; on fait voir, de plus, que le mouvement est stable autour des axes du plus grand et du plus petit moment d'inertie , et seulement instantané autour du premier axe principal; détermination des constantes arbitraires dans le cas de la stabilité , n

  
    TABLE DBS MATIÈRES la section de ce corps faite par ce point et perpendiculaire 4 cette droite; le mouTentent parallèle a l'équateur est uniforme; l'intersection de l'équateur et du plan horitontal passant par le point fisc, s'appellera la ligne des nœuds ; définition du nœud ascendant , et distinction de son mouvement direct et de son mouvement rétrograde sur le plan horisontal, n«* 428 et 426 Dans ce cas , les sis équations du mouvement de rotation s'intègrent , et les inconnues du problème s'espriment esaetement par des fonctions elliptiques; détermination des constantes arbitraires, contenues dans les intégrales, n°« 427 et 426 Cas où le mobile se réduit à un point matériel , dont la distance au point fixe est constante; on retrouve alors les formules du n° 805 , relatives au pendule simple, n° 429 Lorsque l'ase de figure a été écarté de la verticale, et qu'après avoir imprimé au mobile une vitesse de rotation autour de cette droite inclinée, il est ensuite abandonné à lui-même, on démontre que le mouvement du noeud ascendant sera direct ou rétrograde, selon que le centre de gravité du corps scrasitué au-dessus mi au-dessous du plan horizontal , passant parle point fixe; quand la vitesse de rotation est nulle, le mouvement du corps se réduits celui d'un pendule composé, n° 430 On applique les formules du numéro précédent, au cas où l'axe de rotation a été, primitivement, très peu écarté de la verticale, et l'on détermine de cette manière les valeurs approchées des angles d'où dépend la position du mobile a un instant quelconque , n° 431 On applique les mêmes formules au cas où l'inclinaison de l'équateur demeure à peu près invariable ; il faut pour cela que la vitesse de rotation soit très rapide ; on détermine , dans celte hypothèse, les petites variations de l'inclinaison de l'équateur, et le mouvement de la ligne des nœuds, qui est très lent par rapport au mouvement de rotation , et à peu près uniforme ; ce cas est celui de la machine de Bokuenberger, n" 432 CHAPITRE V. Du entièrement libre. d'un corps solùle page 267 Décomposition de ce mouvement en deux autres , l'un de rotation autour d'un point du corps, l'autre de translation , commun k tous ses points ; cas où le second mouvement est révolutif , et où chaque révolution s'achève dans le même temps que chaque rotation ; ce cas a lien dans le mouvement des satellites, et, en particulier, dans le mouvement de la lune, qui tourne, en conséquence , constamment la même face vers la n> 433 de la vitesse que prend le centre d'un corps solide, sur lequel on exerce une ou plusieurs percussions déterminées ; réciproquement , celte vitesse fait connaître la direction et l'intensité de la percussion , soit que le corps qui a frappé celui que l'on considère y soit resté attaché, ou qu'il s'en soit séparé après le choc, 434 et 436 Comment on pourrait déterminer le mouvement initial de rotation autour d'un point quelconque du mobile, si l'on connaissait, en grandeur et en direction , la vitesse initiale de ce point; quand ce point est le centre de gravité , cette connaissance est inutile , et le mouvement de rotation initial est le même que si le centre de gravité demeurait en repos, n» 436 Détermination de l'axe instantané initial qui passe par le centre de gravité, et de la vitesse angulaire autour de cet axe ; cas où cette droite est un des trois axes principaux qui se coupent au centre de gravité , ns 437 Equations différentielles du mouvement du centre de gravité; comment on formerait celles du mouvement de rotation autour de ce point , n» 438 Ces deux systèmes d'équations différentielles, ainsi que les deux mouvemens correspondons , sont iodépendsns l'un de l'autre , dans le cas d'un corps soumis à la seule action de la pesanteur; détermination complète du mouvement d'un ellipsoïde pesant , frappé dans un plan perpendiculaire à l'un de ses trois axes de figure, n° 439 La même indépendance a lieu dans le cas d'une sphère composée de couches concentriques et dont tous les points sont soumis à des attractions dirigées vers des centres fixes ou mobiles; quand le mobile s'écarte de la forme spbérique , ces attractions influent sur son mouvement de rotation ; perturbations du mouvement de la terre autour de son centre de gravité , ducs à sa nonsphéricité , et produites par les actions du soleil et de la lune; ces forces, qui donnent lieu à la pricetsùm des iquinoxee et à la nutation de Taxe de la terre, n'ont cependant aucune influence sensible sur la direction de cet axe dans Tintérieur du globe, ni sur la durée de sa rotation autour de cette droite mobile dans l'espace, n- 440 et 441 L'invariabilité du jour sidéral et du jour moyen est confirmée par les éclipses que les Chaldiene ont observées; calcul qui fait voir que la durée du jour moyen n'a pas varié d'un centième de seconde en 2600 ans , n°« 442 et 443 Examen des différens effets qui peuvent ètro produits par le frottement de la surface d'un projectile contre l'air dans lequel il se meut , et par la résistance proprement dite de ce fluide, n

  
    TABLE DES MATIÈRES. CHAPITRE VI. Du mouvement d'un corps solide I sur un plan donné , page 275 $ I". Cas où ton n'a pus égard au frottement, ibid. On supposera que le mobile touche le plan donné par un seul point de sa surface, pendant toute U durée du mouvement ; équations différentielles du mouvement du centre de gravité et du it de rotation autour de ce point , n° 447 i résultante du contact du mobile avec le plan donné, qui peut être fixe ou avoir un mouvement donné ; distinction entre le cas où le point de contact se déplace à U surface du mobile, et le cas où ce point est constamment l'extrémité d'une pointe , comme dans le jeu de la toupie, n» 448 Cas où le plan donné est fixe et horitontal ; on indique , comme exemples, les petites oscillations d'un ellipsoïde homogène ou d'une sphère hétérogène; on obtient deux intégrales premières des équations différentielles du n° 447, qui suffiront pour la solution rigoureuse du problème, au moyen des fonctions elliptiques, quand le mobile est un solide de révolution , n°« 449 et 460 Mon te ment d'un solide de révolution , terminé par une pointe , et qui s'appuie , par son extrémité , •ur on plan dont les oscillations sont connues , n« 461 Quand le mobile a une vitesse de rotation très rapide par rapport aux divers mouvemens du plan donné, on réduit les équations différentielles du problème à la forme linéaire , par la transformation dont Lagrange a fait usage dans le cas de la libration de la lune , n»* 462 et 463 Intégration de ces équations linéaires ; leurs intégrales font voir que les oscillations du plan sur lequel le corps s'appuie, s'affaiblissent dans le mouvement de son axe de figure, et deviennent insensibles quand la rotation autour de cette droite est suffisamment rapide ; moyen fondé sur ce résultat , qui a été proposé pour obtenir à la mer un horixon artificiel propre aax observations astronomiques, u"» 464 et 466 § II. Cas où Pon a égard au frottement, page 282 Lois du frottement d'un corps en mouvement, données par l'expérience , n» 456 Mouvement d'un corps glissant sur un plan fixe horitontal, et entraîné par un poids donné, n- 467 et 468 Intégrale de l'équation de ce mouvement , dans le cas où l'on fait abstraction de la résistance de l'air; détermination du coefficient du frottement par deux moyens différons ; quand ce coefficient est connu , et que l'on incline le plan , on détermine immédiatement le mouvement du même corps sur ce plan , n°» 460 et 460 u de cette proposition, que le frottement est indépendant de l'étendue de la surface frottante et proportionnel à la pression totale ; en quoi cette loi du frottement consiste réellement ; examen de ce qui arriverait ai la matière de la surface frottante n'était pas partout la même, u» 461 Double mouvement d'un corps qui glisse sur un plan horixontal , et qui tourne en mémo temps autour d'un axe vertical , n» 462 et 463 Enoncé des différons cas que peut présenter le mouvement d'un corps solide qui roule sur un plan ; frottement de la première et de la i Mouvement d'une sphère qui roule sur un plan horixontal , n° 466 CHAPITRE VII. Du choc des corps de forme quelconque , page 990 En quoi consiste le problème du choc des corps, dans le cas le plus général , n» 466 Equations fournies par le principe de D'Alembert, dans le cas de deux corps de forme quelconque et entièrement libres, n« 487 et 468 Indétermination du problème, quand on n'a pu égard à la compressibilité des mobiles ; équaa sa solution , et qui résulte de , quelque petite qu'elle soit , n« 469 Modification des formule* du n° 468, provenant du degré d'élasticité des mobiles ; le problème est complètement résolu dans les deux cas des corps entièrement dénués d'élasticité, et dea corps parfaitement élastiques , n» 470 Le choc de deux corps n'altère pas les vitesses do leurs centres de gravité , parallèlement au plan Ungent à leurs surfaces, mené par leur point de contact, non plus que les momens de leur» quantités de mouvement , rapportés à leur norQuand cette normale passe par le centre de gravité de l'un des deux corps , son mouvement de rotation autour de ce point est le même avant et après le choc ; cas où cette droite passe par les deux centres de gravité ; cas où ces point* se mouvaient , en outre , sur cette normale avant le choc , n» 472 et 473 Choc de deux corps élastiques égaux en masse; choc d'un corps parfaitement élastique , contre un obstacle fixe; égalité de l'angle de réflexion ; cette égalité n'a plus lieu , quand on a égard au frottement du mobile contre le plan fixe , n»« 474 et 476 Ou explique comment on peut tenir compte du frottement d'un mobile contre un autre , pendant la durée du choc de ces ceux mobiles, n» 476 Influence du frottemeut et de la rotation dans le choc d'une sphère contre un plan fixe , tel que le chou d'un boulet contre le terrain ; examen des diverses circonstances qui peuvent se présenter, n»» 477 et 478

  
    TABLE DES MATIÈRES Application det formules générale! à un exemple où la normale commune aux deux mobiles ne patte pat par leur centre de gravité; calcul de la quantité de mouvement imprimée à chacun d'eux , et qui mesure l'intensité du cboc, n° 479 Modification des formules générales, dans les différens cas où les deux corps qui se choquent ne sont pas entièrement libres , n» 480 Extension de ces formules au cas d'un nombre de mobiles qui se choquent simulât. Exemple relatif à une sphère en repos, choquée par deux autres sphères en mouvement, tv» 481 et 482 CHAPITRE VIII. Exemples dm mouvement d'un corps flexible , page 301 \) I< ' Vibration d'une corde flexible , ibid. Hypothèses que l'on fait sur cette corde ; équations différentielles de son mouvement, n° 483 Réduction de ces équations à la forme linéaire , dans le cas des vibrations très petites ; les vibrations transtersaUs et les vibrations longitudinales coexistent dans une même corde, et sont indépendantes les unes des autres; ces deux sortes de mouvemens dépendent d'une équation de même forme, aux différences partielles du second ordre , n° 484 Intégration de cette équation sous forme finie , Détermination des deux fonctions arbitraires contenues dans cette intégrale , pour toute la longueur de la corde , et pour toutes les voleurs du temps, d'après la figure initiale de la corde vibrant transversalement, et les vitesses initiales de tous ses points , n« 486 Construction géométrique de la figure de cette corde à un instant quelconque, n° 487 Lois des vibrations transversales qui résultent de cette construction , et qui ont été confirmées par l'expérience , soit par rapport à la tension de la corde, soit par rapport à son poids et a ta longueur ; l'élévation du ton est mesurée par le nombre des vibrations dans l'unité de temps , n» 488 Discontinuai des lignes employées dans la construction précédente { restriction qu'on doit apporter à la discontinuité de la courbe qui représente la figure initiale de la corde ; cette condition restrictive subsiste pendant toute la durée du mouvement, et fournit une des équations nécessaires au problème , dans le cas d'une corde composée de deux parties de matières différentes , n° 489 Autre solution du problème des cordes vibrantes, dans laquelle l'ordonnée courante de la corde est exprimée par une série de quantités périodiques, n» 490 Cas particuliers où le ton d'une corde s'élève audessus du ton fondamental , et répond à nnc partie aliquote de sa longueur; i qui ont lieu dans ces sortes de cas, no 491 Lois des vibrations longitudinales d'uoe corde ten. due> n° 498 Rapport très simple entre leur nombre et celui des vibrations transversales de la mémo corde, n» 493 $ 11. qus, Hypothèses que l'on fait sur cette verge ; son mouvement longitudinal dépend de la même équation aux différences partielles que celui de la corde tendue , et ne diffère de celui-ci que par les conditions relatives aux extrémités de la verge, n« 494 et 496 Solution du problème, analogue a celle du n<> 490; lois des vibrations dans les différons cas relatifs aux extrémités ; élévation du ton fondamental , k raison des nœuds de vibrations , Cas où la verge s'étend indéfiniment ; des ondes sonores dans une barre cylindrique ou prismatique; conditions pour qu'une onde sonore ne se partage pas en deux autres; comment la vitesse constante de cette propagation se conclura du ton longitudinal d'une verge élastique de la même matière que la !>■«*, n°« 497 et 498 Cas on la barre est terminée d'un côté; réflexion du son à cette extrémité; les lois de la propagation et de la réflexion du son dans un canal cylindrique rempli d'air, d'un gai quelconque, ou d'un liquide , sont les mêmes que dans une barre solide; celles des vibrations des verges élastiques conviennent aussi aux sons des faites, et des tuyaux d'orgues, sauf les modifications relatives à l'embouchure, n° 499 § III. Choc longitudinal des verges élastiques , page 313 Comment on pourra appliquer les formules du n" 496 au choc longitudinal des verges élastiques; ce phénomène consiste dans l'action, h distance insensible, des points eitréioes des deux verges; les vitesses de ces points varieront très rapidement, et seront inconnues pendant la durée du choc , n° 500 Conditions pour que les deux verges se réparent uprès s'être rencontrées, et que le choc se termine,                                  n"» 601 et 603 Équations communes à tous les points des deux verges , excepté les points extrêmes par lesquels elles se choquent, n» 603 Application des formules du n° 496 au choc de deux verges entièrement libres; sommation des séries périodiques qu'elles renferment; on vérifie qu'elles représentent l'état initial des deux verges, n°« 603 et 604 Les deux verges de même matière et de même diamètre se séparent dans le seul cas où elles ont ; durée de ce choc; échange C Digitized by Google

  
    XVlll TABLE DES MATIÈRES des vitesses primitives , eut où Tune de» deux verges est composée de plusieurs parties , dont une se sépare des autres après le choc , n" 506 Choc d'une verge dont l'extrémité est fixe , par une verge entièrement libre; réflexion de celle-ci avec une vitesse égale et contraire à la vitesse primitive , quelles que soient les longueurs des deux verges ; durée du choc , n«» 508 et 507 $ IV. Digression sur Us intégrales des équations différences partielles , page 318 l'intégrale complète d'une équation aux différenecs partielles , peut être moindre que le nombre qui marque Tordre de cette équation; il peut changer avec la variable par rapport à laquelle la série est ordonnée ; toutes les fonctions arbitraires peuvent disparaître, et se trouver remplacées par des séries infinies de constantes arbitraires ; dans ce cas singulier, l'intégrale complète est exprimée par la somme d'un nombre illimité d'intégrales particulières , n» 508 et 609 simples de ces diverses transformano 610 et 611 Les séries qui se présentent dans cet exemple , et l'intégrale de l'équation donnée , peuvent s'exprimer sous forme finie , au moyen d'une intégrale définie, no 618 Valeur d'une intégrale définie qu'on a souvent ocd'emplojer, n° 613 Application de ces considérations générales aux équations linéaires relatives à des problèmes de Physique et de Mécanique; leurs intégrales complètes s'expriment, généralement, par des séries d'exponentielles ou de sinus et cosinus , dont les exposans ou les arcs sont proportionnels au temps; par la manière dont elles sont obtenues , on est certain que ces expressions en séries , des inconnues d'un problème, en renferment la solution la plus générale; il y a un procédé uniforme pour déterminer dons chaque cas les coefficiens de ces séries , d'après l'état initial du système; après cette détermination , si l'on fait le temps égal à xéro dans ces séries, on obtient des séries particulières qui représentent les fonctions arbitraires relatives à cet état initial, mais seulement dans l'étendue du système, n

  
    TABLE DES MATIÈRES xit miné, qiland on y a égard, quelque petite qu'elle soit, n°« 634 et 035 Formule analogue a celle du n» 633 , et relative aux changemena brusques de vitesse , n° 636 Considération essentielle à laquelle il faudra avoir égard dans les usages qu'on fera de cette formule; comment on tiendra compte, dans cette formule, de l'effet du frottement pendant la duréo des changemens brusques ; ce serait une erreur d'y introduire les effets des forces moléculaires , qui y sont déjà compris implicitement, n«» 637 et 638 Équations différentielles du mouvement de translation d'un système entièrement libre, qui sont i de son centra de gravité , n° 639 du même système; elles conservent la même forme, soit que le centre du mouvement soit un point fixe, on qu'il soit le centre de gravité du système, n°» 640 et 641 Les sommes des quantités de mouvement de tous les points d'un système libre, suivant trois axes rectangulaires , et leurs momens par rapport à ates, ne varient pas dans les changemens de vitesse; équations du mouvement translation et de rotation du système ; comment ou peut les déduire des équations de ce mouvement à un instant quelconque, n°» 642 et 643 On retrouve, d'une autre manière , les formules du n« 400, relatives aux vitesses de rotation; la similitude de la composition de ces vitesses et de la composition des vitesses de translation , peut conduire h l'analogie entre la composition des momens et celle des forces , n» 644 $ H. Lois générales de* petites oscillation*, page 342 Développemens en séries des coordonnées des points du système, et des eipressions des forces qui leur sont appliquées , n» 646 formation des équations différentielles linéaires et du second ordre , d'où dépendent les valeurs approchées des inconnues du problème, auxquelles valeurs on s'arrête toujours dans les questions de ce genre ; le nombre de ces équations, égal à celui des inconnues indépendantes entre elles, peut s'élever depuis un jusqu'à trois fois le nombre des mobiles; quand les mobiles sont des points matériels en nombre infini, les équations différentielles se changent en équations aux différences partielles , n° 646 Intégration générale do ces équationa différentielles ; conséquences qui s'en déduisent ; principe de la coexistence des petites oscillations , n» 647 et 648 Cas où les oscillations ont lieu dans un milieu résistant, n° 649 Exemples de la coexistence des petites oscillations; application du principe précédent au mouvement d'un point pesant sur un ellipsoïde, n» 650 Autre théorème général , distinct du précédent , et qu'on peut appeler principe de la i de* petit* mouvement; applications de ce principe, n». 661 et 662 $ III. Principe* de la conservation dm i dm centre de gravité et de la conservation de* aires, page 349 Loi générale de Yégalité de Faction à la réaction, no 663 Principe de la conservation du mouvement du centre de gravité, fondé sur cette loi de la nature ; conséquences diverses de ce principe, n» 664 Dans le mouvement d'un système de points qui ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, les momens de leurs quantités de mouvement sont con stans, par rapport à trois axes qui se coupent, soit en un point fixe , soit au centre de gravité du système, soit en un point animé d'un mouvement rectiligne et uniforme; le même théorème a encore lieu , par rapport à un point fixe , quand les mobiles sont, en outre, sollicités par des forces dirigées vers ce point, n»» 656 , 556 et 667 Détermination du moment principal de ces quantités de mouvement, et de la direction de son axe, n» 668 Dana le mouvement de rotation de la terre , ce moment principal est indépendant du refroidissement du globe, des explosions volcaniques, du souffle des vents, etc.; conséquence qui en résulte relativement à la durée du jour , nu 659 Autre énoncé des théorèmes précédons ; principe de la coneervation de* aire* , n° 660 Théorème du plan invariable, dans toute sa généralité , n» 661 Usage de ce plan et d'une droite invariable dont il est accompagné dans le système solaire, n° 662 Formules pour déterminer ce plsn à un instant quelconque , en ayant égard au mouvement de translation et au mouvement de rotation des corps célestes; les termes qui proviennent du mouvement de rotation dépendent de la constitution intérieure de ces corps , et demeureront toujours inconnus ; on fait voir qu'en négligeant la partie variable de ces termes, il n'en résultera aucune erreur que les observations puissent jamais rendre sensible , n° 563 Formules du plan invariable , rapportées au centre du soleil, n» 584 § IV. Principe* de* force* vive* et de la moindre action, pago 367 Équation et énoncé du principe des forces vives , Conséquences imroédistes de ce principe, n° 666 Calcul des forces vives dues aux forces qui émanent xes . aux attractions et répulsions n> \* a ■ ta \.i m «a * va uvtivi'v v » ix*w»*»»Bwa*a des corps du système, et à leurs poids, Digitized by Google
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    AVERTISSEMENT. Cet ouvrage pouvant servir à l'enseignement, j'ai dû entrer souvent dans des détails minutieux, et suivre, pour l'exposition des matières, l'ordre le plus propre à en faciliter l'intelligence. Là marche que j'ai adoptée est celle que l'on suit maintenant dans les cours de Mécanique de l'École Polytechnique. On s'en formera une idée précise, en parcourant la table analytique des matières à la fin de ce volume. Je me suis aussi attaché à multiplier les exemples nécessaires pour éclaircir les théories générales; ceux que j'ai choisis ont été pris, surtout, dans l'Astronomie et la Physique, et quelques-uns dans l'Artillerie. Sa destination principale est de servir d'introduction à un Traité de Physique mathématique, dont la Nouvelle théorie de l'Action capillaire, que j'ai publiée il y a un an , est déjà une partie; les autres parties se composeront des différens Mémoires que j'ai écrits, soit sur l'équilibre et le mouvement des corps élastiques et des fluides, soit sur les fluides impondérables , et que je me propose de réunir et de rendre aussi complets qu'il me sera donné de le faire. On trouvera, à la fin de l'ouvrage, une addition relative à l'usage du principe des forces vives dans le calcul des machines en mouvement. I Digitized by Google

  
    TRAITE DE MÉCANIQUE. INTRODUCTION. 1. La matière est tout ce qui peut affecter oot l'une manière quelconque. Les corps îont des portions de matière limitées en tons sens , et qui ont , par conséquent , une forme et un volume déterminés. On apclle motte d'un corps, la quantité de matière dont il est composé . 1 In point matériel eut un corps infiniment petit dans toutes ses dimensions ; en sorte que la longueur de toute ligne comprise dans son intérieur , est infiniment petite, c'est-à-dire , moindre que toute longueur qu'on puisse assigner. On peut regarder un corps de dimensions finies, comme un assemblage d'une infinité de points matériels, et sa masse comme la somme de toutes leurs masses infiniment petites. 2. Un corps est en mouvement, lorsque ce corps ou ses parties occupent successivement différons lieux dans l'espace. Hais l'espace étant infini et partout identique, nous ne pouvons juger de l'état de mouvement ou de repos d'un corps , qu'en le comparant à d'autres corps ou k nous-mêmes ; et , pour cette raison, tous les mouvemens que nous observons sont nécessairement des mouvemens Tous les corps sont mobitet; mais la matière ne se meut jamais spontanément; car il n'y aurait pas de raison pour qu'un point matériel se dirigeât plutôt d'un côté que de l'autre; et, en effet, si nous considérons un corps à l'instant où il passe de l'état de repos à l'état de mouvement , nous reconnaissons toujours que ce changement est du a l'action d'une cause étrangère ou sans laquelle nous concevons que ce corps pourrait d'ailleurs On donne, en général, le nom de force k la cause quelconque qui met un corps en mouvement , ou qui tend à le mouvoir, lorsque son effet 3. Lorsque plusieurs forces sont appliquées a la fois k un même corps, elles se modifient réciproquement, en vertu de la liaison qui existe entre ses parties, et qui les empêche de prendre le mouvement que tend k imprimer k chacune d'elles, la force k laquelle elle est soumise. Il peut même arriver que ces forces se détruisent complètement, de sorte que le corps ne prenne aucun mouvement : on appelle équilibre cet état particulier d'un mobite qui reste en repos quoiqu'il soit sollicité par plusieurs forces, ou autrement , on dit que ses forces se font équilibre. La Mécanique est la science qui traite de l'équilibre et du mouvement des corps. La partie dont le but est , en général , de découvrir les conditions de l'équilibre, se nomme Statique. On appelle Dynamique l'autre partie, qui a pour objet de déterminer le mouvement que prend un mobile, quand les forces qui lui sont appliquées ne te font pas équilibre. Les géomètres étant parvenus , comme on le verra dans la suite , à réduire toutes les questions de mouvement a de simples problèmes d'équilibre, il serait naturel d'exposer d'abord la Statique entière et ensuite la Dynamique; mais, pour faciliter l'intelligence des matières , il a paru préférable, dans l'enseignement, de s'occuper de ta partie la plus simple de la Dynamique , avant de considérer les questions générales de l'équilibre. C'est cet ordre que je suivrai dans cet ouvrage. 4. Il y aura trois choses à considérer dans une force agissant sur un point matériel : la position de ce point , l'intensité de la force et sa direction , c'est-à-dire, l'espace rectiligue qu'elle tend à faire parcourir à son point d'application. Toutefois , on ne doit pas confondre un point matériel avec ce qu'on appelle un point en Géométrie, où ce mot désigne l'extrémité d'une ligne, ou l'interde deux lignée qui se coupent; Digitized by Google
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    4 TRAITE DE MECAÎHQIB. que parcourt un point matériel n'est pas non plus une ligne privée de deux dimensions; mois ce corps étant infiniment petit en tous sens , et la largeur et l'épaisseur de l'espace que la force tend à lui faire décrire, étant aussi infiniment petites, on déterminera sa position et la dircclic» de cette force, de la même manière q«e l'on détermine la position d'un point et la direction d'une droite en Géométrie. Ainsi, d'abord, la position dans l'espace, du point d'application d'une force, se déterminera , en général, an moyen de ses trois coordonnées parallèles aux intersections de trois plans rectangulaires; ce qui, comme on sait, ne laissera aucune indécision, quand on aura égard , en même temps, au signe et à la grandeur de chaque coordonnée. Quelquefois aussi , nous emploieront les coordonnées polaires , savoir : le rayon vecteur du point donné, ou sa distance à leur origine, l'angle que fait ce rayon avec une droite fixe menée par cette origine, et l'angle compris entre le plan de ces deux droites et un plan fixe passant par la seconde. 6. Les forces ne peuvent se mesurer qu'en preuant pour unité une force convenue, et en exprimant par des nombres les rapports des autres forces à cette nnité ; ce qui exige que l'on définisse, d'une manière précise, ce que l'on doit entendre par une force égale à une autre, et par une force double, triple, quadruple,... d'une autre, indépendamment de la nature particulière de ces diverses causes de mouvement. Deux force* sont èSaU$ lorsqu'étant appliquées on sens contraire l'une de l'autre , à un même point matériel ou à deux pointa liés par une droite qui ne peut changer de longueur, elles se font équilibre. Si , oprès avoir reconnu que deux forces sont égales, on les applique dans la même direction à un même point, on aura une force doubla ; si l'on réunit ainsi trois forces égales, on aura une force triple; si l'on en réunit quatre, on aura une force quadruyUi et ainsi de suite. Lors donc que nous dirons qu'une force, appliquée à un point matériel , est un certain multiple d'une autre force, il faudra entendre que la première peut être regardéo comme formée d'un certain nombre de forces reconnues égales k la seconde, et agissant dans une même direction. C'est de cette manière que les forces deviennent, quelle que soit leur nature particulière, des quantités mesurables que l'on peut exprimer par des nombres, comme toutes les antres sortes de quantités, en los rapportant à une unité de leur espèce. On peut aussi représenter leurs intensités par des lignes proportionnelles à ces nombres, que l'on porte sur leurs directions, à partir du point où elles sont appliquées ; ce qui a l'avantage de simplifier l'énoncé des théorèmes. 6. Les points d'application des forces et leurs intensités étant ainsi déterminés, il ne nous reste plus qu'à nous occuper de leurs directions. Soit M (fig. I"), le point d'application d'une force; représentons sa direction par la droite MD, de manière que cette force tende à foire avancer le point M , de M vers D; par le point I menons trois axes rectangulaires M A , MB , MC , qui seront , en général, parallèles aux aies des coordonnées, et dirigés dans le sens des coordonnées positives; désignons par * , C, y , les angles aigus ou obtus que la direction MD fait avec ces axes, de sorte qu'on ait AMD — a, BMD as C , CMD — y; Je dis que celte direction sera complètement déterminée quand ces trois angles seront donnés. En effet, en ayant seulement égard aux deux angle» * et C, il faudra que la ligne MD se trouve a la fois sur deux cônes droits, dont le sommet commun est au point M , et qui ont pour axes les droites MA et MB. Il faudra donc que » et C soient tels, que ces deux cônes puissent se couper; ce qui aura lieu alors suivant deux arrêtes situées dans un même plan perpendiculaire au plan AÎIB , et qui feront, avec ï'oxeMC , deux angles supplémens l'un de l'autre. La droite MD pourra done encore avoir deux positions différentes ;mais l'angle y étant aussi donné, on saura s'il est aigu ou obtus , et l'on pourra choisir entre ces deux positions celle qui convient à la direction de la force. Cette construction montre, en outre, que les angles a, C, y, ne peuvent pas être pris tous les trois au hasard. Il existe effectivement entre les cosinus des angles qu'une même droite MD fait avec trois axes rectangulaires , une équation cos* • -f- cos* C cos» y = l , (1) que l'on démontre en prenant sur la droite MD , à partir du point M, une ligne égale à l'unité, et formant un parallélépipède rectangle, dont cette ligne soit la diagonale , et qui ait ses trois cotés odjacens sur les trois axes HA, MB , MC. Ces trois cotés seront les cosinus des ungles • , C, y\ et la somme de leurs carrés devant être égale au carré de la diagonale , d'après un théorème connu, il en résultera l'équation qu'on vient d'écrire. 7. On adoptera , duns ce traite, la division de la circonférence en 300° , du degré en 60 minutes et de la minute en GO secondes. La lettre «■ sera constamment employée à représenter la demi-circonférence, dont le rayon est é^'al ù l'unité; de sorte que l'on aura « = 3,1415926... Le quart de la circonférence répond à l'an ;lc droit ou à l'angle de 324000"; il s'ensuit que la longueur de l'arc correspondant ù uu an^le d'un nombre quelconque n de secondes , sera le quatrième terme d'une proportion, dont les trois Digitized by Google
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    INTRODUCTION. premiers seront 1/2 * , n et 324000". En désignant cette longueur par «, il en résultera il * ~~ 206264,8... * Lo logarithme ordinaire de ce diviseur constant est 5,3144241. Dans les calculs numériques, ce sont les arcs ainsi calculés qu'on devra employer à la place des angles qui ne seront pas compris sous les signes trigonométriques eoi , tany. Pour qu'on puisse, au moyen des angles », C, y, représenter la direction d'une force dans toutes les positions possibles autour de son point d'application , il faudra et il suffira qu'ils s'étendent depuis séro jusqu'à 180» inclusivement. Si, par exemple , l'axe MC est au-dessus du plan de deux autres axes MA et MB, l'angle y devra être plus petit on plus grand que 80" , selon que la droite MO sera située au-dessus ou au-dessous de ce plan ; il sera xéro quand la direction MO coïncidera avec MC, et égal à 180- quand MD coïncidera avec le prolongement MC de MC. Les cosinus de «, C, n,, pourront donc être positifs ou négatifs : mais leurs •inus seront toujours positifs, puisque ces angles ne dépasseront jamais 180°. En général, si nous considérons le prolongement MD' de la droite quelconque MD, il est évident que les angles qu'il fait avec les trois axes sont supplémens de ■ , C , y. J i faisant donc AMD' = .', BMD' = C, CMD' = >', cos«.'=_cos«, cos C'=— cos C, cos >'=-cos y, d'où il suit que lesdirections de deux forces qui agissent en sens contraire sur un même point M, l'une •uivant MD, l'autre suivant MD', se distingueront l'une de l'autre par les signes des cosinus des angles qui leur correspondent. 8. Au lieu des trois angles », C, y, liés entre eux par l'équation (1), on pourra n'employer que denx angles indépendans l'un de l'autre , pour déterminer la direction d'une force. En effet, soit ME la projection de MD sur le plan A MB; appelons l l'angle que fait cette projection ■vec l'axe MA , de sorte qu'on ait AME = X. Lorsque cet angle l sera donné, il fera connaître la position du plan CME , et l'angle y achèvera ensuite de déterminer celle de la droite MD comprise dans ce plan. Il faudra que l'augle l soit compté , a partir de MA , dans un sens convenu , et qu'il puisse s'étendre depuis xéro jusqu'à 360» ; l'angle y ne s'étendra toujours que depuis xéro jusqu'à 180». La projection sur le plan A MB do la diagonale du parallélépipède précédemment indiqué ( no 6) sera le cosinus de l'angle DflB , ou égale à sin. y. Si l'on projette de nouveau cette projection sur l'axe MA , cette seconde projection se déduira de la première, en la multipliant par cos l; elle cnïncidcru, d'ailleurs , avec la projection de la diagonale du parallélépipède sur ce même axe MA , et sera , conséquemment, égale à cos «; par conséquent, cos • = sin y cos t. On trouvera de même cos sin 3,1ml; et ces deux formules serviront à transformer les équations où l'on aura fait usage des angles «. C y, en d'autres où l'on n'emploiera plus que y et /. On vérifie immédiatement qu'elles satisfont à l'équation (1). 0. Il existe une autre équation qui comprend , comme cas particulier, cet«e équation (l), et qui nons sera souvent utile. Pour la former, soient r, y, s, les coordonnées d'un point quelconque M (fig. 2) rapportées aux trois axes rectangulaires Or, Oy, Os. Appelons r son rayon vecteur OM , et », C, y, les angles aigus ou obtus que fuit ce rayon avec les trois axes, de sorte qu'on ait , par exemple , *0M=>. Si l'on abaisse du point M une perpendiculaire MN sur l'axe Os, la droite ON sera l'ordonnée s, et dans le triangle rectangle MON, on aura S = r cos y ; on trouvera de même y = r cos C , x = r cos •. Soit M' un autre point, et désignons par x*, y*, s', VI *'» ''j >'» ici coordonnées , son rayon vecteur et les angles relatifs à cette droite; nous aurons aussi *' = r'cos«', y» = r'coaC', a'crr'cosy'. Appelons si la distance MM' ; on aura , comme on sait, + (»'-»)» + (*•—.)«; et si l'on représente par • l'angle MO M', on aura sj. r=r« +r'» — Crr'cos., dans le triangle dont r, r», «, sont les trois côtés. A cause de la première valeur de «« est la même chose que « . = r » + r^ - 2 ( « ' + yy ' + „ < ) ; en la comparant à la second o , on en conclura rr' c.,«. = xj-» -f yy' -f«,'; Digitized by Google

  
    6 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et ti Ton substitue dont cette équation I» valeurs précédentes de x , yt s, s', y', s', il en résultera cos «=cos * co» «'-{-cos C cos C+cos y cos y' ; (2) ce qu'il s'agissait de trouver. Lorsque les deux droites OM et OM' coïncident , les ongles C, y't sont les mêmes que •, C, y, et cette formule se réduit à l'équation ( 1 ). Quand ces deux droites sont perpendiculaires l'une à l'autre, on a i = 90», et par conséquent cos 4Cos«' + cos C cos C + cos y cos y ' = 0. En mettant dons les valeurs de s, y, », celles de ras 4 et cos C, qu'on o trouvées dans le numéro précédent , on aura * = r sin y cos t, y = r sin y sin t, M — reoty, formules dans lesquelles les trois variables r, y, 1, sont les trois coordonnées polaires du point M, telles qu'elles ont été définies dans le n» 4 , et qui serviront, par conséquent, à transformer les coordonnées rectangulaires en coordonnées polaires. 10. La considération des projections dont on s'est servi dans le n» 8, sera souvent employée dans cet ouvrage; il convient donc d'exposer ici leurs premiers principes. La projection d'une droite sur une autre droite est ln partie de celle-ci qui est comprise entre les pieds des perpendiculaires abaissées des deux extrémités de la droite projetée. Ainsi, les différences *' — x, y' — y, m' — *, des coordonnées extrêmes sont les projections de la droite MM' sur les axes des *, y, »; et d'après la première valeur de «' , la somme des carrés des projections d'une même droite sur les trois axes rectangulaires est égale au carré de celte droite. Si la droite projetée et celle sur laquelle on la projette sont dans un même plan , la projection est égale et parallèle à la base d'un triangle rectangle , dont la droite projetée est l'hypoténuse ; en sorte que si l'on désigne par / la longueur de cette droite , par x celle de sa projection, et par s l'ongle de ces deux droites, on a x = / cos s La projection d'une surface plane sur un autre plan , est la partie de ce plan terminée par la projection du contour de la surface projetée , c'est-àdire, par la courbe que forment les pieds des perpendiculaires abaissées de tous les points de ce contour. Or, l'équation précédente subsiste encore, si l'on y met à la place de / l'aire de la surface projetée, et nu lieu de x l'aire de sa projection; i étant alors l'inclinaison d'un plan sur l'autre, pour laquelle on peut aussi prendre l'ongle compris entre les perpendiculaires ii ces deux plans. En effet, décomposons l'air de la surface projetée en élérocns d'une largeur infiniment petite et perpendiculaires à l'iutcrscrtion de son plan et de celui sur lequel on la projette ; la projection de chaque élément sera rigolo à cet élément multiplié par la cosinus de leur inclinaison mutuelle ; par conséquent, cette inclinaison étant la même et égale à t pour tous les élémens , la somme de leurs projections , ou x , sera égale à leur somme , ou à l'aire totale / multipliée par cos s; ce qu'il s'agissait de prouver. On conclut de là que le carré de l'aire d'une surface plane est égal à la somme des carrés de ses projections sur trois plans rectangulaires, en prenant pour l'inclinaison sur chaque plan l'angle que fait la normale à la surface donnée avec les perpendiculaires à ce plan, et ayant égard à l'équation (l). 11. Lorsque dans une question, on considérera un système de forces parallèles , on pourra supposer que I mi des trois axes rectangulaires MA , MB, MC , (fig. lr* ), leur est aussi parallèle. Alors deux des trois angles a, C, y, les deux derniers, par exemple , seront droits pour toutes ces forces ; et l'équation (1) se réduira à d'où l'on tire • = 0 ou * = 180°. De cette manière, la direction de chaque force serait fixée, en disant qu'elle fait avec l'axe MA un angle nul ou un angle de 180° ; mais dans ce cas particulier, il sera plus simple de déterminer cette direction par le signe de la force, en regardant comme positives les forces qui agissent dans un sens , et comme négatives celles qui agissent dans le sens opposé. Au reste , le cas des forces parallèles sera le seul où nous considérerons des forces positives et des forces négatives ; dans tous les autres cas , les quantités qui représenteront les grandeurs des forces , dans le calcul , seront positives , et la variation de signe ne tombera que sur les cosinus des angles que leurs directions font avec des axes fixes. 12. Ce qui précède renferme les définitions préliminaires , et des détails suffisons sur la détermination des grandeurs et des directions des forces; mais, dans cet ouvrage, j'emploierai exclusivement la méthode des infiniment petits; c'est pourquoi il est nécessaire de rappeler, dans cette introduction , les principes de l'Analyse infinitésimale , et parmi le* formules qui s'en déduisent le plus immédiatement , celles dont nous pourrons ovoir besoin par la suite. Un infiniment petit est une grandeur moindre que tonte grandeur donnée de la même nature. On est conduit nécessairement à l'idée des infiniment petits , lorsque l'on considère les variations successives d'une grandeur soumise à la loi de continuité. Ainsi , le temps croit par des degrés moindres qu'aucun intervalle qu'on puisse assigner, quelque petit qu'il soit. Les espaces parcourus par les diflerens points d'un corps , croissent aussi par des infiniment petits; car chaque point ne peut aller d'une position à une autre, sans traverser toutes les positions intermédiaires; et l'on ne saurait asDigitized by Google

  
    INTRODUCTION. , , aussi petite que Ton dra , entre deux positions successives. Les infiniment petits ont donc une existence réelle, et ne sont pas seulement un moyen d'investigation imaginé par les géomètres. Un infiniment petit peut être double, triple, quadruple, d'un autre: les quantités infiniment petites ont entre elles des rapports quelconques, dont la détermination est un objet essentiel de l'Analyse infinitésimale. Si a et b sont des infiniment petits, et que le rapport de 4 à a soit aussi infiniment petit , b est ce qu'on appelle un infiniment petit du second ordre. Par exemple , la corde d'un arc de cercle étant supposée infiniment petite, le sinus verse du même arc est un infiniment petit du second ordre, puisque le rapport du sinus verse à la corde est toujours le même que celui de la corde au diamètre , et devient, par conséquent, infiniment petit en même temps que le second rapport. De même, b étant déjà un infiniment petit du second ordre , si l'on suppose que le rapport deçà b soit infiniment petit du premier ordre, on appellera c un infiniment petit du troisième ordre; et ainsi de suite. Il suit de là qu'un produit composé d'un nombre ■ de facteurs infiniment petits du premier ordre, devra être rangé dans la classe des infiniment petits de l'ordre n. L'aire d'une surface infiniment petite dans toutes ses dimensions est au moins un infiniment petit du second ordre ; car elle est moindre que le carré de la droite la plus longue qu'on puisse mener d'un point à un autre de son contour, laquelle droite est infiniment petite, par bypothése. On verra de même qu'un volume dont toutes les dimensions sont infiniment petites, est au moins un infiniment petit du troisième ordre , puisqu'il est moindre que le cube de la plus longue droite menée d'un point à un autre de sa superficie. Cela posé , le principe fondamental de l'Analyse infinitésimale consiste en ce que deux quantités finies, qui ne différent l'une de l'autre que d'un infiniment petit, doivent être regardées comme égales, puisqu'on ne saurait assigner entre elles aucune inégalité , aussi petite que l'on voudra. Il en sera de même à l'égard de deux quantités t petites du premier ordre , dont la difféest infiniment petite du second ordre , et , t, à l'égard de deux infinement petits d'un ordre quelconque, qui ne différent l'uu de l'autre que d'un infiniment petit d'un ordre supégoureusement égales , et leur rapport, comme égal à l'unité. On énonce encore ces principes d'une autre manière , en disant qu'il est permis de négliger dans un calcul , sans crainte d'altérer aucunement les résultats , soit les infiniment petits ajoutés à des quantités finies, soit les quantités infiniment petites d'un ordre quelconque , ajoutées à des quantités d'un ordre inférieur. 13. U différentieUt ds d'une variable indépendante x, est l'accroissement infiniment petit qu'on attribue à cette variable; la différentielle dy d'une fonction y de x, est l'accroissement correspondant de cette fonction, réduit au même ordre de grandeur que celui de la variable indépendante, par la suppression des infiniment petits d'un ordre supérieur; d'où il résulte que cette différentielle dy est toujours de la forme Xdx ; X étant une autre fonction de s. Pour quelques valeurs particulières de *, il peut arriver que le coefficient différentiel X devienne infini, ce qui rendra la différentielle Xdx indéterminée ; mais celte circonstance ne se présentera pas dans la Mécanique. Soient/s une fonction donnée de x ,e une constante arbitraire, et F* -f c l'intégrale complète ou indifinù de j xdx. Soient eucore a et à deux constantes données. En déterminant la constante o de msniére que cette intégrale soit nulle ou commence quand * = «, et faisant ensuite* = 6, le résultat F* — Fa sera ce qu'on appelle l'intégrale défini», prise depuis x — a jusqu'à s = 6. Je la désignerai par suivant la notation très commode que Fourrier a proposén et j'écrirai , en conséquence , Tb-fa=f fxdx. Si l'on donne successivement à x une infinité de valeurs, croissantes depuis a jusqu'à b par des différences infiniment petites , et que l'on prenne ces différences égales ou inégales , pour les valeurs de ds, il estfucile défaire voir que la somme de toutes les valeurs de la différentielle fxdx sera égale à l'intégrale définie ïb — Fa. En effet, en négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur au premier, on a , d'après la définition de la différentielle , f(x + dx)-Yx=fxdx. Si donc on représente par fi.fi.fs, un nombre infini de quantités infiniment petites , telles que l'on ait. ii + + h + /. = | — a ; et que l'on prenne successivement , pour x et dx , les couples de valeurs a et 1 1 , a + 1 4 et t , , a -ft , + lt et t i , . . . b — X„et t .. il en résultera F ( a + l, ) — Fa =fat, , F(a+*. + X, )-F(a+ lt )=f(a+t, ) tt , + )-F(«+*,+J, )=/(a + *. +/,) I», Digitized by Google
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    8 TRAITE DE MECANIQUE.  ce qui renferme le théorème qu'il s'agissait de démontrer. lorsque la fond ion fx deviendra infinie entre les deux limites a et b , cette démonstration n'aura plus lieu, et le théorème sera en défaut. Dans ce cas d'exception , que nous ne rencontrerons pas dans la suite, l'intégrale définie n'a plus aucun rapport arec la somme des valeurs de la différentielle , et elle peut même être négative , lorsque toutes ces valeurs sont positives, ou positivo , quand elles sont toutes négatives. Pour faire reparaître le théorème, il faut alors empêcher que fx ne devienne infinie entre * = a et « == b, en faisant passer la variable x de Tune à l'autre de ers limites, par une série de valeurs imaginaires (l). Le théorème précédent s'étend sans difficulté ans intégrales multiples. Ainsi, par exemple, si f(s,y) est une fonction donnée de deux variables indépendantes x et y; que l'on donne successitement à ces variables des séries de valeurs croissantes par des différences infiniment petites ; et que l'on prenne en même temps pour dx , les différences entre les valeurs consécutives de x , et pour dy, celles des valeurs consécutives de y, la somme de toutes les valeurs de/(*, y) dxdy, sera l'intégrale^/ fx, y) dxdy, prise entre des limites convenables. 14. Lorsque la fonction fx renfermera une quantité « considérée comme une constante dans l'intégration, la valeur de l'intrcgral le/ f dx: . elle i une fonction de •. Il y a des questions dans lesquelles cette intégrale n'étant pas connue sous forme finie, on aura besoin, néanmoins, de déterminer sa différentielle par rapport à a. Or, cette opération présentera deux cas différens , selon que les limites a et b seront indépendantes des », ou qu'elles en dépendront d'une manière quelconque. Dans le premier cas , il suffira de différentier fx « sous le ligne/; en sorte que I on dfx En effet , d'après le théorème da nur le premier membre de cette équation est le coefficient différentiel par rapport a » de la somme des valeurs de fxdxj comprises depuis x = a jusqu'à x = b; tandis que son second membre est la somme des valeurs , entre les mêmes limites , du coefficient (i) Foyex, sur ce point, le Journal dt l'École Polytechnique, 1 8' cahier , page 3ao. différentiel de ftdx relatif à • ; et il i oes deux sommes sont identiques. Dans le second cas, lorsque • se change en » -f-d*, db la liroitei devient 6 -f. — du, et pour cette raison, la dm somme des valeurs àtfxir, ou l'intégrale C fxdx : fxdx qui rose trouve augmentée de la db pond kx = b et oVr = — da , c'est -a -dire , de Jl. da db — dm ; en même temps la limite a se change en a -fdm dm — a*», ce qui de fx, correspondante àx = aetdx = — d», ou da da de fa. — da,; donc , a cause de la variation i tanée des deux limites a et b , produite par celle de », l'intégrale se trouvera augmentée de la différentielle et son coefficient différentiel par rapport à », de ce coefficient de da. Par conséquent, en l'ajoutant su second membre de l'équation précédente , on surs pour la valeur complète du Quand a n'entrera pas dans fx , que cette quantité sers l'une des deux limites 6 ou a, et que ces deux limites ne dépendront pas l'une de l'sutre , cette expression se réduirs à = fi , ou Uj* fxdx =-/«, ce qui est , d'ailleurs , évident en soi-même. Des remarques semblables s'appliqueront sus intégrales multiples , dont les coefficiens différentiels par rapport à une quantité qu'on s d'sbord regardée comme constante, s'obtiendront aussi en differentiant sous les signes d'intégration, et en ajoutant au résultat des termes dépendansdes variations des limites , quand elles dépendront de cette quantité devenue variable. 15. Le calcul intégral fournit des règles pour déterminer exactement ou par approximation , les vaDigitized by Google
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    INTRODUCTION. leurs numériques des intégrales définies, simples f* ou multiples; en sorte qu'un problème est censé %**l*JJ*dx, nousciterons la suivante, qui supdfx pose que les fonctions fx et — ne deviennent dx point infinies entre les limites a et 6. Conservons toutes les notations précédentes, et faisons de plus résolu, lorsqu'on est parvenu à exprimer les nues par des intégrales de cette nature. On dit alors que le problème est réduit aux quadratures , parce que, d'une part, une intégrale multiple n'est autre chose qu'une intégrale simple plusieurs fois répétée, etque, d'un autre côté, une intégrale/^ fsds peut toujours être représentée par le corré égal à l'aire d'une courbe plane , dans laquelle * et fx sont les coordonnées d'un point quelconque, et a et b les abscisses des points extrêmes. Parmi les différentes formules dont on fait usage pour calculer les voleurs approchées de cette intéF(a+ /) = Fa -f Ifa + 1/2 t*fo + etc., f(a + 2/) = F(a + J) + //(a + *) + I/»*/ (a + ,) + etc. , F(. + 3*) = F(a + 2J) + if {m + U) + 1/2 » f (a + 21) + etc. , -f- =f'*, etc. dx> * 1 Supposons que les différences / » , * j , etc., ne sont pas infiniment petites, mais seulement très petites ; prenons-les égales , et représentons par » leur grondeur commune. Nous aurons, d'après le Taylor, F(a + »i) = F(a + is>- l) + tf + 1/2 Donc, en supposant nt= b — a, et faisant la somme de ces équations , on aura Fi — Fa = /X/(a+#) + 1/2/. X/» („ 4. tf) +l/*t*Zf"(a+it)+ttc.; s étant un nombre entier ou xéro , et les caractéristiques 1 indiquant des sommes qui s'étendent aux n valeurs de s' comprises depuis s sas o jusqu'à s' = » — 1. En prenant successivement fx et J'x , fxx etf'** etc., ou lien de fx et fx, on aura de même fb -fa = llf («+ir)+l/2 h */« (a+a)+ctc, f'b-fa=lZf<>(a + it) + etc., etc. Cela posé, si l'on veut négliger les puissances de l supérieures au carré dans la valeur de fb — Fo, on pourra prendre, d'après les dernières équations, 1/2* ïfia+it)=\/-ii{fb-fa)-\;At* (/'*-/

  
    10 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. en observant que co» X = 1 — 2 sin» 1/3 *. >"ou$ aurons donc - , ,. = l — — — -- a»n» 1/5 X, (a + 4). (a + 6). pour le carré du rapport de la corde mm' à la ligne brisée mkm'. On a d'ailleurs 4o4 /a — 4\ * (o + 4)» _ 1 ~~ \a + b) ' ce qui prouve que le coefficient de sin« 1/2 /ne peut pas devenir infini, puisqu'il est toujours moindre que l'unité. En négligeant l'infiniment petit du second ordre , on aura donc l'unité pour le rapport de c à a -f- 4; ce qu'il s'agissait de démontrer. 17. Une courbe étant considérée comme un polygone infinitésimal , les tangentes seront les proiongemens de ses côtés infiniment petits; au point H, où le côté est Mm , la tagente sera la droite indéfinie T'MmT. Si l'on désigne par x, y, %, les trois coordonnées rectangulaires du point M, celles du point m seront r -f ds , y + dy t * + da. appelant ds l'élément delà courbe, c'est-à-dire, son côté Mm, les différentielles dx , dy , dx , seront ses projections sur les axes des x , y, s ; par conséquent, si l'on représente par», C, y, les trois angles que fait la direction de la droite MT avec des parallèles à ces aies, menées par le point M, on aura dx dy dz cos.= ~, cos€= — , cos> = — , (1) et en même temps d*> + dyy + d*' = 
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    le théorème de Taylor, ou aura aussi • 1 = cos « -J- d. cos * + 1/2 d» . cos « 4. etc., C ' = cos C + d. cos C + 1/2 d» . cos C -j- etc., y ' = cos y + d. cos y + 1/2 d» . cos y + etc. Or, si Ion substitue ce» valeurs dans celles de •in. I, et qu'on ait égard à l'équation cos» « + cos» C -f cos» y — I, INTRODUCTION. n et à sa différentielle cos y d. cos» 4-cos C d. cos C -f cos j, d. cos > = 0, on voit que les quantités finies et les petit» du premier ordre se détruisent ; en sorte qu'en négligeant les infiniment petits des ordre» il ain» t = — (cos « d» . cos « 4. co» C d» . cos C + cos yd* . cos y). En différentiant l'équation précédeutc, on e, d'ailleurs , co» « d». co» • -J- cos C d». cos C 4. cos y d» . cos y + (d. cos •)» + (d. cos C)» + (d. cos y)*=0 ; ce qui change la valeur de sin» J en celle-ci : •in» * = (d. cos •)» + (d. cos C]» + (d. cos y)» , laquelle sera aussi la valeur de t* , à cuuse que l'arc infiniment petit / est égal à son sinus. Le» différentielles de co» *, co» C, cos y, te déduiront des formules (1) du numéro précédent. En ne spécifiant pas la variable indépendante, on aura ds* d> s — dxdsd* t d. COS a = . ; et comme on a d$> =ds> -f dy» + d»» , d»d» s =dxd» * + dyd» y + d*d» s, il en résultera on aura de dx d« dx du d- co» y (d>d» *- dad» + ~ (dyd» z — dzd* y); or, en faisant la somme des carrés de ces trois valeurs, on trouve, après quelques réductions, que l'expression de «in» loudel», peut se mettre sous la formo * = «jij- [ (**»* y - dyd» *)» + (d*d» * - d-rd» •)' + (dyd» * - d»d» y). ]. en représentant par F celle de mO , U projection de f sur Uni sera 1/2 d»; en sorte que l'on aura ». l/2d» = f cosMmO; et puisque cet angle MmO est la moitié du supplément de t ou égal à 1/2*- 1/2 1, il en résultera l/2d#=f,inl/2*= l/2f#, en prenant Tare XfU à la place deion sinus. Cela étant, si le rayon de courbure f était couuu d'une autre manière, on aurait -f pour la valeur de l'angle de contingence ; et réci . proquement, d'après la valeur précédente de /* , celle f sera Le cereU osculaitur est celui qui a deui côté» consécutifs communs avec la courbe. Au point M, ce cercle est donc celui qui passe par les troi» point» M, m, m', dont le centre se trouve à l'intersection 0 des deux perpendiculaires élevées sur les milieux de Im et mm' dans le plan de ces deux élémens consécutifs, et qui a pour rayon la droite mû. Si ces deux élémens sont supposés égaux, cette droite divisera l'angle M mm' en deux parties égales : nous ferons cette hypothèse sans d'altérer la valeur de mO; car il est aisé des deux côté» num< de voir que le rapport infiniment petits Mm et «u»' n'influe que d'une quantité infiniment petite sur la grandeur de ce ~1 qui est, par conséquent, la même, soit qu'on ; ce» deux côté» consécutifs égaux, ou qu'ils des côté» M», et mm' étant d», et d#J [ (dxd» y — dyd'*]. + (d»d»> — d*d» «)» + {dyd* • — d*d» y)» | :f> Digitized by Google
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    la TRAITÉ DE MÉCANIQUE. 19. Pour achever de connaître U nature intime de la courbe au point quelconque M, il faut encore déterminer soa plan osculateur , c'est-à-dire le plan des deux côtés consécutifs Mm et mm'. Ce plan passant par le point 1 , on pourra représenter son équation par A(*'-*)+B(y-.y)+C(*'-*) = 0, s1, y*, a', étant les coordonnées courantes. A cause qu'il doit aussi passer par les points m et m', les différentielles première et seconde de celte équation, savoir: Ai*' -J- àdy' -|- Cdz' = 0 , Ad»  + Bd. y' + Cd. z' = 0 , devront être satisfaites comme l'équation même , en y faisant x' — x, y'— y, *'=»; en sorte que l'on Ad* -i- Ady 4. Cda = 0 , Ad«*-f Bd« y + Cd« z = 0. Les valeurs de A, B, C, qui remplissent ces deux conditions sont, comme il est aise de le vérifier, C = D ( dxd* y — dyd" jr ), B = D ( dsd* s — dxd* * ), A = D ( dyd* m — d*d> y ); D étant un fauteur indéterminé. En les substituant dans l'équation du plan osculateur, et supprimant ce facteur commun à tous ses termes, elle devient (*'_*) (d*d*y-dyd*x) + fy-y) (dzd*x-dxd*z) + (*' — *) (dyd.a - d*d«y) = 0. Si l'on appelle a, r, les angles que fait la i au plan osculateur, avec des parallèles aux (*' - m) {dxd* y - dyd» x) = (s' (y- -y) (dyd.* -dxd. y) = (a' axes des *, y, ; menées par le point I , on i d'après les équations (2) dun» 17 , co.* = l(dyd.a _ ds*y), = -{d*d>x- dxd.,), > (3) cos t = — (dxd* y — dyd» x) , A en désignant par h* la somme des carrés des trois numérateurs. On déterminera aussi l'angle infiniment petit compris entre deux normales consécutives, et qui sera l'angle de deux plans oscuiateurs consécutifs, comme on a déterminé tout à l'heure l'angle do deux tangentes. En le désignant par • , on aura , par un calcul semblable à celui du numéro préi> = (d. cos a)» + (d. cos m)1 + cos »)» 20. Le centre de courbure 0 se trouve à la fois sur le plan osculateur et sur l'intersection des deux plans normaux consécutifs; ce qui fournit le moyen de déterminer ses coordonnées d'après les équations de ces trois plans, qui sont maintenant connues. L'équation du plan normal en H étant ( n° 17) (*•- x)dx + (y'-y) dy + («'-«) ds=0, celle du plan consécutif s'en déduira en y mettant * dx, y -f- dy, s + ds, au lieu de x, y, z; par conséquent , la différentielle de l'équation du premier de ces deux plans , prise par rapport à x, y, z, savoir : (x'-x)d« *+(y'-y)d« y-f (s' — z)d> z — d»* , appartiendra à leur intersection. On tire de ces deux équations -,)(dyd.s-.dsd.y)-*.dy, - s) (dxd. s - dad. x)- ds* dx ; et au moyen de l'équation du plan ur, on s«-* = 5îr[dy(dyd's-dsd.y) — dx [did*x — dxd*»)] , en désignant , pour abréger , par p la même exprèsdans le n° 18. On aura de y,-y = -£^ [dx d'y - dyd'x) -dz(dyd*z-d*d»y)), *'-* = £■ [dz(dzd>x-dx**) -dy(dxd.y-dyd.Jr)]j ce qui fait connaître les trois coordonnées y', s' du centre de courbure 0, et, par conséquent, le sens de la courbure dont le rayon 1. Eu ajoutant y' — y, s — %, et de ces valeurs de x' — x, , on a (*'-*)• +(y'-y). + (*'-*). = ,.; d'où il résulte que la quantité f est la distance du point 0 au point M , ou le rayon de courbure MO , comme on le savait déjà. 21. Les formules des cinq numéros précédens renferment tout ce qui est relatif à la direction et à la courbure d'une ligne quelconque, plane ou à double courbure. Relativement à une surface quelconque , on a aussi à considérer la courbure et la direction de son plan tangent ; quant à sa courbure, je renverrai au Mémoire que j'ai inséré sur ce sujet dans le 21' rallier du Journal de t École Polytechnique , et je ne m'occuperai ici que de ce qui concerne le plan tangent et la normale. En un point I , dont les coordonnées sont x, y, JDigitized by Google
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    INTRODUCTION. 13 peut être A(,'_,) + B(y-y) + C(s'_s) = 0; y*, z', étant le* coordonnées courantes. Ce plan devra aussi passer par tout autre point H' de la eurface, infiniment voisin de M ; il faudra donc qu'on satisfasse à cette équation , au moyen de X ' = t -f d r J y; y -|~ d,j , z ' = ; -f (/r . 0 U à sa différentielle relative i jp', y', s', en y mettant *, y, s, a la place de ces variables. Par conséquent , on aura Adr + ldj + Cd, = 0. L'équation de la surface donnera ds =pdx + ?dy; p et g désignant des fonctions connues de s, y, a. L'équation précédente devient donc (A + pC)  -ç y-y) = o. Si a, b, e, sont les angles que fait la normale au point M, ovec les prolongcmcns des coordonnées x, y, %, on aura d'après les équations (2) du n« 17, ces b = _ c = kl + p» + r ' 9 ^ + /" + ?'' 1 (4) l/l + P* + ?' Le radical sera positif ou négatif dans ces trois formules , selon que la partie de la normale qu'on voudra considérer, fera un ongle e aigu ou obtus avec la droite menée parle point H, suivant la direction des i positives En appelant « l'élément de la surface dont la projection sur le plan des x et y est drdy, on oura drdy es ± m cos c , selon que c sera aigu ou obtus ; car cet élément infiniment petit en tout sens, est compris dans le plan tangent dont l'inclinaison sur le plan des x et y est l'angle e ou son supplément ; et le du n» 10 convient également à la prod'une surface plane infiniment petite. D'après cela on aura - = dxdy l/l +p>+ «• , en regardant toujours le radical comme une quantité positive. L une fonction donnée de x, y, s; reprépar L = 0, l'équation de la surface que l'on considère ; en la différenliant successivement par rapport a j: et à y, dL dl dl *•+'*=•■ *+»*■•=•• Je tire de là les valeurs de p et g, et je les substitue dans l'équation du plan tangent qui prend la forme En même temps , les formules (4) deviennent dl dl dl cosa = V— , cos6=V~,cosc = Y— , (6) V. En faisant, pour abréger, [(*>(*)•♦ (*)r22. Je placerai ici une remarque qui sera utile pour vérifier ou déduire les unes des autres les formules analogues qui répondent à différens axes. Supposons que dans une question tout soit semblable à l'égard des trois aies des coordonnées x, y, s. Si l'on a une équation 1 = 0, relative à l'axe des x, il en existera une semblable Tas 0 , qui répondra h Taxe des y, et une troisième Z = 0, relative à l'axe des s ; et ces deux autres équations Y = 0 et Z = 0 , se déduiront de X = », par de simples changemens de lettres. Or, voici comment ces permutations devront s'effectuer. On mettra dans X toutes les quantités relatives à Tuxe des x , à la place des quantités analogues qui répondent à l'axe des y, puis celles-ci à la place de celles qui répondent à l'axe des s , et enfin , ces dernières quantités à la place des premières , qui répondaient à l'axe des t. Par cette permutation tournante, on déduira Z de X; par une seconde permutation de la même nature, effectuée sur Z, on obtiendra T; et par une troisième permutation tournante, effectuée sur Y, on retrouverait X. S'il s'agit , par exemple , des équations (3) du iv 19, dont la première répond h l'axe des x , la seconde à l'axe des y, et la troisième à l'axe des s, j'écrirai sur une même ligne, mais en deux parties , les coordonnées x, y, s, et les angles qui leur correspondent respectivement ; puis , sur une seconde ligne, je disposerai ces six quantités, Digitized by Google
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    14 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. aussi en deux parties , et dans un ordre différent , de sorte qu'on ait *!»•*• Cela fait, je remplacerai dans la première équation (3) , chacune des quantités de la ligne supérieure par la quantité correspondante de la ligne inférieure; par celte permutation, h ne changera pas, et l'on obtiendra la troisième équation (3). Je mettrai de nouveau, dans celle-ci, les quantités de la ligne inférieure à la place de celles qui leur correspondent dans la ligne supérieure; ce qui donnera la seconde équation (3) ; et en opérant de même sur cette équation , on retrouvera la première équation (3), d'où l'on est parti. Chacune de ces opérations revient à un changement d'aies des coordonnées dans lequel on fait d'abord tourner les axes des a et des y dans leur plan , de manière que l'axe des s positives vienne tomber sur l'axe des y positives , puis celui-ci sur Taxe des m négatives ; et où Ton fait tourner ensuite cet axe des y positives, ainsi déplacé, et l'axe des m positives, de manière que le premier vienne tomber sur l'axe des s positives ; puis celuici sur l'axe primitif des x positives; en sorte que. finalement, chaque axe des coordonnées positives ait pris la place d'un autre axe des coordonnées positives. C'est pour cela que les équations relatives aux trois axes des coordonnées se déduisent l'une de l'autre par de simples permutations de lettres, et sans aucun changement de signe ; ce qui n'aurait pas lieu si l'on ne permutait pas simultanément les trois coordonnées et les quantités qui s'y rapportent de la manière qu'on vient d'indiquer. 23. Voici encore une observation générale , par laquelle je terminerai cette introduction. Les équations que nous aurons à considérer renfermeront des nombres abstraits, tels que le nombre * , les logarithmes, les lignes trigonométriques, etc., elles contiendront, en outre , d'autres quantités de diverses natures, qui y seront aussi représentées par des nombres exprimant leurs rapports à des unités choisies arbitrairement, pourvu que chaque unité soit la même pour toutes les quantités d'une même espèce. Or , en changeant la grandeur d'uno ou do plusieurs unités, les nombres qui expriment les quantités correspondantes , varieront en raison inverse de cette grandeur; et, malgré ce changement tout-à-fait arbitraire , les équations qui les renferment devront encore subsister. Il faudra, pour cela, que leur forme remplisse certaines conditions , faciles à vérifier dans chaque cas particulier , et qu'on appelle, dans l'acception la plus étendue, les conditions de VhomoyèrièiU des quantités. Toute équation qui n'y satisfera pas sera, par cela seul, inexacte, et devra être rejetée. Ainsi , co indiquant par F une fonction donnée , supposons qu'on ait * Cf»/V« 1 m> *V- '» = °; (fl) f,f,-. désignant des forces, /, t,... des lignes,... m, m',... des masses , t, t',... des temps. Si l'on représente par », »', «", ri", des nombres abstraits, et que l'on diminue à la fois l'unité de force dans le rapport de un à », l'unité linéaire dans le rapport de un à l'unité de masse dans le rapport de un à n" , l'unité de temps dans le rapport de un à ri", les nombres f,f I, l m, m',... t, t deviendront nf, nf,... n'I, rit,... ri' m,ri' m',... ri" t,riv ctl'équtttion (a) devra encore avoir lieu , c'est-à-dire , qu'on devra encore avoir H«f, "A« *'h *'t, ~n"m, n"*',... ri"t, ri"ft..)=0, quels que soient », »', n", ri". Si l'équation (a) renfermait des surfaces », «',... et des volumes r, e',... leurs dimensions devraient être rapportées à la même unité que les lignes/, f,..., et ces quantités s, s'... t, v',... deviendraient conséquentment «'• s', »'• a*,... »'J v, n15 r*,... par le changement de cette unité. L'équation du n» 18, qui donne la valeur de f, satisfait évidemment à cette condition ; car elle ne renferme que des lignes finies ou infiniment petites f, ds, dx, dy, dt, d* X, d* y, d> s; et quand on change l'unité linéaire et qu'on multiplie, comme on vient de le dire , chacune de ces lignes par un même nombre ri, ce nombre disparait et l'équation n'est pas changée. Celle du même numéro , d'où dépend la valeur de i> . satisfait également ù la condition de l'homogénéité, en observant que h est un nombre abstrait qui ne change pas, non plus que cette valeur, avec la grandeur de l'unité linéaire. Il sera impossible que l'équation (a) ne renferma qu'une seule quantité d'une même espèce; lorsqu'elle en contiendra deux, par exemple deux forces / et f, et qu'on la résoudra par rapport à l'une d'elles , ce qui donnera f = F (/*, ltf i» , m' t , f , ...) , il faudra , pour l'homogénéité des quantités , que/ soit facteur à tous les termes de la nouvelle fonction F, ou , autrement dit, il faudra qu'on ait N étant un facteur qui ne contiendra aucune quantité de la nature de / et /' et ne variera plus avec l'unité de force. Quelquefois le principe de l'homogénéité des quantités paraîtra n'avoir pas lieu, parce qu'on aura pris pour unité de force l'une des forces que l'on considère dans la question , ou bien pour unité linéaire la distance de deux des points matériels dont on s'occupe, ou bien pour unité déniasse Digitized by Googlf
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    INTRODUCTION. 15 celle de l'an de* corps du problème, etc. Hais alors, si l'on change arbitrairement ces unités, et que la force, la ligne, la masse, le temps, qu'on OTait d'abord pris pour unités , soient maintenant exprimés par ♦ , a, /*, », les autres quantités de ces différentes natures qui entrent dans l'équa> ~ »••• t ~" i 9 « A A .'7'' il faudra donc qu'on oit (f f l H m m' t f V \» • K a h M 7V J équation qu'on pourra écrire ainsi F" » (*i Pf" *i 'i**f... h, •. I, 
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    LIVRE PREMIER STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. CHAPITRE PREMIER. DE LA COMPOSITION ET DE L EQUILIBRE DES FORCES APPLIQUEES A UN MEME POINT. 24. Lorsqu'un point matériel est soumis à l'action simultanée de plusieurs forces qui ne se font pas équilibre, il se meut suivant une direction déterminée, et Ton peut attribuer le mouvementqu'il prend, à une force unique agissant suivant cette direction. Cette force est ce qu'on appelle la résultante des forces qui ont rois le mobile en mouvement , et celles-ci sont nommées les composante» de la première. Appliquée en sens contraire de sa direction , la résultante fait équilibre aux composantes, puisqu'elle tend à imprimer au mobile un mouvement égal et contraire à celui qu'il recevrait de l'action simultanée des composantes, et qu'il n'y a pas de raison, par conséquent, pour qu'il se meuve plutôt d'un côté que de l'autre. Si toutes les composantes sont dirigées suivant une même droite, et agissent dans le même sens, il suit de la notion que nous avons donnée de la mesure des forces (n° 6), que la résultante sera égale à leur somme. Si le mobile est sollicité par deux forcesdirectement contraires, on décomposera la plus grande en deux autres, dont l'une, égale a la plus petite , sera détruite par celle-ci , et dont l'autre, égale à l'excès de la plus grande sur la plus ' petite , sera lu résultante. On conclut de ces deux propositions que s'il y a un nombre quelconque de composantes , dirigées , en partie suivant une droite, et en partie suivant son prolongement , la résultante sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins la somme de celles qui agis» sent en sens contraire , et qu'elle agira dans le sens de la plus grande somme. Quand les deux sommes seront égales , la résultante sera nulle , et les forces données se feront équilibre. 25. Il y a un autre cas dans lequel on détermine aussi très aisément la grandeur et la direction de la résultante. Soient MA , MB, IC (fig. 6), les directions de trois forces égales appliquées au point M . supposons tes forces comprises dans un même plan , et les trois angles A MB, BMC , CM A , égaux entre eus , ou chacun à 120«; le point S demeurera en équilibre; car il n'y aurait pas de raison pour qu'il sortit du plan des trois forces, ni pour qu'il se mît en mouvement plutôt dans l'un que duns l'outre de ces trois angles. Chacune des trois forces sera donc égale et contraire a la résultante des deux outres. Or, si l'on prend sur les directions MA et MB de deux d'entre elles des lignes égales MG etMH, pour représenter leurs intensités, et qu'on achève le losange GMHK, la diagonale MK tombera sur le prolongement MD de MC; l'angle MGK sera de 60°, comme chacun des deux autres angles du même triangle, qui sera équilatéral; on aura donc MK = MG ; par conséquent la diagonale MK du losange construit sur les deux forces MG et Mil représente , en grandeur et en direction , la résultante de ces deux forces. Cette proposition est comprise dans une autre que nous allons d'abord démontrer dans le cas de Digitized by Google
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 17 deui forces égales , dont les directions font un angle quelconque , et que nous étendrons ensuite • des forces inégales. 26. La résultante de deux forces égales coupe toujours en deux parties égales l'angle compris entre leurs directions ; car il n'y aurait pas de raison pour qu'elle se rapprochât davantage de Tune de ces deux forces, ni pour que sa direction s'écartât de leur plan plutôt d'un côté que de l'autre : sa direction est donc connue , et nous n'aurons que sa grandeur à déterminer. Soient , pour y parvenir, MA et MB (fig. V) les directions des composantes dont la valeur commune sera représentée par P. Soient aussi 2x l'angle AMB , et MD la direction de la résultante , de sorte qu'on ait AMD = BMD = x. Son intensité ne peut dépendre que des quantités P et x; en la désignant R =/(P, x). Dans cette équation , R et P sont les seules quantités dont l'expression numérique varie avec l'unité de force ; d'après le principe de l'homogénéité des quantités ( n° 23), il faut donc que la fonction /(P , x) soit de la forme Pax. Ainsi l'on a R = Pex i et la question se réduit a déterminer la forme de la fonction ax. Pour cela , je mène arbitrairement par le point M les quatre lignes MA', MA", MB', MB" ; je suppose 1rs quatre angles A MA, A "MA, B'MB, B "MB, égaux entre eux , et je représente chacun d'eux par s. Je décompose la force P dirigée suivant MA, en deux forces égales dirigées suivant MA' et MA", c'est-à-dire que je regarde la force P comme la résultante de deux forces égales dont la valeur est inconnue et qui agissent suivant MA' et MA" ; en désignant cette valeur par Q, j'aurai P = Qas; car il doit exister entre les quantités P, Q, z, la mémo relation qu'entre les quantités R, P, x. Je décompose de même la force P dirigée suivant MB, en deux forces Q, dirigées suivant MB et MB' ; de cette manière, les deux forces P se trouvent remplacées par les quatre forces Q; par conséquent, la résultante de celles-ci devra coïncider, en grandeur et en direction , avec la force R , résultante des deux forces P. Or, en appelant Q' la résultante des deux forces Q, dirigées suivant MA' et MB', et observant que A MD = B'MD = * — », cette force Q' sera dirigée suivant MD, et l'on aura Q< = Q. (x - s). De même , la résultante des deux autres forces Q sera encore dirigée suivant MD, puisque cette droite coupe aussi l'angle A MI! en deux parties égales ; et à cause de A MD = B 'MD =r + 3,on aura Q» = Q* (* + s); Q" désignant cette «seconde résultante. Les deux forces Q' et Q" étant dirigées suivant la même droite MD, leur résultante, qui est aussi celle des quatre forces Q, sera donc égale à leur somme; par conséquent, on doit avoir R = Q' + Q". Mais on a déjà R = P»r = Q«s»x ; et en substituant cette valeur de R et celles de Q' et Q" dans l'équation précédente , et supprimant le facteur Q commun ii tous les termes , il vient •xas = e (x -f. x) -f • (x — s). (1) (Test cette équation qui nous reste à résoudre pour en déduire l'expression de ex. 27. On voit d'abord qu'on y satisfait en prenant *x = 2 cos ox ; a étant une constante arbitraire, de sorte qu'on ait, en même temps , •s = 3 cos a s , »(• + »)»»••• •(» + «), * (* — «) = 2 cos a (x — s) ; et effectivement , si l'on substitue ces valeurs dans l'équution (1), on obtient l'équation connue 2 cos ax cos as = cos a (x s) *f- cos a (x — s). Or je dis que cette expression de la fonction ce est la seule qui satifasse à l'équation (1), et que de plus, dans la question qui uousoccupe, laconstanle a est l'unité , en sorte que l'on a pz — 2 cos x. (2) Cela est évident quand x = 0; car alors les directions des deux forces P coïncident et la résultante R est égale a 2P, ce qui suppose ex = 2. Admettons qu'il y ait une autre valeur a. dex, pour laquelle on ait uussi sa = 2 cos *; je dis que l'équation (2) subsistera également pour toutes les valeurs 2. , 3» , 4m , .... , \fZ * , 1/4 » , 1/8 a, de x , et généralement pour m et n étant des nombres entiers quelconques. En effet , si l'équation (2) se vérifie pour les trois angles x, %, x — x,de manière qu'on ait •x=2cosx, ei^cosx, •(*— j)=2cos(x— *), elle aura encore lieu pour un quatrième angle x+s; car, en vertu de l'équation (l), on aura alors • (x -f- ») = 4 cos x cos s — 2 cos (x — s) ; équation qui se réduit à e (x + s) = 2 cos (s + s). 3 Digitized by Google
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    18 TRAITÉ DE MÉCAMQTE. Ainsi l'équation (2) ayant lieu pour * =0 et* = », il s'ensuit qu'elle subsiste pour *=2»; ayant lieu pour * = * et * = 2» , elle subsistera pour x = 3» ; et, en eontinant de même, on verra qu'elle aura lieu pour x - m». Je fais maintenant ws( ; on aura donc ♦ C = 2cos{; et de là on conclura que l'équation (8) aura encore lieu pour * = 1/2 C ; car en Taisant * = s = 1/2 C, l'équation (1) deviendra (a 1/2 C)» = 2 cos C + 2 ; d'où l'on lire ç 1/2 C r= 2 cos 1/aC. En Taisant ensuite * = s = 1/4 C, on aura , d'après l'équation [1J et cette dernière , (• 1/4 C). = 2 cos 1/2 C + 2, • 1/4 C = 2 cos 1/4 C ; et, eu continuant ainsi, l'équation (2) sera démonC tréc pour x = ■ — , c'est-à-dire, pour toutes les 2valeurs de x comprises dans la formule (3). Or, les nombres m et n étant aussi grands qu'on voudra, et pouvant même devenir infinis, on peut Taire croître ces valeurs de x par degrés infiniment petits. la Tormule (3) comprend donc toutrs les valeurs possibles de l'angle x, et l'équation (2) est complètement démontrée, si touleTois elle est vraie pour une valeur particulière lss, différente de léro. Hais, d'après le théorème du n» 2fi , la résultante R est égale à P, dans le cas de r=60°; on a donc alors •x = 1 ss 2 cos 60° ; donc l'équation (2) a lieu pour x=60,>, et cotiséquetnment pour toutes les valeurs de x. 28. Au moyen de cette équation, on aura Es 2P cos *. Si donc la résultante R et les deux composantes P sont représentées, comme dans le n° 25, par des droites prises sur leurs directions respectives , à partir de leur point d'application, la Torcc R sera le double de la projection de P sur sa direction, ou égale à la diagonale du losange construit sur les deux Torces P. Soient maintenant deux Torces inégales P ctQ, appliquées au point M (fig. 7 ) suivant les directions HA et MB; représentons leurs intensités par les lignes MG et HH, prises sur leurs directions, et achevons le parallélogramme .M (.Ml : il y oura deux casa considérer, le premier où l'angle AMB sera droit , le second où il sera aigu on obtus. Dans le premier cas, tirons les deux diagonales MK et Gli qui se coupent au point L; par les points G et II, menons les parullèlcs GN et 110 à ML, qui rencontrent en N et 0 la parallèle à (.11. menée par le point M. Le point L est le milieu de MK et de GH \ et comme, dans un rectangle, les deux diagonales sont égales, il s'ensuit qu'on a GL = LU es LM ss LK. Les deux parallélogrammes GLMN et HLMO sont donc des losanges ; par conséquent, d'après la proposition précédente, la Torce MG pourra être regardée comme la résultante des deux Torces >I.N et ML , et la Torce MB comme la résultante de MO et ML. Donc , en substituant aux deux Torces données leurs composantes , nous aurons , au lieu de MU et MG, les deux Torces MM et MO, qui se détruisent, puisqu'elles sont égales et contraires, et les deux Torces ML, qui s'ajoutent et donnent une résultante représentée en grandeur rt en direction par la diagonale MR. Dans le second cas , menons par les points G et H (fig. S), les perpendiculaires GE et DF à la diagonale MK , et les parallèles GN et HO à cette même droite \ par le point M , menons aussi la perpendiculaire N MO à cette droite MK. Les deux parallélogrammes GEMW et HFMO seront des rectangles qui auront leurs côtés Mit et MO égaux, comme étant les hauteurs des deux triangles égaux GMK et HMK. D'après le premier cas, on pourra remplacer les Torces MG et MH par leurs composantes rectangulaires ME et MN, MF et MO ; au lieu des deux Torces données, on aura donc les deux Torces M>' et MO, qui se détruiront , comme étant égales et contraires, et les deux Torces ME cl MF de même direction , qui s'ajouteront et donneront, à causo deME = FK, une résultante représentée en grandeur et en direction par la diagonale MK. Concluons donc que la résultante de deux Torces quelconques, appliquées en un même point et représentées par des lignes prises sur leurs directions à partir de ce point, est représentée, en grandeur et en direction , par la diagonale du parallélogramme construit sur les deux Torce» données. 29. Voici les conséquences qui se déduisent le plus immédiatement de ce théorème. On voit d'abord que toutes les questions qu'on peut proposer sur la composition de deux Torces en une seule et sur la décomposition- d'une Torce en deux autres, sont ramenées à la résolution d'un triangle. En effet, les grandeurs de la résultante et des deux composantes sont représentées par les trois côtés MK, MG, GK, du triangle SIGK . et les trots angles de ce triangle sont oeux que Tait la résultante avec chacune des composantes et le supplément de l'angle compris entre les deux composantes. Il s'ensuit donc que trois de ces six choses, les trois Torces et les trois angles compris entre leurs directions, étant données, on trouvera les trois autres en résolvant le triangle MGK ; ce qui suppose une Torce an moins au nombre des données. Par exemple, soient P et Q les valeurs des deux composantes, et m l'angle compris entre leurs directions; on demande leur résultante R Digitized by Google
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. M et l'angle x qu'elle fait avec la force P. On aura R* = P. + Q» + 2PQ cos m , pour déterminer la voleur de R ; et celle do * le déduira de cette proportion.: ■in x : f in m : : Q : R. Si l'équilibre a lieu entre trois forces P , Q , S , appliquées en un même point M (fig. 9) , suivant les directions MA, MB , MC, il faut que chacune de ces forces soit égale et directement opposée à la résultante des deui autres ; et comme cette résultante est comprise dans le plan de ces deux forces, il s'ensuit d'abord que les trois forces données doivent aussi cire dans un même plan. Soit MD le prolongement de MC; la résultante deP et Q sera dirigée suivant MD, et si on la représente par R, on aura R=rS. D'ailleurs, en comparant la force R i chacune de ses composantes, on a, d'après ce qu'on vient de dire, R : Q : : tin AD : sin AMD , R : p :: sin air : sin bmd; • cause de siu AMD = sin AMC , sin BMD = sin BMC , il en résultera donc S : Q : P : : sin AMB : sin AMC : sin BMC j ce qui montre que quand trois forces sont en équilibre autour d'un même point, la grandeur de chacune d'elles peut être représentée par le sinus de l'angle compris entre les directions des deux outres. Du point 0, pris sur la direction de la résultante R ou sur son prolongement, j'abaisse des perpendiculaires OE et OF sur les directions des composantes P et Q ; on aura OE = MO sin AMD , OF = MO sin BMD. Si donc on multiplie par MO les deux derniers termes de la proportion P : Q : : sin RMD : sin AMD , il en résultera p : Q : : of : os ; en aorte que les composantes sont en raison inverse des perpendiculaires abaissées sur leurs directions , d'un point quelconque appartenant à U direction de la résultante. Réciproquement , si les composantes P et Q sont en raison inverse des perpendiculaires OE et OF, abaissées sur leurs directions , d'un point 0 pris dans leur plan , ce point appartiendra à la direction de la résultante; car, en divisant par MO les deux derniers termes de la dernière proportion, on obtient la précédente, qui détermine cette direction. 30. La résultante de deux forces étant connue , il est aisé d'en déduira celle d'un nombre quelconque de forces appliquées à un même point et situées ou non situées dans un même plan. Ou prendra d'abord la résultante de deux de ce» forces; ensuite, on composera cette résultante avec une troisième force , ce qui donnera une seconde résultante , que l'on composera de même avec une quatrième force ; et l'on continuera do même jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces données. Dans cette construction , il est aisé de voir que si les grandeurs de toutes les forces sont représentées par les côtés d'une portion de polygone , parallèles à leurs directions et tracées dans le sens de leurs actions , la résultante sera représentée , en grandeur et en direction , par la droite qui joindra les deux extrémités de cette ligne brisée et fermera le polygone. L'ordre dans lequel les côtés parallèles aux forces so succéderont, sera indifférent. Quand le polygone se fermera de lui-même, la résultante sera nulle, et les forces données se feront équilibre. Il suit de là que quand les forces données sont au nombre de trois, non situées dans un même plan, leur résultante est, en grandeur et en direction, la diagonale du parallélépipède dont ces trois forces sont les rôtés odjacens. 31. On peut effectuer d'une manière plus simple cette réduction d'un nombre quelconque de forces & une seule, en considérant d'abord le cas particulier de trois forces rectangulaires , auquel on ramène ensuite le cas général. Soient X , Y , Z , les trois composantes, R leur résultante, a, h, e les angles qu'elle fait avec X, Y, Z. D'après ce qu'on vient de voir, R est la diagonale du parallélépipède dont X , Y , Z sont les trois côtés adjacens ; or , ce parallélépipède étant rectangle, il s'ensuit qu'on aura R» = X» + Y« + Z» . (o) Il en résulte aussi que si l'on joint l'extrémité de la diagonale R à celles des trois côtés X, Y, Z, on formera trois triangles rectangles , dont R sera l'hypoténuse commune; d'où l'on conclura X = R cos n, Y = Rcosô, Z = Rcoscj (4) équations qui s'accordent avec la précédente, à cause que les trois angles a, b, c, sont liés entre eux par cette équation (n° 6) cos» a + cos» b + cos» c = 1. Lorsque les composantes X, Y, Z, seront données, l'équation (a) fera connaître la valeur de la résultante, et les équations (b) en détermineront la direction au moyen des trois angles a, b, c; si, au contraire, la force R est donnée, et qu'il s'agisso de la décomposer en trois forces rectangulaires X, Y, Z, qui fassent avec elle des angles donnés a, b, c, les valeurs des forces demandées seront immédiatement déterminées par les l'équations (b). Si l'une des composantes, la force Z par cseinDigitized by Google
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    TRAITÉ DE MECANIQUE. pie, est nulle, R n'est plus la résultante que des deux forces X et Y; elle est comprise dans leur plan, et sa direction dépend seulement des deux angles a et b. Ces angles et la valeur de R sont alors déterminé* par les équations R» = X» + Y» , X = R cos o, Y=Rco»A. 32. Supposons actuellement que H (6g. 1"-) soit le point d'application d'un nombre quelconque de forces donuées. Représentons ces forces par I1, P', P", etc. ; et, pour fixer les idées, supposons que la droite MO soit la direction de la force P. Les directions des autres forces sont inutiles à indiquer dans la figure. Soient », C, y, les angles que fait la direction MD avec les trois axes rectangulaires MA, MB, MC, menés arbitrairement par le point M. Désignons de même par a', C, y', les angles que fait la force P* avec ces mêmes axes; par »", C", y", ceux qui répondent à la force P" ; etc. Tous ces angles sont donnés et doivent s'étendre depuis xéro jusqu'à 180« (n° 7) , afin que les forces P, P', P", etc. , puissent avoir toutes les positions possibles autour du point M. Décomposous chacune de ces forces en trois autres dirigées suivant les axes MA, MB, MC. Les composantes de la force P, seront P cos * , P cos C, P cos y\ celles de la force P' seront P' cos »', P' cos C, P' cos etc.; et ces composantes agirout suivant les axes ou suivant leurs prolongeraens, selon qu'elles seront positives ou négatives. Par exemple, la direction MD tombant, ainsi que l'axe MC, au-dessus du plan AMB des deux autres axes , la composante P cos ; de la force P teud à élever le point M, c'est-à-dire qu'elle agit suivant MC ; et , dans ce cas , P cos y est une quantité positive, puisqu'on a y < 90°. Au contraire , si cette direction MD tombait au-dessous du plan AMB , on ouroit y > 90» ; la composante P cos y serait négative , et , en même temps , elle tendrait a abaisser le point M , c'est-à-dire qu'elle agirait suivant le prolongement de MC. En ayant donc égard aux signes des composantes , ou voit , d'après ce qu'on a dit dans le n° 24 , que toutes les forces dirigées suivant un même axe et son prolongement , se réduisent à une seule, égale à leur somme. De celte manière, les forces données P,P', l1 . etc., seront remplacées par trois forces rectangulaires ; et en désignant celles-ci par X, Y, Z, on aura X = P cos « + Pf cos + P" cos «" -f etc., i Y = P cos C -|- P» cos C + P" cos C" + etc., \ (c) Z=Pcosy + P'cosyr + P"cos>" + clc. \ Les valeurs de X , Y, Z , pourront être positives ou négatives, et leurs signes feront connaître le sens de leur action. Si la force X est positive, c'est qu'elle agit suivant l'axe MA ou dans le sens des composantes P cos a , P' cos «', etc., qui sont posilives; si elle est négative, il en faut conclure qu'elle agit suivant le prolongement de MA on dans le sens des composantes négatives ; et de même pour les forces Y et Z. Cela posé , soit R la résultante des forces donnée* P, P', P", etc., ou des trois forces X , Y, Z ; soient aussi a, bt c, les angles que sa direction inconnue fait avec les axes MA, MB, MC. Les valeurs de R , a, b, c, seront données par les équations (a) et (6), dans lesquelles on mettra les formules (c) à la place de X, Y, Z. Les ongles a, b, c, pourront être aigus ou obtus ; à cause que la force R doit toujours être une quantité positive , les signes de leurs cosinus seront les mêmes que ceux des quantités X , Y , Z, en vertu des équations (6,. De celte manière, la force R sera complètement déterminée en grandeur et en direction. 33. La grandeur do la résultante R ne saurait dépendre de la direction arbitraire des axes MA, MB , MC ; elle dépend seulement de la grandeur des forces données et des angles compris entre leurs directions; et, en cflel, on en peut trouver une expression qui ne contienne que ces quantités. Pour cela, désignons par PMP', PMP",P'MP", etc., les angles compris entre les directions des forces P et P\ P et P", P' et P", etc. D'après l'équation (2) du n° 9, nous aurons cos PMP1 =cos * cos «'-{-cos C cos C'-f-cos y cos y't cos PMP"=cos a. cos »"-j-cos C cos C"-|-cos y cos y'\ cosP,MP"=cos*'cos«"+cosC cosC"+cosy cos>", etc. Nous aurons aussi cos» • -f- cos» C -f- cos» y = 1 , cos» + cos» C -f" cos» y' = 1 , cos» + cos» C" -f cos» y" = 1 , etc. ; et, cela étant, si l'on «joute les carrés des formules (c), et qu'on ait égard à l'équation (o), il vient. R» = P» + P»» + P"« + etc. + 2PP" cos PMP* + 2PP" cos PMP" + 2fV> cos VMV" -f- etc. , pour le carré de la valeur R dont il s'agit. 34. On déduit aussi des équations (b) et (c) une propriété de la résultante , qui nous sera utile dans un des numéros suivant. D.ms une direction quelconque , je mène par le point M une droite, dont j'appelle O l'autre extrémité. Soient g, h, *, les angles AMO, B10, CMO, que cette droite fait avec les trois axes MA, MB, MC. Désignons par RMO, PMO, P'MO, etc., les angles compris entre cette même droite MO et les directions des forces R , P, P1 P", etc; on aura, comme tout à l'heure cos RMO = cos g cos a -{- cos À cos 6 -f- cos k cos c, cos PMO = cos g cos a -f- cos h cos C -4-eos k cos y, cos P'MO— . os g cos -f- cos fccosC'-|-cos k cos y\ etc. Digitized by Google
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 21 D'après la première de cei formule! et les équations (6), , on aura R cm RHO =a X cos g +• Y cos h -f- l cos k ; et, en vertu des formules suivantes . si Ton ajoute les équations (c) après les avoir multipliées , la première par cos g, la deuxième par cos h, la troisième par cos k, il en résultera R cos RMO = P cos PMO + V cos I"MO + etc. ; ce qui montre déjà que la composante de lu résultante R, suivant une dirction quelconque MO, est égale à la somme des composantes de P, P', P'' etc., suivant cette même direction. Cela posé, je projelte la droite 910 sur les directions des forces R, P, P', P", etc. ; j'appcle r, ?» V » P '> elcM *es projections , de sorte qu'on ait r s MO cos RMO , p = MO cos PMO , pf = MO cos P'MO , etc. , en considérant chacune des quantités r, p, p', p'1, etc., comme positive ou comme négative, selon que la projection qu'elle représente, tombe sur la direction même de la force ou sur son prolongement. Si donc on multiplie par MO l'équation précédente, on aura Rr = Pp + Py + Py + etc. ; (d) ce qui renferme la propriété de la résultante qu'il s'agissait de démontrer. 35. Pour que les forces P, P', P", etc.,J soient en équilibre, il suffit que leur résultante R soit nulle, et cette condition est nécessaire si leur point d'application M est entièrement libre; mais l'équation R = 0 , ou X» + Y» + Z» = 0 , ne pent avoir lieu , à moins qu'on ait séparément X = 0, Y = 0, Z = 0, c'est-à-dire , en vertu des équations (c), P cos • -f- P* cos a! + P" cos »" + etc. = 0 , , P cos C + P' cos C* + P" cos C" + etc. = 0, [ (*) P cosy + P' cos y' + P" cos y" + etc. = 0 , > Telles sont donc les équations d'équilibre d'un point matériel qu'on suppose entièrement libre. Dans cet état, chacune des forces qui le sollicitent doit être égale et directement contraire à la résultante de toutes les autres; c'est en effet, ce qu'il est aisé de vérifier. Soit R' la résultante des forces P', P", etc. AppeIons el, b',c , les angles qu'elle fait avec les axes MA , MB , MC , et faisons , pour abréger , X' = P' cos *' +P" cos •" + ela, Y' = Feus C' + P"cosC' + elc, V = P' cos y' + P" cos y" + etc. { nous aurons , d'après le W> 32 , X' = R'coso\ V = R'cost', Z' = R'cose', et par conséquent , en vertu des équations d'équilibre , P cos « — — R' cos a' , P OM C = - R' cos 6' , P eos y — — R' cos c". En ojoutant ces équations , après avoir élevé leurs deui membres au carré , on a P» = R» , à cause de (n° 0) cos' • + cos* f + cos» y = 1 , cos» al + cos» b' + cos» c1 = 1 ; on aura donc P = ± R'; mais comme ces forces doivent être toutes deux des quantités positives, il faut prendre P = R'. Les équations précédentes deviennent alors cos *= — cos a', cos C= — cos 6', cos y= — cos c* ; par conséquent , les angles «, C, y, sont supplémens de a', b', c', et répondent à une force dont la direction est le prolongement de la force R' (n« 7). Il s'ensuit donc que la force P est égale et directement opposée à la résultante R' de toutes les autres forces P', P", etc. ; ce qu'il s'agissait de vérifier . 36. Si le point M , auquel sont appliquées les forces P, V, P", etc., est assujetti à rester sur une surface donnée, il ne sera plus nécessaire, pour l'équilibre , que leur résultante soit nulle ; il suffira qu'elle soit normale à la surface, puisqu alors elle ne pourra faire glisser le point M dans aucun sens sur cette surface ; et , de plus , cette condition sera nécessaire ; car si elle n'était pas remplie , la résultante se décomposerait en deux forces, l'une normale à la surface et qui serait détruite , l'autro tangente et que rien n'empêcherait de faire glisser le mobile. On n'aurait donc qu'à chercher dans chaque cas , la direction de la résultante des forces P, P', P", etc., et à examiner si elle est perpendiculaire à la surface donnée, pour savoir si l'équilibre existera ; mais il vaut mieux , comme nous venons de le faire pour un point libre, exprimer les conditions de l'équilibre par des équations entre les données de la question. Or, la composante normale de chacune des forces qui agissent sur le point M, est détruite par la résistance de la surface; par conséquent, cette résistance équivaut à une force égale et contraire à la totalité des forces détruites. On conçoit donc que l'on peut faire abstraction de la surface donnée , et considérer le point matériel comme entièrement libre, pourvu que l'on joigne aux forces données P, P', P'', etc., une nouvelle force de grandeur inconnue et perpendiculaire à cette surface. Soient donc M cette force, et *, /», », les angles que sa direction fait avec les axes MA , MB , MC; chacune des équations d'équilibre qu'on vieut de Digitized by Google
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    TRAITÉ DB MÉCANIQUE. trouver fera ougmentée d'un nouveau terme, de sorte qu'au lieu des équations (0), on aura N cosx+Pcos*+P'cos«»'-|-P"cos »"+elc.=:0,l NcosM+PcosC+P'cos p"col C"-j-etc.=0,X/) N co* ,+P cos y+P'cos y< +P"co. y* +etc.=0.) Je désigne par x, y, s , les trois coordonnées de M rapportées a des axes parrallèles à MA, MB, MC, et par L r= 0 l'équation de la surface donnée; la direction de la force N étant, par hypothèse, celle de la normale au point M, on aura, d'après les équations (A) du n« 21 , dL dl dL cos x = V — , cos (à = V — , cos t = V — , ds dy ds «■ faisant, pour abréger, Le signe de V sera inconnu , parce qu'on ne sait pas d'avance suivant quelle partie de la normale doit être dirigée la force N ; mais V disparait lorsqu'on élimine N entre les équations [f)\ et si l'on a égard aux formules (c) , on trouve dL dL dL dL Y__x_ = o, Z - - X _ = 0, M dx dy ds ds pour les deux équations nécessaires et suffisantes de l'équilibre d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface donnée. 37. Si la position de ce point sur cette surface n'est pas connue, les équations (y), jointes à l'équation donnée L = 0 , serviront à déterminer les coordonnées des différens points de celte surface , où le mobile pourra demeurer en équilibre. Lorsque sa position sera donnée, on aura seulement a vérifier si les coordonnées x , y, s, des points d'application des forces données satisfont aux équations (y). Mais , duns ce cas, on aura des équations plus simples en faisant coïncider l'un des axes HA, MB, MC, le premier, par exemple, avec l'une des deux parties de la normale ; d'où il résultera cos x = ± 1 , cos f> = 0, cos » = 0 j ce qui change les équations (f) en celles-ci : ±N+ P cos • + P' cos -f P" cos + etc. = 0, P cos C 4- P' cos C + P" cos C" + etc. = 0, P cos y -j- P' cos y' 4- P" cos y" \- etc. = 0. Ces deux dernières équations font voir , ce qui est d'ailleurs évident, que dans le plan tangent à la surface donnée, les composantes des forces appliquées au mobile doivent se faire équilibre, comme si cette surface n'existait pas. La résistance N , que la surface oppose aux forces P, V , P', etc., est égale et contraire à la pression qu'elle en éprouve. En vertu des équations ), celte pression, dans l'état d'équilibre, est la résultante même de ces forces. Dans la pratique, il en faudra calculer la grandeur au moyeu de l'équation (a) , pour savoir si la surface est capable de la supporter. Si le mobile est seulement posé sur cette surface, qui sera celle d'un corps solide, il faudra, de plus, que le sens de cette pression soit tel qu'elle appuie le mobile sur cette surface; condition qui ne peut être exprimée par une équation, et qu'on devra vérifier dans chaque cas, en déterminant la direction de cette force d'après les équations (4). Cette vérification se fera plus simplement au moyen de la première des trois équations précédentes. En effet, supposons, pour fixer les idées, que 1a partie de la normale avec laquelle ona fait coïncider l'axe MA, soit la partie située dans la concavité de la surface. On saura si les angles donnés * , •', »", etc. , sont aigus ou obtus ; et le signe de la somme X des composantes dirigées suivant cette droite sera connu. La quantité N devant être positive, il faudra, dans l'équation dont il s'agit, c'est-à-dire, ± N + X = 0, prendre le signe — ou le signe + devant N , selon que la somme X sera positive ou négative. Dans le premier cas, on aura cos x = — 1, et la pression contraire à N sera dirigée suivant MA; dans le secoud cas, on aura cos x = 1, et la pression agira suivant le prolongement de cette partie déterminée de la normale. 38. Lorsque le point matériel M sur lequel agissent les forces P, P', P", etc., sera assujetti à rester sur deux surfaces données ou sur leur courbe d'intersection , il suffira , pour l'équilibre, que la résultante de toutes ces forces puisse se dét-omposer en deux forces perpendiculaires aux surfaces données, et qui seront détruites par leurs résistances. En joignant donc aux forces P, P', P", etc., deux forces normales à ces surfaces, nuis inconnues en grandeur, on pourra faire abstraction des surfaces , et considérer le mobile comme entièrememt libre. N et Pi' étant donc ces nouvelles forces ; X, p, », les angles qui déterminent la direction de Pi par rapport aux axes MA , MB , MC , et x', /u', ceux qui déterminent de même la direction de M'; les équations (e) deviendront N cos x+H' cos x'+P cos »-+-P'oos *'-|-ctc.=0,i N cosH-R'co»A»'4-p cos c4-P'cos C'4-etc.=0,((*) N cos , +N' cos r*+P cos H-P'cos>'+etc.=

  

  
    Page 49
    

  
  
    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. élimine ensuite H et W entre elles, on aura l'équation d'équilibre h laquelle do mut satisfaire les forces données P, P\ P", etc. ; on bien, si la position du mobile n'est pas donnée sur l'intersection des deux surfaces, cette équation d'équilibre, et les équations L = U et L' = 0, détermineront ses trois coordonnées x, y, z. Quand la position du mobile est donnée sur la courbe où il doit rester, on obtient immédiatement l'équation d'équilibre des forces P, Pr, P", etc., en prenant les axes MR et MC, auxquels répondent les anglrs /*, C, C, etc., », >,}', etc., dans le plan des normales aux deux surfaces données. Le troisième axe MA tombe alors sur la tangente à leur courbe d'intersection; il est donc perpendiculaire aux forces normales N et PT; en sorte que l'on ■ x = 90°, x'=90», et, en yertu de la première équation [h), P cos • + P' eo« + V cos m." + etc. = 0 , pour l'équation demandée. Cette équation exprime que la somme des composantes de P, P', P", etc., tangentes à l'intersection de» deux surfaces données , est égale à xéro ; ce qui est, en effet, la condition pour que le point M ne puisse pas glisser sur celte courbe. Après s'être assuré qu'elle est remplie, on déterminera les valeurs des forces Pi et Pi', et le sens dans lequel elles agissent, au moyen des deux dernières équations (A). Si Ton prend ensuite des forces égales et contraires à PS et Nf, et qu'on Ici réduise à une seule par la règle du parallélogramme des forces, celle-ci sera la résultante des forces P, P', P", etc., et fera connaître la pression exercée sur la courbe donnée, à laquelle elle sera perpendiculaire. 39. Par ce qui précède, on voit que quand le mobile est astreint à demeurer sur une courbe donnée, il n'y a qu'une équation d'équilibre ; qu'il y en a deux lorsqu'il peut se mouvoir sur une surface donnée , et trois lorsqu'il est entièrement libre ; en sorte que le nombre de ces équations augmente, comme cela doit être effectivement, à mesure que les roouvemens possibles du mobile sont moins limités. Ces diverses équations peuvent cire renfermées dans une seule formule, qui deviendra, par la suite, l'équation générale de l'équilibre, applicable à un système quelconque de points matériels. Pour obtenir cette formule, supposons que le mobile soit transporté d'un point M, qu'il occupe dans sa position d'équilibre , en un autre point 0 infiniment voisin de M, et tel que ce déplacement soit compatible avec la condition à laquelle le mobile est assujetti , s'il n'est pas entièrement libre. Désignons par r, p, p', p", clc, les projections de la droite infiniment petite HO sur les direction! des forces R, P, P', P"; etc., dans la première position du mobile ; et considérons chacune de ces projections comme une quantité M positive ou négative, selon qu'elle tombe sur In direction même de la force i laquelle elle répond, ou sur son prolongement. Si l'on suppose que la force R soit la résultante des forces P, P\ P", etc., le produit Rr sera toujours nul dans le cas de l'équilibre : il sera nul pour un point matériel entièrement libre, parce qu'alors la résultante R devra être égale à xéro; il le sera encore pour un point assujetti à demeurer sur une surface nu sur une courbe donnée, parce que, d'une port, la force R devra être dirigée suivant la normale, et que, d'un outre côté, la droite infiniment petite MO appartiendra au plan tangent ou à la tangente, ce qui rendra nulle sa projection r sur la direction R. D'après l'équation (d), qu'on a démontrée précédemment , et qui a également lieu quaud la droite MO est infiniment petite, on aura donc Pp + Py + PV'+etc.=0, (s) toutes les fois que les forces P, P*, P", etc., se feront équilibre. Réciproquement, l'équilibre existera quand cette équation aura lieu pour tous les déplacemens possibles d'un poiot matériel entièrement libre , ou astreint à rester sur une surface ou sur une courbe donnée. On appelle vitesse virtuelle d'un point matériel en équilibre, toute droite infiniment petite , telle que MO, qu'on peut lui faire décrire, en observant les conditions auxquelles il peut être assujetti; et le principe d'équilibre contenu dans l'équation qu'on vient d'écrire, sur lequel nous reviendrons par la suite, se nomme le principe des vitesses virtuelles. En l'appliquant successivement à un point matériel entièrement libre, assujetti à rester sur une surface, astreint à demeurer sur une courbe, on retrouvera sans difficulté les équations d'équilibre que uous avons précédemment obtenues. Chacune des équations (e) se déduira de la formule (t), en prenant pour MO le déplacement de M sur l'un des axes MA, MR, MC ; ou obtiendra les équations d'équilibre qui ont lieu dans le cas d'un point assujetti à rester sur uue surface donnée, en considéraut ses déplacemens suivant deux axes tracés dans le plan tangent ; et la formule (s) fournit immédiatement l'équation d'équilibre d'un point astreint à rester sur une courbe donnée, en prenant pour MO l'élément de cette courbe, et pour p, p' , p", etc., les projections de cet élémeut sur les directions des forces P, P', P'', etc. Les angles que ces directions font avec la tangente à la courbe , étant », •', •", etc., on aura alors j?=MOcos«, f/^MOcos»', p"=M0cos«"; etc.; en supprimant le facteur MO commun à tous les termes de l'équation (»), il en résultera P cos • + P' cos + P" cos «" + etc. = 0 . Digitized by Google
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    i!4 TRAITÉ DE MÉCTAIQUE. CHAPITRE IL DE LÉQGILIBRB DC LBVIER. 40. On considérera ici un levier comme une ligne droite ou courbe ECF (fig. 10) inextensible, et de forme invariable, qui ne peut que tourner, dans un plan , autour d'un de ses points C supposé fixe, que l'on appelle le point d'appui du levier. Ordinairement il n'y a que deux forces qui soient appliquées à cette machiné, et dont l'une a pour objet de tenir l'autre en équilibre; la première s'appelle la puissance, et la seconde la résistance. Nuis, pour plus de généralité, nous supposerons qu'un nombre quelconque de forces , dirigées dans le plan du levier, agissent en difTérens points de cette ligne; et il s'agira de trouver les conditions de leur équilibre. Je ne me propose pas, dans cet ouvrage, d'appliquer aux diverses machines les lois de l'équilibre qui y seront exposées. Pour ce qui regarde les machines simples, je renverrai aux Traités élémentaires de Statique ; mais la loi de l'équilibre dans le levier étant un principe de la Mécanique , il est nécessaire de nous en occuper ; et l'on va montrer comment ce principe est lié à celui de la composition des forces qui agissent sur un point isolé. 41. Lorsque plusieurs forces sont appliquées à nn corps qu'on suppose de forme invariable, on peut transporter le point d'application de chacune de ces forces en un autre point du corps pris sur sa direction ou sur son prolongement. Si une force donnée Pagit, pur exemple, à l'extrémité E du levier, suivant la droite AE , et que H soit un autre point appartenant à cette direction , qu'on suppose lié au levier d'une manière invariable, il est permis «le remplacer la force P par une autre force de même intensité, agissant au poiut M suivant la droite HA. En effet , on peut d'abord appliquer au point M deux forces égales entre elles , agissant en sens contraires, l'une suivant MA, l'autre suivant son prolongement MA'; si , de plus , on suppose que chacune de ces forces soit égale à P, celle qui agit suivant MA' détruira la force P oppliquée au point E suivant EA , puisque ces deux forces égales agissent en sens contraires aux extrémités de la droite ME, de longueur invariable, par hypothèse; il no restera donc plus que la force P agissant au point M dans la direction MA , et par laquelle la force donnée P, qui agissait au point E , se trouvera remplacée. Les forces agissent souvent sur les corps qu'elles mettent en mouvement ou qu'elles tendent à mouvoir, soit en les tirant par le moyen d'un fil qui leur est attaché, soit en les poussant par le moyen d'une barre appuyée contre leur surface. Ce fil ou cette barre s'étend ou se contracte plus ou moins ; c'est quand ils ont cessé de s'alonger ou de se raccourcir qu'on les considère comme des lignes invariables qui représentent la direction de chaque force, dont l'action est la même alors que si elle s'exerçait immédiatement aux points de la surface du mobile où ces lignes viennent aboutir. Un levier n'est pas non plus , comme on le suppose ici , une ligne do forme invariable ; c'est une barre qui fléchit un tant soit peu , et s'étend ou se contracte aussi d'une petite quantité , en raison des forces qui y sont appliquées. La forme qu'il doit prendre serait très difficile à déterminer d'avance ; mais c'est quand il y est parvenu qu'on le considère comme invariable, et c'est à cette figure, très peu différente de sa forme naturelle, que se rapporteront les conditions d'équilibre qu'il s'agit de trouver. 42. Supposons qu'une seconde force Q agisse à l'autre extrémité F du levier, suivant la droite FB , et que les deux directions EA et FB soient comprises dans le plan où le levier peut tourner; ces deux droites, ou leurs prolongemens, viendront se couper eu un certain point M, que l'on pourra prendre, d'après ce qu'on vient de prouver, pour le point d'application commun à P et Q. Cela étant, par la règle du parallélogramme des forces, on déterminera la résultante de ces deui forces , de laquelle M sera aussi le point d'application. Or, pour qu'elle soit détruite et que le levier demeure en équilibre, il sera nécessaire que sa direction vienne passer par le point d'appui C ; et cela suffira , puisqu'en y transportant cette résultante, elle sera détruite par la résistance de ce point fixe. D'après ce qu'on Digitized by Google
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. a vu dans le n° 20, si l'on abaisse du point C des perpendiculaires CG et CM sur les directions des forces P et Q , on aura donc , dans le cas de l'équilibre, p : q : : ce : cg ; et , réciproquement , l'équilibre existera quand cette proportion aura lieu. Par conséquent , en appelant p et q les perpendiculaires CG et CH, l'équation d'équilibre sera Pp = Qç. On appelle moment d'une force par rapport à un point, In produit de cette force par la perpendiculaire abaissée de ce point sur sa direction. Ainsi, la condition d'équilibre dans le levier consiste en ce que les uiomens de la puissance et de la résistance , pris par rapport au point d'appui , sont égaux ; ces deux forces tendant d'ailleurs à faire tournrr le levier en sens opposés. Si l'on suppose les droites CG et CH liées invariablement au levier, on pourra prendre G et H pour les points d'application des forces P et Q , et remplacer le levier de figure quelconque ECF par le levier coudé GCH (fig. 11). Les perpendiculaires CG et CD s'appellent les bras dé levier, de la puissance et de la résistance. La condition de l'équilibre ne dépend pas de la grandeur de l'angle GCH; et c'est aussi ce que l'on peut voir à priori. En effet, si du point C et d'un rayon CH on décrit l'arc de cercle HH', qo'on le suppose lié invariablement au levier, et qu'on applique au point H' deux forces égales à Q, agissant en sens contraires, suivant les parties H B et H'B" de la tangente eu ce point , il est évident que la force Q , dirigée suivant H'B'', sera détruite par la force Q dirigée suivant HB ; car ces deux forces tendent i faire tourner le système en des sens opposés, et il n'y aurait pas de raison pour qu'il obéît plutôt à l'une qu'à l'autre. La seconde de ces deux forces •e trouvera donc remplacée par la force Q dirigée suivant H'B', et l'angle GCH sera changé dans l'angle GCH', plus grand ou plus petit, sans que l'équilibre soit troublé. Par ce changement, l'angle des deux bras du levier pourra devenir 180° ou xéro ; alors le levier sera droit ; lu puissance et la résistance seront des forces parallèles dirigées dans le même sens on «en sens contraires; et, pour l'équilibre, il faudra toujours que leurs intensités soient en raison inverse des longueurs de leurs bras de levier. 43. Si l'on appelle R la résultante des deux forces P et Q concourantes au point X (fig. 10), et m l'angle AMB compris entre leurs directions, on aura (n° 80) R» = P« + Q« + 2 P Q cos n; et la valeur de R fera connoitre la charge que le point d'appui C aura à supporter dans l'état d'équilibre. Appliquée en ce point , la force R aura pour direction la droite CD, prolongement de MC. La figure 10 suppose le point C situé entre les points d'application E et F de la puissance et de la résistance. Le contraire a lien dans la figure 12; mais les raisonnemens qu'on vient de faire s'appliquent à ces deux cas : ils différent l'un de l'autre en ce que , dans le premier cas , les forces P et Q agissent de deux côtés différens du levier, et l'angle AMB est aigu, au lieu que, dans le second cas, elles agissent d'un même côté, et l'angle AMB est obtus. Les trois points E, F, C, restant les mêmes, si le point de concours M des trois forces P, Q , R , s'éloigne à l'infini, ces forces deviendront parallèles. Dans le cas de la figure 10, l'angle aa devient alors infiniment petit; on a cos m= 1 , et conséquemment R = P + Q. Dans le second cas, c'est le supplément de l'angle, m qui devient infiniment petit; on a donc cos m — -l,et R = Q_P, en supposant P < Q. Par conséquent ,1a résultante de deux forces parallèles est égale à leur somme ou à leur différence , selon que ces forces agissent dans le même sens ou en sens opposés; et quand leurs directions sont contraires, la résultante agit dans le sens de la plus grande. Dans ces deux cas, les composantes P et Q sont en raison inverse de leurs distances CG et CH à la résultante. Cela étant, si l'on mène une perpendiculaire commune aux trois forces parallèles , et qu'on appelle a la partie GH de celte droite (fig. 13 et 14) comprise entre les deux composantes P et Q, et * la distance CH de la résultante R à la composante Q qu'on suppose la plus grande, on aura p : Q : : * : a :f *, en prenant le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que P et Q agiront dans le même sens (Gg. 13) ou en sens contraires (fig. 14). On en déduit p : q ± f :: * : «, et , par conséquent , aP ce qni fera connaître la position de la résultante, dont la valeur sera en même temps Q ± P. 44. Lorsque les forces P et Q agissent en sens contraires, et qu'elle* diffèrent très peu l'nnede l'autre , leur résultante , toujours dirigée dans le sens de la plus grande, se trouvera située à une très grande distance des forces données. Mais quand elles seront rigoureusement égales , cette distance deviendra infinie ; ce qui signifie que deux forces égales, parallèles et agissant en sens opposés, ne peuvent être remplacées par une seule force; et, en effet , il n'y aurait aucune raison pour que cette 4 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. force unique ogit plutôt dan* un sens que dans l'autre. Deu» semblables forces agissant aux extrémités «l'un droite GH (fig. 1A), feront tourner cette ligne autour de son milieu K ; effet qui , évidemment , ne «aurait être produit par l'action d'une seule force. Un peut les remplacer d'une infinité de manières différentes par deux autres forces qui tombent dans le même cas ; car on ne changera rien à leur action en appliquant , par exemple , aux points G et H suivant les prolongerons GE et HF de la droite GII , des forces égales et de grandeur quelconque ; or, la résultante des forces dirigées suivant GA etGE, et celle des forces dirigées suivant I1B et HF, seront encore des forces égales, parallèles et dirigées en sens opposés , suivant des droites GC et HD, et ces résultantes remplaceront les forces primitives qui agissaient suivant GA et HB. Si l'on appelle P la grandeur commune de ces deux forces, et a leur distance mutuelle , l'une et l'autre de ces deux quantités changeront par l'opération que nous indiquons; mais leur produit a P demeurera constant, ainsi qu'on le prouvera tout à l'heure. 45. Au reste, ce cas particulier est le seul dans lequel un système d'un nombre quelconque de forces P, P*, P'1, etc., comprises dans un même plan et agissant sur des points matériels liés entre eux d'une manière invariable, ne puisse pas se réduire à une seule force. En effet , soit que les deux forces P et P' concourent en un point , ou qu'elles soient parallèles , on les réduira à une seule force Q, par la règle du parallélogramme des forces, ou par celle du numéro précédent. On réduira de même à une seule force Q', cette première résultante Q et P"; puis à une seule force Q", la seconde résultante Q' et P"'; et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on ait réduit toutes les forces données à deux seulement, qui se réduiront elles-mêmes à une seule force R, a moins qu'elles ne tombent dans le cas d'exception dont il s'agit. Dans le cas général, cette force R est la résultante des forces données P, P', P'', etc.; et si l'on joint aux composantes une force R' égale et contraire ii H . il v aura équilibre dans le système. La grandeur de R et sa position dans le plan des forces données ne dépendra nullement de l'ordre dans lequel on aura pris ces forces dans les réductions successives qu'on vient d'indiquer ; car, en changeant cet ordre , si l'on parvenait à une force S différente de R en grandeur ou en direction, il faudrait que l'une de ces deux forces prise en sens contraire fît équilibre à l'autre ; ce qui serait impossible. Pour l'équilibre des forces P, F, 1' , etc., quand elles seront appliquées à un levier situé daus leur plan , il faudra d'abord qu'elles se réduisent à une seule force ; car si elles se réduisaient à deux forces; parallèles S et S' non réductibles à une seule , et que S' fût la plus rapprochée du point d'appui , on pourrait décomposer S' en deux forces Q et Q', parallèle* et agissant dans le même sens, dont la première serait directement opposée à S et la seconde passerait par le point d'appui: ces deux composantes seraient l'une et l'autre moindre* que S' ou S , la force Q' serait détruite , et il ne resterait qu'une force S — Q, qui ferait tourner le levier dans le sens de S. Les forces données étant réduites k une force unique R , il faudra , en outre, pour l'équilibre du levier, que cette force vienne passer par son point d'appui. Cette condition s'exprimera par une équation, au moyen du théorème que nous allons démontrer. 46. Considérons d'abord deux forces seulement et leur résultante. Le moment de cette résultante, par rapport à un point situé dans le plan des trois forces , sera égal à la somme on à la différence des momens des deux composantes par rapport au même point : à la différence , quand le centre des momens est situé dans l'angle des composantes , ou , dans son opposé, au sommet; à lu somme, quand ce point est hors de ces deux angles. Bn effet , soient P et P' ces deux forces , MA et MA' (fi; 16 et 17) leurs directions, Q leur résultante agissant suivunt MB, C le centre des momens, p, p', q, les perpendiculaires Ca, Ca', Ci, abaissées du point C sur la direction de P, P', Q. Décomposons chacune de ces trois forces en deux outres, dirigées suivant la droite MC et suivant la perpendiculaire KMK' à cette droite; et considérons les composantes perpendiculaires. On a évidemment q cos BMK = ein BMC = — , c en désignant par c la longueur de la droite MC; donc la composante de Q suivant MR sera égale à Q? — . De même , les composantes de P et P' perpenpP py diculaires à MC seront — et — . Elles ogissent en c c sens contraire, quand la ligne SC traverse l'angle AMA' (fig. 16), et dans le même sens, quand elle tombe hors de cet angle. Or, la somme de ces composantes, dans le second cas , et l'excès de la plus grande sur la plus petite, dans le premier, doit reproduire la composante de Q, puisque Q est la résultante de P et !» , en supposant la composante de P plus grande que celle de P', et supprimant le diviseur commun c, on aura donc q? = pp ± py; ce qu'il s'agissait de prouver. Si l'on imagine que le point C soit fixe et que les perpendiculaires Ca, Ca*, Ci, forment un système invariable, les forces P, P', Q, qui peuvent être censées agir aux extrémités a, a', b, de ces droites, ne pourront produire qu'un mouvement de rotation autour du centre des momens. Or, l'inspection de la figure 17, a laquelle répond le signe supérieur dans l'équation précédente , montre que quand le point C tombe hors de l'angle AMA', et de igitized by Googl
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 27 sou opposé ou sommet, les trois force» P, P', Q, tendent à Taira tourner leurs points d'application dans le même sens autour du point C ; nu contraire, lorsque ce point tombe dans l'un de ces deux angles, lu figure 18, qui répond au signe inférieur, fait voir que les forces P et F tendent à faire tourner les points a et a' en sens opposés ; et l'on voit aussique , dans ce cas , la résultante Q tend à faire tourner son point d'application dans le même sens que la composante qui a le plus grand moment. D'après celte remarque , le théorème qu'on vient de démontrer revient à dire que le moment de la résultante de deux forces est égal à la somme ou à la différence des momeiis de ces deux forces , selon que les composantes tendent à faire tourner leurs points d'application dans le même sens ou en sens opposés autour du centre des momens , et que la résultante tend à faire tourner dans le seus de la composante qui a le plus grand moment. Ce théorème ayant lieu pour des forces dont les directions font un angle quelconque, doit encore subsister lorsqu'elles deviennent parallèles ; c'est effectivement une conséquence facile à déduire de de la composition des forces de ce genre (n° 43). 47. L'avantage de ce dernier énoncé est de pouvoir facilement s'étendre à un nombre quelconque de force. P, P', P", etc., dirigées dans un même plan. En regardant le centre des momens comme un point fixe, autour duquel les forces tendent à faire tourner le système de leurs poiots d'application , liés entre eux d'une manière invariable, le moment de la résultante est égale à la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner dans le même sens qu'elle , moins la somme des momens des forces qui tendent à faire tourner en sens contraire. Pour fixer les idées , supposons que les trois premières forces P, P', P", t^dent à faire tourner dans un même sens , et toutes les autres dans un sens opposé. Reprenons la série de réductions du n» 45. Soient Q la résultante de P et P', et Q' celle de Q et P", ou de P, P', P". Soient aussi p, p\ f, q, q't les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de P, P', P", Q,Q'j nous aurons, d'après ce qu'on vient de voir, Q^Pp + py, qy=Qo + pv. et, par conséquent, QV = pp + py + V'p» De même si l'on désigne par Q, la résultante de toutes les autres forces P"', P« , etc. ; par q, la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur sa direction; part»",,,», etc., les perpendiculaires abaissées du même point sur les directions P"', P1' , etc., on aura aussi q,q, = pyi + pnp„ + rte. Or, la résultante R de toutes les forces données sera celle des deux forces Q* et Q,; si, donc, on représente par r la perpendiculaire abaissée du centre des momens sur la direction de R , et si l'on considère que ces forces Q' et Q, tendent a faire tourner en sens opposés , on aura »r=±(QV-Q(îl), selon que Qy sera plus grand ou moindre que Q q . Dans le premier cas , la force R tendra à faire tourner dans le même sens que la force Q*. et, consëquemment , dans le même sens que les trois forces P, P', P". flous supposerons que ce soit ce premier cas qui ait lieu, et en substituant pour QY et Q,?, leurs valeurs, nous aurons alors Rr=Pp + py + Pv-P'y-P» r __etc ; (I) équation qui renferme le théorème qu'on voulait démontrer. En supposant que le centre des momens soit le point d'appui dti levier auquel les forces P, P', P", etc., sont appliquées, il faudra, pour l'équilibre de ce levier, qu'où ait pP + IV + IV— FV» — P» JH» — étc.=0, (2) puisque dans ce cas, ces forces doivent avoir une résultantcqui doit passer par le point d'appui (n° 46), et pour laquelle on a donc r =0. 48. On peut rendre l'équation (1) plus générale, en supposant que par des décompositions et recompositions des forces P, P', P", etc., on les ait transformées eu d'autres forces S, S', S", etc., dont l'ensemble soit équivalent aux forces données. En désignant par », é, ê'\ etc., les perpendiculaires abaissées du centre des momens sur les directions de S, S', S", etc., on trouvera, par le même raisonnement que dans le numéro précédent, U + S* ê + S V + etc. = P p + V f, + P v _ p,v, _ p,, ^ elc . équation dans laquelle on devra prendre avec le signe + les momens des forces S, S', S", etc., qui tendent à faire tourner dans le même sens que P, P*, P"; et ovec le signe — , les momens de celles qui tendent à faire tourner dans le même sens que P"', P" , etc. le cas particulier où les forces P, P*, P", etc., sont irréductibles à une seule , est compris dans cette dernière équation. Soient alors S et S' deux forces égales, parallèles et non directement opposées; et appelons h leur distance mutuelle. Si le (3) centre des momens est situé entre leurs directions, on aura * + = elles tendront a faire tourner dans le même sens autour de ce point; on donnera donc le même signe à leurs momens , et il en résultera Ss + SV = SA. Si, au contairc, le centre des momens n'est pas compris entre S et S*, et qu'on suppose s > a", ou anra * — *' —h; ces deux forces tendront à faire tourner en sens opposé; ondevra donner le signe -4,- au moment Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. de S et le signe — au moment de S*; et il en résultera S» — 8V ES Sh. Par conséquent , l'équation (3) deviendra toujoura Sk = Pp + P'p» + P"p» — P"'p"' - ?»p„ - etc. Son second membre se composant de quantités qui sont toutes données , il en résulte que si les valeurs de S et A Tiennent a changer , leur produit demeurera constant, ainsi qu'on l'avait déjà dit plus haut. On conclut aussi de cette dernière équation que , quand son second membre est nul , les forces données ne peuvent pas tomber dans le cas d'exception où elles sont irréductibles à une seule ; il s'ensuit donc que l'équation (2) exprime à la fois que les forces P, P*, P", etc., ont une résultante unique, et que cette résultante passe par le centre des moment ; par conséquent , elle est l'équation nécessaire et suffisante pour l'équilibre du lévier dont ce centre est le point d'appui. La résultante R qne l'on obtiendra par la série des réductions du n° 45, exprimera la charge qu'il aura à supporter ; quand elle sera nulle, les forces P, P", P", etc., se feront équilibre dans leur plan sans le secours de ce point fixe. 49. La condition de l'équilibre dans le levier peut aussi s'exprimer par une équation analogue 4 la formule (s) du n» 39. Soient, par exemple, 1, M', 1" (fig. 18), les points d'application des trois forces P, P', P*', qui ogissent sur le levier ECF, suivant des directions MA, l'A', M" A", comprises dans son plan. Faisons tourner infiniment peu ce levier autour de son point d'appui C, de sorte que H , H', M", viennent en m, m1, m". D'après la définition du n° 39, les arcs infiniment petits Mm, M'm', M''m", que l'on peut prendre pour des lignes droites , seront les vitesses virtuelles des points d'application M , M', H", des trois forces que l'on considère. J'abaisse de m, ml, m''t des perpendiculaires ma, m'a' , m" a", sur les droites MA, M'A', M" A", ou sur leurs prolongemens ; Ma sera la projection de Mm sur la direction même de la force P qui tend à faire tourner le levier dans le aens de la rotation qni a eu lieu ; M'a* et M"a" seront les projections de M'm' et M"m" sur les prolongemens des deux autres forces PJ et P" qui tendent à le faire tourner dans le sens oppose. Pour cette raison , je considère la première de ces projections comme une quantité positive, et les deux autres comme des quantités négatives. Je représenterai ces trois quantités par.,V,V. Cela posé, en vertu du principe des vitesses virtuelles , la somme des forces données multipliées respectivement par les projections ainsi définies des vitesses virtuelles de leurs points d'application, est nulle dans le cas de l'équilibre, et réciproquement l'équilibre a lieu quand cette somme est xéro; en sorte que l'équation d'équilibre du levier est p„ + pv -f PV' = 0; (4). et, en effet , il est aisé de vérifier qu'elle coïncide avec celle que l'on a déduite de la considération dea momens. Pour cela , désignons par p, ff, p", les perpendiculaires CG, CG', CG", abaissées du point C sur les directions dea forces P, P1, P"; par c, if, c", les distances CM , CM', CM", de leurs points d'application au point C ; et par yt y', -y", les vitesses virtuelles Mm, IW, M"m". L'arc infiniment petit Mm se confondant avec sa tangente , les triangles Mma et CM G ont leurs côtés perpendiculaires l'un à l'autre, et sont semblables ; on a donc Ma : Mm .: CG : CM, a à cause de Ma = *. Mm = y, CG=p, CM = c , on en déduit • = h-, c On aura de mime py py * - —> * pr» en observant que V et «" sont , par hypothèse , des quantités négatives. De plus, la forme du levier étant supposée invariable , les trois arcs Mm, MW, M"ro", décrits en même temps, répondent à un même angle ; et en les divisant par leurs rayons respectifs CM , CM', CM", on aura trois rapports égaux. En désignant par 6 la grandeur commune de ces rapports, on aura donc y y> y" C et , par conséquent, • = p», V = -p«l, V' = -p"ê. Or , si l'on substitue ces valeurs dans l'équation (4), et qu'on supprime ensuite le facteur I commun à tous ses termes, elle deviendra pp _ py _ py» = o; ce qui est effectivement l'équation d'équilibre du levier que noua considérons. Réciproquement, si l'on multiplie celte dernière équation par », elle se changera dans l'équation (4). Le raisonnement serait évidemment le même , P*, P", etc, et le sens dans lequel elles tendent à faire tourner le levier. Digitized by Google
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    CHAPITRE III. DB LA COMPOSITION ET DE i/ÉQUILIBRE DES PORCES PARALLELES. 60. La composition des forces parallèles se déduit, ainsi qu'on Ta tu précédemment (n° 43), de la règle du parallélogramme des forces, en considérant les forces données comme des forces dont le point de concours est à l'infini ; mais en s'appuyaut toujours sur cette règle, on peut aussi obtenir la résultante de deux forces parallèles par un autre moyen qu'il est bon de connaître. Soient P et Q les deux composantes, agissant aux points £ et F de la droite inflexible EF, suivant les directions parallèles E.V et FB, dans le même sens (fig. 19), ou en sens opposés (fig. 20). On ne changera rien à ce système de forces, en appliquant aux extrémités de cette droite des forces égales, dirigées en sens contraire l'utie de l'autre, suivant ses prolongemens EC cl FI) , et dont la commune sera représentée par S. Je i résultante des forces Pet S appliquées au point E, qui sera une force P' agissant suivant une droite E.V comprise dans l'angle AECj de même la résultante des forces Q et S, qui agissent au point F, sera une force Q dirigée suivant une droite FB', comprise dans l'angle BFD ; et si l'on excepte le cas du n" 44 , où les forces dounées P et Q sont égales et agissent en sens opposés, les deux droites E.V et FB' ne seront pas parallèles. Par conséquent, en supposant leur point d'intersection K lié invariablement à la droite EF, il sera permis do le prendre pour le point d'application commun aux deux forces P' cl Q' (n° 41). Parce point K, je mène les droites 1 1 et KIT, parallèles à la droite EF et k la direction des forces P et Q , puis je décompose chacune des forces P' et Q' suivant ces parallèles : il est évident qu'on retrouvera de cette manière les composante» S et P, dirigées suivant KE' et KH, et les composantes S et Q, dirigées suivant KF' et KH (fig. 19), ou suivant ki et KH' (fig. 20). Nous aurons donc les quatre mêmes forces qu'auparavant, mais appliquées toutes quatre à un même point K. En supprimant les deux forces S, il restera les deux forces P et Q, dirigées suivant la même droite KH, dans le cas de la figure 19, ou suivant cette droite KH et snu prolongement KIT, dans le cas de la figure 20, qui Q est la plus grande des deux forces c, la résultante de ces denx forces leur sera parallèle ; et en la désignant par H, aurons R = Q±P, selon qu'elles seront dirigées dans le même ou en sens opposés. Pour déterminer le point 0 , où sa direction viendra couper la droite EF ou son prolongement, je supposerai que E' et F' soient les intersections des lignes AE et BF avec la droite E'F'; les deux quadrilatères EE'K.0 et FF'KO seront des parallélogrammes; et si l'on prend leurs diagonales KE et KF pour représenter les résultantes P' et Q', on oura s : p : : eo : ko , s : q : : fo : ko , pour les rapports des composantes. On conclut de là P : Q : : fo : eo ; ce qui fera connaître la position du point 0 qu'on pourra prendre pour le point d'application de la On en déduit aussi p : q ± p : : fo -. ef , q : q ± p : : eo : ef , les signes supérieurs se rapportant à In figure 19, et les signes inférieurs à la figure 20 ; en ayant égard à la valeur précédente de R, on aura donc, p : Q : R : : fo : eo : ef ; ce qui montre que chacune des trois forces P, Q, R , est proportionnelle à la distance comprise entre les points d'application des deux autres. Cette proportion , et, par suite, la position du point 0, sont indépendantes de l'angle sous lequel les directions des forces données sont coupées par la ligne EF , qui peut être une droite quelconque aboutissant par ses extrémités à ces deux directions. culté, toutes les questions qui peuvent se présenter sur la composition des deux forces parallèles eu et sur la décomposition d'une force en qui lui soient parallèles. Nous n'enDigitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. trerons dans aucun détail à ce sujet ; et nous no reviendrons pas non plus sur le cas particulier des forces égales et non directement opposées, que nous avons exclu de la démonstration précédente et qui a été suffisamment examiné dans len»44. Je vais actuellement considérer un nombre quelconque de forces parallèles, dont une partie agit dons un sens et l'autre partie dans le sens opposé, qui sont situées ou non situées dans un même plan, et appliquées à des points liés entre eux d'une manière invariable , par exemple , à différen* points d'un corps solide. En composant deux de ces forces en une seule, puis celle-ci et une troisième encore en une seule, et ainsi de suite, on parviendra à déterminer ht grandeur et la position dans l'espace de la résultante de toutes les forces données, a moins que les deux dernières forces qu'on aura à considérer ne tombent dans le DU d'exception du n° 44. Celte résultante sera évidemment parallèle à la direction commune des composantes ; de plus, elle sera égale à la somme de celles qui agissent dans un même sens, moins lu somme de celles qui agissent en sens contraire, et elle agira dans le sens de la plus grande somme. Si donc on regarde les unes comme des quantités positives, et les autres comme des quantités négatives (n° 11), qu'on les représente toutes par P, P', P", etc., et leur résultante par R, on aura toujours R = P + V + P» + etc. 62. Si les forces données viennent à tourner autour de leurs points d'application sans cesser d'être parallèles, leur résultante tournera aussi autour d'un des points de sa direction; car sou point d'application, qu'on trouve en composant successivement les forces données, comme on vient de l'indiquer, ne dépend en aucune manière de la direction commune de ses forces, et reste, conséquemment le même quand celte direction vient à changer. Ainsi, par exemple, supposons que les forces données soient au nombre de trois, P, P', P'', dirigées suivant les droites MA, M'A', M" A" (fig. 21). Soit d'abord Ml la direction de la résultante de P et P', qui sera égale à P + P' ; soit ensuite Fi'R' la direction de la résultante de P + P' et P"; cette dernière force P" étant supposée, dans la figure, agissante en sens contraire de P et P' , et plus grande queP-j-P'. Concevons maintenant que les trois forces P, P', P', tournent autour des points M, M', H", en conservant leur parallélisme et le sens relatif de leurs actions. Soient Ma, M'a', M"a", leurs nouvelles directions. Dans ce nouvel état, la résultante des forces P et P' rencontrera la droite MM' au même poiut N qu'auparavant, puisque la position de ce poiut ne dépend que du rapport des composantes, et nullement de l'angle que lu droite MM' fuit avec leurs directions (n° 50) ; elle sera présentement dirigée suivant la droite U parallèle a Ma et M'a', et encore égale à P + P'. Par la même raison, U résultante de P + P' et P" rencontrera le prolongement de la droite MM' au même point Ht qu'auparavant, et sera dirigée suivant une droite > 7/ parallèle à No ; par conséquent, les trois forces P, P', P", tournant autour de leur» points d'applicotion M, M', M", leur résultante tournera aussi autour d'un même point S'. 53. Nous appellerons centre de» forcée parallèle* re point dans lequel viennent se couper toutes les directions successives de la résultante, quand se» composantes tournent autour de leurs points d'application, qu'on suppose invariables. On verra par la suite combien le centre de* forces parallèles est important a considérer , surtout dans les questions relatives a l'équilibre et au mouvement des corps pesans. On peut déjà observer que si un corps solide est sollicité par des forces parallèles quelconques , que l'on déterminele centre de ces forces, et qu'on le suppose fixe, l'équilibre aura lieu dans tontes les positions que le corps pourra prendre autour de ce point, ponrvn que les forces données restent toujours parallèle* et appliquées aui mêmes points de ce corps ; car alors leur résultante passera constamment par le point fixe , ce qui suffit pour qu'elle soit détruite. Les coordonnées du centre des forces parallèles, rapportées à trois axes rectangulaires, dépendent, comme on va le voir, des produits de ces forces multipliées par les coordonnées de leurs points d'application. A cause que ces produits se présentent dans un grand nombre de cas, on leur a donné un nom particulier; on appelle moment d'une force par rapport à un plan , le produit de cette force et de sa distance à ce plan. Ainsi , P étant l'intensité d'une force appliquée en un point dont les coordonnées sont s, y, m, les produits P«, Py, Px, seront ses momens par rapport aux plans des * et y, des * et *, des y et s. Les momens de cette espèce n'ont rien de commun , en général, avec les momens par rapport h un point qu'on a définit dans le n» 42. Ceux-ci dépendent de In direction de lu force, et sont indépendans de son point d'application ; les momens par rapport i un plan dépendent , au contraire, de la position du point d'application de la force, et sont indépendans de sa direction. On ne fait usage des derniers que dsnt lo cas des forces parallèles ; en sorte qu'ils peuvent être des quantités positives ou négatives , à raison du signe de la force cl des coordonnées du point où elle est appliquée. 54. Soient M, M', M", etc. (fig. 22), les points d'application des forces parallèles P, P', P", etc. , dont il sera inutile d'indiquer les directions. Menons arbitrairement trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, qui seront ceux des coordonnées ; désignons par x, y, a, les coordonnées de M ; par s', y', jt', celles de Mr, par y", celles de B", elc. ; et supposons que toutes ces coordonnées et ce* forces sont des quantités données qui peuvent être positives ou négatives. Soient encore Q, Q', Digitized by Google
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    STATIQUE, PREMIERE PARTIE. 81 Q', elc. , le» projections des points!, M*, M", etc., sur le plan des * et y ; en sorte qu'on ait MQ=3,M'Q'=3\ M"Q" = *", tic. Enfin, représentons par x, , y. , *i , tes trois coordonnées du centre des forces parallèles dont il s'agit de trouver les valeurs. La résultante P + V des deux forces P et P rencontrera en un point Pi la droite MM' ou son prolongement, selon que ces deux forces seront de même signe ou de signe contraire ; mais dans les deux cas on aura p : P + P' :: m : MM'. Soit K la projection de Ji sur le plan des x et y. Pur le point M, menons la parallèle MGH a la droite QKQ', qui rencontre les droites NK. et MQ' aux points G et H, de sorte qu'on ait MQ = GK = HQ'; on aura aussi MU : MM' S! NG : M'H ; et de cette proportion jointe à la précédente, on conclura (P + V) KG = V. M'H. A cette équation, j'ajoute l'équation identique (P + F) GE = P. MQ + P'. HQ'; ce qui donne ( P + P' ) NR = P* + P' La résultante des deux forces P -f- P' et P ' rencontrera en un point If' la droite KM" ou son prolongement, selon que ces deux forces auront le même signe ou des signes contraires ; et si K' est la projection de V sur le plan des x et y, on trouvera, comme dans le cas précédent, (P + pi+p")K.k.= (P + p,)HK + p,V,. par conséquent, on aura (P + P' + P")N'E' = P* + P» *' + P'V. On continuera de même jusqu'à ce qu'on ait épuisé toutes les forces données P, P', P", etc. ; et si R est leur résultante totale, on aura finalement Rs, ss Pa -f PV + PV" + elc La figure 22 suppose que tous les points M1, M', M" , etc. , K, H', et*, sont situés d'un même côté du plan des * et y, ou que leurs ordonnées parallèles à l'axe des z sont toutes de même signe ; mais il est aisé de voir que si l'équation précédente est Traie dans ce cas , elle le sera encore lorsque ces coordonnées seront en partie positives et en partie négatives. En effet, transportons le plan des * et y, parallèlement à lui-même, à une distance quelconque A de sa position primitive. Par rapport à ce nouveau plan, soient Z, Z', Z", etc., les coordonnées de M, M', M", etc., et Z„ celle du centre des forces parallèles, de sorte qu'on ait Z,=s,-», l=M-h, V=s'-h, Z»=3"_*, etc.; si l'on retranche de l'équation précédente l'équation identique M = PA + Vh + Vh + etc., il en résultera RZ, = PZ + P'Z' + P»Z" + etc.; équation dans laquelle les ordonnées Z, Z', Z", etc., peuvent être positives ou négatives. On voit donc que, dans tous les cas, le moment delà résultante d'un nombre quelconque de forces parallèles par rapport à un plan choisi arbitrairement, est égal à la somme des momens de ces forces par rapport au même plan. 55. En prenant successivement les momens par rapport aux trois plans des coordonnées, on aura, d'après les notations précédentes, Ri, = Px + P»*' + PV" + etc. , ) Ryi = Py + PV + PV + etc., [ (l) RSl = Ps + PV + PV' + etc.; ' et à cause de R = P + P' + P» + etc., (2) les trois coordonnées du centre des forces parallèles seront complètement déterminées. En menant par ce point une droite parallèle aux forces données, dans le sens indiqué par le signe de R, on aura la direction de la résultante. Ces quatre équations renfermeront , de la manière la plus générale, la théorie des forces parallèles. La somme des momens des forces P, P', P", etc., est égale à xéro, par rapport a tout plan passant par le centre des forces parallèles ; car, en prenant ce plan pour celui des x et y, il faudra qu'on ait *, = 0, et , conséquemment, Ps + PV + PV" + etc. = 0. Dans le cas particulier où P, P', P", etc., se réduisent à deux forces égales, agissant en sens opposé, leur somme R est égale à xéro; ce qui rend infinies les valeurs de x, , y, , s,. Le centre des forces parallèles est donc alors situé à l'infini, ou plutôt ce centre n'existe pas, non plus que la résultante. 50. Lorsque tous les points d'application M, H', M", etc. , des forces données sont situés dans un même plan, il est évident, par la nature du centre des fortes parallèles (n° 62), que ce point, s'il existe, devra aussi se trouver dans ce plan ; c'est aussi ce que l'on peut conclure des équations (1) et (2). En désignant par a, h, c, trois constantes données, on aura, daus ce cas, M = ax + by + e , ax'+V+ C, s''= «x« + 4y" + c, etc. Digitized by Google
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    32 TRAITÉ DE Je substitue ces valeurs de m, m", m", etc., dans la troisième équation (1); il Tient Rs, = ( Px + PV + P'V + etc.) a + ( Py + P'y' + P"y" + etc.) 4 + (P + P' + P" + etc.) c. En vertu des deux autres équations (t) et de l'équation (2), on peut remplacer par Rxi , Ryi , R, les coefficiens de a, b, c; et en supprimant ensuite le facteur commun R, on a mi = aii + byx + c; re qui montre que le centre des forces parallèles appartient au plan des points M, M', M", etc. Lorsque tous ces points sont sur une même ligne droite, ce ccnlre s'y trouve également ; et il surfit de la première des équations (1) pour déterminer sa position, en prenant cette droite pour Taxe des x. Si, de plus, les forces P, P', P'', etc., sont perpendiculaires à cette droite, les momens que nous considérons actuellement se confondent avec les momens par rapport à un point , qui est ici l'origine 0 des abscises x, et la première équation (1) coïncide avec l'équation (l) du n° 47. Il est aisé de voir, en effet, que parmi les forces données P, P', P", etc., celles qui tendent à faire tourner autour du point 0 dans le même sens que la résultante R, •ont toutes les forces qui ont le même signe que leurs distances s, s', s", etc., à ce point, et que celles qui tendent k faire tourner dans le sens opposé, sont les forces qui ont un signe contraire à celui de ces mêmes distances ; par conséquent, les momens des premières s'ajoutent, et ceux des dernières se retranchent, conformément à l'énoncé du numéro cité. 67. Les équations d'équilibre des forces parallèles P, P\ P", etc., se déduisent aisément de la théorie qu'on vient d'exposer. S'il n'existe aucun point fixe dans le système, il faut, pour l'équilibre, qu'en séparant l'une de ces forces, par exemple In force P, toutes les autres aient une résultante qui soit égale et directement opposée a P. Soit donc R la résultante des forces V, P", etc.; puisque les forces P et R' sont égales et dirigées en sens contraires , elles doivent être égales et de signes différens , ou, autrement dit, on doit avoir P -j- K'=0. Hais R' est la somme des composantes P*, P", etc. ; il en résulte donc, pour la première équation d'équilibre, P + F + P» + etc. = 0. (o) Pour exprimer , en outre, que les forces P et R' sont directement opposées, soient •, C, y, les trois coordonnées du centre des forces parallèles P* P", etc., de manière qu'on ait R'. = P**' + P"x" + etc. , r-c = py + py + etc. , R',, = P'*' + PV + etc. Ce centre étant le point d'application de leur réMÉCAMQIE. •nlUnte R', il sera nécessaire qu'il se trouve snr la direction de la force P, pour que R' soit directement opposée a cette force, ou, ce qui revient au même, ce centre et le point d'application H de la force P doivent être sur une même parallèle à la direction commune des forces données. Si donc on prend, pour plus de simplicité, le plan des * et y perpendiculaire à cette direction, il faudra que ces deux points soient situés sur une même perpendiculaire à ce plan ; ils auront alors la même projection sur ce plan; par conséquent, leurs coordonnées seront les mêmes parallèlement aux axes des x et y, de sorte que l'on aura • = x , C sa y. Je substitue donc x et y à la place de a et C dans les deux premières équations précédentes, et, k cause de R' = — P, il vient Px + PV + P"x" + etc. = 0, i Py + P'y' + P'y' + CtC. = 0; f W équations qui signifient que la somme des momens de toutes les forces P, P', P ', est nulle, etc., par rapport aux plans des x et s, et des y et s, parallèles à leur direction. Ainsi , l'équilibre de ces forces exige que les équations (o) et (6) aient lieu en même temps. Réciproquement, quand ces trois équations sont satisfaites, l'équilibre existe; car si l'on considère la résultante R' de toutes ces forces moins une, on aura, en vertu de ces équations, R» = - P , R'. = - Px , R'C = - Py , et, par conséquent, • = *, < = y; en sorte que celte résultante sera égale et directement opposée à la force P , qu'on avait omise. Il n'est pas nécessaire, pour cela , que les deux plans par rapport auxquels la somme des momens des forces données est xéro, soient perpendiculaires l'un à l'autre; il suffit qu'ils soient parallèles à la direction de ces forces ; et l'on peut aussi s'assurer facilement que si cette condition est remplie par rapport à deux plans parallèles à cette direction, elle le «era également par rapport a tous les autres. Concluons donc que pour l'équilibre d'un système de forces parallèles, appliquées à un corps solide entièrement libre, il est nécessaire et il suffit : 1° Que la somme de ces forces soit égale & xéro ; 2" Que la somme de leurs momens soit nulle par rapport à deux plans quelconques parallèles à leur direction commune. Quand toutes les forces seront comprises dans un même plan, cette seconde condition sera déjà remplie par rupport à ce plan, et il suffira qu'elle le soit, en outre, par rapport à un autre plun. 68. Si l'un des points de ce corps solide est supDigitized by Google
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. posé fixe, il suffira, pour l'équilibre des forces parallèles, que la somme de leurs moment soit nulle par rapport à deux plans passant par ce point et parallèles à leur direction, et il ne sera plus nécessaire que leur résultante toit égale a xéro; car alors les distances de cette résultante à ces deux plans seront nulles : elle coïncidera donc avec leur intersection, et sera détruite par la résistance du point fixe. Lorsque ce point sera le centre des forces parallèles, la somme des momens sera îéro par rapport à tous les plans passant par ce point ; par conséquent, les forcet données te feront équilibre, quelle que soit leur direction commune ; ce que nous savions déjà (n° 53). Si le corps solide est retenu par un axe fixe, autour duquel il ait seulement la liberté de tourner, il suffira, pour l'équilibre des forces parallèles appliquées en ses différent points , que la tomme de leurs momens soit égale à xéro, par rapport au plan mené par cet axe parallèlement à leur direction ; car leur résultante tombant alors dans ce plan, elle y rencontrera Taxe fixe, et sera détruits par sa résistance. Lorsqne l'axo fixe est lui-même parallèle aux forces données, le plan dont il s'agit est indéterminé ; la condition d'équilibre t'évanouit par contéquent ; ce qui doit être , puitque det forcet qui tout toutet parallèlea à un axe fixe ne peuvent faire tourner un corpt tolide autour de cette droite, de aorte que, dant ce cas, l'équilibre a lieu indépendamment de leurs intensités et de leurs distances à cet axe. CHAPITRE IV. CONSIDÉRATIONS GÉNÉRALES SUR LES CORPS PESANS ET SDR LES CENTRES DB GRAVITÉ. < 59. On appelle indifféremment pesanteur on gravité, la force qui précipite les corps vers la surface de la terre aussitôt qu'ils ne sont plus soutenus. Son action s'exerce sur tous les points matériel! , dant des directions perpendiculaires à cette surface, ou suivant des lignes verticales. Les directions prolongées de la pesanteur en différens lieux de la terre , convergent donc vers son centre, i cause de sa forme à peu près sphérique ; mais en ayant égard à la grandeur du rayon terrestre, relativement aux dimensions des corps que l'on considère ordinairement, on peut supposer, tant erreur tentible, la pesanteur parallèle à elle-même dans toute l'étendue d'un même corps. L'observation a prouve que l'intenaité de cette force varie à la turface de la terre avec la latitude, et que tur une même verticale elle varie aussi avec l'élévation au-dettut de cette surface ; mais il faut que les changement de hauteur et de latitude deviennent sensibles, et elles ne le sont nullement dans l'étendue d'un corps de dimensions ordinaires. 60. On conclut de là que la résultante des forces parallèles en nombre infini, qui agissent sur tous les points d'un corps pesant , est indépendante de sa forme ; cette résultante est ce qu'on appelle le poids du corps. Dans les corps homogènts, le poids est évidemment proportionnel au volume; mais une expérience journalière nous montre que les corps de nature différente n'ont pat le même poids tout le même volume; ce qui peut provenir de ce que l'attraction de la terre , qui ett la cause principale de la pesanteur, comme on le verra par la suite, dépend de la nature des points matériels sur lesquels elle agit, ou bien, de ce que les corps hétérogènes renferment, sous des volumes égaux, des quantités différentes de points matériels également pesant. Roui expliqueront , dant un autre chapitre , comment on a conclu , du mouvement obtervé det corpt petans , que c'est le second de ces deux cas qui a lieu dans la nature. Il en résulte que le poids d'un corps quelconque est en raison composée de sa masse et de l'intensité de la pesanteur dans le lieu où il est situé. Ainsi, en appelant P ce poids, H la masse, et g la mesure de la gravité, on a P = «M. 5 Digitized by Google
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    34 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Cette quantité g, indépendante de la nature par- I ticuliérc de chaque corp», est, comme on voit, le poids de celui dont on prend arbitrairement la tmme pour unité. On verra par la suite comment sa vulcur a été déterminée en différens points de la terre, d'après le mouvement des corps soumis à la seule action de la gravité. Nous pouvons aussi écrire P = .V, en désignant par m le poids du corps sous l'unité de volume, et son volume par V. Le poids m est ce qu'on appelle la pesanteur spécifujtie du corps que l'on considère; dénomination impropre, puisque la pesanteur est commune à tous les corps d'espèces différentes, et qu'on devrait remplacer par celle de poids spécifique. Enfin, si l'on représente par D la masse, sous l'unité de volume, du corps que l'on considère, D sera ce qu'on nomme la densité de ce corps, et l'on aura M — DV , P = oDV. Telles sont les équations qui ont lieu entre les cinq quantités P, g, M, D, V, dont chacune doit 
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. que ti on lui fait prendre suceuse ventent diverse* positions par rapport à la direction de ces forces , leur résultante passera constamment par un certain point de ce corps. Ce point , que nous avons appelé , en général , centre de$ forcés paraUète* (n» 53), prend ici le nom particulier de centre de gravité. Sa propriété caractéristique dans les corps solides, qui ne sont soumis qu'à la seule action de la pesanteur , consiste en ce que, s'il est supposé fixe , le corps auquel il appartient reste en équilibre dans toutes tes positions possibles autour de ce point , puisque , dans toutes ces positions , la résultante des forces appliquées à tous les points du corps vient passer par le point fiie. On conçoit aussi que quand un corps solide pesant est retenu par un autre point fixe, il est nécessaire et il suffit , pour l'équilibre , que la droite qui joint ce point et le centre de gravité soit verticale ; ce centre pouvant d'ailleurs se trouver au-dessus ou au-dessous du point fixe. En effet , le poids du corps étant une force verticale appliquée à son centre de gravité, sa direction coïncidera, dans celte hypothèse, avec la droite qui joint ce centre et le point fixe, ou avec son prolongement; par conséquent , cette force sera détruite par la résistance du point fixe, comme si elle y était immédiatement appliquée. Par la même raison , si l'on suspend un corps solide pesant & un point fixe, par le moyen d'un fil dont l'extrémité inférieure est attachée à un point de sa surface, la direction de ce fil sera verticale dans l'état d'équilibre, et son prolongement ira passer par le centre de gravité du corps. Il en sera de même si l'on suspend , une ou plusieurs autres fois, ce même corps au point fixe, en attachant l'extrémité inférieure du fil à d'autres points de sa surface. Les prolongemens du fil , tracés successivement dans l'intérieur du corps, s'y couperont à son centre de gravité; ce qui fournit un moyen pratique de déterminer la position de ce centre dans un corps de forme quelconque, homogène ou hétérogène. Dans toutes les questions d'équilibre relatives à un corps solide , on pourra faire abstraction de la pesanteur de ses diverses parties, pourvu qu'on ajoute aux outres forces données qui agissent sur ce corps , une force égale à son poids , et appliquée verticalement à son centre de gravité. Ainsi, par exemple, daus le cas de l'équilibre du levier, il faudra comprendre au nombre des forces données dont la somme des momens doit être nulle, par rapport au point d'appui ( n» 47 ), le poids du levier agissant à son centre de gravité suivant la direction de la pesanteur. 64. Lorsque l'on connaît les centres de gravité G et G' des deux parties d'un corps , et leurs poids p et pt, on en déduit immédiatement le centre de gravité K de ce corps; car ce centre est le point d'application sur la droite GG', de la résultante de« forces parallèles p et p\ qui agissent dans le même sens à ses extrémités G et G' ; et , pour en déterminer la position, on a conséqnemment GK : GG' Il p? '. p + p'. De même, si Ton connaît les centres de gravité E et G d'un corps et de l'une de ses parties , et que les poids du corps et de cette partie soient P et p, on en conclura le centre de gravité G' de l'autre partie ; car ce point sera situé au delà du point K sur le prolongement de la droite GK , et sa distance ou point G sera déterminée par la proportion GG' : gk. : : p : p — p. Si un corps est divisé en un nombre quelconque de parties dont les poids et les centres do gravité soient connus , on eu pourra déduire son centre de gravité par une suite de proportions ; mais il conviendra mieux de déterminer ses trois coordonnées au moyen du théorème relatif aux momens des forces parallèles (n° 54). Soient , pour cela , p, p', p", etc. , les poids des différentes parties du corps, et P son poids total, de sorte qu'on ait P = p + p» + f + etc. Soient aussi x, y, s, les coordonnées du centre de gravité de la partie dont p est le poids; r' , y', m', celles du centre de gravité de la partie dont le poids est p' ; etc. Toutes ces quantités seront données par hypothèse; et si l'on appelle $)% , JTi * ët $ le* coordonnées du centre do gravité du corps entier , rapportées aux mêmes axes que les précédentes, on aura, d'après le théorème cité, Px, = px -f pV + p"x" + etc. , Py, = py + pfy> + p"y" + etc. , Pa, =p, +pV + p»z» + etc., ce qui fait connaître les valeurs de #, , y, , a, . 06. On peut , dans ces équations , remplacer les poids par les masses auxquelles ils sont proportionnels. En désignant donc par m, m', m", etc., les masses des différentes parties du corps dont les poids sont représentés parp, p', p"t etc., et représentant par H lu niasse tutoie , de sorte qu'on ait M = m 4,- m'-}- m" -f" etc., il en résnltera Mx, = mx -\- m'x' -\- m"x" etc. , i Sly, = my + m'y' + m'y" + etc., \ (l) mxt = ma + m'»' + »"s" + etc.; 1 ce qui montre que le centre de gravité est indépendant de l'intensité de la pesanteur, et qu'il sera toujours le même point du corps , à différente* latitudes et à différentes hauteurs au-dessus de la surface de la terre. En considérant que ce point ne suppose pas l'action de la gravité, et qu'il ne dépend que des masses et de leur disposition respective, Euler et d'antres auteurs l'oppellent centre Digitized by Google
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    TRAITÉ M MÉCANIQUE. . + mm»r'.+m'm7'. + etc., pour l'équation qu'il s'agissait d'obtenir, et dans laquelle p, f', p", etc., sont les distances mutuelles des centres de gravité de m, m', m", etc., et r, r*, r", etc. , les distances de ces poiuts au centre de gravité de M. 67. On déduit aussi des équations (1) une propriété curieuse de l'équilibre d'un point matériel entièrement libre. Voici en quoi elle consiste. Soit 0 (fig. 23) le point en équilibre ; représentons en grandeurs et en directions , par les droites OA ,0A', OA", etc., les forces qui le sollicitent; si leurs extrémités A, A', A", etc., sont les centres de gravité de masses égales, le point 0 sera le centre de gravité de ce système entier. Eu effet, en appliquant les équations (t) à ces masses , et supposant que ■ soit leur nombre , on »*,= * + *' + *" + etc., «y, = y + y» + y" + etc. , us, = x + x' -f x" + etc. D'un autre côté, si l'on désigne par «, C, y, les angles que fait la force OA avec trois axes rectangulaires menés par le point 0; par »', C, y', ce qne ces angles deviennent relativement a la force OA'; par «", C", y", ce qu'ils deviennent relativement a la force OA"; etc., les équations d'équilibre de ces forces i OA cos » + OA' cos •' + OA" cos •" + etc. = 0 , OA cos C + OA' cos C + OA" cos C" -f etc. sa 0 , OA cos y + OA' cos y' + OA" cos y" + etc. — 0. Digitized by Google
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    1 STATIQUE, PREMIÈRE PARTIB . 97 Or, en plaçant l'origine des coordonnées au point 0, on aura x = OA eos », y = OA cos C , s — OA cos y , *» = OA' cos •', y» = OA' cos C, %' = OA' cos y' , *» = O A" cos *", y" = OA"cos C", s" = 0 A" cos y", etc,, pour les coordonnées des points A , A', A", etc. En vertn des équations d'équilibre , on aura donc x + *' + *" + etc. = 0 , y + y' + y» + etc,= 0, s + s' + z" + etc. = 0; d'où l'on conclut », = 0, yi = 0, s, = 0 , ses égales ; par conséquent , ce centre coïncidera •vec le point Oj ce qu'il s'agissait de démontrer. 68. Il y a beaucoup de cas particuliers où le centre de gravité est immédiatement connu. Ainsi, le cenlro de gravité d'une sphère ou d'un ellipsoïde est évidemment au centre de figure ; celui d'un parallélépipède , à l'intersection de ses quatre diagonales ; celui d'un cylindre à bases parallèles, au milieu de son axe. Le centre de gravité d'un cercle ou d'une ellipse est aussi au centre de figure, et celui d'un parallélogramme, a l'intersection des deux diagonales. Le centre do gravité d'une ligne droite est le milieu de cette droite ; d'où l'on conclut sans difficulté le centre de gravité du oontour d'un polygone quelconque , soit par une suite de proportions (n° 64), soit par les équations des raomens des forces parallèles. On voit de mémo que quand on aura trouvé les centres de gravité d'un triangle et d'une pyramide triangulaire, on en déduira , par l'un ou l'autre de ces deux moyens , les centres de gravité d'un polygone et d'un polyèdre donnés, que l'on peut toujours décomposer, soit en triangles , soit en pyramides triangulaires. Mais , en généra], la détermination des centres de gravité exige l'emploi du calcul intégral ; et dans le chapitre suivsnt nous allons donner ' qu'on peut désirer sur ce problème. CHAPITRE V. DETERMINATION DES CENTRES DE GRAVITE. § l". Centres de yratùi des ligné» courbes. à un point quelconque M , et compté à partir d'un point fixe que j'appellerai C. Soient aussi s, y, z, les trois coordonnées rectangulaires de X. On considérera cette courbe comme un polygone d'une infinité de côtés ; ds sera le côté ou l'élément de la ! qui répond au point M; et, quelque part que i gravité de cet élément on prendra * j '< < - . |>ot|r »e» trois coordonnées, qui ne sauraient , effectivement, différer de y, s, que de Appelons / la longueur de la partie déterminée de la courbe dont il s'agit de déterminer le centre de gravité; et représentons par et at les valeurs données de » qui répondent aux deux extrémités de l. Soient Xi , y\ , *i, les coordonnées du centre de gravite de cet arc /, rapportées aux axes desx, y, s. D'après le théorème du n» 13, la somme des valeurs de chacun des produits xdt , ydt , zd» , dans toute l'étendue de /, sera une intégrale définie prise depuis t = t0 jusqu'à * = *, , en regardant x, y, i, comme des fonctions de t données pur la nature de la courbe que l'on considère. Kous aurons donc (n» 65) t*t r*it /">»i ls, = ! xd*,ly> = / yds,lzx=f «b,(l] pour les trois équations qui serviront à déterminer Supposons, par exemple, que la ligne donnée soit une droite , et que sa partie / aboutisse au point C, de sorte qu'on ait to =0 et t, =/. Désignons par », C, y, les trois angles que fait cette partie / avec des axes menés par le point C suivant la direction des x , y, a, positives ; soient aussi a, htct les trois coordonnées du point C; pour le x =: a + 5 cos y = 4 + »cosC, s = c-r-*cosy. Digitized by Google
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    38 TRAITE DE MECANIQUE. Je substitue ces valeurs dans les équations (1); et en effectuant les intégrations et divisant ensuite par l, il vient x '=ro-f l/J/i:oî«,y,=A-4- 1 /;?/ :osC,*, = c-f- \/2lcasy; ce qui montre, comme cela devait être, que le centre de gravité de la droite l est situé à son milieu. 70. Lorsqu'il s'agira d'une courbe plane, et qu'on prendra sou plan pour celui des x et y, il suffira des deux premières équations (I) pour déterminer la position de son centre de gravité dans ce plan. Si , de plus , la portion / de la courbe est symétrique de part et d'autre du point C, on aura s0 = — \/A i et *i = 1/2 i; le centre de gravité sera situé sur la normale au point C; et en prenant cette droite pour l'aie des x , il suffira de déterminer la valeur de x, ,qui sera donnée par l'équation /x, = / xdi. J — i/* i L'arc de cercle est compris d:tns ce eu particulier, en prenant pour nie desjr, le diamètre qui passe par son milieu. Si l'on place en même temps l'origine des coordonnées au rentre du cercle, et qu'on appelle a son rayon , on aura x = a cos a pour l'abscisse du point quelconque M. On en conclut /x, =2
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 30 nG son diamètre perpendiculaire à 1. baie AB , et H son point de contact ai ce cette droite. Du point X , abaissons les perpendiculaires HP et MK sur AB et GU , et faisons KV=p, PM=o; AH = AP + MK = p+ \/ 2cq — q* _ {/Zcij—q' : e orc Mais lo cercle générateur tournant sans glisser sur l.i droite AB , il s'ensuit qu'on a constamment AU = arc Mil ; l'équation demandée de la cycloîde sera donc p + l/aey — y =e.trc (^\n=k^IHz£.>j ■ pet q étant les coordonnées courantes. En la diflërentiant , on a qdq dp = j/ 2eq — g» ' pour son équation différentielle. On en conclut que les deux cordes MG et MU du cercle générateur •ont la tangente et la normale à la cycloîde qui répondent au point M. En déterminant par la formule connue son rayon de courbure au même point , on le trouve égal au double de MH; d'où il résulte qu'en prolongeant MH d'une quantité HN égale à MB , le point N sera le centre de courbure. En faisant de même la droite CDE double de CD , le point E sera le centre de courbure qui répond au sommet C ; et de Ikon conclut aisément que la développée ANE de la demi-cycloïde AMC est la même courbe renversée de manière que son sommet C soit transporté en A et son origine A en E. Il s'ensuit que la longueur de ATiE ou de AMC est égale & la droite CDE, et que, par conséquent, la longueur totale de la cycloîde est égale à quatre fois le diamètre de son cercle générateur. 73. Dans les usages que nous ferons de cette équation , il sera plus commode de transporter l'origine des coordonnées au sommet C (fig. 25). Je prendrai pour axes des x et des y les droites Cx et Cy , perpendiculaires et parallèles à la base AB. En abaissant du point quelconque M une perpendiculaire MP surCr , on aura dono CP = jt, MP=y; et si l'on compare ces coordonnées aux précédentes , et que l'on appelle a le diamètre CD du p = l/2*a — y, q=o— *; , en substituant ces voleurs dans l'équation différentielle de la cycloîde , et mettant lieu de 2c , elle deviendra aussi mu Il en résulte ?-dx En prenant l'intégrale de manière qu'elle s'év; nouisse quand x = 0 , ou a ax pour la longueur de l'arc CM, dont l'origine est au sommet C. Au point A , on a x = a ; ce qui donne, comme précédemment, 2a pour la longueur de la dtmi-cycloîdc CMA. On peut remarquer que *• = 4ax est une équation de la cycloîde semblable à celle de la parabole, dont elle ne diffère qu'en ce que l'ordonnée y s'y trouve remplacée par Turc *. En appliquant tes deux dernières équations (2) au centre de gravité de l'arc CM , nous aurons m ~f * ^ "7 ^w^yl/^dx, où l'on prendra les intégrales de manière qu'elles s'évanouissent avec x. En j mettant pour a sa valeur, il en résulte 2,l{/-,=J\/-,t,,,y,y-=pï. On aura donc *i r= 1/3 x; d'où l'on conclut d'abord que le centre de gravité d'nn orc M'CM symétrique de part et d'autre du sommet C, qui doit appartenir à la droite CD, se trouve au tiers de CP, à partir du point C. En intégrant par partie, on a Si l'on substitue pour dy sa valeur donnée par l*équation (a), on aura donc y, |/T=y^'~-yj/T=^rf*, et , par conséquent , y( = y + _L=[{«_x)s/,_„lXa];
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    40 TRAITÉ DE ce qui, joint à la valeur de x, , détermine complètement le centre de gravite de lare CM. Dans le cas de la demi-cycloïde , on a * = a et y = 1/2 *a; d où il résulte *i=Vîsi sri =a (1/2* — 2/3). 74. Quand une courbe ploue tourne autour d'une droite comprise dans son plan et que je prendrai pour l'aie des abscisses , elle entendre une surface de révolution dont l'étendue peut se déduire de la longueur de cette courbe et de l'ordonnée de son centre de gravité. Pour le faire voir , soient * et y l'abscisse et l'ordonnée du point quelconque M de cette courbe, et t l'arc CM aboutissant à ce point et compte d'un point tiie C; l'élément dt engendrera la surface d'un cône tronqué, et son milieu décrira une circonférence égolc à 2w (y -\- 1/2 dy1, ou simplement à 2iry, à cause que dy est un infiniment petit. D'après la règle connue, on aura donc 2*yd# pour cet élément de surface. Donc, si l'on appelle s0 et s, les valeurs de $ qui répondent au* deux extrémités de la courbe génératrice, et S la surface engendrée, on aura , d'après le théorème du n» 13, SBfc/>' On remarquera que cette expression suppose que lu courbe génératrice n'est pas coupée par l'axe des x , sans quoi ses parties situées drs deux côtés de cet axe décriraient deux surfaces différentes, dont S n'exprimerait plus que la différence. Avrc cette restriction, elle subsistera encore lorsque la génératrice sera une courbe fermée; et, pour l'appliquer à ce cas, il suffira de prendre pour*, l'arc $B augmenté de la circonférence entière de cette courbe. Cela posé , si l'on compare celte formule à la troisième équation (2), on en conclut S=2Wy, ; ce qui montre que la surface engendrée S est égale a la longueur / de la courbe génératrice , multipliée par la circonférence 2*y, que décrit son centre de gravité. Ce théorème servira à déterminer la valeur de S toutes les fois que le centre de gravité de In génératrice sera connu sous aucun calcul, et, pour ainsi dire , & l'inspection de cette courbe ; il ne servirait plus à rien s'il fallait calculer l'ordonnée yi , puisque ce calcul serait le même qne celui de S. En supposant, par exemple, que la courbe génératrice soit un cercle; désignant par a son rayon, par c la distance de son centre à l'axe de rotation, et supposant qu'on n'ait pas  dy"-*' et j'appelle « l'élément de la surface donnée qui répond au point M; on aura (n» 21 ) • = dxdy iXl + [>• -f  . Quel que soit le point de » où se trouve le centre de gravité de cet élément , ses coordonnées différeront infiniment peu de x, y, s; on pourra donc prendre mx , «y, «s , pour les momens de - par rapport aux trois plans des coordonnées , et il en résultera (n»» 13 et 65) x =//-, x*, =//*•, xy, = //y-, xs, =ffs* ; x étant Taire de la portion de surface dont on demande le centre de gravité , et les intégrales doubles s'étendant a tous les élémens de x. Dans le cas d'une surface plane, et en prenant son plan pour celui des x et y, les quantités p et q seront nulles , et l'on aura seulement à considérer les trois équations. x==//*ixdy, xr, = ff*dxdy, xy, = ffydsdy. Supposons que X soit alors terminée par la courbe ABC ( fig. 26 ) ; à chaque abscisse x ou OP répondront deux ordonnées PB et PN , que je représenterai par y et y', et qui seront données en fonctions de x par l'équation de cette courbe. Soient aussi « et C les abscisses OD et OE des points A et B où les tangentes sont parallèles aux ordonnées. Les intégrales devront être prises, d'abord depuis y = PIN jusqu'à y = PM , et ensuite depuis x= * et * = C ; et il en résultera
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 41 An lieu d'être ABC, >i l'aire x est comprise entre deux courbes différentes et entre deux droites parallèles à l'axe Oy des ordonnées , on tirera de l'équation de la courbe supérieure la valeur de y, et de l'équation de la courbe inférieure celle de y', et l'on prendra pour « et C les distances de ces deux parallèles au point 0. Dans le cas le plus ordinaire, la courbe inférieure sera remplacée par l'axe Ox des abscisses ; on aura donc y" = 0 , et simpl (2) pour déterminer l'aire et le centre de gravité d'une portion de surface plane comprise entre une courbe donnée, l'axe des abscisses et deux ordonnées de cette courbe. Observons aussi qu'on parvient directement aux équations (1) de la manière suivante. Je partage l'uire ABC en élémens tels que MJÎJi'M', infiniment minces et parallèles a l'axe Oy. J'appelle u la longueur de la droite MN ; par ses deux citrémités H et !î , si l'on mène des parallèles à l'axe Ox, on ajoutera à l'élément MSN'M', ou l'on en retranchera des triangles infiniment petits du second ordre, qui n'en altéreront pas la grandeur; por conséquent, cet élément sera égal à udx. Si l'on désigne par c la distance du milieu de H N à l'axe Or , on pourra prendre x et v pour les deux coordonnées du centre de gravité de cet élément; car il est évident qu'elles n'en pourront différer que de quantités infiniment petites. D'après les autres notations précédentes , on aura doue (3) D'ailleurs , y et y' étant toujours les ordonnées PM et PN qui répondent à une même abscisse quelconque , on a aussi « = y - y', I =1/2 (y + y*); ce qui fait coïncider ces dernières formules avec les équations (1). 70. Pour premier exemple , je suppose qu'on demande le centre de grov ilé du triangle ABC (fig. 27). Je place l'origine des coordonnées au sommet C, et je prends l'axe des x perpendiculaire à la base AB ; je représente cette base par 6 , et la hauteur CD par h. Par le point quelconque P appartenant à CD, je mène la perpendiculaire MN à cette droite; CP et MU seront les variables x et si, et l'on aura la proportion u : s de laquelle on tire On aura, en outre, bx ces râleurs , le* deux premières équations (3) don1/3 bh» ; * — 1/2 5A, kx, ~ d'où il résulte «r, = 2/3 h. Au moyen de On n'aura pas besoin de calculer Ja valeur de y; car si E est le milieu de AB, et qu'on tire la droite CE , elle coupera en deux parties égales tous les élémens du triangle parallèles à AB, et contiendra, conséquemment, son centre de gravité. Si donc on prend sur CD une partie CF =: 2/3 CD = x, , et qu'on élève la droite FG perpendiculaire à CD , le point G où elle rencontrera CE sera le centre de gravité du triangle. La droite FG coupant CD et CE en parties proportionnelles , on aura aussi CG = 2/3 CE; ce qui montre que le centre de gravité d'un triangle se trouve sur la droite qui joint son sommet au milieu de sa base, aux deux tiers de cette droite à partir du sommet , ou au tiers à partir de la base. 77. On démontre aussi ce théorème sans le secours du calcul intégral. En effet, par la décomposition du triangle ABC (fig. 28) en élémens parallèles au côté AB, on prouvera que son centre de gravité se trouve sur la droite CD, qui joint le sommet C au milieu D de ce côté. En le décomposant en élémens parallèles au coté CA , on prouvera de même que ce centre de gravité est aussi sur la droite BE qui va du sommet B au milieu E de CA ; ce point sera donc situé à l'intersection G des deux droites CD et BE. Or , si l'on tire la droite DE , elle sera parallèle à CB , puisqu'elle coupe CA et AB en parties proportionnelles ; il en résultera donc de : cb :: ad : ab :: i : a, dg : cg :: de : cb :: î : 2} en sorte que DG sera la moitié de CG , et, consé quemment , le tiers de CD ; ce qu'il s'agissait de démontrer. On en peut conclure que les trois droite» qui vont des sommets d'un triangle aux milieux des côtés opposés, doivent se couper en un mémo point; ce qui est conforme à un théorème connu. Si les sommets A, B, C, du triangle sont les centres de gravité de trois masses égales , le centre de gravité de cea trois corps coïncidera avec celui du triangle j car le centre de gravité des deux masses qui répondent à A et B, se trouvera d'abord au milieu D de 1a droite AB ; et ensuite le centre do gravité de ces deux masses et do la troisième aère le point G de la droite CD, tel que GD est moitié de CG ou le tiers de CD. Il suit de là et du théorème du n° «7 , que si Ton de gravité G d'un triangle, dot 0
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    4U TRAITÉ DE 1ÉCANIQ1 Iforces représentées en grandeur et en direction par les droites GA , GB , GC , qui vont de ce point aux trois sommets, ces trois forces seront en équilibre. 78. Connaissant le centre de gravité d'un triangle, on en déduit successivement ceux d'un secteur et d'un segment circulaires. Soient CADB (fig. 29) le secteur , et C le centre du cercle. Si l'on considère l'arc ADB comme une portion de polygone d'une infinité de côtés égaux , on pourra décomposer le secteur en élémens triangulaires aussi égaux , qui auront tous ces côtés pour bases et leur sommet commun au point C. On appliquera ensuite la force qui agit sur chacun de ces élémens a son centre de gravité ; et comme la distance au point C de chaque centre de gravité est les deux tiers du rayon du cercle, il en résultera un système de forces parallèles et égales, appliquées » tous les élémens de l'arc Ar D' B', décrit du point C comme centre , et d'un rayon égal à 2/3 CD. Par conséquent, le centre de gravité du secteur sera le centre de ces forces parallèles, c'est-à-dire, le centre de gravité de cet arc A' D' B'. Or, en désignant par a, l, c , le rayon CD, l'arc ADB et la corde AB, les quantités analogues, relativement a A' IV B', seront 2/3 a , 2/3 /, 2/3 c; si donc G est le centre de gravité demandé, et qu'on fasse CG = x , on aura , d'après le théorème du n° 70, x = 2(ic Maintenant, soient S, S', Si , les surfaces du secteur CADB, du triangle CAB et du segment ADBE ; appelons G , G', G, , leurs centres de gravité, qui seront évidemment sur le rayon CD aboutissant au milieu D de l'arc ADB; si l'on désigne par x , x', x , , les distances de ces trois points au centre C , et qu'on y applique des forces parallèles et proportionnelles à S , S', S, , la première sera la résultante des deux antres ; en considérant les momens de ces forces , on aura donc Sx = S'x> + S. x, . On*, d'ailleurs, 1 2ao Eo appelant A la hauteur CE du triangle dont la base est AB ou c, on a aussi S» = l/2eA, *' = 2/3A. Donc , à cause de S, = S' — S = 1/2 (oi — cA), l'équation des momens deviendra 1/3 a» c = 1/3 cAi + 1/8 {al — cA) x, ; et elle fera connaître la distances:, du centre de gravité du segment ADBE au observant que sa a l "5T1 on en déduira x, = 4a' sin* — 2a ( / — a sin Lorsque l'arc l est la demi-circonférence , on a 1 = ira i le secteur et le segment coïncident ainsi que les distances * et x, , dont la Talcur commune est 4a 3* 79. Si l'on prend successivement les trois sections coniques pour la courbe à laquelle répondent les formules (2), les intégrations s'effectueront par les règles connues , et l'on pourra obtenir, sous forme finie, les valeurs des deux coordonnées *l etyt du centre de gravité. J'indique cet exemple comme exercice de calcul, et je passe immédiatement i la détermination du centre de gravité de l'aire de la cycloîde. Soit CPH (fig. 2A) le segment dont on veut trouver le centre de gravité; en désignant par x et y l'abscisse CP et l'ordonnée PU , comme dans l'équation (a) du n» 73, il faudra que les intégrales contenues dans les formules (2) s'évanouissent quand * = 0 ; et en intégrant par partie , ces formules deviendront x ss Jf — fxdy , Xx, r= 1/2 x» y — Utfx* dy, xy, = 1/2 xy» — Jrydy, (4) les nouvelles intégrales s'évanouissant aussi en même temps que x. En vertu de l'équation (a), on a fxdy = f\/ax — x* dx\ mais si N est le point où l'ordonnée PM rencontre le cercle décrit sur CD comme diamètre, cette dernière intégrale exprime le demi-segment circulaire CNP ; en représentant , pour abréger , par y l'aire de ce demi-segment , on aura donc * = *y — y* Dans le cas où le point M coïncide avec le point A, X = CD = o, y = D\ = \/2wa, > = 1/8 rO» , et, par conséquent, x = 3/8 *a» . L'aire CAD de la demi-cycloïde est donc triple de celle dn demi-cercle CND, dont le rayon est Digitized by Google
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    STATIQCR, PREMIERE PARTIE On 43 /x» dy=/x \/ax — x* dx, ou , ce qui est la i 7o *' = -nr' pour la dutance de son centre de gravité à Taxe Cy. Ainsi, le centre de gravité de Taire entière de la cycloïde se trouve aux sept douzièmes de la hauteur CD , a partir du sommet C. Relativement à un segment quelconque CMP, il reste à déterminer l'ordonnée yi ; ce qui exige un calcul plus compliqué. 80. En vertu de l'équation (a), on a fxydy = fy \Zax — x' dx, et la valeur de y peut s'écrire ainsi.: >= i"(1/2o-*)dr a p ** 1 J |/ «x - x» ]/^=x71/2 o , ou , autrement dit, Taire de la cycloïde entière est égale à trois fois celle de son cercle générateur. /*' *9 = V2 af \/ax — x' dx -/(l/îa- x) |/ax -x» dx. La dernière intégrale s'obtient immédiatement ; et à cause qu'elle doit s'évanouir, quand x =0, /dx équation qui fera connaître U valeur de x, d'après celle de x supposant que cette intégrale soit nulle comme toutes les i le cas de la demi-cyclolde CAD , où Ton a , m = «, y = l/8wa,y= l/8«» , x = 3/3 quand * = 0 , on aura y = \/ax — x» + 1/2 as; d'où il résultera fxydy=\ftax' — \/3xi+l/2af ,y ax-x» dx.(») Parce que Ton a fait y =/|/ox - x>dx, on aura , en intégrant par partie , f* V ax - x« = yVda. («) On peut écrire Teipression de y sous la forme y 4 J |/ax _ x. / IX^TIT ' et en intégrant par partie dans le second terme, il Wb=r-(T'-'K"-*,->^^=ï-*i d'où Ton conclut >=l/8a'i - 1/2 (l/3a — s) \/ ax — x» A /^rfs = 1/16 a» s* ~ 1/4 (o* - «• ). Je substitue ces valeurs de y et /ydx dans l'équation (6); il en résulte del/nx— x» ds =dx, on aura donc fi \/ax - x« dx = û» *» — ~ ° ~ X) — ** + 7" («*—*■){ (7) se fxydy = I/80» x + 3/3 ox» - 1/3 xS + l/J2o»s»--l/4a»(l/2o_x)|/a*-*«.(7) An moyen de cette valeur et de celle de % , saplus rien de y, pour la troisième équation (4) ne d'inconnu , et fera connaître la nn segment quelconque CMP. Dans le cas de la demi-cyclolde CAD, on * = a, » = arc (coa = _.) = »; et à cause de y = 1/2 wfl, x = 3/3 «a» , la troisième équation (4) donnera „=-(.-!); 4 V 0*» ' ce qui , joint à la valeur de x> du numéro précédent , déterminera complètement la position do centre de gravité. Digitized by Google
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    44 TRAITÉ DE MÉCAMQl'B. 81. Soit 8 l'aire d'une 1 tion , comprise entre deui plans perpendiculaires a ion axe de figure. Cet aie renfermera le centre de gravité de S : je le prendrai pour l'aie des x; et je désignerai par s , la distance de ce centre à l'origine des coordonnées , et par • et C les distances à la même origiue, des deux plans qui terminent S; la détermination du centre de gravité de cette tone se réduira à celle de la valeur de x, . Je décompose S en élément dont chacun sera la surface d'un cône tronqué décrite par le côté infiniment petit de la courbe génératrice , comme dans le n° 74 ; celui qui répond au point H de celte courbe dont les coordonnées sont * et y, sera égal à 2iryL^ dx» -j- dy' ; il aura aussi son centre de gravité sur l'uxe des x, et l'on pourra prendre * pour la distance de ce point à l'origine des coordonné! s , puisqu'elle ne pourra différer de x que d'un infiniment petit. Cela étant , on aura ( n°» 13 et 65), =*/: |/7 ds> \/i+dJL (8) dx, en considérant y comme une fonction de x, par l'équation de la génératrice. Si celle courbe est, par exemple, un arc de cercle; que l'on place l'origine des coordonnées à son centre, et qu'on appelle a son rayon, on y = [/a- — x» , d'où il résultera S = 2,a (C — .), Sx, = «a («• — •« ), et, par conséquent, x,= 1/2 (. + C); ce qui montre que le centre de gravité d'une zone •pliérique est au milieu de lu partie du diamètre comprise cnlre les deux plans qui la terminent, et perpendiculaire à ces plaus. 82. La cycloîde nous fournira deux exemples de l'application des formules (8) , en faisant tourner successivement l'arc CM (fig. 86) autour de l'axe Cx et de l'axe Cy. Dans le premier cas , on aura, en vertu de l'équation (a) du n° 73, les intégrale! étant prises de manière qu'elles s'évanouissent au point C, où l'un a » = 0. En intégrant par partie, et ayant égard a la valeur de dy i (a), il vient S = 4*y l/JT— An \/âf \/a — x dx , Sx, =— yx l/ÔT - — \/âfs \/a — s dx ; 3 3 et, par conséquent, 8» 8* S — 4wy l/a7 + _ ^a-x)^- - «• , 4« 8w Sx, =-yxl/ax + — x |/a(a — *)*/• 3 0 16*. 16. ce qui fait connaître la surface concave vers l'axe de figure , engendrée par l'arc CM , et la distance de son centre de gravité au point C. Quand cet arc devient la demi-cycloïde CA, on a x=a et y=l/2 wa, et, i Dans le second cas, il faudra, pour faire usage de l'équation (a) du n° 73, permuter* et y dans les formules (8), lesquelles deviendront, IN»». Sy, = 2-Ay|/ 1 + ^-dx; y, étant la distance au point C, du centre de gravité de S situé sur la droite Cy, et les intégrales s'évanouissant au point C, c'est-à-dire, quand x — 0. D'après l'équation (a), nous aurons I S* X— x |/ —dx = — x\/ax; la valeur de Sy, sera la même que celle de Sx, du premier cas, et en lu divisant par cette valeur de S, on aura lu distance au point C , du centre do gravité de lu surface convexe vers l'axe de figure, engendrée pur l'arc CM. Lorsque cet arc deviendra la demi eyetoïde CA, lu surface engendré égale à -lira» ; en même temps, la distance y, pour valeur '"(•-"> 2 \ 15/ On peut remarquer que quand un même arc de courbe tourne successivement autour de deux aies rectangulaires et passant par une de ses extrémiroilés, le second membre de la seconde éqnation (8) ne change pas de valeur , et , par Digitized by Google
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 45 de gravité des deux surfaces engendrées, sont en raison inverse des sires de ces surfaces. 83. Si la courbe ABC (fig. 26) tourne autour de Taxe 0», compris dans son plan et qui ne la traverse pas, sa surface engendrera un solide de révolution dont le volume que je représenterai par V, pourra s'exprimer au moyen de l'aire de cette surface et de l'ordonnée y( de son centre de gravité. En conservant toutes les notations du n» 75 , il est aisé de voir qu'on aura En efTet, la tranche infiniment petite de ce volume , engendrée par l'élément MPLYH' de l'aire génératrice, sera la différence «-y» dx — «y» dx des deux cylindres dont les rayons sont PH et P3 , et qui ont dx pour hauteur commune ; car on peut négliger les volumes infiniment petits du second ordre, engendrés par les triangles que l'on retranche de cet élément , ou qu'on y ajoute , en menant par les points M et Pi des parallèles à Taxe Os. Or, si l'on compare celte expression de V à la troisième formule (1) du numéro cité , on a V = 2*xy, ; ce qui montre que le volume engendré par l'aire x d'une courbe plane, est égal à cet aire multipliée par la circonférence 2*yi du cercle que décrit son centre de gravité; théorème analogue à celui du n° 74, et qui servira à déterminer le volume V quand le centre de gravité de x sera connu à priori. Il subsistera encore, lorsque la surface génératrice, au lieu d'être circonscrite par une courbe fermée , sera comprise entre deux courbes différentes et deux perpendiculaires à l'aie de figure, pourvu que cet axe ne passe pas entre ces deux courbes planes. Si Taire génératrice est un demi cercle tournant autour de son diamètre, la distance de son centre 4a de gravité à cet axe de rotation , sera égala — S« (n« 79} , en désignant par a son rayon ; la circon8a ce point aura donc — pour lonl'aire du demi-cercle est 1/2 *a» , le centre de figura , on aura yi = c; d'où il résulV SB ce qui est, effectivement, le volume de la sphère. Supposons encore que la courbe fermée ABC soit une ellipse , et représentons par a et b ses deux demi-axes , et par c la distance de son centre à Taxe de rotation. L'aire >■ sera, comme on sait, égale à «ai; et son centre de gravité étant évidemment V = 2w» abc , quelle que soit l'inclinaison de l'un ou l'autre des axes de l'ellipse sur l'axe de rotation. 84. Il est évident que le segment du solide de révolution compris entre deux plans passant par l'axe de figure, est au solide ent ier comme l'angle de ces deux plans est à quatre angles droits, ou, ce qui est la même chose , comme l'arc décrit entre les deux plans, par le centre de gravité de l'aire génératrice , est à la circonférence entière 2*y,. Donc, en appelant / la longueur de cet arc , et L le volume du segment , on aura L = /x; x étant toujours l'aire génératrice qui , par hypothèse, n'est point traversée par Taxe de rotation. Cette formule peut s'étendre de la manière suivante à d'autres segmens qui n'appartiennent pas k des solides de révolution. Supposons, en effet, qu'une courbe plane se meuve sans glisser ni tourner dans son plan , et de telle sorte que ce plan soit constamment perpendiculaire à une ligne donnée, qui peut être une courbe plane ou à double courbure. Dans ce mouvement , le même point de ce plan demeurera toujours sur la directrice , et les autres points décriront des courbes semblables à cette ligne. Soient x, L, /, l'aire de la courbe génératrice, le volume engendré parcelle surface, et la longueur de la courbe parcourue par son centre de gravité. Si / était un arc de cercle , L serait un segment de solidc de révolution ; mais , dans tous les cas , on peut diviser / en parties infiniment petites, dont chacune se confondra avec le cercle osculateur qui lui correspond. Désignons par a l'une de ces parties, el par p le volume du segment correspondant de L ; et supposons que les plans perpendiculaires à sa direction, par lesquels t> est terminé, se coupent suivant uno droite qui ne traverse pas l'aire de la génératrice. Cet élément v de I. sera un segment de solide de révolution ; et d'après l'équation précédente, on aura • = «x. Donc , en prenant la somme de toutes les valeurs de r et observant que le facteur x est constant, il en résultera que le volume L est égal au produit de / et X , comme dans le cas d'un solide de révolution. La règle que celte équation L= x/ renferme est utile dans la pratique, et susceptible d'un assex grand nombre d'applications ; toutefois , on ne devra point oublier qu'elle n'a plus lieu quand les génératrices consécutives se coupent sur la surface engendrée, et forment, par leurs intersections successives , ce qu'on appelle une arête de rebrouttiment. 85. La considération du centre de gravité fournit une règle pour évaluer le volume d'un | Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Ml d'un cylindre à base quelconque , tronqué par un plan incliné sur cette base. Soient y l'aire d'une section de cylindre perpendiculaire à sa génératrice, x l'aire de la section inclinée qui le termine, I l'angle de ces deux plans, « un élément quelconque de A , i sa projection sur le plan dey, ou l'élément correspondant de l'aire y, qui est elle-même la projection de x. D'après le théorème du n° 10 , on aura y = y cos • , t = • cos t. Cela étant, je suppose que x soit la surface à laquelle se rapportent les formules générales du n° 75 , et que ( représente l'inclinaison de son plan aur celui des s et y. Je multiplie la troisième de ces formules par cos », et je fais passer ce facteur constant sous le tigne//} en vertu des Taleura de y y*i =ff*u Or , cette intégrale double est le volume du cylindre tronqué compris entre les deux sections y et X , et décomposé en filets infiniment minces et perdeudiculaires à y , en supposant , toutefois , que ces deux sections ne se coupent pas mutuellement ; il s'ensuit donc que le cylindre tronqué est égal a un cylindre droit ayant la même base yt et pour hauteur la distance s, à cette base, du centre de gravité delà section inclinée. Ce théorème est évident dans le cas ordinaire , où la base du cylindre est un cercle et la section inclinée une ellipse; car en menant par le centre de celle courbe un plnn parallèle à la base, ce cylindre ne change pas de volume puisque le segment qu'on en retranche est évidemment égal à celui qu'on y ajoute. Si les aires désignées par y et X se coupent mntuellemcnt, le volume se composera de deux tegmens dont l'intégrale ffn exprimera la différence et non pas la somme. Quand le cylindre sera terminé par deux sections inclinées dont les aires ne ■e coupent pas , on pourra toujours le diviser en deux parties, dont la base commune et perpendiculaire h la génératrice, ne coupera ni l'une ni l'autre de ces deux sections ; et en observant que leurs centres de gravité se trouvent sur une même droite perpendiculaire à cette base, on voit que le volume total sera égal à l'aire de cette base multipliée por la distance mutuelle de ces deux points. $111. et de$ corp$. 86. La détermination du centre de gravité d'un volume dépend , en général, de plusieurs intégrales triples; mais il y a des corps pour lesquels la position de ce centre se détermine par des intégrales simples. Ce sont ces corps que nous allons d'abord e ou d'un 1* centre de gravité d'une cône à base quelconque se trouve aur la droite qui va de ton sommet au centre de gravité de la base ; car cette droite rencontre toutes les sections parallèles à la base , en des points homologues qui sont leurs centres de gravité , et qu'on peut aussi prendre pour les centres de gravité des élément de ce corps, infiniment minces et parallèles à sa base. Par conséquent , la droite dont il s'agit contient le centre de gravité de la pyramide ou du cône, et il ne reste plus qu'à déterminer sa position sur cette ligne. Soient 6 et X l'aire de la base et celle d'une section parallèle ; désignons par A et x les perpendiculaires abaissées du sommet sur leurs plant ; i auront , comme on tait , x : h i : *• : *» et, X m bx* A» De plus, on pourra prendre Xdx pour l'élément du volume du cône ou de la pyramide ; et ti l'on appelle V ton volume total , et x, la valeur de * corrrtpondante à la section qui contient le centre de gravité , on en conclura , comme dans les questions = jf Xdx , Vx, =f xXds. En substituant la valeur de X et tégrations, il vient bh bh> V=-, Vx, = - ; les ind'où l'on tire 3 xi = — A. 4 Hait si l'on mène par le centre de gravité un plan parallèle à la base, il coupera en parties proportionnelle! la hauteur A et la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base; il s'ensuit donc que le centre de gravité du cône ou de la pyramide a base quelconque se trouve aux trois quarts de celte droite, à partir du sommet, ou au quart , a partir de la base. 87. Relativement a la pyramide triangulaire, ce théorème se démontre tan» le secourt du calcul intégral. Soit ABCD (fig. 30) cette pyramide. Soient aussi E et F les centres de gravité des faces ACD et BCD ; tirons let droites BF cl AE, dont les prolongement se rencontreront au milieu H de l'arête CD; et ensuite dans le plan AIIB, tirons let droitet AF et BE, qui te couperont en un certain point G. Je dis que ce point sera le centre de gravité de la pyramide ABCD; car en la décomposant en élément parallèles è la baie ACD, on verra , comme dans le nuDigitized by Google
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 47 roéro précédent , que son rentre de gravité doit se IrouTer sur la droite BE; et en la décomposant en élémens parallèles à BCD , on verra, de même, que ce point appartient à la droite AF. Ces deux droites AF et BE, qui sont effectivement dans un même plan , devront donc se couper, et leur intersection G sera le centre de gravité demandé. Maintenant, dans le triangle ABU, la droite EF est parallèle à la base AB , puisqu'elle coupe les côtés AH et BH en parties proportionnelles, c'està-dire, au tiers à partir de H ; on aura donc et, fg : ga :: ef : ab :: eh : ah, : 3; FG : GA en sorte que FG est le tiers de GA ou le quart de AF ; ce qu'il s'agissait de prouver. On en conclut que si les quatre sommets A , B, C, D, de la pyramide sont les ceulres de gravité de masses égales , le point G sera le centre de gravité de ces quatre masses; car déjà le point F est celui des trois ruasses qui répondent à B, C, D (n° 77) ; et ensuite le point G , tel que GF est le tiers de GA, sera le centre de gravité de ces trois masses et de la quatrième. D suit de la (n<> 67) que si l'on applique au centre de gravité de la pyramide triangulaire des forces représentées , en grandeur et en direction , par les droites qui vont de ce point aux quatre sommets, ces quatre forces se feront équilibre. 88. Ayant déterminé le centre de gravité d'une pyramide triangulaire, on en déduit immédiatement celui d'une pyramide ou d'un cône à buse quelconque, en décomposant cette base en un nombre fini ou inCni de triangles : le centre de gravité de cette pyramide ou de ce cône doit se trouver à la fois sur la droite qui va du sommet au centre de gravité de la base, et dons le plan parallèle à la base qui coupe toutes les lignes menées du sommet à cette base, aux trois quarts à partir du sommet; ce qui s'accorde avec le résultat du n° 80. On en déduit uussi le centre de gravité d'un secteur sphérique. En effet , si l'on décompose ce secteur en une infinité de pyramides dont le sommet commun soit au centre de la sphère , et qui aient pour bases les élémens infiniment petits de la base du secteur, leurs centres de gravité se trouveront tous sur la base du secteur concentrique , dont le rayon sera les trois quarts de celui du secteur donné; d'où l'on conclut que le centre de gravité du secteur donné sera le même que celui de la base du secteur concentrique ; ce qui en détermine la position. Supposons que le secteur sphérique soit engendré par le secteur circulaire CAOB (fig. 29), tournant autour du rayon CD , qui aboutit au milieu de l'arc AB; le triangle CAB et le segment circulaire ADB engendreront , en même temps, un cône et sphérique : et le centre de gravité de ce segment sphérique se déterminera d'après ceux du secteur sphérique et du cône. Pour cela , appelons V, , V , V, les volumes respectifs de ces trois corps, et *, , x , x', les distances de leurs centres de gravité au point C; nous aurons V = V + V, , Ys = W + Vl mu (a) Soient a le rayon CD, cla corde AB et fh flèche DE de l'arc ADB. Relativement au cône , on aura V = 1/12 «» (a - /), *' bb 3/4 (a - f). La base du secteur sphérique sera égale au produit de la flèche et de la circonférence du grand cercle, ou à 2%af, et son volume aura pour valeur le pro1 2m» / duit de cette base et de — o, ou -. Si l'on 3 3 décrit du point C comme centre , et d'un rayon égal à 3/4 CD, un arc de cercle tel que A' D' B', le centre de gravité de la surface engendrée par cet arc, se trouvera au milieu de la flèche D'E' (n« 81), ou, autremement dit, à une distance du point C égale à CD' — 1/2 D'E', dont la valeur est 3/4 (a — 1/2/). Donc, ce centre de gravité étant, d'après ce qu'on vient de dire, celui du secteur sphérique V, on aura 2»a'/ 3 , 1 . v=— • -=r(-7'> En substituant ces différentes valeurs dans les équations (a), il vient 2/3,o./=l/l2»c. ( + V.r, d'où l'on tirera les valeurs de V| et s\ . Si l'on appelle / la longueur de l'arc AB, on aura I / ' \ C = 2a sin — , /= a ( 1 — cos — ) , 8a V 2a ^ et il en résultera V. 8«H , l 1 / / ( 1 — cos sin»— cos— }, 3 V 2a 2 2a 2a' l 2a sin* — 2a x, = / I 1 I K 8(1 — cos sin» — cos — ) ; * 2a 2 2a 2a' Lorsque l'arc l est la demi-circonférence, on a is**, et par suite 2wai 3a ' 3~~' *' _ 8* 89. On détermine aussi par des intégrales simples le volume et le centre de gravité de tout corps Digitized by Google
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    48 TRAITÉ DE KECAIfIQUE. symétrique par rapport à un ose , solde, par exemple. Soient x, y, z, les trois coordonnées rectangulaires d'un point quelconque de la surface , prenons Taxe de figure pour celui des mt et désignons par X Taire de la section perpendiculaire à cette droite, qui répond à l'extrémité de l'abscisse x. Si l'on décompose le volume en élémens infiniment minces et perpendiculaires à Taxe de figure, on pourra prendre Xdx pour le volume d'un élément quelconque , et x pour la distance de son centre de gravité à l'origine des coordonnées. Donc , en désignant par V une tranche comprise entre deux sections correspondantes à des abscisses données • et C , et par x% la distance de son centre de gravité ù l'origine des coordonnées, nous aurons *Xdx. Dans le cas de l'ellipsoïde , l'équation de la surface est Jf» y» z* - + -+- = i; a» 4« c» a, b, e, désignant les trois demi-axes. Ceux de la section X seront on aura donc "
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    STATIQUE, PREMIERE PARTIE. 4!) Cx.on intégrera d'abord par partie; ce qui V = *jy» — 2*fxydyt Vx, — 1/2 y — */x> ydy; les intégrale! étant pri»et de manière qu'elles s'évanouissent au point C, on quand x — 0. En vertu de l'équation (o) du n° 73 on aura donc V = xxg* — 2«/y \/ax — x* dx , Vx, = 1/2 ix> y* — wfyx \/ ai — x« £r ; et les calculs s'achèveront par des transformations semblables à celles du n° 80. Dans le cas du volume engendré par la demi-cycloïde CAR, on trouve ,_,a> / 9*. A 3 \ 10 / (63t« — 04) a 12 (9»» — 16)' S'il s'agit, au contraire, du solide convexe entendre par l'aire CSP tournant autour de l'axe Cy, il faudra préalablement permuter x et y dans les filiations (4) ; d'où il résultera V «./«-%, Vy, = yrfy; y( étant la distance au point C, dn centre de gravité qui se trouve sur l'axe Cy, et les intégrales l'évanouissant en ce point C. Eu vertu de l'équation [a) de lu cycloïde, ou aura donc V —wfx \/ax — x»dx, Vyi= wffX [/ax — x'dx. La première intégrale s'obtiendra sans difficulté ; la seconde, par des transformations semblables à celles du n° 80. Dans le cas où CM sera la demi-cycloîdc entière , on trouvera \ = — — - , y. = ( - + - ) — 91. Maintenant, soient *•>•/>»'>* '« trois coordonnées rectangulaires du centre de gravité h' un corps de forme quelconque, homogène ou hétérogène , dont la masse sera représentée par H. D'après ce qu'on a déjà dit dans le w 85, il faudra, pour déterminer cet trois inconnues, diviser S en parties infiniment petites, et changer, en conséquence, les sommes en intégrales dans les seconds membres des équations (1) de ce numéro. On aura , de cette manière , Mx, =ifJfxdm,Hyl ^fffydm^z, —fffxdm\{\) dm étant l'élément différentiel de la masse du corps qui répond aux coordonnées x, y, s. En appelant p la densité de ce même élément, et dv son volume, on aura aussi dm = fdc. On pourra prendre maintenant , pour l'élément dr dd volume , le parallélépipède rectangle dont les trois côtés adjacent sont parallèles aux axes des x, y, t, et égaux «ax différentielle* dx, dy, dx; d'où il résultera dv = dxdydx. Si le corps est homogène , sa densité sera constante; en désignant par V ton volume, on aura S = fV; et lot équationt (1) deviendront Vx, =fffxdc, Vy, =JXfydv,\zt =/)7«*r.(t). Si le corps est hétérogène , il pourra te présenter deux cas différens. Dans le premier cas, ce corps se composera de parties homogènes de grandeur finie, et la densité ne variera que d'une partie à l'autre. On appliquera donc à chacune d'elles les équations (2), puis on déterminera le centre de gravité du corps entier d'après ceux de toutes ses parties (ii» 64]. Dans le second cas , la densité variera par degrés insensibles dans l'intérieur du corps; et alors on fera usuge des équations (I), dnns lesquelles f devra être une fonction donnée de x,y, z. Toutefois, on doit remarquer que, soit qu'il s'agisse d'un corps homogène ou d'un corps hétérogène, la division de la masse en élémens infiniment petits , dont les densités sont les mêmes ou ne varient que par degrés insensibles, suppose que ce corps est formé d'une matière continue. Or, cela n'a pas lieu dans la nature , où les corps , au contraire , se composent de parties matérielles ditjointes et séparées les unes des autres par des espaces vides, comparables en grandeur aux parties pleines. ïNous reviendrons sur cette observation dans le chapitre suivant , et nous ferons voir qu'on peut , néanmoins, appliquer les formules (l) et (2) aux corps naturels, comme si la matière n'éprouvait aucune discontinuité dans leur intérieur. 92. Au lieu des coordonnées x, y, s, il sera quelquefois nécessaire, pour faciliter les intégrations, d'employer les coordonnées polaires de chaque élément dm. Soit alors r son rayon vecteur, I l'anglo qu'il fait avec l'axe des x pot itivet , et -j l'angle compris entre le plan de ces deux droites et celui des x et y; nous aurons (n° 9) x = r cos t , y =: r sin * cos 4 j x — r sin • sin -\. Il faudra, en même temps , exprimer dp au moyen des différentielles de ces nouvelles variables r, », 4. On a des formules générales pour la transformation des variables indépendantes dans les intégrales multiples; mais on peut aussi trouver directement l'expression de dv dont nous devront faim usage, savoir : de — r> tin * ir d* (**>{., ainsi qu'on le verra tout à l'heure. Je mets fdv h la place de dm dans les équn tions (1) , et j'y substitue ensuite cette valeur de dv et celles de x,y, s; elles deviennent M* My Ms : fffff* sin » cos %dr d\ r' sin» * cos prJ |Id« I sin hdrdhd-Sf, 1 (3) Digitized by Google
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    no TRAITÉ DE MÉCANIQUE n quoi il faudra joindre l'équation Jk=zfffff tiaUrdid^. Quant aui limites de ces intégrales triples, elles seront différentes selon que l'origine des coordonnées scro placée en dehors ou en dedans du corps. Lorsque cette origine sera un des points de M , on intégrera d'abord depuis r = 0 jusqu'à r= si, en représentant par « une fonction de » et 4 donnée par l'équation dr la surface ; cela fait , on intégrera depuis » — 0 et 4 = 0 jusqu'à t r= » et 4 — 2* , en commençant à volonté par l'ongle » ou par l'angle 4. Les limites seront généralement plus compliquées quand l'origine des coordonnées n'appartiendra pas à la masse M. Représentons , dans ce eas , par u et u' dent fonctions données de * et 4 > par m et m deux fonctions de 4 » et put * et *' deux ongles donnés; supposons qu'il s'agisse d'une portion de corps comprise , d'une part , entre 1rs deux surfaces qui ont pour équations r = u et r — m' ; d'une autre purt , entre les surfaces coniques qui ont pour axe commun l'axe des x, leur sommet aussi commun n l'origine des coordonnées , et pour équations » = m et * = ; enfin , entre les deux plans passant par cet axe , et qui font des angles • et »' avec le plan ûic d'où l'on compte l'angle 4On intégrera d'abord depuis r = u jusqu'à r = m', ensuite depuis I = «jusqu'à Isa', et finalement , depuis 4 = * jusqu'à 4 = •'• Prenons, par exemple , pour les deux premières surfaces relies de deux sphères concentriques qui ont leur centre commun à l'origine des coordonnées, et dont les rayons sont o et a'; supposons, en même temps, que les deux cour* soient ft base circulaire , ou, autrement dit, que « et •' soient des ongles constnns ; supposons, de plus, que la densilé ne soit fonction que de r; de sorte que la portion de corps que l'on considère appartienne à une sphère composée de couches concentriques infiniment minces , dont chacune nit la même densité dans toute son étendue, laquelle densilé variera d'une couche à l'autre , suivant une fonction donnée île la distance au centre. En faisant pour abréger , ^ pr. dr = k*J* fndr=b, et effectuant les intégrations relatives à t et 4 1 on trouve M = A (*' — a) (cos e — cos «.'), Mx, =. 1/2 B (•' — •) (cos » « — cos» J), My, = 1/2 B (sin - fin «)(„'_„_ |/2 ,in 2 J + 1/2 sin 2 »), Mx, = 1/2 B (cos . - cos ••)(„' — „ — 1/2 ,i„ 2 «' + 1/2 sin 2 • ce qui fait connaître les valeurs de r, , y, , 3, , qu'on 110 pourrait déduire , dans cet exemple , des équutions (I). Si la masse H forme un anneau complet , de sorte qu'on ait a' — m -f- 2», il en résultera y ■ = 0 et M, — 0 , c'est-à-dire que le centre de gravité sera situé, comme cela doit être, sur l'axe de cet anneau : sa distance tt\ au centre de la sphère dont cet onneau fait purtie , aura pour valeur B(cos m -f- cos*') = 2Â • Dans le cas de l'homogénéité de la sphère, la densité f étant constante , on aura A = 1/3 t {a'i — ai ), B ss 1/4 . (o'i — ai ). Quand le vide de l'anneau disparaîtra , on fera m =0; et, enfin, s'il se change en un secteur sphérique , on fera aussi a == 0 ; d'où il résultera 3a' r, 5= — ( 1 4- cos 8 ce qui s'accorde avec la valeur de la quantité désignée par x dans le n° S8 , en observant que la flèche représentée par /aurait pour valeur o' (1 — cos •'), et que le rayon est a'. 03. Pour trouver la différentielle de du volume, exprimée au moyen des différentielles des coordonnées polaires, je suppose que M (fig. 31) soit le point qui répond aux coordonnées 1 , I . -I . m sorte que O étant leur origine , OM soit le rayon vecteur r, t l'angle MOx compris entre ce rayon et un axe fixe Ox , et 4 l'angle que fait le plan de ces deux droites avec un plan fixe mené arbitrairement parla seconde. Soit H' un point situé sur In prolongement de OM, et dont le rayon vecteur OM' sera r'. Du point O comme centre, et dans le plan M Ox , décrivons les arcs de cercle MX et M'Y compris entre Us deux droites OMM' et O.W, et désignons par I' l'angle NOx ; enfin , faisons tourner le plan de cet angle autour de l'axe Ox, et représentons , dans sa nouvelle position , par 4' l'angle qu'il fera avec le plan fixe. Dans ce mouvement , l'aire MM YN engendrera un volume MM'N'NPP'Q'Q, «lue je représenterai par U. Or , cette aire , différence des deux secteurs circulaires M'ON' et MON , est égale à 1/2 (r» — r») (»' — I). Si l'on appelle u la perpendiculaire abaissée de son centre de gravité sur l'axe Ox, on aura m (4' — 4) pour la longueur de l'arc que ce centre décrira autour de cette droite. D'après le théorème du n« 8* , nous aurons donc !-(r» + r)(r'-r)(r-iM4'-.4). Digitized by Google
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    STATIQUE, PR Cela posé, concevons que les trois dimensionj de 0 deviennent infiniment petites, et foison*, en conséquence, r> - > = d, , f _ » - dt, 4' - 4 = d4. Le facteur r' -f- r so réduira , en même temps , à 2r; on pourra aussi prendre pour tt la perpendiculaire MH abaissée du point 9 sur l'axe Ox , laquelle est égale à r sin 4 , et ne saurait différer de u que d'un infiniment petit; enCn U se changera en dt, dont la valeur, qu'il s'agissait de déterminer, sera dp= r* uni dr 0-144. On remarquera , effectivement , que ce volume de peut êlre considéré comme un parallélépipède rectangle , dont les trois côtés adjacens sont MM' ou dr , Tare infiniment petit Mît , qui a son centre HÈRE PARTIE. 51 nu point 0 et pour longueur rdt , et l'arc infiniment petit 1P, qui a son centre au point II et pour longueur r sin tdi. la base MNQPde ce parallélépipède est l'élément de la surface sphérique dont le centre est au point 0 et le rayon égal à r. En lu désignant par dv , on a donc oV =r.iin»d«d4, dv = dedr. Si Ton appelle dm l'élément de la surface sphérique dont le rayon est pris pour unité, on aura aussi dm — sin S di d| , dv = r* drdm. En intégrant cette expression de dm depuis • = 0 et 4 = 0 jusqu'à t = w et 4 = 2* , on en déduit 4* pour le rapport de la surface de la sphère au carré de son ruyon ; ce qui est , en effet, sa valeur connue. CHAPITRE VL CALCUL DR l/ ATT II ACTION DES COHPS. $ It. Formules relatives d uu corps quelconque et à la sphère en particulier. 94. Supposons qu'un point matériel O (fig. 32) soit soumis aux attractions de tous les points d'un corps de forme quelconque; en décomposant ebocane de ces forces en trois antres , dirigées suivant des axes rectangulaires menés arbitrairement par le point 0, et faisant ensuite la somme des composantes positives ou négatives qui agissent suivant chaque axe, on aura les trois composantes dont la résultante exprimera , en grandeur et en direction , l'attraction totale qui sera exercée sur le point O. Ces trois composantes seront des sommes d'une infinité d'élémens infiniment petit», étendus à la masse entière du corps attirant ; elles s'exprimeront par des intégrales triples, et le calcul de ces quantités sera semblable a celui des coordonnées du centre de gravité d'un corps quelconque dont nous venons de nous occuper : c'est pourquoi je placerai ici ce que j'oi à dire sur le calcul des attractions. Cette question est une de celles dont les géomètres se sont le plus occupés, soit à cause des difficultés d'analyse qu'elle présente , toit à raison de ses rapports avec le problème de la figure de lu terre et de la loi de lu pesanteur 4 sa surface ; mois , dans cet ouvrage , on se bornera à donner les formules qui se présentent immédiatement, el quelques-unes de leurs applications. Je renverrai , pour de plus grands développement , au second volume de lu Mécanique céleste , el à mon Mémoire sur V Attraction des Sphéroidss , inséré dans la Connaissance des Temps de Tannée 1829. 96. Soit D un point fixe pris dans l'intérieur du corps attirant; par ce point, menons trois axes rectangulaires Dx, Dy, Dx, qui seront les axes des coordonnées positives; désignons par x, y, % , 1rs coordonnées d'un point quelconque M du corps attirant, et pur dm l'élément différentiel de su masse , qui répond à ce point M ; représentons aussi par a, C, y, les trois coordonnées du point 0, et par i* lu masse de ce point matériel ; et soit enfin u la distance OM , de sorte qu'on ait «. = (. -x). +(C -,)•+(> -*)». L'attraction exercée par dm sur /* sera dirigée suivant la droite OM. On suppose cette force proporDigitized by Google
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    TRAITE DE MÉCANIQUE. tionnelle aux produits des deux masses, et en raison inverse du carré de la distance m ; en la désignant donc par F , on aura F J t^dut f étant un coefficient constant qui exprimera l'intensité du pouvoir attractif, rapporté aux unités de masse et de distance. Pour se former une idée précise de eette quantitéy, il faut concevoir deux corps de forme et de dimension quelconques, dont les masses sont égales et prises pour unité, et supposer que l'attraction ne varie ni eu grandeur ni en direction daus toute l'étendue de ces deux corps; en sorte qu'elle soit la même entre deux élémens quelconques de leurs masses, égaux à dm et ù /u, qu'entre les points matériels /u et dm que nous considérons, lorsque leur distance OS est égale à l'unité : la force / est l'attraction totale qui serait exercée alors par l'un de ces deux corps sur l'autre. Les projections de la droite 031 sur les axes Dx , Dy, Ds , sont  dC il en résultera ce qui change les équations (1) en celles-ci : dV dl dT .* = -/./-, B = -M/-,C = -iu/-; (2) da. dC dy de sorteque le calcul des trois composantes A, B, C, ne dépendra plus que d'une seule intégrale T. En la déterminant, il sera important de se rappeler que le dénominateur s* de»ra avoir constamment le même signe dans toute l'étendue de l'intégration , et qu'il doit être positif si l'on veut que les composantes A, B, C, tendent à diminuer ou « augmenter les coordonnées du point 0 , selon que leurs valeurs données par les équations (2), seront positives ou négatives. Au lieu d'une attraction , si le point 0 était soumis à une répulsion, il suffirait de changer les signes des valeurs de A, B , C, ou, ce qui est la même chose, d'y regarder /comme une constante négative. Dans le cas où la force attractive ou répulsive qui agit sur le point 0 ne serait pas, comme nous l'avons supposé , en raison inverse du carré de la distance, et qu'on représenterait, en général, le coefficient de t*dm par une fonction donnée de u, que je désignerai par su, on prendrait i fonction «Du , telle que l'on eut. dOn et que 'on mettrait à la place de — dans l'cxpresDigitized by Gc
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    • ion de T. Il se pourrait aussi que celle force fût ■ttract'iTe pour une partie du corps qui agit sur 0 , et répulsive pour une aulre partie, auquel cas la fonction au, dans laquelle est compris le coefficient j , changerait de signe dans retendue de l'intégrale que T représente. Les composantes de l'action exercée sur un corps de forme el de dimensions quelconques, se déduiront des formules précédentes, en y remplaçant /» par l'élément différentiel de sa masse , qui repond aux coordonnées, a, C, y, et intégrant ensuite, par rapport a ces trois variables, dans toute l'étendue de cctle musse; d'où l'on voit que les composantes de l'action exercée par un corps sur un outre dépendront , généralement , d'intégrales sextuples. Telle s sont les formules d'après lesquelles on calculera les attractions ou répulsions ; mais avant d'en foire aucune application , il est néiessairc d'expliquer comment elles conviennent à la constitution intime des corps naturels , et d'examiner la difficulté dont il a été question à la fin du n° 01. 97. Les difTérens corps renferment , sons des volumes égaux, îles quantités inégales de matière pondérable (n° 60); et ces quantités variant, pour un même corps, avec sa température et lu pression extérieure a laquelle il est soumis, on a été conduit à considérer les corps naturels comme un assemblage de parties matérielles non contiguës, et séparées les unes des outres par des porta ou espaces vides de matière pondérable. Ces parties matérielles se nomment des atomes ,* leurs dimensions et celles des pores échappent , par leur extrême petitesse , a nos sens et à tous nos moyens de les mesurer. On regarde les atomes comme indestructibles , et la masse, la forme, le volume de chacun d'eux, comme invariables. Les dimensions des pores varient, au contraire, avec les quantités diverses de chaleur qu'on introduit dans les corps ou qu'on en fait sortir, et avec les pressions auxquelles on les soumet; et comme les changemens de volume d'un corps peuvent être très grands, sans que sa masse ait augmenté ni diminué, il s'ensuit que les dimensions des parties vides doivent être comparables et généralement supérieures à celles des parties pleines. Les atomes de même nature on de nature différente, se réunissent en diverses proportions, pour former d'autres parties des corps, toujours insensibles, qu'on appelle leurs moUculss. Les corps diffèrent entre eux par la nature et la proportion des atomes qui entrent dans la composition de chaque molécule ; et les atomes sont regardés comme invariables et indestructibles, ainsi qu'on vient de le dire, parce qu'en les réunissant dans les mêmes proportions, on reproduit, à toutes les époques , les mêmes corps, jouissant des mêmes propriétés. 98. Il est évident, d'après cela , que la division de la masse en élémens infiniment petits, et la supposition d'une densité de chaque élément , qui ne STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 63 varie pas dans les corps homogènes , on qni varie par degrés insensibles dans les corps hétérogènes, no conviennent point aux corps naturels ; mais cela n'empêche pas qu'on ne puisse faire usage des formules fondées sur cette considération , et qu'elles ne soient encore applicables lorsque les corps ont été divisés en parties de grandeur tout-à-fitt insensible. En effet, les molécules sont si petites et si rapprochées les unes des autres , qu'une partie de la musse d'un corps qui en renferme des nombres immenses , peut encore être supposée extrêmement petite , et son volume regardé comme insensible. Soit p le volume d'une semblable partie , d'une grandeur insensible , et qui contient, néanmoins , des myriudes de molécules ; soit aussi m la somme de leurs masses ; et désignons par M un des points de v, qui sera , si l'on veut, son centre de gravité. Si nous faisons m r ce rapport f exprimera réellement la densité du corps au point 11 , quelles que soient d'ailleurs les masses des molécules et leur distribution régulière ou irrégulière dans l'étendue de r. De même , en désignant par n le nombre de molécules qoe e renferme, et faisant r n cette ligne t, de grandeur insensible, pourra être appelée Yinterralle moyen des moUcules qui répond au point II et à la densité f . Dans un corps homogène, ce rapport et cette ligne ne varient pas avec la position du point M ; dans un corps hétérogène, ces deux quantités varieront par degrés insensibles , et pourront être supposées des fonctions données des coordonnées de ce point. Cela posé , si l'on veut connaître la masse d'un corps, ou , plus généralement, la somme des parties extrêmement petites de celte masse , multipliées chacune par une fonction U des coordonnées de l'nn de ses points M , on divisera le volume V de ce corps en parties extrêmement petites e, puis on fera la somme de tous les produits Uff, que j'indiquerai par ïVrv, et qui devra s'étendre à toutes les parties v de V. D'après le théorème du n° 13 , si les termes de cette somme étaient inGniment petits et que leur nombre fût infini , sa valeur serait rigoureusement égale à l'intégrale définie. étendue an volume entier V , dont dp est l'élément différentiel. Or , on conçoit qu'en général la difféentre cette somme et celte intégrale dimide plus en plus . à mesure que les parties de Digitized by Google
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    A4 TRAITÉ DE MÉCASÏQUE. la première deviendront plus petites, et que leur nombre sera plu» » i uni ; de telle sorte que la grandeur de r étant insensible, mnis toujours distincte de de, on pourra néanmoins prendre, suui erreur appréciable , l'intégrale à la place de la somme. Il y a cependant une exception à ce principe général : c'est lorsque U est du genre des fonctions qui varient très rapidement, et qu'en même temps cette quantité change de signe dans l'étendue de Tinté* gration; ce qui arrive, effectivement , dans le calcul des forces provenant de l'attraction moléculaire et de la répulsion calorifique , qui ne sont sensibles qu'à des distances insensibles. Mais il nous suffit, quant à présent , d'observer que cette exception n'a aucun rapport avec 1rs formules des n°» 01 et 05 , relatives aux centres de gravité des corps et aux attractions en raison inverse du carré des distances, et qu'où peut, ennséquemment , les appliquer aux corps naturels formés de molécules disjointes. 00. Revenons maintenant au calcul des attractions. Si la distance du point O nu corps attiré est très) grande relativement aux dimensions de ce corps , on pourra , dans l'expression de T du n» 06, déve1 lopper la quantité — en série convergente, ordonnée suivant Ici puissances et les produits de x, y, s En faisant + c« + y = , on aura alors 1 1 > r -f [ v 4- 7 s - = - + + + -y + >«)' t. + y* + »' 2t* -f- etc. Si l'on prend le centre de gravité du corps attirant pour l'origine D des coordonnées , on aura fffxdm = 0, fffydm = 0 , fffxdm = 0, T puisque ces intégrales, divisées par la corps , seraient les trois coordonnées de (n° 01). En désignant cette masse par I , rons donc ■ du M 3 l -7+-///(" + C* + >»)' dm Jff{x* + y + ) dm + etc. 2f* Lorsquc la distance OD ou t sera assci grande pour qu'on puisse réduire cette voleur de T à son premier terme, les équations (2) deviendront fi ' or ces composantes sont les mêmes que celles d'une M»/ force égale à "JT"" , agissant nu point O suivant la direction OD ; il s'ensuit donc que l'attraction exercée sur un poiut O, par un corps qui en est très éloigné, esta peu près la même, en grandeur et en direction , que si la masse X de ce corps était réunie à sou centre de gravité. Lorsque ce corps sera une sphère homogène ou composée de couches concentriques , on trouvera que tous les termes de la valeur da T , excepté le premier, se détruisent; il suffira pour cela de remplacer x, y, x, par les coordonnées r, t , 4 , comme dans le n° 02 ; ce qui permettra d'effectuer les intégrations relatives à » et 4- Ec théorème qu'on vient d'énoncer sera donc alors tout-a-fait exact, si la distance t est seulement assez grande pour 1 que le développement de — soit une série converti ganta ; et, en effet, on verra dans le numéro suivant , sans recourir à la réduction eu série , que ce théorème a lieu, quelle que soit la distance du point O à la sphère attirante , pourvu qu'il ne soit pas situé dans son intérieur. Il est facile d'en conclure qne l'attraction d'une sphère sur une autre est la même que si la masse de chaque sphère était réunie à son centre; car, en appelant M et M' les masses des deux sphères , et C et C leurs centres , l'attraction de M sur un point quelconque O de M' est d'abord la même que si lu masse M était concentrée au point C; en outre, celte attraction de C sur tous les points 0 de M' , est *■_. = 0; et à cause de DM = r et OM = u, il en résultera ««=««— 2*r cos 6 -f- r> L'angle 4 sera celui que fait le plan ODM avec un Digitized by Ooogl
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    STATIQUE, PREMIÈRE PARTIE. M plan Tito passant par la droite DO ; un prendra (ne 93) dv = r« lin térit *}, pour l'élément du volume, et dans l'élément dm — fdvde la masse, on regardera f comme un facteur constant. Après av. -ii substitué ces valeurs dans l'expression de T du n" 96, on intégrera depuis r = h jusqu'à r — at en désignant uar a et b les rayons extérieur et intérieur île la couche sphérique , et depuis t ^= Û et 4 = 0 jusqu'à 6 = * et 4 = 2w. Comme la variable 4 n'eutrera pas tous le signe J , l'intégration relative à cette variable se réduira à la différentitlle i*4 par 2». Cela étant, y»* t rut r Sltl 6(/4 . f / , -) rdr. » W o J/»»— ;>«rcost + r» / Aux limites t = 0 et I = * , le radical aura pour valeurs ± '0 ± (• + »•); mais romme il exprime la valeur de « , qui doit être constamment positive (n° 96), il faudra prendre » -f- r à lu limite t = w , et r — « ou « — r à la limite t = Q , selon que le point 0 sera situé en dedans ou eu dehors de In couche sphérique. Nous verrons tout à l'heure ce qu'on doit faire lorsque ce point appartiendra à la couche même, de sorte qu'on ait r > a dans une partie de cette couche , et r < ■ dans l'autre partie. Relativement 4 », l'intégrale indéfinie étant J r sin f
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Si U couche sphériqne se change en une sphère entièrement pleine, et qu'elle nit partout la même densité, on aura m__-, A r-, c'est-à-dire que dans l'intérieur d'une sphère homogène , l'attraction est proportionnelle à la distance du point attiré à son centre. Les mêmes théorèmes ont lieu dans le cas d'une répulsion , pourvu que celte force varie toujours en raison inverse du carré des distances. 102. L'équilibre du point 0 , situé dans l'espace que termine une couche sphérique, et attiré ou repoussé par tous ses points , peut facilement se vérifier. Supposons, pour cela, que cette couche soit d'abord infiuiiiicnt mince. Soit i sou épaisseur. Décomposons sa surface en élémens infiniment petits; et désignons par m l'air de celui qui répond au point P (6g. 33). Les élémens corresponduns du volume et de la masse de celle couche seront l» et ftm , et si l'on appelle r la distance OP, la valeur de la force dirigée suivant cette droite sera Imaginons un cône dont la base soit « et le sommet 0; en prolongeant la génératrice OP jusqu'à ce qu'elle rencontre en P' la surface sphérique, et prolongeant de même toutes les autres génératrices , on déterminera sur cette surface un second élément que je désignerai par Soit, de plus, r1 la distance OP, la force dirigée suivant cette droite, en sens contraire de la précédente, aura pour valeur or, je dis que ces deux forces contraires seront égales entre elles , c'est-à-dire qu'on aura Soient, en effet, POQ et POQ' les sections des deux cônes , faites par un même plan quelconque, passant par leur sommet commun 0. Les surfaces semblables » et •>' seront entre elles couine les carrés des lignes homologues PQ et PQ'. À cause des triangles semblables POQ et POQ', on a d'ailleurs PQ : PQ' : : op : OP'; en élevant au carré les quatre termes de celle proportion, on en conclura donc «•» • . r* • r* , et, par conséquent l'équation précédente. Il résulte de là que les actions exercées sur le point 0 par tous les élémens de la couche sphérique se détruisent deux à deux. L'action totale de cette couche sera donc nulle; et il en sera encore de même si elle a une épaisseur finie, car alors on pourra la décomposer en une infinité découches infiniment minces, dont chacune n'exercera aucune action sur le point 0. t $ II. Formulas refaite» à C ellipsoïde. 103. Lorsque le point 0 (fig. 32) appartiendra à la masse attirante, on facilitera souvent les intégrations en prenaut ce point pour origine des coordonnées polaires. Le rayon vecteur du point quelconqne M sera alors si; en appelant donc, comme dans le n° 03 , dm I élément de la surface sphérique dont le rayon est l'unité, on aura dp = «' dud» , dm = ru> dud» , et si l'on appelle g, h, à, les angles que fait la droite OM avec des parallèles aux axes Us, Dy, Ds, menées par le point 0 , on aura aussi , d'après les notations du n» 95, * — * , y — C * — y cos g = , cos =— cos*= u si H ce qui changera les équations (1) de ce numéro en celle-ci : A = ~ tfffffootgdud., B = — ff/Jff cos hdudm, C — — pffjft cos kdud*. Les intégrales relatives à « s'étendront depuis u = 0 jusqu'à u — r, en désignant par r le rayon vecteur d'un point quelconque de la surface qui termine le corps attirant. Pour plus de simplicité, si l'on suppose ce corps homogène, ces intégrales s'effectueront immédiatement, et il en résultera Pour déterminer la valeur de r, qu'on devra substituer dans ces formules , soit , en coordonnées rectangulaires, F (*i y,*) = o, l'équation de la surface du corps attirant. En un point quelconque de cette surface, on a *=« + r cosy,y=e-frcos h, -----,+ r -os * , d'après les valeurs précédentes de cos g, cos A, cos k, et C, y, étant toujours les trois coordonnées du point 0 dont les vuleurs sont données. On substituera donc ces valenrs de x, y, z, dans l'équation précédente; celle qui en résultera donnera, en général, deux valeurs de r, l'une positive, et l'autre négative; mais on rejettera la valeur f Digitized by C
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    STATIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 67 négative , parce que le rayon vecteur r est quantité positive dont la direction est uniquement déterminée parles angles g, h, k, qui peuvent être aigus ou obtus. Après la substitution de la valeur de r dans les équations (a), les intégrales doublet s'étendront • tous les élément dm de la surface sphérique, décrite du point 0 comme centre, et d'un rayon égal k l'unité. 104. Appliquons ces formules nu cas de l'ellipdont la surface a pour équation r* y» s* _+_ + -=.; a» 6» e» a, b, c, désignant les trois demi-oies , et le centre de figure étant l'origine D des coordonnées. Si l'on y substitue les valeurs précédentes de *, y, s, il vi< pn+Sgr en faisant, pour abréger, • cos g C cos h y cos k a» 11 c* p Or , la quantité p est positive ; la quantité l est aussi positive ou séro, parce que le point 0, qui répond aux coordonnées », C, v, est situé dnns l'intérieur de l'ellipsoïde, ou, tout au plus, à sa surface; par conséquent, il faudra prendre le radical avec le signe -f-, pour que le ruyon r ne soit pas négatif. Je dis, de plus, qu'on pourra supprimer ce radical dans les formules (a). En efTet, la partie correspondante de l'intégrale contenue dans A , par exemple , serait ff-y Sf* + pl.coigdm, ruais pour chaque couple d'élémens dm dont les rayons sont dans le prolongement l'un de l'autre. car en passant de l'un de ces élémens d* à l'autre, chacun des trois cosinus cos g , cos h , cos k, change de signe, les quantités p, l, q* , restent les mêmes , et le coefficient de dm sous le signe/ des valeurs égales et de signe contraire. Tous les élémens de l'intégrale précédente se détruisant ainsi deux à deux , la râleur de A devient d'abord en ayant égard à la valeur de q. Or, les deux dernières de ces trois intégrales se composeront de couples d'élémens qui répondront aux mêmes valeurs de h et de 1 , et k des valeurs de g supplémens l'une de l'autre. Chacun de ces couples d'élémens se réduira donc à xéro , et , par conséquent aussi, les intégrales entières. En supprimant ces intégrales et faisant subir des réductions semblables aux valeurs de B et de C , on aura simpleC b\jj p cos« * Soient actuellement I l'angle compris entre le rayon OM .et la parallèle à l'axe Os menée par le point D , et 4 l'angle que fait le plan de ces deux droites avec un plan passant par la seconde et parallèle à celui des x et y; nous aurons (n° 8) cosy=cos t, cos A=sin I cos 4, cos Jt=sin I sin 4, et , en même temps (n° 93) , dm = sin idbd-l ; d'où il résultera a*b*c*p=zb*c* cos»»-J-(c» cos»4+o» sin»4)a> sin»l, ^ nft* rr cos» i sin idhd\ a» JJ p Pour comprendre les directions de tous les rayons OM , les intégrales devront s'étendre depuis I sa 0 et 4 = 0 jusqu'à B = w et 4 = 2* , mais i cause que lo coefficient de d* a la même valeur pour I et pour w — I , il suffira d'intégrer depuis 1=0 jusqu'à i=I/2«, et de doubler le résultat; etpareeque le coefficient de 4 est le même pour 4 et pour *±4> il suffira aussi d'intégrer depuis 4 = 0 jusqu'à 4=1/2 »,et de quadrupler le résultat. Cela étant, je fais sU • = tang 4, * = cos" 4 ' et à cause de cos' 4 = 1 + ' sin' 4 =r 1 + •« 1 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MECANIQUE. il en résulte »+a« sin' l}c» + (c» cos' l+o» sin' 1)6' t« ra» Se 2 K (6» cos" » + o» sm* ») (c> cos» I + o» sin» •) ' déduira C de A en y mettant y an lien de et permutant les lettre* a et c. De cette manière, on aura finalement au moyen de qnoi la valeur de A ne dépendra plus que de l'intégrale relative a I. Sans nouveau calcul , on déduira B de A en y mettant C au lieu de et permutant les lettres a et b{ et de même , on ■ cos» l-fa» sin» l)(e» cos' 6+ a» »iu> •) 1 oc cos' *VmJrf» • + 4» sin» If (c« cos» • + ATsTnTÏ) 1 ah cos» 4 sin idi bc cos» i sin tell — 4*t*fnJ 1/ (6» cos» ( -f c» sin' l) [a» cos» e + c» sin» lf Ces valeurs de A, B, C, étant positives, il s'ensuit que chacune de ces trois composantes tend à rapprocher le point O du centre de l'ellipsoïde ; le contraire aurait lieu dans le cas d'une répulsion où l'on devrait mettre , dans ces formules , — f au lieu de f. 105. Désignons par l'une constante positive, et supposons qu'on substitue (1 -f- i) a,{\ -f- i) b, (1 -j- S) c, au lieu de a, b, c, dans les formules (c). Le facteur 1+1 disparaîtra , et les valeurs de A, B, C, resteront les mêmes. Or, par cette substitution, l'ellipsoïde se trouvera augmenté d'une partie comprise entre sa surfucc primitive et une surface semblable; les composantes A, B, C, ne changeant pas , il en faut donc conclure que l'action de cette partie additive sur le point intérieur O, se réduit à xéro. Ainsi une couche homogène comprise entre deux surfaces elliptiques semblables, ayant le morne centre et leurs axes dans les mêmes directions, n'exerce aucune action attractive ou répulsive sur un point O situé dans l'espace vide que termine sa surface intérieure; en sorte que ce point matériel restera en équilibre, quelque part qu'il soit placé dans cet espace; théorème qui comprend celui que nous avons précédemment trouvé pour le cas d'une roucbe sphérique. Il en résulte que l'action d'un ellipsoïde plein et homogène sur un point O de sa masse , se réduit à celle qui est exercée par la partie de cette niasse terminée par la surface elliptique , passant par ce point, semblable ù celle du corps entier, et semblablcment pincée. D'après les formules (c), la composante de cette force , parallèle à chacun des trois axi s de l'ellipsoïde , est proportionnelle à l'ordonnée du point O parallèle à cet axe, et ne dépend que de cette variable. Dans le cas géuéral où les trois demi-axes a, b, c, sont inégaux, on transformera en fonctions elliptiques les intégrales relatives ù I que ces formules renferment j ce qui permettra d'en calculer les valeurs numériques , au moyen des tables de M. Legendre. Ces mêmes intégrales s'obtiennent sous forme finie, lorsque deux des constantes a, b, c, sont égales , et qu'il s'agit , par conséquent , d'un ellipsoïde de révolution. 108. Supposons , par exemple , qu'on ail e = b ; la forme des intégrales relatives à I sera différente , selon que l'ellipsoïde sera aplati nualongé, c'està-dire, selon qu'on aura b > a ou b < o. Supposons aussi que ce soit le premier cas qui ait lieu ; et faisons, dans cette hypothèse, i» — a» = a' «» «UPa3 ; 1 + e») en sorte que la fraction c soit l'aplatissement de l'ellipsoïde , et m sa masse. Il en résultera CM* I sin lot l + «» cos' « ' et, en effectuant l'intégration , on aura A= •^-(•-.rc(t«ng = e)], pour la composante parallèle à l'axe de révolution. On a* (1 + e» * '/'«■ cos» ê sin Ml l/ l+#« ainsi Les composantes B et C étant entre elles comme les coordonnées C et y du point O , il s'ensuit que leur résultante sera dirigée suivant la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe de révolution. En appelant A' cette force, et la longueur de la perpendiculaire , de sorte qu'on ait A'=l B»+C», »
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    STATIQUB, PREMIÈRE PARTIE. et effectuant l'intégration iudiquéo , il vient La résultante des deux forces A et A' exprimera , en grandeur et en direction , l'action totale de l'ellipsoïde sur le point O. Lorsque e sera une très petite friction, on pourra développer ces valeurs de A et A' en séries très convergentes , ordonnées suivant les puissances de 9. A couse de ci e» arc (tiing =e)= » + etc. , 3 5 = « _ «3 + ,» _ etc. , a3 V — + el.,.). - + etc.). Dans le cas de la sphère , ou de « = 0 , la résulA et A' aera dirigée ver» le centre , et aura la même intensité que dans le n» 101. 107. Le colcul de l'attraction d'un ellip mogèue sur un point extérieur présente beaucoup plus de difficulté; maison doit ù M. Yvori un théorème au moyen duquel ce cas peut être rameué à celui du point intérieur ; ce qui permet d'exprimer les composantes de l'attraction par des intégrales simples , semblables aux formules (c). Voici une démonstration de cette importante proposition. Eu faisant, dans la première équation (1) du a- »«, dm — fdsdydz, et observant que f est un facteur constant, on a (•— *) dxdyds )'+(C-y)'+(>-»)-]V Je suppose que l'équation de la surface soit ton jours l'équation (6) , et j'y mets ax' , by' , es' , h la place de x, y, s, ce qui la change en celle-ci : *'* + */* + »'• = l« la valeur de A devient et si l'on désigne par i x,, les valeurs de x', égales I précédente, l'intégrale relative a * 'devra être prise et de signe contraire , que l'on tire de l'équation I depuis x' = — Xi jusqu'à x1 = x, ; ce qui donne a = fît* {^jy* [(.-ox, )'+(-"')•]•/• /y» dV££ \ / / [(. + „,). + (e-6y).+ (y -..»)•]./. y Chacune de ces deux intégrales doubles «'étendra à tons les élémensde la demi-surface sphérique dont le rayon est l'unité , et qui a son centre à l'origine dos coordonnées; le produit dy' ois' est la projection sur le plan des y etx, d'un élément quelconque. Si donc on désigne par 6 l'angle que le rayon qui aboutit à cet élément fait avec Taxe des x , et par 4 l'angle compris entre le plan de ces deux droites et le plan des x et y , Taire de cet élément sera sin %dkd\ , sou inclinaison sur le plan des y et s sera l'unglc ê , et il en résultera dy'di' = eus « sin W»d| , pour M projection sur ce plan. On aura en même temps xi — cos I , }/' -- sin t'eos 4 t *' — sin * sin 4Les limites des deux intégrales seront maintenant 1 = 0 et 4 = 0, v=l/2«et 4 = 2»; mais si l'on met , dans la seconde , * — t à la place de * , il est aisé de voir que ces deux intégrales se réuniront en une seule , qui aura les mêmes limites par rapport a \ , cl dont les limites relatives à 6 deviendront I = 0 et » = w ; en sorte que Ton aura simplement * n C* f** cos«sin«d»d4 à-f*i»y j — p. en faisant , pour abréger , R* = *' + C» 4- y« — 2 (*a cos » -f- £6 sin • cos 4 4~ > c sin I siu 4) 4- «» cos» • 4- 6» sin» * cos» 4 -f- c» sin' I sin» 4 , Digitized by Google
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    TRAITE DE MÉCAÎflQUB. et regardant R comme une quantité positive. Le» deux autres composantes B et C s'exprimeront pareillement par des intégrales doubles. Maintenant, considérons l'attraction d'un autre ellipsoïde ayant la même densité s , le même centre , et ses axes dans les mêmes directions que le premier. Soient a, 1 1, , Os » Im trois demi-axes correspondans à o, 4, c ; appelons 0, le point soumis h cette attraction , «i , Ci , >t , «es coordonnées, et A, , B, , C, , les composantes de cette force, parallèles aux trois oxes de l'ellipsoïde. En supposant toujours que n soit la masse du poiut attiré , nous aurons cos » sin MM* Ri étant ce que devient R quand on y change a, b, e, C, y, en a, ,4, , a, , Ci tyt . Les valeurs de Bi et Ci se déduiront de même de celles de B et C. Supposous que les deux ellipsoïdes aient les mêmes foyers , et couséquemment des excentricités i alors 6.=a.+A,c.=a.+V, =n\ +A,c«, +*j A, k, A — k, étant des quantités positives ou négatives qui exprimeront, abstraction faite du signe , les carrés des excentricités communes à ces deux corps. Supposons, de plus , que le point 0. , attiré par le second ellipsoïde , soit situé sur la surface du premier, et le point 0 attiré par le premier, sur la surface du second. D'après l'équation (4) et celle do la surface du second ellipsoïde, il faudra qu'on ait Soient nons Pi - + - + - = a» b* c» •» C» y* - + - + - = o\ 4», c», p et g deux angles donnés ; et pre(») •i =ncosp,C, =4sinp cosç,y, • =a,co%p, C =b1»iapcos q,y (2) ttmp tmfi ?isinpsino, valeurs qui satisferont aux deux équations précédentes et qui établissent une relation particulière cuire les coordonnées des points 0 et Oi . En substituant ces valeurs de a, C, y, dans l'expression de R» , et y mettant aussi les valeurs précédentes de 4» , c» , 4*t , c«, , il vient R» = a», -f o* -f- A(sin» pcos» q -|-sin» I cos» j) -f- A (sin» p sin» q + sin» • sin» 4) — 2(o, a cosp cos 1 + 4 , 4 sin p cos q sin I cos 4 + c, c sin p sin q sin I sin 4)Or , sa us écrire lu valeur du R»i , on voit qu'elle sera la même que celle de B» ; car elle s'en déduirait par les permutations de a et ai , 4 et 4i , c et Ci , sans changer A et*, qui sont des communes aux deux ellipsoïdes ; et il est évident que cette dernière formule ne change pas par ce» permutations. A cause dL- R, = R, les valeurs de A et A, renfermeront la même intégrale double ; en l'éliminant , on aura donc Ai 4c == A4i ci . Relativement aux autres composantes , on obtiendra des résultats semblables} en sorte que , d'après les suppositions qu'on a faites sur les deux points attirés 0 etOi , on aura finalement. Ai 4, Ci Bi o, ct Ci a( 4, 1 -=— W 4c B ac a4 Pour énoncer le théorème que ces trois équations renferment , appelons poùir* correrpondans , sur les surfaces des deux ellipsoïdes, deux points dont les coordonnées sont entre elles dans le rapport des demi-axes auxquels elles sont parallèles. Le point Oi de la surface du premier ellipsoïde , dont les coordonnées parallèles aux demi-axes a, 4, c, sont «i , C, , yt , aura pour correspondant, sur la surface du second ellipsoïde , le point 0 , dont les coordonnées parallèles aux demi-axes a, , 4, , c, , sont * , C , y , puisqu'on a , d'après les équations (2) , «i a Ci 4 yi c » Oi ' C 4, y c, Cela posé , il résulte des équations (3) le théorème suivant : Si l'on a deux ellipsoïdes homogènes qui aient le même centre et les mêmes foyers, l'attraction suivant chaque axe que l'un des deux corps exerce sur un point situé à la surface de l'autre , est à l'attraction de celui-ci sur le point correspondant de la surface du premier , comme le produit des deux autres axes du premier ellipsoïde est au produit des deux autres axes du second. 108. Lorsque deux ellipsoïdes difTércns ont, comme on le suppose , le même centre et les mêmes foyers , l'un des deux est entièrement compris dans l'autre; par conséquent , si le point O est extérieur par rapport au premier ellipsoïde , le point 0, sera intérieur par rapport au second. Pour déterminer, au moyen du théorème précédent, l'attraction d'un ellipsoïde donné sur un point extérieur O aussi donné , on fera donc passer par ce point la surface d'un second ellipsoïde ayant le même centre et les mêmes foyers que le premier; par les formules relatives aux points intérieurs , on déterminera les trois composantes A, , B, , Ci , de l'attraction de ce second corps sur le point O» de ht surface du premier, correspondant du point 0 ; les équations (3) feront ensuite connoîtro les composantes A , B , C , de l'attraction de l'ellipsoïde donné sur le point donné. Ainsi tout se réduira à trouver les valeurs des trois demi-axes Ut , 4, , Ci , du second ellipsoïde , d'après ceux du premier qu'on a Digitized by Google
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    STATIQIB, PREMIÈRE PARTIB. représentés par a , b , c , et d'après les coordonnées m , C , y , du point donné 0. Pour fixer les idées . je suppose que a soit la plus petite des trois quantités a, b, c; ce qui rendra positives les quantités h et k du numéro précédent, rappelle m le carré de u, ; on aura 0l = |/*7; bt=]/ï+T, c, = l/7+7, et il ne restera plus qu'à déterminer cette inconnue u, qui devra être réelle et positive. Or, en vertu de lu seconde équation (I) , nous auC« « yy u *• 4- ■ 4équation du troisième degré par rapporta u, qui a au moins une racine réelle et positive ; car en faisant croître ss depuis xéro jusqu'à l'infini , son premier membre est d'abord plus grand et ensuite plut petit que le second ; en sorte qu'il y a au moins une valeur positive de si qui les rend égaux. Je dis de plus qu'il n'y en a qu'une ; car en supposant qu'il y en ait deux , m et u\ il faudrait qu'on eût à la fois *» + + H « + A *» + c» + y 7 u' + h u> + k et en retranchant ces équations l'une de l'autre , et supprimant le facteur u' — u, commun à tous les termes , il eu résulterait V + W (« + *)(«'+*) (• + *)(«•+*) 109. Nous ferons remarquer que le théorème du n° 107 convient également à toutes 1rs lois d'attraction en fonction de la distance ; car la démonstration qu'on vient d'eu donner est fondée sur la forme qne prend l'expression de R« . qui se trouve identique pour les deux points 0 et 0| , et non sur I la forme de la fonction de R , qui exprime la loi de l'attraction. Si les deux ellipsoïdes sont des sphères concentriques, l'attraction de chacune d'elles sera la même sur tous les points de la surface de l'outre, et il ne sera plus nécessaire que les points 0 ctOi soient correspondais. En appelant u et a, les rayons de ces deux sphères, D l'attraction de la sphère du rayon a sur un point de la surface sphérique du rayon tu , et Dt celle de la sphère du rayon ai , sur un point de la surface sphérique du rayon a, lesquelles forces seront dirigées suivant les rayonades point* attirés , on aura D : D, : : o> = 0; ce qui est évidemment impossible. Donc il n'existe qu'un seul ellipsoïde qui ait le même centre et les mêmes foyers qu'un ellipsoïde donné , et qui passe en outre par un point donné. La quantité u , d'où dépendent ses trois demi-axes a, , 6, , c, , est déterminée par l'équatation (4) ; ce qu'il s'agissait de trouver. quelle que soit la loi de l'attraction en I la distance. Cette proportion est facile à vérifier dans le cas ordinaire où l'attraction est en raison inverse du carré de la dislance. En effet , d'après les résultats du n<> 101 , si l'on suppose a > a, , l'attraction U de la sphère du rayon o sur un point intérieur , situé à une distance at de son centre et dont a» e»t D _ 3 ' l'attraction Di de la sphère du rayon ai sur un point extérieur , dont /* est aussi la masse et qui se trouve à la distance a de son centre, aura pour D, = 3a' et en comparant ces valeurs de D et D, , on voit qu'elles sont entre elles comme les carrés des rayons a et ai. Digitized by Google
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    LIVRE DEUXIEME. DYNAMIQUE, PREMIÈRE PAUTIE. CHAPITRE PREMIER. DO MOUVEMENT RECTILIGNE BT DB LA MESURE DES FORCES. £ l". Formules du mouvement rectilignt. 110. Le mouvement le plu» simple que puisse prendre un point matériel est celui qui a lieu en ligne droite, et dans lequel le mobile décrit îles espaces égaux en temps égaux. C'est ce mouvement reeiiligne que l'on appelle uniforme , et qui sert de terme de comparaison à tous les autres mouveQuand le rapport des espaces parcourus aux temps employés à les décrire, change continuellement , le mouvement est varié ; si ce changement n'avait lieu qu'à des intervalles de temps finis , le mouvement ne serait qu'une succession de mouveincns uniformes. Dans un mouvement quelconque , l'espace parcouru par le mobile , 011, plus généralement, sa distance à un point fixe pris sur la ligne qu'il décrit , est une fonction du temps écoulé depuis une époque convenue. Ainsi, en appelant / ce temps, et * cette distance, on aura, dans tous les cas, x = Ff; et les diverses sortes de mouvemens différeront entre elles par la forme de cette fonction Ff. La variable t pourra être positive ou négative : ses valeurs positives répondront à des époques postéi ienres à celle d'où l'on compte le temps , et ses valeurs négatives , à des époques antérieures. Dans le mouvement uniforme , si l'on appelle a l'espace parcouru dans chaquo unité «le temps, et b la distance du mobile au point fixe , à l'origine du temps /, c'est-à-dire, la valeur de x qui répond à fr=0 , on aura, à un instant quelconque, * = b + at ; car, d'après la définition de ce mouvement, l'espace s — b décrit dans le temps t doit être égal à l'espace constant a , répété autant de fois que t renferme d'unités. 111, On ne déGnit ni le temps ni l'espace; mais il suffit à la Géométrio cl à la Dynamique que nous puissions mesurer les dimensions des corps et les durées de leurs mouvemens. La mesure des longueurs est fondée sur la superposition , et se conçoit sans aucune difficulté ; celle du temps exige quelque explication. On ferait un cercle vicieux si l'on disait, d'une part , que le mouvement uniforme est celui dans lequel les espaces parcourus sont proportionnels au temps, et, d'un autre côté, que le temps a pour mesure le mouvement uniforme, c'est-à-dire qu'il est proportionnel aux espaces parcourus dans ce mouvement. Mais la notion des temps égaux et la mesuredu temps ne sont fondées nécessairement sur aucune loi particulière de mouvement , et l'on peut , en conséquence , les supposer dans la définition du mouvement uniforme et de toute autre sorte de mouvemens. Concevons , en effet , que des corps parfaitement Digitized by Google
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    DTHAIfQllE , PREMIÈRE PARTIE. 63 identiques »e mentent successivement , et que, pendant tonte la durée de son mouvement , chacun des mobiles se trouve exactement dans le même ëtat qne celui qui l'a précédé : il est évident que tous ces mouvetnens , dont la loi n'est pas donnée , s'exécuteront en temps égaux , et que leur nombre pourra servir de mesure au temps. Ainsi , par exemple , si ces corps sont pesans et retenus par un axe fixe horizontal, qu'on les écarte tous également de lear position d'équilibre , et qu'un les abandonne ensuite à eux-mêmes , de sorte que le mouvement du second commence des que le premier est revenu à cette position , celui du troisième aussitôt que le second y est revenu de même, et ainsi de suite, il n'y aura aucune différence possible entre tous ces mouvemens successifs qui s'achèveront en temps égaux. On prouvera par la suite qu'il n'est pas nécessaire pour cela que ce soient différens mobiles qui se succèdent , et que les oscillations successives d'un même corps, de part et d'autre de sa position d'équilibre , sont aussi isochrones , ou d'égale durée; mais la considération précédente , qui ne suppose la solution d'aucun problème de Mécanique , suffit a l'objet que nous nous sommes proposé. Les astronomes ont reconnu, parles observations les plus précises et le plus souvent répétées, l'invariabilité de la révolution apparente de la sphère céleste autour de la terre ; et , effectivement , la théorie n'indique aucune inégalité sensible dans le mouvement de rotation de la terre qui donne lieu à cette apparence. On appelle j'ovr «d*ra/ la durée constante de cette révolution , laquelle durée est moindre que celle de la révolution diurne du soleil. Celle-ci n'est pas exactement la même à toutes les époques de l'année; et c'est sa grandeur moyenne que Ton prend pour unité de temps dans les usages ordinaires , et que l'on appelle le jour moyen. Nous adopterons , dans cet ouvrage , la division du jour en 84 heures, de l'heure en 60 minutes, et de la minute en 60 secondes ; en sorte que la seconde sera la 86400* partie du jour moyen. Le jour sidéral ne contient que 86164,09 secondes ; d'où il résulte que pour exprimer en jours sidéraux un temps donné en jours moyens . il fiitidra le multiplier par le rapport de 86400 ■ 86164,00 , ou par le nombre constant 1,0027379. 112. Un mouvement uniforme diffère d'un autre par la grandeur de l'espace parcouru dans l'unité de temps. Dans chaque mouvement uniforme , cet espace constant est ce qu'on appelle la vitesse du mobile; mais, pour parler exactement , cet espace n'est que la mesure de la vitesse , et non pas la vitesse elle-même. La vitesse d'un point matériel en mouvement est une chose qui réside dans ce point, dont il est animé, qui le distingue actuellement d'un point matériel en repos , et n'est pas susceptible d'une autre définition. La vitesse exprimée , dans le mouvement uniforme , par l'espace que le mobile décrit dans chaque unité de temps , suppose qu'on prend ponr nnité de vitesse celle du mobile qui parcourt l'unité linéaire dans l'unité de temps. Dans un mouvement varié quelconque, la vitesse du mobile varie par degrés infiniment petits , et elle est une fonction du temps qui se déduit, ainsi qu'on le verra tout a l'heure , de celle qui exprime l'espace parcouru : mais, auparavant, il est nécessaire de connaître le genre de mouvement que prendra un point matériel en vertu de sa vitesse acquise , si la force qui lui a imprimé cette vitesse, par son action continuée pendant un certain temps, vient à cesser d'agir, et que ce mobile soit abandonné à lui-même. 1 13. Il est d'abord évident que si le mobile s'est mu jusque là en ligne droite , il continuera à se mouvoir suivant le prolongement de la ligne qu'il décrivait ; car il n'y aurait aucune raison pour que ce point matériel s'écartât de la direction qu'il a reçue plutôt d'un côté que de l'autre. Mais nous no pouvons pas affirmer , à priori , que la vitesse qui lui a été imprimée ne se ralentira pas d'elle-même , et ne finira pas par s'éteindre entièrement; ce n'est que par l'expérience et l'induction que celte question peut être décidée. Or , à mesure que les obstacles à l'état de mouvement des corps , tels que les frottemens et les résistances des milieux qu'ils traversent , diminuent d intensité , nous les voyons persévérer de plus en plus dans cet état; et, toutes les fois que nous apercevons une altération dans leur vitesse, nous reconnaissons que cet effet peut être attribue à une cause étrangère. Nous sommes donc conduits à conclure que s'il était possible qu'un point matériel , après avoir été mis en mouvement , ne fût plus sollicité par aucune force, et ne rencontrât aucun obstacle, son mouvement serait rectiligne et uniforme , c'est-à-dire, le plus simple de tous les mouvemens. Ainsi, par exemple, si une parcelle de fer c»t mise en mouvement dans le vide, sur on plan horizontal et sans frottement , par lu seule action du pôle d'un aimant , et que tout à coup on détruise le pouvoir attractif de ce pôle , en y juxtaposant un pôle égal et contraire , cette parcelle continuera de se diriger vers ce point ; mais son mouvement deviendra uniforme, et sa vitesse sera plus ou moins considérable , selon qu'on aura laissé agir la force attractive plus ou moins long-temps. L'impossibilité où sont tous les points matériels de se mettre en mouvement ou de changer le mouvement qui leur a été communiqué , sans le secours d'une force, est ce qu'on entend par Y inertie de la matière. Ce mot ne signifie pas que la matière soit incapable d'agir ; car . nu contraire , chaque point matériel trouve toujours dans l'action d'autres points matériels , mais jamais en lui-même , le principe de son mouvement. 114. Au bout du temps t, et quand le mobile se trouve à la distance * d'un point fixe pris sur la Digitized by Google
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    04 TRAITE DE MÉCANIQUE. droite qu'il décrit , toit v sa vitesse acquise , c' esta-dire , la vitesse du mouvement uniforme qui aurait lien , si, à cet instant, lu force qui agit sur le mobile venait à cesser d'agir. L'action de cette force continuant, l'espace dx que le mobile parcourra dans l'instant dt sera décrit en vertu de cette action et de la vitesse t>; la partie de dx correspondante a cette vitesse, qui scruit décrite d'un mouvement uniforme, aura vdt pour valeur. Eu appelant donc i la partie de cet espace qui répond à l'action de la force pendant l'instant dt, nous aurons. dx — vdt + Or , la vitesse variant par degrés infiniment petits , et ses variations étant uniquement dues à l'action delà force appliquée au mobile, il s'ensuit que dans le temps dt, celte action ne peut produire qu'une vitesse infiniment petite , par conséquent , cette même action ne peut faire décrire qu'un espace infiniment petit du second ordre , moindre que celui qui serait décrit uniformément pur le mobile, •'il recevait au commencement de dt toute la vitesse cpii sera produite pendant la durée de cet instant. On peut donc négliger « par rapport à vdt dans l'équation précédente ; et alors on aura dx pour l'expression de la vitesse dans un mouvement quelconque. Si l'on voulait connaître la partie • de l'espace parcouru par le mobile dans le temps dt, en vertu de l'action de la force qui le sollicite, il faudrait conserver le» puissances de dt supérieures à la première. Or, en appelant j la distance du mobile au point fixe , au bout du temps I -\- dt, on aura , par le théorème de Taylor, pour l'expression complète de l'espace parcouru dans cet instant dt. Le premier terme, égal à vdt, est l'espace dû à la vitesse acquise au bout du temps t; si doue on néglige les termes du troisième et des ordres supérieurs par rapport à ceux du second , on aura ' = 7 dir » ' ou , ce qui est la même chose , i = 1/2 drdt , pour la partie de l'espace x' — s que l'action de la force n fait parcourir. La vitesse produite en même temps par cette action étant de, on voit que l'espaoc que le mobile décrirait uniformément , pendant ce temps dt, s'il recevait au commencement toute cette augmentation de vitesse, serait égal au produit de dt et dt, ou double de l'espace « qu'il décrit réellement. IIS. Lorsque l'espace parcouru sera donné en fonction on en immédiatement la vitesse correspondante, au moyen de l'équation ds t» = — . Par exemple, les mobiles, dans la madt chine d'Athood, décrivant des espaces qui croissent comme les carrés du temps , on en peut conclure que leurs vitesses acquises doivent être proportionnelles aux temps pendant lesquels ces espaces sont parcourus; ce que cette machine fournit , en effet , le moyen de vérifier. Réciproquement , si la vitesse est donnée en fonction du temps par la définition du mouvement, ou en déduira , par l'intégration , l'expression de l'es|>ace parcouru. Ainsi, après le mouvement uniforme , le plus simple est celui dans lequel la vitesse augmente ou diminue de quantités égales, en temps égaux , et qu'on appelle , pour cette raison , accéléré ou retardé. Si donc on appelle g l'accroissement constant, positif ou négatif, de la vitesse dans chaque unité de temps, et o la vitesse du mobile quand t = 0, la vitesse v à un instant quelconque sera , dans ce mouvement. * = a + gt ; et en multipliant par dt et intégrant, on aura x = b + at + 1/2 «* , • pour la distance du mobile à un point fixe de la droite qu'il décrit; b étant cette dislance à l'origine du temps t. Lorsque les deux constantes o et b seront nulles , ou aura si r = gt , * = 1/2 jf* . L'espace parcouru est donc alors proportionnel au carré du temps ; et la vitesse acquise au bout d'un temps quelconque t est telle qu'en vertu de cette seule vitesse le mobile décrirait, en un temps égal à t, un espace vt double de celui qu'il a parcouru. Il s'ensuit que si l'on connait l'espace parcouru dans la première unité de temps, on aura, en la doublant , la valeur de la vitesse constante g, par laquelle un mouvement uniformément accéléré diffère d'un autre mouvement de la même nature. Ce mouvement est celui des corps pesans qui tombent dans le vide. En un même lien , la vitesse g est égale pour tous leurs poinU ; en sorte qu'ils décrivent tous , d'un même mouvement de cette espèce , des droites verticales. Cette vitesse varie d'un lieu à un autre; en prenant la seconde pour unité de temps , et le mètre pour unité linéaire , on a conclu de l'expérience g = 9»',8089fl , à l'Observatoire de Paris. La force qui produit des vitesses égales en I Digitized by Googl
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 65 égaux est pour nous un« foret constante. Ainsi , la pesanteur est une force constante ; ce qui signifie ici qu'elle agit avec la mente intensité sur les corps déjà animés de vitesses quelconques , et nou pas seulement, comme dans lo n° 59, que son intensité est ta méwe dans toute l'étendue d'un corps de dimensions ordinaires. 1 16. Les lois de l'équilibre ne supposent oucunc relation particulière entre les forces et les vitesses correspondantes; et, pour résoudre les problèmes de Statique, il suffît de connaître lis rapports numériques des forces , tels qu'ils ont été définis dans le n» 5. Les lois du mouvement, au contraire, dépendent du rapport qui doit exister entre les grandeurs des vitesses produites par des forces données; et ce rapport, dont la connaissance est indispensable pour la solution des problèmes de Dynamique, est le même que celui des forces, ainsi qu'on va le démontrer. Soient toujours * et v l'espace parcouru et la vitesse acquise par un point matériel au bout du temps t. Supposons qu à cette époque deux forces données /et/' agissent simultanément sur le mobile, suivant la direction de son mouvement; désignons par u la vitesse infiniment petite que la force /imprimerait au mobile, si elle agissait seule pendant nn temps r infiniment petit, et par si' celle qui serait produite pur la force /', dans le même temps, si la force /n'existait pas. Je dis que la simultanéité de ces deux forces ne modifiera pas les vitesses dont elles sont capables séparément , rt que la vitesse produite pur la force/-}- /• sera u -f- h', c'est-à-dire qu'au bout du temps / -f r . la vitesse du mobite sera devenue r -f- u -f u'. Eu effet, l'augmentation de vitesse du mobile ue pourra dépendre que du temps r auquel elle sera proportionnelle, et de l'état de ce point matériel, ou, autrement dit, de sa position et de sa vitesse pendant ce même temps r ; ce ne serait donc qu'en influant sur cet état que l'action de la force /' pourrait modifier la vitesse qui sera produite par la force /. Or , pendant le temps r, lu distance du mobile à un point fixe et sa vitesse ne peuvent varier que de quantités infiniment petites, négligeables par rapport à s et e,- ses variations de distances à d'autres points fixes ou mobiles, d'où peuvent émaner les forces /et/, sout également négligeables ; par conséquent , la vitesse que produira la force J, pendant cet intervalle de temps r, ne saurait être modifiée eu aucune manière par l'action simultanée de la force /'; et il en sera de même à l'égard de la vitesse due à la force /', qui ne sera pas non plus changée par l'action dey. Donc la vitesse totale imprimée au mobile pendant le temps r, par la force / -f-/. sera égale à si -fOn verra de même que si la force/ agit dans le sens de la vitesse r, et la force /' en sens contraire, l'augmentation de vitesse produite par la force/—/', sera égale à M — «'. Quelle que soit la nature de chacun* des forces/ cl/1, si elles sont capables d'une même vitesse u dans un même temps iufiniment petit , ce sont pour nous des forces égales. Appliquées en sens contraire l'une de l'autre , elles ne changeront pas la vitesse du mobile, s'il est déjà en mouvement ; il y aura équilibre, si ce point matériel est en repos; ce qui rentre dans la définition des forces égales du n° 5. Lorsque la force qui agit sur le mobile dans le sens de la vitesse acquise Reviendra double, triple, quadruple,.. . la vitesse qu'elle produira dans le temps r croîtra suivant la même proportion. Réciproquement, quand celte force se réduira à moitié, au tiers, au quart la vitesse qui sera produite diminuera de la même manière ; et , généralement, les vitesses infiniment petites produites pendant des inslans égaux , dans le sens ou en sens contraire de la vitesse acquise , ou imprimées à un point matériel en repos, seront entre elles commo les intensités des lurces correspondantes. C'est sur ce principe général qu'est fondée la mesure des forces dans la Dynamique. On a coutume de le présenter comme une hypothèse; nous le donnons ici comme une conséquence nécessaire de co que les vitesses imprimées par des forces quelconques, dans des intervalles de temps infiniment petits, sont toujours infiniment petites, et de ce qu'en même temps les déplacemens des mobiles sont aussi infiniment petits. 1 17. Si les foret s que l'on veut comparer l'une à l'autre sout des forces constantes, de sorte que chacune d'elles produise, pendant toute la durée du mouvement | des vitesses égales eu temps égaux (u" 115), leurs intensités seront entre elles comme les vitesses qu'elle» impriment en un même temps quelconque à un même point matériel. Lors donc que ces vitesses seront données par l'observation, ou en conclura le rapport des forces; et, réciproquement , quand ce rapport sera donné à priori, on pourra le prendre pour celui des vitesses. Désignons, par exemple, par m et V les intensi. tés de la pesanteur à deux latitudes différentes, et supposons qu'on ait détermiué, eu ces deux lieux de la terre, les vitesses g cl g', acquises en une seconde par les corps qui tombent verticalement dans le vide; on aura t ! V S! g : g'. Le rapport de ces forces m et «' sera aussi celui des poids d'un même corps, ou de deux corps homogènes et d'uu même volume, à ces deux latitudes. L'observation a fait couuaitrc que les vitesses dues à la pesanteur, augmentent en allant de l'équateur au pôle, et que l'accroissement total est à peu pies de la plus petite. Il s ensuit donc que le poids d'uu même corps , transporté de l'équateur au pôle, augmentera de 1/2, i \ et que, pour mettre en équilibre les poids rie deux corps homogènes placés en ces deux liei:x de la terre, il faudra que 0 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. le volume du corps situé à l'équateur, etcèdo do 1/200 celui du corps situé au pôle. Soieut encore m l'intensité de la pesanteur dans le sens vertical , et sa composante suivant une droite qui fait avec sa direction un ongle ». D'après la règle du parallélogramme des forces , non «I ss m COS a, et si l'on appelle g et gi les vitesses qui seront produites dans l'unité de temps par ces deux forces constantes, agissant séparément sur un même point matériel , la proportion g S ft S S • • «i | donnera aussi gt = g ces Si ce point matériel pesant est posé sur un plan incliné, qui fasse avec le plan lioriiontal un angle égal à 90« — * , la force m se décomposera en dcui i, l'une perpendiculaire au plan donné et qui détruite par sa résistance , l'autre dirigée suice même plan et qui sera la force m,. C'est dernière force qui produira le mouvement dans le vide , abstraction faite du frottement du mobile contre le plan incliné. Ce mouvement, dû ■ une force constante , sera donc uniformément accéléré ; et si l'on appelle x, , et e, , l'espace parcouru et la vitesse acquise au bout du temps /, on aura *,= »,
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    DÏ.WSIQUE, PREMIÈRE PARTIE. (r, qu'elle fait parcourir, divisé par le carré de ce même temps. Dans le mouvement uniformément accélère , ces deux manières équivalente» de mesurer la force ont encore lieu , sans qu'il soit nécessaire que le temps soit infiniment petit. 119. Nous avons maintenant dx de x = ¥t, r = - , • = — , dt dt pour les formules générales du mouvement reeti1 1 : H--. Elles montrent les rapports qui existent , dans un mouvement quelconque, entre l'espace parcouru , la vitesse acquise et la force qui agit sur le mobile , et comment ces trois fonctions du temps peuvent se déduire l'une de l'autre , soit par la différentiatiun , soit par l'intégration. En éliminant r entre les deux dernières, on a (fi s ce qui suppose qu'on prenne le temps t pour la variable indépendante, et que sa différentielle dt soit constante; hypothèse que nous ferons de même, dans toute la suite de cet ouvrage, sans que nous ayons besoin de le répéter. Par l'élimination de dt, on aura aussi 1 ce qui servira à déterminer v quand la force * sera donnée en fonction de x, et, réciproquement, cette force lorsque la vitesse sera connue en fonction de l'espace parcouru. flous donnerons, dans le chapitre suivant, diverses applications de cet formules générales. dei forces en égard aux 120. Avant de montrer comment on devra tenir apte des masses dans la comparaison des forces qui agissent sur des mobiles différens, il importe de rectifier une expression inexacte qne Ton emploie souvent , et qui tient à nne confusion d'idées. Concevons qu'un corps soit posé sur un plan horizontal, et qu'il n'y soit retenu par aucun frottement. Si je veux le faire glisser sur ce plan , il faudra néanmoins . k cause de l'inertie de la matière, que j'exerce un effort quelconque ; si à ce corps on en joint un second, puis un troisième, etc., il faudra que je déploie , pour produire le même mouvement , une force de pins en plus considérable. J'aurai , dans chaque cas , le sentiment de l'effort qne je serai obligé de faire ; mais je ne devrai pas en conclure que la matière oppose ouenne résistance à cet effort , et qu'il existe dans les corps ce qu'on appelle très improprement une fore» d"intrHé. Quand on s'exprime ainsi , on confond la tion que l'on a éprouvée , et qni résulte de l'effort qu'on a exercé , avec la sensation d'une résistance qui n'existe réellement pas. Lorsque le corps frotte contre le plan , il y a effectivement une résistance ou mouvement horizontal , et je ne peux pas déplacer le mobile sur co plan sans exercer un effort supérieur à cette résistance. De même , quand je veux soulever le mobile verticalement , il y a aussi une résistance à ce mouvement , que je dois vaincre par un effort qui la surpasse. I>ans les deux cas, je ne produirai aucun mouvement tant que je ne ferai pas un effort plus grand que le poids du corps , ou que son adhésion au plan horitonlal; mais si l'on ne suppose ni pesanteur ni frottement , je mettrai le corps en mouvement, quelque faible que soit l'effort que j'exercerai, et quelque grande que soit la masse du mobile : alors, si j'éprouve qu'il faut faire un plus grand effort pour communiquer le même mouvevement à un corps qu'à un autre, j'en conclurai que le premier se compose d'une plus grande quantité de matière que le second , et si je pouvais comparer avec précision les grandeurs des efforts qne j aurai exercés, leur rapport serait celui des masses de ces deux mobiles. C'est sur une semblable considération qn'est fondée, ainsi que nous allons l'expliquer , la mesure des masses d'après les grondeurs des forces qni les mettent en mouvement , et, réciproquement , la mesnre des forces en ayant égard aux masses et nnx vitesses. 121. Deux points matériels, appartenant à des corps qui peuvent être de nature différente, ont des masses égales ou inégales , selon que des forées qu'on suppose égales leur impriment, dans un même temps , la même vitesse ou des vitesses différentes. Supposons, pour fixer les idées, que les forces appliquées a ces deux points soient verticales, et qu'après les avoir placées dans les deux plateaux d'une balance , if y ait équilibre. Ces forces seront égales dans celte hypothèse j et cela étant, si les denx points sont rendus entièrement libres, et que les mêmes forces les mettent en mouvement, leurs masses seront égales ou inégales , selon qu'ils prendront , dans le premier instant , des vitesses infiniment petites , égales ou inégales. Lorsque, de cette manière, les masses de différens points matériels ooront été reconnues égales , en les réunissant on formera d'autres points dont les masses auront entre elles des rapports quelconques. Ainsi , en appelant u la masse de chacun des points égaux , m et m' les masses de deux autres points formés de n et n' des premiers , m et m' seront entre elles comme ces nombres n et »', et l'on aura Maintenant , soient u, v, v\ des v ilesses infiniment petites , s et s" des nombres entiers , et r = tu , t> = sV Digitized by Google
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    TRAITÉ I)K MÊC\H!QCB. Si deux forces f H f impriment aux rousses m et «" les vitesses v et r' clans un même instant , je dis qu'on aura /:/' :: mv : «v. Eu effet, on peut regarder la force f rommc la somme d'un nombre n de fnrrcs égales qui impriprimenl la même vitesse r à chacun des n points égaux dont m »c compose; de sorte qu'en appelant * l'une de ces forces égale* , on aura /=„* Soit, en outre, h la force qui imprimerait la vitesse «à chacun de ces points égaux , pendant le même instant que la force k lui imprime la vitesse v. Ces forces agissant sur un même point matériel , seront entre elles comme les vitesses si et r (n" 1 16) ; et , à cause de e = t'sf, il en résulter.! k = ik. Nous aurons de même /' = *'*', k' = t'h' , en regardant j' comme la somme de n forces *' capables d'imprimer la vitesse v' à chacun des points égaux dont se compose m', et appelant h' la force qui imprimerait à chacun de ces mêmes points la vitesse «. Or, h et Vêlant des forces capables d'imprimer dans un même instant une même vitesse u à deux points égaux en masse, savoir, k deux des points dont la masse commune a été représentée par /*, il suit de ce qui précède qu'on doit avoir h1 — h D'après les équations précédentes, on aura alors f=inh, f — »VA ; et, en ayant égard aux valeurs de m, m\ t , t>', il en résultera la proportion qu'il s'agissait de démontrer. 122. Cela posé, considérons un corps de grandeur et de forme quelconques, dont tous les points décrivent des droites parallèles, avec une vitesse commune qui peut d'ailleurs varier avec le temps. Partageons ce corps en une infinité de points matériels égaux en masse, tels qu'on vient de les définir. On pourra attribuer le mouvement de tous ces points à des forces qui seront égales et parallèles dans toute l'étendue du mobile; leur résultante , pour une partie quelconque de ce corps , sera égale à leur somme, et appliquée au centre de gravité de celte même partie. Les forces correspondantes a deux parties quelconques seront donc entre elles comme leurs masses ; par conséquent, si l'on appelle y la force totale qui agit sur le mobile, m sa masse, et e la force qui répond à une partie de cette masse prise pour unité , on aura Quant à la force a , elle sera proportionnelle à l'accroissement de la vitesse des points du mobile pendant un temps infiniment petit; et si l'on appelle c crtto vitesse au bout du temps f,on pourra prendre pour sa mesure, comme dan* len< 118, * " dt II en résulter i donc pour l'expression do la force dans un mouvement quelconque , en ayant égard ik la masse du mobile, et supposant tous ses points animés d'une même vitesse. Cette forme f, qui est la résultante ou la somme des forces infiniment petites qu'on peut supposer appliquées à tous les points dont le corps est composé , se nomme force motrice ; le facteur a de sa voleur m», s'appelle foi ce accélératrice , et n'est nuire chose que la force motrice rapportée à l'unité de masse. La force motrice se change en une pression lorsque la masse sur laquelle elle agit est appuyjée contre un plan fixe, perpendiculaire à sa direction. Une pression et une force motrico ne diffèrent donc l'une de l'autre qu'en ce que les vitesses infiniment petites qu'une pression tend à produire sant incessamment détruites par la résistance du plan fixe qui la supporte, tandis que celles qui sont effectivement produites pendant chaque instant par U force motrice s'accumulent dans le mobile , et qu'il en résulte une vitesse finie après un temps fini. Deux pressions sont entra elles comme les masses multipliées par les vitesses infiniment petites qu'elles tendent à leur imprimer dans un même instant, et qu'elles leur imprimeraient, en effet, si ces masses étaient libres. 123. Si le mouvement commun à tous les points d'un mobile est uniforméiucnt accéléré, et qu'on appelle g I augmentation de vitesse qui ■ lieu dans chaque unité de temps , on a • f=mg. Pour une autre force constante/ agissant sur une masse m', et produisant une vitesse  dans l'unité de temps , on aura de même /' = «y. Or, l'observation a prouvé que deux corps pesans , quelle que soit la différence des matières, acquièrent la même vitesse en tombant dans le vide pendant un même intervalle de temps. Dans le cas de la pesanteur, on a donc g — g'; et, consequemment, les poids fetf de deux corps quelconques sont entre eux comme leurs masses m et m', ainsi que nous l'avons supposé dans le nn 00. Le seul fait , constaté par une expérience journalière, que des corps hétérogènes ont des poids égaux sous des volumes différens, ne suffisait pas pour décider si leurs masses sont égales ou inégales; il Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 6^ fallait savoir, de plu» , que la pesanteur leur imprime le même mouvement, pour pouvoir conclure, de l'égalité de» poids , l'égalité des quantités de matière. Le poids d'un corps pesant qui tombe dans le vide est sa force molrire, et la pesanteur est sa force accélératrice. Pour nbréger , on appelle souvent pesanteur ou tjraritè la vitesse g, qui n'est que la mesure de cette force. 124. Si des forces données agissent à la surface ou sur d'autres parties d'un corps solide, et qu'il en résulte pour tous ses points des vitesses égales et parallèles, il faudra que ces forces aient une résultante unique, qui coïncidera , en candeur et en direction, avec la force motrice, telle qu'on Tient de la définir , et dont on déduira la force accélératrice en la divisant par la masse entière du mobile. Supposons, par exemple, qu'un corps pesant tombe dans l'air, dans l'eau, ou dans tout autre fluide, et que sa forme et sa densité, s'il n'est pas homogène , soient symétriques autour d'un ose Tertical. Il est évident que tout étant semblable antour de cet axe, tous les points du mobile dé' criront des droites verticales; ce qui exige, puisqu'il s'agit d'un corps solide, qu'ils aient tous la même vitesse à chaque instant. La résistance du milieu , qui s'exerce a la surface de ca corps , se réduira donc k une force dirigée suivant son axe de figure. Je désignerai par R son intensité a un instant quelconque, par 4 la partie correspondante de la force accélératrice du mobile , et par m sa R Comme cette force agit en sens contraire de la gravité pendant la chute du corps, la force accélératrice totale sera g — 4. Si le mobile était lancé verticalement de bas en haut, les deux forces agiraient dans le même sens , et la force accélératrice totale serait négative et égale à — g — 4. La théorie de la résistance des fluides est en-ore trop peu avancée pour qu'on puisse déterminer, à priori, la valeur de R , laquelle peut dépendre de la vitesse v dont le mobile est animé, de sa forme, de la densité et de la nature du fluide. Le plus communément, on h suppose proportionnelle nu carré de r et à la densité du fluide, que je représenterai par f , de sorte que l'on,a R sm rrt» ; r étont un coefficient qui ne peut plus dépendre que de la forme et des dimensions du corps , de la nature du fluide, liquide ou aériforme , et de sa température. Dans le cas d'une sphère, on regarde le coefficient 9 comme proportionnel à sa surface ou au carré de son diamètre. En désignant donc par r son rayon, et par D ta densité, de sorte que su masse soit A* m -~ — I!r3 , t il en résultera y désignant un coefficient numérique qui sera le même pour toutes les sphères , et dont la valeur devra être déterminée par l'expérience pour chaque nature dp fluide. A cause que cette quantité 4 est de la même nature que g, il s'ensuit que »i l'on désigne par * vue vitesse donnée, il faudra qu'on ait Dr A» >P 9 afin que l'expression de 4 prenne la forme conformément an principe de l'homogénéité de» quantités (n° 23). 125. Une même force constante, agissant successivement sur des masses différentes , produira des mouvemens uniformément accélérés , dans lesquels la force accélératrice , ou l'accroissement constant de la vitesse dans chaque unité de temps, sera en raison inverse de la masse. Ainsi, par exemple . /étant le poids mg d'une masse m, si l'on suspend cette masse à l'extrémité d'un fil qui soit attaché par son autre bout h une autre masse us' posée sur un plan horizontal , il est évident que ce» deux masses prendront on même mouvement uniformément accéléré , et dû à la force motrice f, abstraction faite du frottement et du poids de la partie verticale du fil. Si donc on appelle g' la force accélératrice de ce mouvement , on aura ,= / m -(- tn' on, ce qui est la même chose, g' — g eos « , en désignant par » un angle tel que l'on ait m = (m -|- wi'j cos a. Par conséquent, le mouvement dont il s'agit sera le même que celui d'un corps pesant sur un plan incliné, qui fait l'angle « avec la verticale (n° 117). Tous les corps étant mobiles et susceptibles de prendre des vitesses en raison inverse de leurs masses, lorsqu'ils sont soumis, pendant un même temps, m l'actioi! d'une même force, il s'ensuit qu'il n'existe pus de corps réellement fixes; ceux qu'on appelle ainsi sont des corps qui ont de Irèa — . Digitized by Google
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    70 TRAITÉ DE MECANIQUE. grande» masses pur rapport à celles dont dépendent les forces motrices qu'on leur applique , et qui ne reçoivent, conséqucnimcnt , de l'action de ces forces que des vitesses extrêmement petites. A la surface de la terre, ce sont les corps atluches à cette surface qui ne font qu'une seule masse avec celle du globe terrestre; et, en effet, en prenant cette niasse pour m' dans l'exemple précédent, on voit que la vitesse g' qui lui sera imprimée dans l'unité de temps, pur un poids mo correspondant à une masse m de grandeur ordinaire, pourra être regardée comme tout-à-fait insensible. 120. On a coutume d'appeler quantité de mouvement d'un corps le produit de sa masse par sa vitesse. Pour me conformer à l'usage, j'emploierai cette expression , à laquelle il serait toutefois plus correct de substituer celle de quantité de vitesse, puisque c'est la vitesse qui réside dans le mobile , et que le mouvement n'eu est qu'un effet subséquent. Il n'y a aucune force qui produise instantanément une quantité finie de mouvement. Le choc d'un corps solide en mouvement contre un corps •olide en repos imprime à celui-ci , dans un temps très court, mau non pat infiniment petit, uns vitesse qui peut être quelquefois très grande; et, pendant cet intervalle de temps , les deux corps ne se déplacent pas sensiblement. Quelque durs qu'on les suppose, ils se compriment toujours un tant •oit peu ; la vitesse passe de l'un à l'autre par degrés infiniment petits; et si Ton fuit abstraction de l'élasticité de ces deux corps , leur action mutuelle cesse dès qu'ils ont des vitesses égales. Cette communication rapide de la vitesse, sans déplacement sensible des masses, est ce qu'on appelle une percussion ou une impulsion; elle équivaut, comme on voit, a une force motrice agissant, pendant on temps très court, avec une très grande intensité. En considérant ainsi la percussion comme la somme des actions infiniment petites d'une force motrice, on en conclut qu'elle se décompose en deux autres percussions, suivant des directions données, par la règle du parallélogramme des forces , comme chacune de ces actions successives. Si, par exemple, on exerce sur la tête d'un coin une percussion normale que j'appellerai P , elle se décomposera en deux autres percussions perpendilaires a ses deux faces,- et si Ton représente par Q et Q' les deux composantes, pur K et K les longueurs des faces auxquelles elles répondent , et par II celle de la tète du coin , il est aisé de voir qu'on aura , d'après la règle citée. Q : p : : K : H , Q' : p : : K' : h ; dou l'on lire PK PR» Ainsi , en supposant que cette percussion P provienne d'une masse m qui vient frapper la tète du coin avec une vitesse a, ses deux fuces, ou plutôt les obstacles fixes contre lesquels elles s'appuient, seront dans le même cas que s'ils étaient frappes normalement par lu même masse m , animée da vitesses proportionnelles à leurs longueurs, et cxRa R'o primées par — et — . h n 127. Si un corps solide en repos est frappé ù la fois , en sens opposés , par deux autres corps dont les masses sont m et us', et les vitesses v et p'; quo ces trois corps soient symétriques autour d'un même axe quant à leur forme et quant à leur densité, et que tous les points des deux derniers se meuvent parallèlement à celte droite, leurs percussions sur le corps intermédiaire se feront équilibre, lorsque les quantités de mouvement mr et mV seront égales, c'est-à-dire que ces quantités de mouvement passeront , pendant un temps très court, dans le corps intermédiaire , et s'y détruiront sans que ce corps soit déplacé d'une manière sensible. L'équilibre aura lieu également si Ton supprime le corps intermédiaire, et que la communication de la vitesse se fasse immédiatement entre les deux autres corps. Ainsi, deux corps solides qui vont uu devant I un de l'autre se réduisent au repos, abstraction faite de l'élasticité, lorsqu'ils viennent à se choquer , et que leurs masses sont en raison inverse de leurs vitesses; et, réciproquement, les produits des masses et des vitesses sont égaux quand il y a équilibre dans le choc de deux corps solides. Ou suppose ici , comme on vient de le dire, les deux mobiles symétriques autour d'uno même droite, et les vitesses de tous leurs points parallèles à cette droite, laquelle est celle qui passe par le centre de gravité des deux masses. La condition d'équilibre dans le choc de ces corps est donc l'égalité de leurs quantités de mouvement, ou l'équation mr — wV , m et m' étant leurs masses, et 9 et leurs vitesses. Nous déterminerons par la suite les mouvemens qui auront lieu après le choc, quand ces conditions relatives aux grandeurs et à la direction des vitesses, et à la forme des mobiles, ne seront pas remplies, ou bien quand on aura égard à leur élasticité. Il résulte de celte loi de l'équilibre dans le choc que la percussion fournirait le moyen le plus direct de mesurer la masse des corps. On imprimerait une vitesse connue a h tous les points d'un corps dont la masse serait prise pour unité ; et si Ton pouvait déterminer exactement la vitesse r dont tous les points d'un autre corps devraient être animés , pour qu'il fit équilibre au premier , en le choquant en sens contraire de son niomoDigitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 71 ment, la masse do co second corps aurait alors a pour Taleur numérique le rapport—; mais il est v inutile de dire que ce moyen est impraticable, et que c'est toujours aux poids des corps qu'il faut recourir pour mesurer leurs masses. Il s'ensuit aussi que deux percussions exercées sur un corps solide, devront être regardées comme équivalentes, lorsqu'elles répondront à des quantités égales de mouvement; en sorte que, dans l'exemple du numéro précédent, la téte et les deux faces du coin éprouveront les mêmes effets, ou seront frappées avec la même énergie, si U masse m et la vitesse a sont remplacées par une masse m' et une vitesse or, telles que l'on ait ma — m'a' . 128. Lorsque deux percussions, provenant de vitesse en raison inverse des mnsses, seront exercées simultanément sur les deux plateaux d'une balance, il y aura équilibre ; la balance remplaçant ici le corps intermédiaire que nous avons considéré dans le numéro précédent. Ce cas sera , par exemple, celui de deux corps pesans, dont les masses sont m et m', et qui tombent au même instant sur ces deux plateaux , après avoir acquis des vitesses v et r>', telles que l'on ait mv—m'v'. Si la masse m est en repos dans l'un des deux plateaux , son poids y exercera une pression qui sera généralement vaincue par la percussion de Vautre masse ; mais il n'est point exact de dire, comme on le fuit ordinairement, que cela aura toujours lieu , quelque grande que soit U pression dans son espèce, et quelque petite que soit la percussion dans la sienne. En effet , on peut remplacer la percussion de m' par une force motrice agissant sur l'un des deux plateaux sans le déplacer sensiblement , pendant que je représenterai par r. En esen sens désignant par m'udt lu quantité infiniment petite de vitesse dont cette force variable est capable pendant l'instant dt, le produit m' / udt sera la quantité de vitesse qu'elle communiquera ù la balance pendant le temps r. Pendant ce même temps, le poids de m produira une quantité de mouvement exprimée par «tjr, en représentant par g la gravité. Pour qu'il y ait équilibre dans le système, il faudra donc que l'intégrale^* udt soit toute la tesse cr dont la masse m' est animée à l'instant où la percussion commence, de sorte qu'il ne lui reste plus aucun degré de vitesse quand le choc est fini j et, cela étant , il suffira que les quantités de mouvement mgr et m J udt, imprimé* contraire h la balance pendant la durée du clioc , soient égales entre elles. La condition de cet équilibre sera exprimée par l'équation m V = mgr ; et selon qu'on aura , au contraire , mV > mgr ou m'v < fH<7r,cesera la percussion qui l'emportera sur la pression , ou la pression sur la percussion. Or, quoique le temps r soit extrêmement petit , ce dernier eus est possible, en supposant la masse m suffisamment grande h l'égard de a»' : pour qu'il fut impossible, il faudrait que la durée de la percussion fût infiniment petite; ce qui n'a pas lieu dans la nature. La Dynamique sera une application continuelle des principes que nous avons exposés en détail dans ce chapitre, et dont il est nécessaire de so former une idée précise , avant d'essayer de résoudre les i CHAPITRE IL EXEMPLES DU MOUVEMENT RECTII.IGSE. D'après ce qu'on a iru du mouvement rectilign sont celles-ci : dx dv "~~ d/ ' dt ' le u» 110, les ! d'un point mud» * r- « M d
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    TRAITÉ DE MÉCAMQUE. force agira dan» le sens ou en sens contraire delà vitesse r. Ce» équations l'appliqueront non seulement à un point matériel isolé, mais uussi à un corps solide de grandeur quelconque, dont tous les points décriront des droites parallèles, et auront, pur conséquent, un mouvement commun: p sera alors la force accélératrice, égale à la force motrice divisée par la masse du mobile. La valeur de 9 sera donnée dans chaque problème; et la question consistera à en déduire, par l'intégration, les expressions de v et jr en fondions de t. Elles contiendront deux constante! arbitraires, dont un déterminera les valeurs d'après celles de * et r à l'origine du mouvement, qui devront être données dans chaque exemple. Dorénavant , nous supposerons toujours que l'on compte le temps t à partir de Cette origine ; en sorte que les valeurs données de x et r répondront à i = 0. L'intégration ne sera généralement possible sous (orme finie , que quaud • ne dépendra , comme nous le supposerons dans les exemples suivans, que d'une seule des quantités i, r, x. Lorsque la voleur donnée de • les contiendra toutes trois, ou deux seulement , les valeurs de x et r ne pourront s'exprimer que par les séries. 130. Supposons d'abord que la force s soit constante, et qu'il s'agisse, par exemple, du mouvement vertical d'un corps qui tombe dans le vide en vertu de la pesanteur. En désignant celte force par g, nous aurons IF -y' d'où l'on tire e =  — a — gl, x ^- at — \/2 gt> , pour la vitesse et l'espace parcouru à un instant quelconque. 11 est év ident que le mobile s'élèvera jusqu'à ce que cette vitesse soit nulle. Si donc on appelle »' le temps de son élévation , et h' la hauteur à laquelle il parviendra , on uura u a* = h>=-; g et comme ces valeurs coïncident avec celles de I et h du cas précédent , on en conclut qu'un corps pesant, lancé de bas en haut uvec une vilesse a, s'élève dans le vide a la hauteur d'où il devrait tomber pour acquérir celte même vitesse , et que le temps de son élévation est le même que celui de sa chute. Communément on appelle h la hauteur duc à la vitesse a, et, réciproquement , a la vitesse due à la hauteur h. 131. Soit que le mobile monte ou descende, il suffira , pour former les équations de son meuvemeut sur un plan incliné, de mettre dans les précédentes jcoka à la place de g , en désignant , comme dans le n° 117, par* le complément du l'inclinaison du plan donné sur un plan lioriiontal . Dans le cas de la chute, on aura donc v — gt cos », x = l/J or» cos », r« = ïgx cos «, mais en appelant / la longueur du plan incliné , et h sa hauteur, on a h = / cos *; si donc on indique par k la vitesse acquise par le mobile, quand il auro parcouru toute cette longueur, on aura k* = ~gl cos • = 2gh ; ce qui montre que cette vitesse A est la même que si le mobile fut tombé par la vcrticole h. Soit ABC (fig. 34) la circonférence d'un cercle dont le plan est vertical. Supposons que AB représente son diamètre vertical, et cherchons , d'après ■ les équations précédentes , le temps qu'un point matériel pesant emploiera à parcourir la corde AC, aboutissant à l'extrémité supérieure de ce diamètre. En abaissant du point C la pcrpcudictilaiic Cl) sur AB , on aura , duns ce cas, AC = / . AD — h i Digitized by Google
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    DTHAMIQIE , PREMIÈRE PARTIB. 73 mai* si Ton désigne |iar • le temps demandé , on I s 1/2 SJ' d'après une propriété do cercle ; on a d'à il/» = M, en appelant b le diamètre AB; d'où l'on conclut 9* 9 Or , ce temps est le même que relui de la chute par une hauteur verticale 6 ; il en résulte donc que la corde AC sera parcourue dans le même temps que le diamètre AB. Un trouvera le même résultat, en considérant le mouvement sur la corde CB qui aboutit à l'extrémité inférieure de AB, et courue dans le même temps que «ici. Ce théorème , indépendant de la longueur de la corde parcourue, subsistera encore lorsqu'elle deviendra infiniment petite ; ce qui tient à ce qu'en même temps la composante de la gravité, qui agit suivant cette longueur, ne sera plus une quantité finie. 132. Considérons actuellement le mouvement d'un corps solide pesant qui tombe ou qui est lancé de bas en haut dans uu milieu résistant , et dont tous les points décrivent des droites verticules. Pour que la force accélératrice ne dépende que de la vitesse, nous supposeront que le milieu ait partout la même densité. Dans le cas de la chute , on aura 9" ' = 9 ~ ~, k* en supposant la résistance proportionnelle an carré de la vitesse (n" 124), et désignant par k une vitesse constante et donnée. Cette valeur de 0 étant une fonction de v, il faudra faire usage de la i équation (1), et l'on en déduira A* it d'où l'on lire En intégrant et supposant nulle la vitesse initiale , de sorte qu'on ait t — 0 qn a nd r = 0 , il en résulte 2j< k - v = • . (*;*) (») JL ïL k "~ à • +• Je désigne ici por « la base des logarithmes népériens, et par log un logarithme de cette espècei II en sera de même dans toute la suite de cet ouvrage ; ce qui n'empêchera pos d'employer quelquefois la lettre « à représenter d'autres quantités , dans des formules où la base de ces logarithmes n'entrera pas. Elle a pour valeur approchée « = 2,7182818; et celle dn module constant par lequel il faut multiplier le logarithme népérien d'un nombre quelconque, pour en déduire le logarithme ordinaire de ce nombre , est 0,4342945 A cause de di—vdt, on aura *» 1 ( 1 à es — log — \ « + « / 1 (3) 9 a en intégrant et supposant m = 0 quand t =0. On et , par conséquent , h *9 A» h pour la valeur de s en fonction de c. 133. Ces formules renferment la solution complète du problème. On en déduit cette conséquence, que le temps augmentant sans cesse , le mouvement approche de plus en plus de l'uniformité , et qu'il est sensiblement uniforme quand la vitesse gtt produite par la pesanteur , est devenue très grande par rapport à k. En effet, en négligeant alors l'expoil k nentielle § , qui est une très petite fraction , on a *• * = *, » = 0, x = kt log 2. 9 La résistance du fluide étant une force qui s'exerce a la surface du mobile, la force motrice qui en résulte est indépendante delà masse, et serait la même, soit que le mobile fût formé d'une matière très dense , soit qu'on enlevât la matière intérieure , et qu'on le réduisit a une enveloppe 10 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÊCAMQrB. é* mince. Or , la force accélératrice se déduisant d e lu foret) motrice , en la divisant par la masse du corps, il s'ensuit que la première de ces deux forces sera , toutes choses d'ailleurs égales , en raison inverse de cette masse, et, par conséquent, k en raison directe de sa racine carrée. C'est pour cela que le mouvement final , dans un milieu résistant , est le plus rapide pour le corps pesant dont la densité est la plus grande ; la forme et l'étendue de la surface restant les mêmes. Quand la densité du milieu est très faible par rapport à celle du mobile, la quantité k est très grande ; et ce n'est qu'après un temps très long que le mouvement peut approcher de l'uniformité. Tant que la vitesse gt n'est pas détenue très considérable, on n , en séries convergentes , fit _J"\ / Si _9\ 1 * * ) ni t» giti / j» _ s.'N 2 ' 2*» 2*. ' 2-iA* •4* liki -fetc, et les formules (2) et (3) deviennent g* *s gt _ 3*» + etc., Iftg» ~ g* <4 12A« + etc. Elles se réduisent , comme cela doit être , a celles du mouvement uniformément accéléré , lorsque la densité du milieu est tout-à-fait nulle, ce qui rend la quantité k infinie. 134. Dans le cas où le mobile est lancé de bas en haut, on a op. .= -*--. Si sa surface supérieure est la même que sa surface inférieure , la constante k sera aussi la même que duns le cas de la chute ; mais si ces deux portions de surface sont différentes, les valeurs de k le seront également ; et , par exemple , s'il s'agit d'un cône dont la base soit horizontale, la quantité k sera beaucoup plus grande ou beauroup plus petite dans son mouvement ascensionnel que dans sa chute, selon que son sommet sera situé au-dessus ou au-dessous do sa base. Pour fixer les idées , je supposerai que le mobile soit une spbère homogène ; en appelant r son rayon , D sa densité et p celle du milieu , on aura alors (n° 124) Dr 7Î y étant une constante qui ne pent plut dépendre que de la nuture du milieu , liquide ou fluide aériforme , et de sa température. En substituant cette valeur de a dans la i équation (1), on aura kdr gdt_ *• + — k 1 et en intégrant et désignant par a la vitesse du mobile , il en résulte arc ^tong = — ^ = arc ^lang = — ^ — — La valeur de v qu'on en déduit peut facilement s'écrire sous la forme : / 9* 9'\ k 1 orns k sin — J gt gt a sin U k cos — A k En multipliant par dt et intégrant de nouveau , de manière qu'on ait x = 0 quand t=0f on en conclut *• ,a gt gt x = — log ( — sin 1- cos — J. g W * kJ On A> vdt et par conséquent k> s = — lo *» -f- a» 2g °*. + r» 1 Si l'on fait-=.,etqnei'on a = 0, pour appliquer ces formules au cas du 0 vide , elles se présentent sous la forme — ; et par 0 la règle ordinaire , on trouve , comme cela doit être, • s= a — gt , * = ai — 1/2 gt* ; résultat qu'on obtient aussi par le développement en série , comme dans le numéro précédent. 13fi. AppelonshU plus grande hauteur ù laquelle) le mobile parviendra , et qui répond à v — 0 \ aurons . *. *.+«. h = — log . 2g ° *» Soit aussi 6, le temps qu'il emploiera pour y i sa valeur sera ,, = i ™ (,.„„ = 1). Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 73 i à cette hauteur , le mobile retombera , et son mouvement sera exprimé par les formules du u" 132. Si Ton représente par a! sa vitesse, lorsqu'il sera retombé de toute cette hauteur A, on > , d'après l'équation (4), * = .T-,0K en égalant cette valeur de A à la précédente , on a 1» *' + a* k* — al* 1 *• ' et , par conséquent , a* A» a» + *• 1 d'où l'on conclut a' < o; en sorte que la vitesse du mobile, quand il sera revenu a son point de départ, se trouve moindre que sa vitesse initiale. Soit aussi l' le temps de la chute totale , lequel répondra kv = aï. On aura .. = i-.og* + û' «y A — o' 1 ou bien , en mettant pour a' sa valeur , A \/a* + A» + a V= -H ■ 2g l/o»+A. -o' vn/eor différente de celle du temps *, de TéléEn multipliant par L'a» -\- k* — a, tcur et le dénominateur de la fraction comprise •ou» le logarithme, on aura, plus simplement, a- = _ Ior (/a» A» — et si l'on appelle I le temps total ♦' + », de l'allée et du retour du projectile, on en conclura A |/a. + A» — Si le mobile est un boulet lancé dans l'air par un canon vertical , on pourra, malgré la rapidité de ce mouvement, mesurer le temps I avec quelque précision ; et si Ton connaît , en outre , la vitesse de projection a, l'équation précédente servira a déterminer la valeur de k, relative au rayon r du boulet. Eu désignant par A' ce que devient A par rapport à un autre boulet de la même matière cl d'un rayon r, 136. Dans le cas on l'on fait abstraction de le pesanteur , et où l'on suppose la résistance du milieu proportionnelle à une puissance de la vitesse dont l'exposant est moindre que l'unité , la solution du problème présente une singularité qui mérite d'être remarquée. Supposons qu'on ait , par exemple , y et A étant toujours la gravité et une constante et donnée. L'équation du dt A en en tirant la valeur de gdt, intégrant et désignant par a la vitesse initiale, il vient ,=i/r {y^-v* ), et , par conséquent , • = (^-j7f)" En multipliant par dt , et intégrant de nouveau , de sorte qu'on ait * = 0 quand 1 = 0, on trouve l/ak il après l'eiprcssiou de A» du numéro précédent. pour l'espace parcouru à un instant quelconque. D'après la valeur de r, la vitesse diminue depuis l'origine du mouvement jusqu'à l'instant qui répond k t = g »; a cet instant , la vitesse est nulle; au delà , le mouvement continue dans le même sens qu'auparavant , et la vitesse augmente indéfiniment. Mais la vitesse étant nulle à un certain instant , la force accélératrice est nulle en même temps ; par conséquent , le mobile doit s'arrêter à cet instant et demeurer en repos. Or , il faut remarquer que l'équation du mouvement admet une solution particulière r=0; en sorte que sa solution complète est l'ensemble de son intégrale et de cette équation v=0; il s'ensuit donc que le problème est résolu depuis 1=0 jusL/oT qu'à t= , par l'intégrale de l'équation du 9 mouvement , et au delà de cette valeur de * par la solution particulière. Pendant le premier intervalle de temps, le mobile décrit, d'un mouvement continuellement retardé, une lijjne égale à ai. 3y
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. • l'extrémité de rrpoi. Cet exemple, purement hypothétique, suffit pour montrer la oécesiité d'avoir égard aux solutions particulières des équations différentielles du mouvement, s'il en existait; ce qui n'arrive pas réellement , d'après les expressions des forces en fonctions de lu vitesse acquise et de l'< couru , qui ont lieu dans la nature. 137. «emens dans lesquets la force accélératrice variera avec l'espace parcouru. Le cas le plus simple a lieu , lorsqu'il s'agit d'un point matériel attiré vers un centre fixe, en raison directe de la distance à ce point , que Cou suppose situé sur la droite que ce mobile décrit. Au bout du temps t , soit * cette distance ; à une distance donnée «., supposons que la force accélératrice ■oit égale à la gravité j ; on aura f d'après la loi donnée , 9» • pour sa valeur à un instant quelconque. Si «est l'espace parcouru au même instant , et que le mobile soit parti du point situé à une distance e du centre d'attraction, en se dirigeeant vers ce on aura aussi il ** = • — », • = — — . M. et la troisième équation (1) deviendra Son intégrale complète est m = A cos t (/'i + B sin « J/^- ; A et B désignant les deux constantes arbitraires. En supposant nulle la vitesse initiale du mobile , on aura à la fois s = o; d'où l'on conclut A = e, B = 0, c cos Cette formule montre que la distance m sera nulle a que le mobile atteindra le centre d'attraction , a bout d'un temps indépendant delà distancée de 1 ■ / * •on point de déport , et égal à — * [/ y : il fera ensuite , de part et d'autre de ce centre, des seront cette distancée et ce temps 138. Pour un autre exemple, considérons le mouvement d'un corps pesant dans le vide ; nous supposons qu'il tombe d'une asses grande hauteur pour qu'on doive avoir égard , pendant sa chute, à lu variation de la pesanteur. Soient BAE (6g. 3fi) un grand cercle vertical de la terre , D le point de départ du mobile dans ce plan, M sa position au bout du temps sur la droite DC qui aboutit au centre C de la terre, et rencontre en A sa surface. Appelons r son rayon CA , h la hauteur AD , m l'espace DI parcouru par le mobile , m sa distance CX au centre C , en sort* qu'on ait m e= f -f h — m. La force accélératrice t sera la pesanteur au point M ; en la désignant toujours par e à la surface de la terre , c'est-à-dire , au point A , et supposant que son intensité varie en raison inverse du carré de la distance au centre C, on aura donc # : f : : r* : «• j d'où Ton tire or• = ~i M* au moyen de quoi la troisième équation (I) ded«» (' + *-*)»' Je multiplie ces deux membres par 2dx ; j'intègre ensuite ; puis je détermine la constante arbi«'on ait- = 0, dt dx* / 1 1 \ -29r*\r + h-s r + h)' ce qui fera connaître la vitesse acquise par le mobile , à une distance quelconque x de son point de départ. Au point A , où l'on a « = h , 1/ et , par conséquent moindre , comme cela devait être, qne si la gravité avait, dans toute la hauteur A, la même intensité qu'à la surface. (,.+ *_»)
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    I DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 77 Or, en comparant celle équation différentielle h l'équation (a) du n» 71 , en voit que si l'on conatrait une demi-cycloide DOC. qui ait «on sommet an point D et son origine au point 0, situé sur la perpendiculaire CO à la droite CD , et dont le cerc'e générateur ait pour diamètre cette droite CD égale ■ r+*> que , on mène ensuite par le point M une perpendiculaire Mfl à la droite DC , qui rencontre la cycloïde au point N , on aura MIS en sorte que l'ordonnée MN du point H fera connoilre le temps t employé à parcou.ir l'abscisse DM, et réciproquement. Sous forme finie ron aura ' + - (r + k) arc (cos = Z±>=*?\ en intégrant , et 1 = 0. la observant que x = 0 quand /* et, conséqoemment , la \ r + h le sinus étant très petit , on peut le prendre à la place de l'arc; ce qui >end d'abord le second terme delà formule précédente égal au premier. On peut aussi mettre le rayon r au lieu de r + k -s , et réduire, par conséquent , leur somme à 2 ]/rmt at , de cette manière, la formule dont il s*aKit de«> négligeant h par rapport h r; Je me contenterai d'indiquer, comme exemple de calcul, le cas où le mobile soumis à une pesanteur variable est lancé de bas en haut ; et , pour dernier exemple du mouvement rectiligne, je vais considérer le mouvement d'un point matériel attiré vers deux centres fiscs, situés sur la droite qu'il décrit. 139. Soient A et B (fig. 3«) , les deux centres d attraction , M la position du mobile au bout du temps », et D son point de départ. On suppose, pour fixer les idées, que le mouvement a lieu entre les deux centres d'attraction, et de A vers B ; faisons DM=,, AM = a , AD = C — M en sorte que * soit l'espace parcouru, a la distance du mobile au point A , « la distance initiale , et e la longueur de la droite AB. En supposant toujours les attractions en raison inverse du carré des distances , et désignant , à l'unité de distance , par o« et A» les intensités des forces qui émane très A et B, nous aurons» et — »» (e-a> intensités quand le mobile est en M. La force accélératrice f sera l'excès de la seconde force qui tend à augmenter l'espace * , sur la première qui distance *, seront très petites par rapport à r, celte formule devra différer très peu de celle qui répond à U pesanteur constante. En effet, on a -) = arc (sin = 8 ^ + h> * \ lend à le diminuer ; donc, à aura dedx=d,,on pour ce que devient la troisième équation (1), ds et — pour la vitesse p du mobile au point M. ai En multipliant l'équation (a) par 2dz et iulégrantjona sfas y étant la constance arbitraire. Pour la déterminer, je désigne par A la vitesse initiale qui répond à * = on aura En rctroncliant cette équation de la précédente, il en résultera ce qui fera connaître la vitesse du mobile, dans une position quelconque entre les deux points A etB 140. Il y a, sur la droite AB , un certain point C , dans lequel les deux forces d'uttraction sont égales; en sorte que si l'on y playuil le mobile, ou qu'il y parvint sans aucune vitesse acquise , il y demeurerait en équilibre. En appelunt k la distance AC , on a A« a> (c— *)» ~ ». On tire de lii deux valeurs de k, dont l'une apj-arDigitized by Google
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    78 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. tient ou point C situé entre A et B , et l'autre il un point situé sur le prolongement de AB, du côté du centre de la moindre attraction. La première de ces deux valeurs est h = ac a + b Appelons / la plus petite vitesse initiale qu'il faut imprimer au mobile pour qu'il arrive nu point C, de sorte que, parvenu à ce point, ta vitesse soit nulle ; on aura à la fois i» * = /, * = - = °i dt et , en vertu de l'équation (c) et de la valeur de h, il en résultera 2(a + 4'. M Si la vitesse initiale * est moindre que /, le mobile retombera sur A ; si elle est plus grande , il dépassera le point C , et ira tomber sur B. Dans le cas de * = f, le mobile emploierait un temps infini à atteindre le point C , à cause qu'à une distance infiniment petite de ce point , il ne serait plus animé que d'une vitesse infiniment petite , et sollicité par une force qui le serait également. 141. Si A et B sont les centres de deux sphërcs homogènes , ou composées de couches concentriques , on pourra supposer que les attractions que l'on considère sont celles de ces deux sphères ; et alors leurs intensités a> et i» , à l'unité de distance, seront entre elles comme leurs masses (n° 101). En supposant , par exemple , que A soit le centre de la lune et B celui de la terre, et négligeant la nonsphéricité de ces deux corps , on aura 75 car la masse de la lune, conclue de son action pour 1 soulever les eaux de la mer , est — de celle de la 75 terre. On aura donc A = 1+1/75 — = (0,10352) c; en sorte que le point également attiré par la terre et par son satellite se trouve, h peu prés, au dixième de leur distance mutuelle à partir de la lune. Soit r le rayon de la terre; on pourra prendre 60 r pour la distance c de la lune à la terre; et si le mobile est la partie de la surface de la lune , on aura 3r en même temps a. = — , d'après le rapport connu 11 du rayou de la lune à celui de la terre. Au moyen de ces valeurs r et » , et de a = (d) devient 1/75 , l'éq.ia2A» /• = (0,044894) — . r En désignant par g l'attraction de la terre à sa surface , on aura 6» = gr* , pour cette force à l'unité de distance. Si donc on fait (0,044894) r = tJ, il en résultera /• = lgt>. Or, l'iittraction g peut être prise pour la pesanteur dont elle est la partie principale ; par conséquent , f est la vitesse duc à une hauteur r'; et à cause de g = 9" ,80890 , *r = 20000000" , sa valeur est La lune n'ayant pas d'atmosphère dont la résistance puisse diminuer la vitesse des corps partis de sa surface, il s'ensuit que si la terre et la luoe étaient en repos, un corps lancé de la surface de la lune vers la terre, avec une vitesse plus grande que 2361 mètres par seconde , dépasserait le point d'égale attraction , et viendrait tomber sur la surface de la terre. Dans le mouvement de la lune autour de la terre, la droite AB qui va d'un centre à l'autre rencontre constamment la surface de la luno en un même point , qui devrait être le point D , d'où le mobile serait lancé suivant la direction DB; mais, pendant une seconde, le point D parcourt sur le cercle décrit du centre de la terre, une longueur d'environ 1000™ par seconde; par conséquent, la vitesse absolue du mobile serait, en grandeur et en direction, la résultante d'une vitesse dirigée suivant DB, et d'une vitesse de 1000™» perpendiculaire à DB. Cela étant, le corps no restera pas sur la droite mobile AB ; il décrira une courbe dans l'espace, les formules précédentes ne s'appliqueront plus à son mouvement , et il ne viendra plus tomber sur la surface de la terre, comme dans le cas de l'immobilité de la lune. 142. En résolvant l'équation {b) par rapport à dt, on • dt = \/ a — 3» ds [/2a»C— (2o» + cy)s+ y s* L'intégrale de cette formule s'exprimera toujours au moyen des fonctions elliptiques ; en sorte que l'on pourra calculer, au moyen des tables de ces fonctions , le temps qui répond a une distance donnée t, et réciproquement. Mais indépendamment des cas où l'une des deux attractions est nulle , il Digitized by^Google ■ — - -— J
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 70 en est d'autres pour lesquels l'intégrale de la formule précédente peut encore s'obtenir sous furtnc finie. Ces cas ont lieu lorsque la quantité comprise sous le radical est un carre parfait , ce qui exige qu'on ait (2a» — 26» + cy)* — 80» cy | équation d'où l'on tire c En égalant cette valeur à celle de y du 11° 139 , il vient 1 nominateur 00 — (a ± b) », et, dans le second cas , avec un signe contraire. 143. Soit que l'on suppose b — 0 ou c = x , le mobile ne sera plus soumis qu'à l'attraction du ceutre A. L'équation (c) se réduira à L'une de ces deux valeurs de A» est celle de /• ; l'autre est évidemment plus grande. Il s'ensuit donc que quand aucun, des deux quantités a et A n'est téro, on peut exprimer le temps sous forme finie en fonction de s, lorsque le mobile a reçu la plus petite vitesse y aveu laquelle il peut atteindre le pointC, et lorsqu'on lui a imprimé une certaine vitesse plus grande que celle-là. Je substitue la double valeur de y dans l'cxpresi de dt, il vient La es s* dt C OC — (O ± b) M formule que l'on rendra rationuelle et qu'on intégrera , sans difficulté, par les règles ordinaires. La diiïcrentieile dt doit toujours être positive ; la différentielle dt est positive pendant que le mobile s'avance de D vers B, et négative lorsqu'il revient vers A. Dans le premier cas , on prendra donc le radical \Zq% — a1 , avec le même signe que le dcds« ~dT w la valeur de dt qu'on en déduit s'intégrera sous forme fiuie , et fera connaître / eu fonction de a. dt Si l'on fait — = 0, on aura l'équation dt - -*•=-, * s pour déterminer la distance s à laquelle le mobile s'arrêtera. Dans le cas de Sa* = A* a, cette distance sera infinie ; ce qui signifie que le mobile ne s'arrêtera pas. Il en sera de même dans le cas de 3a» < A» », d'où il résulterait pour a une valeur négative qui ne peut appartenir à aucun point de la droite indéfinie DB, suivant laquelle le mobile a été lancé. Dans ces deux cas le mouvement chera de plus en plus de l'uniformité, à que le mobile s'éloignera de A. Quand la distance s sera devenue très grande et le mouvement sensiblement uniforme , sa vitesse , d'après l'équation (e), sera à peu près égale à A» — , ou à 1/A« — 2g* , en supposant qu'on ait a» = oa» , c'est-à-dire, en supposant que le corps soit parti de la surface d'une sphère , d'un rayon 

  

  
    Page 106
    

  
  
    so TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ment sur celte même courbe , * sera une fonction «te en sorte que Ton aura , dans un mouvement curviligne quelconque , s = ft. Si Ton désigne, au même instant, par x, y, », les trois coordonnées rectangulaires du mobile, ce» variables seront aussi des fonctions de t, et l'on aura également , =/», »=j"t. Lorsque ces trois dernières équutious seront connues, on en déduira, par l'élimination de t, les deux équutious en x, y, », de la trajectoire. Au moyen des équations de cette courbe , on déterminera ê en fonction de Tune des trois coordonnées, et, par suite , en fonction de t; ce qui fera connaître la loi du mouvement sur la trajectoire. Chacune des trois équations précédentes est celle du mouvement rectiligne do la projection du mobile sur l'un des axes des coordonnées ; il s'ensuit donc que la détermination complète du mouvement curviligne d'un point matériel dans l'espace, se réduira à celle de trois mouvemens rectilignes , qui seront les mouvemens de ses projections sur les trois ases 0*, Oy, Os, des coordonnées. Quand ces trois mouvemens seront uniformes, celui du mobile sera aussi rectiligne et uniforme, et réciproquement. 145. Pendant l'instant dt, le mobile décrira l'élément ds de sa trajectoire ; en négligeant , uans cet intervalle de temps iufinimeul petit , I action des forces qui le sollicitent , on pourra considérer son mouvement comme rectiligne et uniforme. Si donc on appelle v la vitesse acquise au bout du temps t, * r "~ dt Si ces forces cessaient réellement d'agir à l'instant que l'on considère , le mobile continuerait de se u:ouvoir avec celte vitesse r, et suivant le prolongement HT de l'élément ds, c'est-à-dire, suivant la tangente à la trajectoire, puisque en vertu de I inertie de la matière il ne pourrait alors changer ni la direction de son mouvement ni la grandeur de sa vitesse (n° 113). Ou peut donc considérer un point matériel qui décrit uue ligne courbe quelconque comme étant animé, à chaque instant, d'une vitesse dirigée suivant la tangente a cette courbe, et exprimée par le rapport de son élément différentiel à l'élément du temps. En représentant , au bout du même temps t, par P , 1\ r> ,e* vitesses des projections du mobile sur les trois axes des x, y, x, on aura aussi, daus ces trois mouvemens rectilignes, d* dy d» Hais si l'on désigne par », C, y, les angles que fuit la tangente a la trajectoire , on la direction de In vitesse r, avec des parallèles aux axes des *, y, s, on a (n» 17) ds dy d» cos « = — , cos C = — , cos y = — ; ds d» d» d'où l'on conclut j> = ecos», v — e cos C , r = *cosy, (1) et en même temps = F1 + t + r%' Le temps t croissant continuellement, sa différentielle est toujouis positive. Les vitesses p, q, r, sont positives ou négatives, selon que les coordonnées x, y, s, croissent ou décroissent. Dans les équutions ( 1 ) , on peut regarder la vitesse v comme une quantité positive; le sens de celte vitesse, ou la partie 31T de la tangente a la trajectoire, suivant laquelle elle sera dirigée, se déterminera alors par les signes de p, q, r, qui feront connaître si les angles », C, y, sont aigus ou obtus. Dans l'équation ds r = — , on considérera la vitesse v comme posidt live ou comme négative , selon que l'arc a croîtra ou décroîtra. On appelle composantes de la vitesse v d'un point matériel les vitesses q, r, de ses trois projections sur des axes icctangulaiies ; et chacune de ces trois composantes est ce que l'on entend par la vitesse du mobile, parallèlement à l'axe auquel elle répond. Eu comparant les équations (1) à celles du n" 31 , ou voit que celte composition des vitesses se fera suivant les mêmes lègles que celle des forces. D'après cette analogie , si l'on mène par le point M une droite quelconque MA , qui fasse avec les parallèles aux axes des x, y, s, menées par le même point, des angles a, b, e, aigus ou obtus, la composante de la vitesse v suivant cette droite MA aura pour expression générale p cos a + q cos A -f r cos c. La quantité de mouvement (n° 126) d'un point matériel isolé, et celle d'un corps dont tous les points sont animés de vitesses égales et parallèles, se décomposeront en d'autres quantités de cette nature, et celles-ci se léduiront à une seule, suivant les mêmes règles que les vitesses qu'elles ont pour facteur. 140. Au bout du temps t -f- dt, soient p + pi, tj + '/,'"+ r , ce que deviennent les trois composantes de la vitesse du mobile, parallèles aux axes des *, y, x; eu sorte que p', q', r1, représentent les augmentations infiniment petites de vitesses qui ont lieu suivant ces directions pendant l'instant dt. L'accroissement de vitesse suivant la droite MA, sera p' cos a + «/ cos b + H cos c. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 81 Or, quelles que .oient les quantités p', g', r», si Ton fait «• = p»» + o" + r" , et qu'on regarde « comme une quantité positive , on pourra toujours trouver trois angles »', C, y\ aigus ou obtus , tels que I on ait *r* = «cos«', ^rrUCOsC, r1 =r MCOïy1; nu moyen de quoi l'accroissement de vitesse suivant HA, deviendra ■ (cos a cos »' + cos * cos C + cos c cos y'). De plus , la quantité comprise entre les parenthèses est le cosinus d'un certain angle que j'appelle r. L'accroissement dont il s'agit est donc égal à u cos r; par conséquent, u est sa plus grande valeur, et elle répond à la direction de la droite MA, pour laquelle les angles a, b, e, sont les mêmes que •', C', y', ce qui rend le coefficient de u égal à l'unité. Dans toute autre direction , l'accroissement de vitesse sera égal au maximum u, multiplié par le cosinus de l'angle r que fait cette direction quelconque avec celle du maximum; d'où il résulte qu'il sera nul par rapport à toutes les directions perpendiculaires à celles de sa plus grande valeur. Quelle que soit la variation de vitesse du mobile, en grandeur et en direction, pendant l'instant dt, il y a donc toujours une certaine direction pour laquelle l'augmentation de vitesse est la plus grande, et qui jouit de cette propriété, que , suivant toutes les directions perpendiculaires à celle-là, la vitesse n'est ni augmentée ni diminuée. 147. La direction d'une force qui agit sur un point matériel en mouvement, est la droite suivant laquelle elle augmente ou diminue la vitesse acquise, et perpendiculairement à laquelle elle n'y produit aucune altération. Ainsi , quand nous disons que la pesanteur d un corps en mouvement dans un sens quelconque est verticale , comme celle d'un corps en repos , nous entendons par là que cette force augmente la vitesse verticale , et n'altère ancunement la vitesse horizontale. Cela étant , désignons , au bout du temps t, par U, F, F', etc. , les intensités des différentes forces qui agissent sur le point matériel dont nous considérons le mouvement curviligne ; par a, b, e, a', V, c', a", b", e", etc. , les angles que font leurs directions données avec des parallèles aux axes des *, y, %; et par X, T, Z, les sommes de leurs composantes suivant ces aies; nous aurons d'abord fn» 32) X = U cos a + F cos a» + U" cos o" + etc. , T = U cos I + F cos V + U" cos 4" + etc. , Z = U cos c + F cos c' + F' cos e" + etc. Soient ensuite u, u',u", etc., les vitesses infiniment petites que ces forces U, F, U", etc., produiraient, pendant l'instant dt, suivant leurs directions respectives , si chacune d'elles ogissait seule sur le mobile animé de la vitesse v. On verra , comme dans le n° 110, que la simultanéité de ces forces n'influera nullement sur les grandeurs et les directions des vitesses qui seront réellement produites ; par conséquent , si l'on continue d'appeler p', q1, r' , les quantités infiniment petites dont les vitesses p, q, r, des projections du mobile sur les ases des s, y, s, s'accroîtront dans l'instant dt, ces quantités seront les sommes des composantes de u, u', si", etc. , suivant ces trois axes; en sorte que nous aurons j/ = m cos a -{- u' cos a' -f- u'' cos a" + «le. , o* ss u cos b -j- u' cos 6' + u ' cos + otc. » r1 — u cos c -f- «' cos c1 + u" cos c" + etc. Mais en appliquant à chacune des forces u, u", etc. , ce qu'on a trouvé 1 18) pour ln mesure d'une force d'après la vitesse dont elle est capable, on a aussi u = Vdt, tr* = F
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    82 TRAITÉ DE fieront , en grandeur ou en direction, soit avec la position du mobile, soit avec sa vitesse acquise; mais on pourra toujours déterminer sa vitesse et su position, ù chaque instant, de la manière suivante. Puisque toutes les forces qui agissent sur le mobile peuvent toujours être réduites ù une seule , supposons que U, capable de la vitesse tt, soit cette force unique , et désignons par • l'espace qu'elle fera parcourir au mobile pendant l'instant dt, suivaut sa direction , indépendamment de lu vitesse t> de co point matériel nu bout du temps /. D'après ce qu'on a vu dans le n° 114, nous aurons • = \/2udt. Mais, en vertu de cette vitesse acquise v et de l'action de la force U ou de sis composantes, les espaces parcourus par les projections du mobile sur les axes des x, y, t, pendant l'instant dt, seront pdt + \/2p'dt , ydt + Ifrq'dt , rdt + lf&dt ; donc , à cause de ff = u cos a ,  — u cos i , r> = u cos c, et en ayant égard aui équations (I) et ù la valeur de i , on aura x' — x = » cos « + t cos a , y* — y = • cos C -J- « cos h , s' — s = « cos y + t cos c ; « étant l'espace tdt qui serait décrit par le mobile dans l'instant dt, en vertu seulement de la vitesse v, et *', y', %', ses trois coordonnées au bout du temps t + dt, qui étaient x, y, xt, au bout du temps t. Cela posé , soient toujours M (fig. 37), le point de lu trajectoire dont x , y, a, sont les trois coordonnées , et MT la direction do la vitesse v. Soit aussi MA celle de la force U. Prenons sur MA et MT des droites M H et MK , égales à i et », et achevons le parallélogramme MHM'K, dont ces droites sont les deux côtés adjacens. L'extrémité M' de sa diagonale sera , en vertu des équations précédentes, le point dont les coordonnées sont x', y', s', ou la position du mobile au bout du temps t -\- dt. Appelons v' la vitesse du mobile au point Mr, laquelle vitesse sera dirigée suivant le prolongement HT do la droite MM', et aura pour valeur la composante de v suivant MM', augmentée de la vitesse produite suivant cette direction par l'action de la force U pendant l'instant dt. L'espace t étant infiniment petit par rapporta », il s'ensuit que l'anylc TMM' est aussi infiniment petit; la composante de c est donc cette vitesse même, en négligeant les infiniment petits du second ordre. Do plus , si l'on désigne par t l'angle AMM' que fait la direction de la force U avec le coté MM' de la traMÉCASIQUE. jectoirc, on aura u cos t pour l'augmentation de vitesse qui sera produite par l'action de cette force; il en résultera donc ft = v + m cos t. Je fais xt / = «', et je prends sur M'T' une partie M'K' égale h «.'; je désigne par M'A' la direction de la force qui agit sur le mobile quand il est parvenu eu M'; sur cette droite, je prends une partie M'Il' , égale à l'espace que celte force peut faire parcourir au mobile dans un instant dt} j'achève le parallélogramme M U'M' k'; et l'extrémité M" de la diagonale sera un troisième point de la trajectoire. En commençant cette suite de constructions au point de départ du mobile . où l'on doit connaître sa vitesse en grandeur et en direction , il est évident que l'on déterminera successivement tous les points de sa trajectoire plane ou À double courbure, et , en même temps , la vitesse dont il sera animé en chacun de ces points. Si les intervalles de temps , qu'où a supposés infiniment petits et désignés par dt, sont seulement très petits , on obtiendra une suite de points qui seront les sommets d'un polygone, d'autant moins différent de la trajectoire, que ses côtés seront plus petits. En regardant la vitesse comme constante sur chaque côté , et prenant pour sa valeur la demi-somme des vitesses qu'on aura trouvées aux deux extrémités , on pourra calculer le temps employé à parcourir une portion quelconque du polygono ; par conséquent , on connaîtra de cette manière la courba décrite par le mobile , ainsi que sa vitesse et sa position à un instant donné sur cette courbe, à tel degré d'approximation qu'on voudra ; mais il vaut mieux faire dépendre les valeurs des coordonnées du mobile en fonctions du temps , d'équations différentielles que l'on intégrera ensuite s'il est possible. 149. Ces équations différentielles du mouvement curviligne sont une suite immédiate du principe établi dans le n° 147. En effet , les composantes de la vitesse du mobile, parallèles aux axes de ses coordonnées x, y, st dx dy dz étant —, —, —, au bout du temps quelconque t, dt dt dt leurs accroisscmcns , pendant l'iustant dt, seront dx dy dx d. — , d. — , d. — ; et comme chacun d'eux est dt dt dt dû uniquement à la composante suivant l'axe correspondant , de la force qui agit à cet instant sur le mobile, il s'ensuit qu'en appelant toujours X, Y,Z, les composantes de cette force , parallèles aux axes des coordonnées x, y, s, nous aurons dx dy di d. — ~\dt} d. — = \dt , d — — Idt, dt dt dt Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIERE PARTIE. 83 uu, ce qui est la d' x d' u d» s *r =*• *r=*- (2) Le problème consistera, dans chaque cas, à introis équations du mouvement ; et Pou peut considérer, pour cette intégration, le procédé du n° précédent comme une méthode générale d'approximation. Leurs intégrales contiendront six constantes arbitraires, que l'on déterminera au moyen des trois coordonnées du mobile à [Origine du mouvement, et des trois composantes de lu vitesse initiale, c'est-à-dire, au moyen des valeurs dx dy dz des six quantités x, y, », — ; — , —, qui seront dt dt dt données pour t = 0. Ces intégrales et leurs différentielles premières feront ensuite connaître la position du mobile à un instant quelconque , et sa vitesse en grandeur et en direction. En éliminant entre elles le temps t, on aura les deux équations de la trajectoire. Quand on saura d'avance que cette courbe est plane, ou pourra prendre sou plan pour celui des x et y, par exemple ; ce qui réduira les trois équations précédentes aux deux premières. 150. Au bout du temps t, soient a, b , c, les trois coordonnées d'uu second point matériel , à la Les axes de ces coordonnées étant ceux des x, yt a, je fais *=« + *', y = * + y', * = c + *'; les variables s?, y1, sf, feront connaître à chaque instant la position du premier point par rapport au second; et d'après les équations (8), on aura d>x' d'à d'y1 d*b d»*' d'e dt* X dt*' dt* Y d/»' dt* Quand le mouvement du second point ne sera pas connu , mais que l'on donnera seulement les composantes A, B, C, parallèles aux axes des coora des points déterminés de cette surface : les forces relatives à ces points et provenant du mouvement diurne de la terre, n'entrent pas dans les équations des divers mouvemens que l'on considèro à sa superficie ; et l'on en fait complètement abstraction , en formant ces équations. Toutefois , cela ne veut pas dire que les mouvemens que nous observons soient tous indépendans de la vitesse de rotation de la terre. Elle influe pour une petite partie sur l'intensité do la pesanteur, et, conséqueniment, sur les mouvedt* ' JF-*1 mr-c> et il en résultera d* x' d* y' d' s pour les équations du mouvement relatif du premier point. Si la force dont A, B, C, sont les composantes agita la fois sur les deux mobiles, ces composantes entreront aussi dans les valeurs de X, Y, Z, et disparaîtront de ces dernières équations. C'est ce qui arrivera , par exemple , à l'égard des corps qui se meurent ù la surface de la terre, et dont ou | verticaux. De plus , quand un corps tombe d'une hauteur considérable, la vitesse de rotation dont il est animé & son point de départ est un peu plus grande que celle qui ■ lieu au pied de la verticale menée par ce point ; d'où il est aisé do couclure que le mobile doit s'écarter on peu de cette droite, et venir rencontrer la terre à une petite distance de son extrémité inférieure. Cette déviation, quia été effectivement observéo, rend sensible, par une expérience directe, le mouvement de la terre autour de son axe. Les mouvemens indépendans de cette rotation sont ceux que produit le choc des corps , et aussi ceux qui sont dus à l'action musculaire des hommes et des animaux. 151. Les équations (3) sont celles du mouvement d'un point matériel entièrement libre; mais il est facile de les étendre à un point matériel assujetti h se mouvoir sur une surface donnée. Il suffira pour cela , comme dans le cas de l'équilibre (n° 36) do joindre aux forces données qui agissent sur le mobile, uue force de grandeur iuconnue, qui représentera la résistance de la surface. Cette force sera normale ù la surface donnée; je la représenterai par N, et par a, /*, r, les angles qu'elle fait avec les prolongcmens des coordonnées x, y, z, du : les équations du mouvement seront alors d» x — = X + N cos a , d' y _ dt> d* z — = l + N cos , , = Y + N cos fx , En représentant par L = 0 l'équation do la surface ou aura (n» 21) , eu même temps , dL dL dL COSA = V— , cos^=V— cos » = V — . ds dy dz Après avoir substitué ces valeurs dans les équations (3), ou éliminera entre elles le produit NV ;
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    84 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. les deux équation* qui en résulteront, jointes» L =0, sertiront à déterminer *, y, x, en fonctions de t. Ou tire» ensuite de Tune des équations (3) , ou d'une combinaiion quelconque de ces équations, la valeur de NV; et comme N doit toujours être une quantité positive, le signe de cette «leur fera connaître celui de V ; au moyen de quoi la force normale PI et le sens dans lequel elle agit , seront complètement déterminés. Si le mobile est assujetti * se mouvoir sur deux surfaces données , ou sur leur conrbe d'intersection, ou le considérera encore comme entièrement libre, après avoir joint aux forces données deux forces inconnues N et N', normales à ces surfaces ; et en désignant par x, /u, r, les angles qui détermineront les directions de la première par rapport aux axes des x, y, s, et par x', r1, les angle» qui répondront à la seconde, il en résultera dt' d' y di» d> » dfi X + H co» x + N' cos x' , Y + N co» a + H' cos , } {*) : l + N oos » + H» coa r» pour les équations du mouvement. Si L=0 est l'équation de la surface dont N est la résistance , et qu'on représente par L' =0 celle de la surface a laquelle N' correspond, les valeurs de cos x, cos /*, cos », seront les mêmes que précédemment, et celles de cos x', cos pft cos i\ s'eu déduiront par le changement de V et L en V1 et L'. Après avoir substitué les unes et les autres dans les équations (4), on éliminera les produits NV et N'V. L'équation qui en résultera, et les équations données 1 = 0 et L' = 0, serviront à déterminer les valeurs de x, y, », en fonctions de t. Cela fait, on tirera de deux des équations (4), les valeurs de NV etN'V, dont les signes seront ceux de V et V; et, de cette manière , on connaîtra les forces normales N et N', et le sens dans lequel elles agissent : leur résultante sera, en grandeur et en direction, la résistance de la courbe sur laquelle le mobile est astreint a se mouvoir. 162. Pour donner une forme plus simple aux équations (4) , soient m la masse du mobile et mP la pression qu'il exercera, dans son état de mouvement, sur la courbe qu'il est forcé de décrire. Désignons par « , «», les angles que fait la direction de celte force avec les prolongemens, dans le sens positif, des coordonnées a?, y, s, de ce point; la résistance que la courbe oppose au mouvement du mobile , considérée comme une force accélératrice , sera égale et contraire à P ; en la joignant aux force» données X, Y, I, qui agissent sur le mobile, nous aurons, au lieu des équations (4), di> *y dt* dj_x_ do X — P cos « , ! = Y — P cos «' , > Z — P cos J La direction do la force P n'est pas connue d priori : on sait seulement qu'elle est normale à la courbe donnée ; d'où il résulte que le cosinus de l'angle compris entre celle direction et la tangente à la trajectoire doit être égal à séro; ce qui donno dx dy dx _cos«+-cosV + -cos«": d, dx d, ;0. (8) Les angles • , V, seront, en outre, liés entre eux par l'équation ordinaire cos* « + cos»  x + dyd» y + dsd» » _ t En différentiant l'équation identique fa* + dy» + dx* dx* diT— -3T» et divisant par 2d#, on voit que le premier membre de l'équation précédente est la même chose que d» x __ ; on aura donc de d*j dt* La force • est la somme des composantes des forces données, suivant la tangente à la trajectoire, lesquelles composantes seront regardées comme positives ou comme négatives, selon qu'elles tendront à augmenter ou à diminuer l'arc x décrit par le mobile. L'équation (7) signifie donc que dans le mouvement curviligne, comme dans le mouvement rectiligne, la force qui agit sur le mobile dans le sens de son mouvement est égale au second coefficient différentiel de l'espace parcouru : à cause de t>=— , on peut aussi dire qu'elle est égale au Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIERE PARTIE. premier coefficient différentiel de la vitesse acquise r. Cette équatiou étant indépendante de la résistance de la courbe, convicut aussi an mouvement d'un point matériel entièrement libre et a celui d'un point matériel assujetti à demeurer sur une surface courbe ; mais c'est principalement dans le cas d'un point matériel qui se meut sur une courbe donnée, que cette équation pourra être utile. On tirera des équations de cette courbe les valeurs de S, y, s, en fonctions de *; et après les avoir substituées dans l'équation (7) , il ne restera plus qu'à intégrer cette équatiou du second ordre entre s et t. Les deux constantes arbitraires que renfermera son intégrale se détermineront au moyen des vads leurs de s et — qui répondent à t=0, c'est-à-dire, dt au moyen Je la position et de la vitesse initiales du mobile. Quand les trois coordonnées s, y, x, auront été déterminées en fonctions de t, d'après l'intégrale de l'équation (7), jointe aux deux équations données de la trajectoire, les équations (5) feront connaître, à un instant quelconque, les trois composantes de la pression P qu'éprouvera la courbe sur laquelle le mobile est oblige de se mouvoir. On trouvera, dans le chapitre suivant, une détermination plus simple de cette force en grandeur et en direction. § H. Conséquences principales des formulés a^BsssI m À t/rn m s* m m 153. Lorsque le mobile est sollicité par une force dirigée vers un centre fixe, on obtient immédiatement trois intégrales premières des equalions (2). Pour cela, plaçons l'origine des coordonnées s, y, s, en ce point; représentons, en grandeur et en direction , la force qui sollicite le mobile , par son rayon vecteur; et construisons le parallélépipède dont ce rayon est la diagonale, et qui a ses trois cotés adjacens sur les axes des m, y, s. Les trois coordonnées x, y , m, du mobile seront les grandeurs de ces trois côtés, et représenteront le* trois composantes de la force donnée; en sorte x : Y : z :: * : y : s; d'oul'on tiro Xy s= Y* , Ix = Xm , Ys = Zy. D'un autre côté , les équations (2) peuvent être remplacées par celle-ci : y (o) gjt y _ yd> a as (Y a — Zy) dt*. S Or, leurs seconds membres sont nuls en vertu des équations précédentes; et comme leurs premiers membres sont les différentielles de ydx—rdy, xdx—xdx, sdy — ydx, on aura, en intégrant, ydx — xdy = cdt , \ xdx — xdx = c'dt, [ b sdy — ydx = c"aV; ' c, c', o", étant des constantes arbitraires. 154. Pour énoncer le théorème contenu dans ce» intégrales premières des équations du mouvement, considérons la projection AMB li u . 38) de la trajectoire du mobile sur le plan des coordonnées x et y, dont les axes sont Ox et Oy. Au bout du temps t, soient M la projection du mobile, OP et MPson abscisse x et son ordonnée y; et C étant le point où cette courbe coupe l'axe Oy, appelons u le secteur COM , p l'aire COPM , q te triangle OPM ; nous •=J» — î. f = l/«*y. Si M' est la projection du mobile au bout du temps I -f- dt, MO M ' sera l'aire décrite par le rayon vecteur de cette projection pendant l'instant dt; ce sera aussi la différentielle de u ou de p— q; et à cause de dp = ydx , dq — \/2xdy + l/2yd*, on aura du = 1/2 (ydx — xdy); par conséquent , la première équation (4) signifie que l'aire décrite pendant chaque instant dt par le rayon vecteur de la projection M du mobile est constante et égale à 1/2 cdt; donc aussi l'aire décrite pendant un temps t quelconque , est proportionnelle à cette variable et égale à 1/2 cf. Les aires décrites dans ce même temps par les rayons vecteurs des projections du mobile sur les plans des * et s, et des y et s, seront de même égales à 1/2 e't et 1/2 e"t. Concluons donc que quand un point matériel est centre fixe , les aires décrites autour de ce point par le rayon vecteur de sa projection sur un plan quelconque passant par ce même point, sont proportionnelles au temps employé à les décrire. Réciproquement , lorsque cette propriété a lieu par rapport à trois plans rectangulaires menés par le centre des aires , on en peut conclure que la force ou la résultante des forces qui sollicitent le mobile est constamment dirigée vers ce centre fixe. En effet, si les équations (6) sont données, on aura , en les differentiant, yd»x— xd»y=0, xd's— td*x- 0. sd'y— yd»s=0; en vertu des équations (a), qui sont celles d'un mouvement quelconque , on aura donc aussi Xy = Yx, tx •=. Xt , Ya = Zy ; par conséquent, les forces X, Y, Z, seront entre elles comme les coordonnées x, y, s , du mobile ; Digitized by Google
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    rtd TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ce qai suffit pour que leur résultante soit constamment dirigée vers l'origine des coordonnées. An reste, cette force peut être attractive ou répulsive , c'est-à-dire qu'elle peut ogir suivant le rayon vecteur du mobile, ou suivant son prolongement. 155. Lorsqu'un point matériel est soumis a une force dirigée vers un centre fixe , il est évident que sa trajectoire est une courbe plane, puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il sortit , plutôt d'un côté que de l'autre , du plan passant par la direction de sa vitesse initiale et par le centre fiie. C'est aussi ce que l'on déduit des équations (4) ; car en les ajoutant , après les avoir multipliées par a, y, x, et divisée par dt, il vient a + c'y + c"x = 0. On peut prendre ce plan pour celui des * et y ; l'aire décrite par le rayou vecteur même du mobile, dans le plan de sa trajectoire , sera donc proportionnelle au temps ; et , de plus , le théorème précédent se réduira n cette proportionnalité. En cfTet , si elle a lieu pour l'aire décrite sur le plan de la trajectoire, elle aura lieu également pour l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du mobile sur tout autre plan ; car cette autre aire n'est autre chose que la projection de la première sur ce plan ; et nous savons (nu 10) que la projection d'une aire plane a un rapport constant avec l'aire projetée. 156. L'aire infiniment petite 9031' peut aussi s'exprimer en coordonnées polaires. Pour cela , désignons par r le rayon vecteur OM , et par i l'angle MOx qu'il fait avec l'axe des Décrivons du point 0, comme centre, l'arc de cercle qui coupe au point N le rayon vecteur OB', correspondant à l'angle • — di , et qui aura pour longueur rdi. Le secteur circulaire MON sera égal à 1/2 r* di , et pourra être pris pour l'aire MOU', en négligeant l'aire MNM ', infiniment petite du second ordre. On devra donc avoir ydx — xdy = r* di j équation que l'on vérifie effectivement au moyen des valeurs * = r cos « , y = r sin i , et de leurs différentielles, qui sont ds : — eus 0 dr-\- r sini di, dy = sin t dr — r cos S dt, a cause que celle de l'angle i est ici — di. De cette manière, la première équation (4) prendra la forme r» di = cdl , sous laquelloon l'emploie ordinairement. On exprime de mémo en coordonnées polaires l'élément de la courbe. En désignant Turc CM par 
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 87 F indiquant une fonction donnée : en intégrant Té quation (c) et désignant par C la constante arbitraire , nous aurons t>* = 2F(*,y,3) + C. Pour éliminer cette constante, soient a, b, c, k, les valeurs initiales de s, y , z , v; on aura A» = 2F (o,6,c) + C , et, en retranchant cette équation de la précédente, tfl m A» + 2F (r, y, m) - 2F (a, b, c). (d) Ce résultat étant indépendant de la résistance If de la courbe, égale et contraire à la force P qui entrait dans les équations dont on l'a déduit , il s'ensuit qu'il a également lieu dans le mouvement d'un point matériel entièrement libre, et dans le mouvement sur une surface ou sur une courbe donnée. La conséquence immédiato de cette équation (d), c'est que la vitesse est constante et le mouvement uniforme toutes les fois que le mobile n'est sollicité par aucune force donnée ; car alors la fonction F est nulle, et l'on a v = k, soit que le mouvemeut ait lieu sur une surface ou sur une courbe donnée , ou que le mobile soit entièrement libre. Cette équation nous montre , de plus , que dans la supposition qu'on a faite sur la nature des forces X , Y , Z , l'accroissement du carré do la vitesse du mobile , en passant d'une position à une autre , est toujours le même , quelle que soit la courbe qu'il a décrite , et ne dépend que des coordonnées a, b, c, st y, s , des deux points extrêmes. Lorsque cette courbe sera donnée, ou seulement lorsque le mobile sera assujetti à se mouvoir sur une surface donnée , on prendra pour A la vitesse du mobile tangente à cette courbe ou à cette surface. Si la percussion exercée sur le mobile à l'origine de son mouvement n'a pas cette direction , elle se décomposera en deux autres forces , l'une normale et l'autre Ungentielle ; la première sera détruite par la résistance de la courbe ou de la surface dounée ; et c'est la seconde qui produira la vitesse A, et qui en déterminera le sens de la direction. Si l'on désigne par C nne constante arbitraire , l'équation F (*,y,s) = C, sera celle d'une surface qui sera atteinte avec des égales par tons les mobiles soumis aux i forces, partis du point dont a,b,c, sont les coordonnées, suivant différentes directions et avec une même vitesse k. Lorsquo , par exemple , res mobiles ne sont sollicités que par la pesanteur, cette équation est celle d'un plan horiiontal. Dans le eus d'une courbe donnée , on déduira de ses équations les valeurs de s, y , % , c de l'arc *; en les substituant , dans l'équation (d) , ds et y mettant — à la place de r, on en tirera dt dt = Sds , où S est une fonction donnée de * : par conséquent dans ce cas, la détermination du temps en fonction de l'espace parcouru se trouvera réduite a l'intégration d'une dilTércnl iellc donnée. Mais la supposition sur laquelle est fondée l'équation (d) , et , conséquemment, cette équation , n'auront pas lieu quand le mobile éprouvera la résistance d'un milieu, qui est une force dépendante de la vitesse; il en sera de même lorsqu'il s'agira du mouvement d'un point matériel attiré ou repoussé par d'autres points qui seront eux-mêmes en mouvement; circonstance qui introduira le temps t explicitement dans les valeurs de X, Y, Z. Dans ces deux cas, si la trajectoire est une courbe donnée, on fora usage de ds l'équation (c) , dans laquelle on mettra — au lieu dt de e , et qui se changera dans l'équation (7} du n»162. W 1«. La formule Xdx + Ydy + Zdz sera une différentielle exacte, connue on vient de le supposer , toutes les fois que le mobile sera attiré on repoussé par des centres fixes, et que les intensités de ces forces seront exprimées par des fonctions de la distance aux centres dont elles émanent. En cfTet, soient e, f, g, les trois coordonnées d'un des centres fixes , rapportées aux mêmes axes que *> y, Désignons par r la distance du mobile à ce point ; on aura r« = (a - + (/ _ y> + {g _ ,)t . et les cosinus des angles que cette droite r fait avec des axes menés par le mobile, suivant les directions des t, y, s, positives, seront les rapports de * — *» f—y, 3 ~ à r. Si donc on représente par R la force attractive, dirigée du mobile vers ce centre fixe , ses trois cou pressions «(«-*) «(/-.v) «(y-*) et conséquemment, la partie de Xdx-f Ydy+Zd; qui proviendra de R , sera R - [(• - X)dx + (/-y ) dy + (g _ ,) *J. Mais en difTércnliant la valeur do r> , on a «V = _ (e _ ,) ds - (f- y ) dy - (y _ ,) d z ; ce qui réduit à — RoV la quantité précédente. Si la force qui émane du centre fixe était répulsive, il suffirait do changer le signe de cette quantité , Digitized by Google
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    88 TRAITÉ DE qui détiendrait RoV, en considérant, dans tous les cas, R comme une quantité positive. On conclut de là qne si le mobile est sollicité par un nombre quelconque de forces R, R', R", etc., qui émanent de centres fiscs, dont les distances à ce point matériel sont r , r', r", etc., on aura Xdx + Ydy+kls = * Rdr + R'oVIf R"dr":f etc.; les signes supérieurs ayant lieu dans le cas des attractions, et les signes inférieurs dans le cas des répulsions. Or, en supposant que chacune «le ces forces soit une fonction donnée de la distance correspondante , tous les termes de cette valeur de \ds -\- ï dy + tds seront des différentielles dépendantes d'une seule variable, et, par conséquent, cette formule sera une différentielle exacte: ce qu'il s'agissait de prouver. On voit aussi par li , et d'après l'équation (d) , que l'accroissement du carré de la vitesse provenant de chacune des forces R , R', R", etc., sera le même que si elle existait seule : à l'égard de la force R, par exemple, cet accroissement sera exprimé par ^p2/ RaV, en prenant l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse pour la valeur initiale de r. 169. Dans le cas d'un point matériel pesant qui se meut , sur une courbe donnée, dans le vide et sans frottement sur cette courbe, l'équation (d) se réduira à ..= À.+ 2,(, -c), en désignant par g la gravité , et prenant l'axe des s positives vertical et dans le sens de cette force , do sorte qu'on ait X = 0, Y = 0, Z = g. Soient ADRC (fig. 39) la courbe donnée, B son point leplusbss, A son point le plus élevé, qui peut n'être pas dans la même verticale que B, et D le point de départ du mobile. Plaçons en ce dernier point l'origine des s , et supposons que la vitesse initiale k soit due à une hauteur h; nous aurons c = 0, A" = Zyh, et , par conséquent, f* = 2g (h -f- s). 11 en résultera que quand le mobile arrivera au point B, la vitesse maxima sera la même que s'il fût tombé de la hauteur h, augmentée de celle du point D au-dessus du plan horixontal mené par le point B. En vertu de cette vitesse acquise, le mobile s'élèvera le long de BCA ; sa vitesse diminuera continuellement ; et si l'on a A=0, elle sera nulle ou point C situé dans le même plan horizontal que 1). Parvenu au point C, le mobile redescendra le long de CB; et il oscillera ainsi indéfiniment de D vers C, et de C vers D. Lorsque la constante h ne sera pas nulle, le mobile s'élèvera au-dessus du MÉCANIQUE. point C. Si l'élévation du point A au-dessus du plan horixontal qui comprend D et C, est moindre que h , le mobile n'atteindra pas le point A ; il s'arrêtera en uu certain point C; et si l'on mène par C un plan horizontal qui coupe la courbe en un autre point D', le mobile oscillera indéfiniment de C vers D', et de D' vers C. Les oscillations seront toutes isochrone* ou d'égale durée. Cela est évident à l'égard de celles qui auront lieu dans le même sens; et l'on voit aussi que la durée de chaque oscillation de C vers 11' sera U même que celle d'une oscillation de D' vers C, en observant qu'un élément quelconque de la courbe sera parcouru avec la même vitesse dans les deux cas. Cette durée commune de toutes les oscillations entière* dépendra de la forme de U courbe et de la grandeur de h. Lorsque l'élévation de A au-dessus du plan horixontal passant par le point de départ sera égale à h, le mobile approchera indéfiniment du point A, mais ne l'atteindra qu'après un temps infini. Quand cette élévation sera plus grande que h, le roohile dépassera le point A, et parcourra la circonférence entière de la courbe donnée. Revenu au point D , sa vitesse sera la même qu'à l'origine du mouvement ; d'où l'on conclut qu'il fera une suite indéfinie de révolutions , qui auront toutes une égale durée . dépendante de la forme de la courbe et de la grandeur de h. Si la courbe donnée est d'abord comprise dans un plan vertical, tangent à un cylindre à base quelconque, et qu'on enveloppe ce plan sur le cylindre, de sorte que la courbe donnée devienne une ligue à double courbure, le mouvement oscillatoire ou révolutif du mobile ne changera nullement, en supposant, toutefois, que son point de départ et sa vitssse initiale restent les mêmes; car alors la valeur de t en fonctions de déterminée comme il a été dit précédemment (n° 187), ne dépendra que de celle de s en fonction de qui ne changera pas , quelle que soit la base du cylindre vertical sur lequel la courbe donnée sera tracée. 160. Dans tous les cas où l'équation (d) a lien, et où le mobile n'est pas astreint à se mouvoir sur une courbe donnée, celle qu'il décrit pour aller d'un point donné que j'appellerai A, à un autre point donné que je nommerai B, jouit d'une propriété remarquable. Si le mobile est entièrement libre, l'intégrale fvdu, prise depuis le point A jusqu'au point B , est plus petite que suivant tonte autre courbe aboutissant à ces deux points; s'il est assujetti à se mouvoir sur une surface donnée, cette propriété de la trajectoire n'a plus lieu que relativement à toutes les courbes tracées sur cette surface, et qui aboutissent toujours aux points A et B. Dans ces deux cas, ds est l'élément différeuticl d'une courbe quelconque, qui répond aux coordonnées x, y, z, et e une fonctiou de ces trois variables et d'une constante *, donnée par l'équation (d). Digitized by Google

  

  
    Page 115
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 29.04% accurate
    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PÀRTIB. La démonstration de ce théorème revient à prouTer qu'en vertu des équation* du mouvement, la variation de fvdt est nulle, en supposant fixes les limites de cette intégrale : alors elle sera un minimum ou un maximum; et ce sera toujours le minimum qui aura lieu quand le mobile sera entièrement libre; car il est évident que l'intégrale/»*» pourra croître indéfiniment avec la longueur de la trajectoire, et ne sera pas susceptible de Or, par les réglea les plus simples du calcul des t.f«lt=Jï.vdt, t.vdt = tvds + vtds. D'ailleurs dt étant l'élément du temps, on a dt= edi; donc trdt — \f2dtt.t*. Si Ton différence l'équation ( d] et que l*on remplace les différentielles dx, dy,dt, par les variation.^^ ts, on En ayant égard aux valeurs de cos k , cos p , ces t , et A A A les équations (3) du n° 151 donnent d'jr d'y ^s dt* dt* dt* Le terme HVXL n'entrerait pas dans celle équation, si le mobile était entièrement libre; quand il est assujetti à se mouvoir sur la surface dont l'équation estL=0, ce terme est nul; car toutes les courbes que l'on compare à la trajectoire du mobile devant aussi être tracées sur cette surface, on • tL = 0 ; donc on doit tous les cas ; et il en résulte 1 2 d'y d*» T"+T"+Z-" Quant au second terme vtdt de la *yds, nous avons dt* = f=«, on a v* t.! ti - . d' y * * d' * dt* dt* ' dt* ~ 9 dt* ' di»~e' Z*~' l'arc t pour la variable indépendante ; 12
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et cela étant , on pourra rcmpl précédentes p« celles-ci: les équations Jjrd* y — dyd' x _ oV dsd» x — dxd' % dyd' s — dsd'y ds> K ,dx — C<>* M COS X V t' \ds ds / N ids dx » — ( — cosx cos . ), «. \d* ds àtl qui s'en déduisent aisément. Je !es ajoute après les avoir multipliées par cos t , cos p. , cos x ; la tité H disparait , et I on a simplement dxd*y-dyd>x did'x-dxd*» —cos » H ~ cos n ds> nV * 1 «m i — I dxd'y—dyd'M dl did'x—dsd'% dl i dyd' s— dsd'y dl. L + d^ ds-0) >(•) • cos x= 0.1 D'après les Taleurs do cos x , cos §t , cos » , citées dans lo n° 151 , on aura donc pour l'équation différentielle seconde de la trajectoire. On y substituera la valeur de l'une des trois coordonnées x, y, s, en fonction des deux autres , tirée de l'équation L = 0 de la surface donnée , sur laquelle cette courbe doit être tracée ; on intégrera ensuite l'équation à deux variables qui en résultera ; puis on déterminera les deux constantes arbitraires que l'intégrale renfermera , en assujettissant la courbe à passer par les deux points A et B de la surface donnée. L'équation qu'on obtiendra de cette manière , et qui sera , comme on voit , indépendante de la grandeur et de la direction de la vitesse initiale * , devra cire celle de la ligne la plus courte entre ces deux points. Or, si l'on appelle a, C, y, les angles que la normale au plan osculateur d'une courbe quelconque, au point dont les coordonnées sont * , y , m , fait avec leurs prolongemens dans le sens positif, et qu'on fasse , pour abréger, [ {dxd* y — dyd» »)' + (d*d> s — cos ■ es — [dyd' s — dsd» y) , dxd» s)» + (dyd» % — dxd* y}» ]•/» = k, $ III. Digfêêim sur H mouvement de la cos ( = - (dsd» * — dxd* s) , I 1 cos y «= — (.^d* y - dyd' #), d'après les formnles (3) du n» 19 , où ces mêmes angles sont représentés par x , p , r. En vertu de ,(.),on. cos x cos a + cos C cos t* + cos y cos t = 0 ; ce qui montre que la normale au plan osculateur de la trajectoire, et la normale à la surface donnée, sont perpendiculaires l'uneà l'antre; d'où l'on conclut que l'équation (f), qui appartient à la ligne la plus courte , est aussi celle de la courbe qui a partout son plan osculateur normal à la surface donnée; en sorte que ces deux lignes sont une seule et même courbe tracée sur cette surface, quand on les assujettit l'une et l'autre à passer par les mêmes points extrêmes A et B. Il suit de là que , quand ces deux pointa appartiennent à une des lignes de courbure de la surface donnée , cette ligne est la plus courte d'un point à l'autre ; car son plan osculateur en un point quelconque renferme deux normales consécutives à la surface donnée , et est , par conséquent , normal à cette surface. 162. Le théorème du n" 180 est connu sous la dénomination de principe de la moindre action, qui lui vient du point de vue métaphysique sous lequel on l'a d'abord envisagé , et qu'on a depuis justement abandonné. lais il peut encore être utile de donner ici une des premières applications qu'on a faites de ce principe, celle qui est relative à la réflexion et à la réfraction de la lumière dans le système de l'émission. Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu d'une égale densité , sa vitesse et sa direction , restent les mêmes ; mais quand il passe d'un milieu dans un autre , sa direction s'infléchit et sa vitesse change. Dans l'instant du passage, la lumière décrit une courbe d'une étendue inappréciable, dont on peut faire abstraction sans erreur sensible. La trajectoire de chaque particule lumiI neuse est donc alors l'assemblage de deux droites, dont chacune est décrite d'un mouvement uniforme. Ainsi , en appelant y et «/ les longueurs de ces droites , n la vitesse de la lumière dans le premier milieu, n' sa vitesse dans le second, on aura ny pour la valeur de l'intégrale fvds , prise depuis le point de départ de la particule jusqu'à son entrée dans lo second milieu , et n'y1 pour la partie de cette intégrale relative nu second milieu; par conséquent cette intégrale, prise dans toute l'étendue de la trajectoire , sera exprimée par ny + n'y' ; et c'est cette somme qui doit être un minimum, d'après le principe de la moindre action. Avant d'aller plus loin, observons que, si le seDigitized by Google
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    DYÎUMIQUB, PREMIÈRE PARTIE. 01 et cristal Usée, la vitesse de la lumière, dans cette substance dépendra, en général , de la direction du rayon lu inineux ; en sorte qu'elle sera constante pour un même rayon, mais variable d'un rayon a un autre. Le phénomène de la doublé réfraction que présentent le spath d'Islande et la plupart des cristaux transparus , tient à la différence de vitesse des différens rayons lumineux qui les traversent. On doit alors regarder la vitesse m' comme une fonction des angles qui déterminent la direction de chaque rayon ; et la loi de la réfraction dépend de la forme que l'on suppose à cette fonction. En faisant une hypothèse convenable sur cette forme , Laplace est parvenu à déduire du principe de la moindre action * , la loi de la double réfraction , découverte par Huygens et confirmée par Malus ; mats ce n'est point ici le lieu déposer cette théorie : nous nous bornerons à considérer le cas où tous les rayons se meuvent avec la même vitesse , quelles que soient leurs directions. Dans le calcul suivant, les vitesses n et n1 seront donc regardées comme des quantités données pour chaque milieu en particulier, et indépendantes de la direction des rayons lumineux. 163. Soient maintenant A et B (fig. 40) les deux points extrêmes de la trajectoire. Supposons que la surface de séparation des deux milieux soit plane et menons par ces deux points un plan qui la coupe suivant la droite CD. Soit encore AEB une ligne brisée au point E , qui représente la projection de la trajectoire sur ce plan. Menons par les' points A, B, E , les perpendiculaires AF, BG, IrER, à la droite CD. Puisque la position des points A et B est donnée, les trois droites AF, BG , FG , sont i ; mais la position du point E, et les angles et BER sont inconnus , et doivent être déterI par la condition du rons donc AF = a, BG = i, FG=C| AEH = *, BEK = ,'j les triangles rectangles AFE et BGE donneront EF = otangx, EG=Atang*'; a long x + | taug x' = c. (a) Le rayon lumineux traverse la surface de séparation des deux milieux en un point dont E est la projection sur le plan de la figure. Si nous appelons s la distance de ce point inconnu au point E, y sera l'hypoténuse d'un triangle rectangle dont s et AE seront les deux petits côtés , et y' l'hypoténuse d'un autre triangle qui aura x et BE pour ses deux petits cotés ; mais en g les AEF et BEG , on a AE = cos x cos r ' •Mis»*» * << «rw*» "«»• *- fUilil.i. pour l'inné. 1809 on aura donc cos» x 6» Si l'on substitue ces voleurs dans la quantité ny -fn'y* , il en résultera une fonction de a , * , x' , qui devra être un minimum par rapport à ces trois variables , dont les deux dernières sont liées entre elles par l'équation (a). Il faudra donc d'abord que la différentielle de cette fonction , prise par rapport a », soit égala k xéro ; d'où l'on conclut du oV ns n't »-+»'-=- + -: ds d, y 1 0. Or , on ne peut satisfaire ù cette condition prenant * = 0; ce qui nous apprend que le rayon lumineux traverse au point E la surface da séparation des deux milieux, et, par conséquent, qu'il ue sort pas du plan perpendiculaire a cette i mené par les points A et B. En faisant donc * = 0, on aura simplement ny + ny* = na cos x n'A cos x' et en égalant à xéro la différentielle complète da cette quantité , il vient na sin x d* cos» x n'b sin x'ds' cos» x' = 0; mais en différentiant aussi l'équation (a), on a, eu même temps , cos» x = 0, et si l'on trouve — entre ces deux équations , n sin x = ni sin g». Celle-ci et l'équation (a) détermineront les valeurs de x et x' qui répondent au minimum de ny -f- n'y'. Après avoir calculé la voleur de x, on construira le point E, en prenant EF = a tong x,- ensuite on tirera les droites AE et BE, et la ligne brisée AEB sera la route que suit le rayon lumineux pour aller du point A au point B. L'angle AEH compris entre la normale EH à la surface de séparation des deux milieux, et le rayon incident AE, est ce qu'on appelle Y angle d'incidence; l'angle BEK, compris entre le prolongement EK de cette normale et le rayon réfracté DE , se nomme V angle de réfraction. Ces deux angles ont été désignés par x et x'. Ainsi l'équation (6) fera connaître l'angle de réfraction quand l'angle d'incidence sera donné ; et l'on voit, d'après cette équation, que le sinus de l'angle de réfraction est au Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. sinus de l'angle d'incidence dan* un rapport constant. C'est, en eflVt , la loi connue de la réfraction ordinaire, dont la découverte est due à Descartes. Le rapport des deux sinus dépend de celui des Titesses • et n' relatives aux milieux que Ton considère, et, pour cette raison, il varie avec les différentes sortes de milieux transparens. 164. Si le rayon lumineux , au lieu de pénétrer dans le second milieu , est réfléchi à la surface de séparation, sa vitesse sera constante dans toute l'étendue de la trajectoire , qui est alors comprise en entier dans un même milieu. L'intégrale fvdt sera donc égale à la longueur totale de la trajectoire, multipliée par cette vitesse constante ; par conséquent , cette longueur devra être un m minuta, en vertu du principe de la moindre action. Supposons donc, comme dans le numéro précédent, que la surface de séparation soit plane. Soient A et B (fig. 41) les deux points extrêmes de la trajectoire ; menons par ces points un plan perpendiculaire à cette surface , qui la coupe suivant CD : chaque particule de lumière ira du point A au point B, en suivant une ligne brisée AEB, la plus courte do toutes celles qui se réfléchissent sur la surface de séparation. Or, il est d'abord évident que cette ligne sera comprise dans le plan perpendiculaire à celte surface ; car toute autre trajectoire serait plus longue que sa projection sur ce plan. De plus, il est aisé de prouver, sans aucun calcul, que la plus courte ligne brisée est celle qui fait deux angles égaux avec la droite CD, c'est-à-dire que si l'on a AEC = BED , la ligne AEB sera plus courte que toute autre ligne brisée AE'B, dont le point E' appartient , ainsi que E, à la droite CD. En effet, abaissons de A la perpendiculaire AF sur celte droite ; prolongeons-la d'une quantité A'F égale à AF, et tirons ensuite les droites A'E et A'E'. Les deux angles AEC et A'EC seront égaux : donc les deux angles A EC et BED léseront aussi, à cause de l'équation précédente; par conséquent, la ligne A'EB sera droite: on aura donc A'E + BE < A'E* + BE'; et, à cause de A'E es AE et A'E' = AE', il en résultera AE + BE < AE' + BE'; ce qu'il s'agissait de prouver. Si l'on élève au point E la perpendiculaire EH sur la droite CD, AEH et BF.H seront les angles d'incidence et.de réflexion du rayon lumineux qui va du point A au point B. Ces angles seront égaui, puisqu'ils sont compléincns des angles égaux AEC et BED; d'où il résulte la loi connue de la réflexion de la lumière, qui consiste en ce que l'angle de réflexion est toujours égal à l'angle d'iucidenec. lflô. Lorsque l'on admet la théorie de l'émission de la lumière, les lois de la réflexion et de ta réfraction se déduisent de l'expression du carré de la vitesse d'un point soumis à des forces d'attractioti (n« 168) , d'une manière plus directe qu'en faisant usage du principe de la moindre action. Cette question nous offrant un exemple du mouvement d'un point matériel , intéressant par la nature des forces que l'on y considère, et par son application à la Physique , nous allons en exposer la solution dans le cas ordinaire, où les deux milieux que traverse la lumière ne sont pas cristollisés. Dans cette théorie, on suppose chaque particule lumineuse soumise à l'attraction de tous les points matériels du milieu qu'elle traverse, et l'on regarde cette force comme une fonction inconnue de la distance , dont on sait seulement qu'elle décroit avec nne extrême rapidité quand la distance augmente, de sorte qu'elle devient tout-à-fait insensible dès que la distance a une grandeur sensible. Ainsi , par exemple , désignons par r la distance du point attiré au point attirant, par • une ligne de grandeur finie, niais insensible, et par e la base des logarithmes népériens. Une force de celte nar ture pourra être représentée par A» * A étant son intensité relative à une dislance r infiniment petite. Dès que cette distance aura une grandeur sensible , et sera , pr conséquemment , un très grand multiple de «, cette fonction n'aura plus aucune valeur sensible. * Tant qu'un rayon lumineux se meut dans un milieu homogène et d'une densité constante, les attractions qu'il éprouve se détruisent, et son mouvement est rectiligne et uniforme. Mais supposons qu'il soit parvenu en un point M (fig. 42) situé à une distance insensible de la surface CD, qui sépare deux milieux différons , et que nous supposeront horizontale pour fixer les idées; de ce point M, abaissons sur CD une perpendiculaire MP, et menons ensuite , dans le milieu supérieur, deux plans CD' et CD" parallèles à CD, dont la distance mutuelle soit égale à MP, et dont le premier passe par le point M; il est évident que les altractions exercées sur le rayon lumineux au point M, par les deux couches du milieu supérieur, qui sont comprises , l'une entre CD et CD', l'autre entre CD' et C "D" , seront égales et contraires; elles se détruiront donc, et le mobile ne sera sollicité que par l'attraction de la partie du milieu qu'il traverse, supérieure à CD", et par l'attraction totale du milieu inférieur. Ces deux forces seront perpendiculaires à CD; elles varieront avec la distance MP suivant des lois inséra insensible quand MP ne le sera pas, et qu'elles atteindront leurs maxima lorsque cette distance sera nulle, ou que le mobile sera parvenu à la surface de séparation des deux milieux. Au bout du temps f, je représente par s la distance MP, et par Z et V des fonctions inconnues de Digitized by Google

  

  
    Page 119
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 29.26% accurate
    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 03 %, qui expriment le* forces accélératrices provenant des attractions do milieu inférieur et de la partie de l'autre milieu , supérieure à CD'. La force accélératrice totale, tendante à diminuer m, sera la différence Z — Z ; par conséquent, on aura, dans le milieu supérieur, ^- + Z-Z' = U, m l'équation du mouvemeut vertical d'uue particule lumineuse. Lorsque ce mobile aura traversé la surface CD en un point E, et qu'il aura pénétré dans le milieu inférieur jusqu'en un point M', tel que la perpendiculaire H'P* à CD soit aussi représentée par s, il est aisé de voir que la force accélératrice qui tendra à diminuer cette variable , sera alors la différence V — Z; en sorte que Ton aura £Lf + z'_z = o, (z) pour l'équation du mouvement vertical dans le milieu inférieur. Quant au mouvement horizontal ou parallèle a CD, il sera uniforme , et la vitesse horizontale ne changera pas en passant d'un milieu dans l'autre; car les forces attractives de chaque milieu se détruisent parallèlement à CD, et, dans ce sens , un rayon lumineux n'est soumis à aucune force accélératrice. Ainsi, en appelant A la vitesse de la lumière en un point A du milieu supérieur, situé à une distance sensible de CD, et « l'angle aigu que la direction de cette vitesse fait avec la verticale, on aura, à un instant quelconque, A sin « pour la vitesse parallèle à CD. Si le rayon lumineux pénètre , d'une quantité sensible , dans le milieu inférieur , et qu'on représente por A' et ce que deviennent A et • en un point A' de ce milieu , situé à une distance sensible de CD, ou pourra également représenter la vitesse horizontale du mobile pur k' sin »'; en sotte que Ton devra avoir k sin • sa V sin (3) On voit aussi, à priori, que la trajectoire du mobile sera une courbe plane et verticale; il ne restera donc plus qu'à déterminer sa vitesse perpendiculaire à CD, soit dans le milieu supérieur , soit daus le milieu inférieur, k une distance quelconque s de cette surface CD. 186. Je désigne cette vitesse par u, de sorte dz* qu'on ait = «» pour les deux milieux. En muldf tipliant l'équation (1) par 2ds, intégrant et désignant por c la consUnte arbitraire, on aura , dans le milieu supérieur , ki = c + 2jï'dM — 2fldi. Je supposerai «rue ces deux intégrales s'évanouissent avec * , et Je représenterai par h et k' leurs valeurs à une distance sensible de CD. U sera permis d'étendre ces intégrales h et k' depuis zéro jusqu'à l'infini; car, au delà d'une valeur sensible, les fonctions Z et V , et par conséquent les parties correspondantes de fld* et fl'ds' , sont nulles ou insensibles par hypothèse. On pourra donc écrire , si l'on veut, *=y^ zd«, v=y^ z'ds D'ailleurs , pour une valeur sensible de m , on a u* = A» cos» m ; on aura donc alors la cos» m = c + 2A' - 2k ; et en éliminant c de la valeur générale de ts» , il en résultera si» = A» cos» . + 2A- 2A' + 2/Z»ds - t/Zéfi, en un point quelconque H. Je représente por Ai la vitesse du mobile au point E de la surface CD, et par «> l'angle que fait sa direction avec la verticale. On aura en ce point u» = A»i cos ; et comme il répond à s = 0 , les deux derniers termes de la formule précédente s'évanouiront, et elle se réduira à A», cos» «i = A» cos» • + 2A — 2fc'. (4) Pour que le rayon lumineux atteigne la surface de séparation des deux milieux , il faudra donc que le second membre de cette équation soit une quantité positive, ou qu'on ait V < A + 1/2A» cos» Si cette conditon n'est pas remplie, ce qui exigera que l'attraction du milieu supérieur surpasse celle du milieu inférieur, la vitesse verticale du mobile s'épuisera avant qu'il ait atteint le plan CD. Il y aura donc un point de la trajectoire où la tangente sera horizontale. Parvenu en ce point, le mobile rétrogradera ; les deux branches de cette courbe , aboutissantes en ce même point, seront semblables , puisqu'elles seront décrites en vertu de forces égales pour la même valeur de s ; et, pour une grandeur sensible de cette distance a , ces deux branches se changeront en des lignes droites qui feront des angles égaux avec la verticale , ou , autrement dit , les angles de réflexion et d'incidence seront égaux . Si, au contraire, l'attraction du milieu inférieur surpasse celle du milieu supérieur, et que la condition précédente soit remplie , le rayon lumineux pénétrera dans le second milieu avec une vitesse perpendiculaire à CD , qui sera déterminée par l'équation («!). Dans cette hypothèse, on aura, d'après l'équation {2} relative à ce milieu , «» = A', cos» «, -f 2/Zda — 2/Z'da , en supposant toujours le» intégrales nulles quand
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    94 TRAITÉ DE MÊCAIUQfJE. M = 0. A une distance sensible de CD, on i «• = *'» cos» on aura donc A'» cos» •» = A», cos» + 8A - 2A'; et en éliminant A»i cos» •> au moyen de l'équation (4), il en résultera A'» cos* = *• cos» • + 4* — 4k'. (6) Pour que le rayon lumineux, après avoir traversé la surface CD, pénètre jusqu'à une profondeur sensible dans le milieu inférieur , il sera donc nécessaire et il suffira qu'on ait A' < A + 1/4*» cos» .. Lors donc que A', quoique < h -\- 1/2 A * cos» a , surpassera néanmoins h -f- 1/4 k* cos» le mobile ne pénétrera dans le milieu inférieur que jusqu'à une distance insensible an delà de CD ; il rentrera ensuite dans le milieu supérieur ; et les deux branches de sa trajectoire seront semblables île part et d'autre du poiut où il commencera à rétrograder. Par conséquent , la lumière sera réfléchie comme dans le cas précédent , en faisant l'angle de réflexion égal à l'angle d'incidence; en aorte qu'il y a deux cas distincts de réflexion dans la théorie que nous considérons. 187. Supposons maintenant que ni l'un ni l'autre de ces deux cas n'ait lieu, de sorte que le rayon lumineux soit réfracté. D'après l'équation (3) , on A»» sin» »' = A» sin» « ; et en ajoutant membre à membre l'équation (5) et celle-ci, il en résultera *'»=*»+ 4k — 4h'; (6) ce qui montre que l'augmentation du carré de la vitesse du mobile, en allant du point A du milieu supérieur au point A' du milieu inférieur, sera indépendante , comme cela devait cire (n° 167) , du chemin qu'il aura suivi. On tire aussi des équations (3) et (6) L/A»+4(A-Â')' (?) formule qui renferme la loi du rapport constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence , et qui donne ta valeur de ce rapport en fonction de la vitesse k de la lumière dans l'un des deux milieux, et de la différence A — A' de leurs pouvoir* réfringent A et A'. Si le milieu inférieur est terminé par deux plans parallèles, et qu'il y ait au-dessous le même milieu qu'au-dessus, l'expérience prouve que la lumière, après avoir subi deux réfractions et traversé les deux faces du milieu intermédiaire , reprend une direction parallèle à celle qu'elle avait dans le milieu supérieur. C'est aussi ce qui résulte de l'équation (7); car si l'on désigne pur «" l'angle que le rayon lumineus fait arec la verticale, après être du milieu intermédiaire , il faudra , pour déterminer sin échanger entre elles, dans cette équation, les quantités A et A', et y mettre A', .",au lieu de A,.,*'. On aura donc sin . 57— v A',+4tA-A')' ou bien , en vertu des équations (6) et (7) , sin \/ A» + 4 (A - A') __ sin m A ~~sina'; oe qui donne, effectivement, «•' = Le phénomène de la dispersion , qui provient d'une valeur différente de l'angle de réfraction *', pour les rayons diversement colorés dont se compose un même rayon de lumière incidente , peut être attribué , d'après la formule (7) , soit à une inégalité de leur vitesse A , soit à une action différente de chaque milieu sur ces différens rayons , d'où il résulterait des valeurs inégales de A — A'. 168. Toutes choses d'ailleurs égales , celle équation (7) montre que le rapport du sinus de réfraction au sinus d'incidence doit changer avec la vitesse de la lumière. Or, si l'on considère une étoile située dans le plan de l'écliptiquc , il y a une époque dans l'année où la vitesse de la terre s'ajoute à celle de la lumière , et une autre époque où la première vitesse se retranche de la seconde ; ce qui rend la vitesse de la lumière , relativement k un milieu qui se meut avec la terre, sensiblement plus grande dans le premier cas que dans le second. Le rapport dont il s'agit devrait donc aussi être différent à ces deux époques ; mais des expériences très précises de H. Arago ont prouvé qu'au contraire ce rapport ne varie pas d'une manière sensible pendant toute l'année, et, de plus, que sa grandeur est la même pour le soleil et pour les diverses étoiles d'où la lumière est partie. Quelle que soit la théorie de la lumière que l'on adopte , c'est toujours un fait très remarquable , que la composition de la vitesse propre de la lumière avec celle de la terre, qui se manifeste dans le mouvement apparent des étoiles , connu sous le nom $ aberration , n'ait cependant aucune influence appréciable sur la réfraction de la lumière qu'elles nous envoient à différens jours do l'année. Dans le vide , le mouvement de la lumière directe ou réfléchie est uniforme, et sa vitesse indépendante de la source dont elle émane. La grandeur de cette vitesse est telle , que la lumière parcourt en 493,34 secondes la distance moyenne du soleil à la terre , ce qui donne 30960 myriamctrès par seconde. Un rayon lumineux , lancé du soleil ou d'uuc étoile , doit éprouver dans sa vitesse, comme tout Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 93 autre projectile, une diminution dite à •■ rer» cet astre , c'est-à-dire , à l'attraction en raison inverse du carre des distances à son centre , que la masse du corps exerce sur chaque particule matérielle de la lumière , mais cette diminution est une fraction très petite de la vitesse finale de la lumière. Ainsi , par exemple, l'intensité de la pesanteur a la surface du soleil étant vingt-sept fois et demi l'intensité de la pesanteur terrestre , comme oo le verra par la suite , et le rayon du soleil étant égal à lit) rayons de la terre , on conclut de ce qu'on a vu dans le n<> 143 , que la vitesse de la lumière , pour être de 30050 myriumetres par seconde à une grande distance du soleil , a dû être plus grande d'un peu moins de deux millioniènes en partant de sa surface. CHAPITRE IV. 160. La pression qu'un point matériel exerce sur ourbe qu'il est forcé de décrire, n'est pas la même que quand il est en équilibre sur cette courbe. L'état de mouvement donne naissance à une pression particulière qu'on appelle force centrifuge, parce qu'on l'a d'abord considérée dans le cercle où elle est dirigée suivant le prolongement du rayon , et tend continuellement à éloigner du centre le mobile sur lequel elle agit. C'est cette force que nous allons considérer dans un quelconque. Soient >!,>] et M'M (fig. 43) deux élémens cutifs et égaux de la courbe donnée, H et H' leurs milieux, HT et M'T' leurs prolongemens. Leur plan et l'angle TMT ' seront le plan osculateur et l'angle de contingence de la courbe au poiut X ; et si l'on mène dans ce plan la droite MO , qui divise l'angle M MM' en deux parties égales, elle représentera la direction du rayon de courbure en ce même point M ; en sorte que le centre de courbure sera le point 0 de cette droite. Appelons de l'élément M(M de la courbe, lequel sera aussi égal a HMH ' ; soient , en outre , l l'angle infiniment petit TMT', et f le rayon de courbure MO, nous au, (no 18) f Cela posé, faisons d'abord abstraction des forces données qui peuvent agir sur le mobile , et supposons qu'au bout du temps i, il arrive au point ■ avec une vitesse v. S'il était entièrement libre, il continuerait à se mouvoir sur MT avec la même mais , par hypothèse , il est forcé de décrire une courbe donnée ; ce qui change la direction de son mouvement, qui devient HT'. Or, si l'on élève sur MT' la perpendiculaire MK , comprise dans le plan osculateur et en dehors de la conçut ité do In courbe, on pourra substituer & la vitesse v, dirigée suivant MT, deux autres vitesses , l'une égale à v ens i et dirigée suivant MT', l'autre égale à e sin * et dirigée suivant MK , et alors l'effet de la courbe sera de détruire la dernière de ces deux vitesses, pour ne laisser subsister que la première , ou , autrement dit, cet effet se réduira à imprimer au mobilo une vitesse égale et contraire à v sin l. La courbe donnée étant donc remplacée par un polygone infinitésimal , sa résistauce consiste à imprimer au mobile , à choque sommet M de ce polygone , une vitesse infiniment petite t> sin l, dirigée en sens contraire de MK. Pour assimiler complètement cette résistance à une force motrice f qui agit incessamment sur le mobile, nous pouvons supposer que la vitesse 9 sin i est produite pendant que ce point matériel va de H en H', et prendre elt pour la durée de cette action. Nous pouvons aussi négliger, dans cet intervalle de temps, le changement de direction de cette force , et la supposer, par exemple, parallèle à la droite MO. Alors la force accélératrice correspondante aura pour mt sure , comme chacune des forces D, U', U",elc., du n° 147, la vitesse c sin l qu'elle produit pendant l'instant dt, divisée par dt; et en appelant m la masse du mobile, il en résultera f = < sin / Digitized by Google
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    9« TRAITÉ DE MÉCANIQUE. pour la valeur de f. Donc , en remplaçant sin f par t, meltunt pour t sa valeur précédente, et r vant que dl—vdt, on aura '=-T La pression que la courbe éprouve , et qui est nniqueroent due à l'état de mouvement du point matériel qui la décrit, ou la force centrifuge qui agit sur ce mobile, est égale et contraire à cette force f. Il s'ensuit donc qu'au point quelconque B de la courbe donnée, la force centrifuge est comprise dans le plan osculateur, et dirigée en dehors de la concavité de celte courbe, suivant le prolongement MN de son rayon de courbure, et que son intensité est en raison inverse de ce rayon, et en raison directe de lo masse du mobile et du carré de sa vitesse. 170. Celle vitesse étant r sur le côté M(M et devenant v cos fsur le côté suivant MM', il s'ensuit que sa grandeur n'est point altérée par la com be ; cor on peut négliger la quantité r (l — cos l) , infinement petite du second ordre , de laquelle il ne pourrait résulter qu'une diminution infiniment petite de vitesse, sur une partie de la courbe de grandeur finie. Lo mouvement sur une courbe quelconque est donc uniforme quand le mobile n'est sollicité par aucune force donnée. C'est ce qu'on a déjà vu dans le n» 167; mais nous voyons de plus que ce résultat tient à ce que l'angle de t infiniment petit , et qu'en un point où deux courbes différentes se couperaient un angle fini, le mobile éprouverait une perte finie de vitesse , en passant d'une courbe à l'antre ; laquelle perte serait égale à sa vitesse primitive, multipliée par le sinus verse de cet angle. Lorsque le mobile est sollicité pnr une ou pluforces données , sa vitesse varie a raison des iposantes de ces forces tangentes à la trajectoire, et leurs composantes normales exercent, comme dans l'état de repos , une pression sur cetto courbe qu'il faut joindre à la force centrifuge. Soit, en général, mR lu résultante des forces données qui agissent sur le mobile , quand il est parvenu au point M. Décomposons celle force motrice en deux autres, l'une tangente et l'autre normale à la trajectoire, que nous représenterons par «iT et niQ ; la première sera la force qui fera varier la vitesse, et la seconde produira la partie de la pression indépendante de l'état de mouvement du mobile. Eu prenant par la règle du parallélogramme des forces, la résultante de n»Q et de la force I trifuge f on •» on aura , en grandeur et eu direcf tion , la pression totale qui aura lieu au point M de la courbe donnée. Celte force, divisée par la masse du mobile , ou la résultante des forces accélérait trices Q et — , devra coïncider avec la force P du t n° 162. C'est en effet ce qne nous allons vérifier. 171. Je remplace les équations (6) de ce numéro par celles-ci , qui s'en déduisent immédiatement, dxd* y - dy* « dsdt* did* x — dxd* % dsdt* dyd* s — did* y dsdt* ds dy Y X P ds ds d> dx X Z P ds ds dy d% Z --T P d» ds ds ds d% m" ds 4 (0 on a dx* dx* ds* *5 ,dl dt* 1 dt dx ds ds dV à cause de e=— , il en dt dsd' y — dyd* x 5= r' dx» ds* dx v* {dxd* y — dyd* x) ds* Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 97 En désignant par g, g', g", les angles que la force Qfait arec des parallèles aux axes des x, y, », et observant que X, Y, Z , sont les composantes suivant ces parallèles de Q et de la force taneentielleT, on i et l'on trouvera uc ■ m-iuc , dsd* r — dxd* s et fdid» r — dxd> s) dsdt* ~ ds> dyd» s — dsd* y r» (dyd* z — dsd» y) dscU* dii dx dy dt X = T- + Qcosg, Y = T — + Q cos g», Z = T- + Qcosg"; W$ ds (£g et au moyen «le ces valeurs et des précédentes , les équations (I) deviendront ds> e« (ds* x dxd« l) dsd. ,) d#J f» (dxd« y - dyd» ,) dy — =Q (- co, y' _ _ cos g J cos 9 cos g"^ dr / ds — P cos «y — dy — cos m A dx cos « — cos — )■ * \ — cos ). d, / (2) Or, si l'on appelle les angles que la direction de la force centrifuge , c'est -ù-d i re le prolongement MU du rayon de courbure 10 , fait avec des parallèles aux axes des x, y, s, menées par le point!, et y',*', les e» — cos y t = Q — P e« — cos y' f = Q — p [dy/dx d»\d» pdy /dx I d\ds m Vdlfâl — pce* >, y~y'=pcosyl, s— s'=fco«y, et en combinant les équations (8) avec les for» cos q1 — — cos V — cos g" — ros »' — dy — cos g ds du n» 20 , on en déduira COS q dy — cos * ds \ d./d, ds V-l J [ — COS q cos q" ) )dz/d* dx \-| f — cos « cos V \ ds\ds ds )\ ds \ dx/dx dy \-l — cos q1 \ f — cos q' cos g \ | ds \ dx/dx dy \~\ — cos ir» \ f — cos V cos • \ ds y d,\ds ds Jj r> fdx/ds de \ dy/d« ds \T 7 - " = « [. + Q cosg= Pcos«, r »» — cos y' + Q cos g'= P cos V, f — cos>" -f Q cos g" = P cos V, f où l'on voit, comme il s'agissait de le vérifier, que la force P est, en grandeur et en direction, la rée> sultnnle des deux forces — et Q. 13 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉC.VMQUB. 173. Quand le mobile sera seulement ossujetti à te mouvoir sur une sutface donnée , il faudra que tnr> la résultante des forces motrices wQ et , qui est déjà perpendiculuire à sa trajectoire , soit, de plus, normale à cette surface. En nppelant donc mîl cette résultante, et désignant par « et 4 les angles , oigus ou obtus , que font ses deux composantes avec une partie déterminée de la normale a la surface , nu point où se trouve le mobile , on aura H as ± (q cos • H coi Lu force ?i agira suivant cette partie de la normale ou suivant son prolongement , selon que la quantité comprise entre les parenthèses sera positive ou négative ; et pour que N soit toujours une quantité positive, on prendra le signe supérieur dans le premier cas, et le signe inférieur dans le second. Celte force accélératrice N devra être égale et contraire à celle qui entre daus les équations (3) du ii ' 161 ; et , en effet , celles-ci ne différant des équations (5) du n° 1Ô2 qu'en ce qu'elles contiennent Pi , k , fi , », au lieu de — P, *r, V, on en déduira , par l'analyse précédente, des composantes de la force N , qui seront égales et contraires à celles que l'on a trouvées pour la force P. Daus ce même cas d'une surface donnée , si l'on désigne par m' et 4' ,cs angles que les forces mi) mvt et font avec un oie mené par le point où se trouve le mobile, tangent à cette surface et perpendiculaire à la trajectoire , de sorte qu'on ait cos» • + cos» = 1 , coi» 4 + cos» 4' as 1, il faudra que la somme des composantes de ces deus forces suivant cet axe tangent, soit égale à téro , puisque leur résultante est normale ou même point de la surface ; on aura donc e» Q cos + — cos 4' = 0; f équation qui pourra servir à déterminer l'inclinaison 4' du plan osculateur de la trajectoire sur le plan tangent ù la surface donnée. Lorsque le mobile ne sera soumis à aucune force donnée, où, plus généralement, lorsqu'il ne sera soumis qu'à une force tangente à sa trajectoire , on aura Q = 0 ; il en résultera donc cos 4' = 0 et 4' — 90« , en sorte que le plan osculateur do cette courbe sera constamment perpendiculaire à la surface donnée. Cette propriété étant, en général, L'cllti de la ligne la plus courte entre deux points donnés sur celte surface, c'est cette ligue que le mobile décrira, ainsi qu'on l'a dit précédemment (a* 101) ; mais maintenant nous voyons , eu outre , qu'une force tangente à la trajectoire , telle qu'un frottement contre la surface donnée, ou la résistance d'un milieu, ne fera pas dévier le mobile , de la ligne la plus courte entre son point de départ et son point d'arrivée. 173. Enfin, si le mobile est entièrement libre, il faudra que la composante normale à la trajectoire, de la force motrice ru H qui le sollicite, fasse wr» équilibre à sa force centrifuge ■» puisque dans ce cas il n'y a pas de courbe ou de surface donnée qui puisse détruire la résultante normale de res deux forces. Il faudra donc, en premier lieu, que le plan osculateur de la trajectoire soit celui qui passe par la tangente et par la direction donnée de la force mR ; en appelant * l'angle que celte direction, en un point quelconque, fait avec le rayon de courbure MO, il faudra, en outre, que rel ongle soit aigu pour que lu composante normale de la force mR agisse eu sens contraire de la force* centrifuge qui est dirigée suivant MN ; et cela étant , on devra avoir p» I cos « = — . (a) t Quand la force accélératrice R , à laquelle le mobile est soumis , sera une force centrale dirigée vers un point connu , et que l'observation aura fait connaître la courbe qu'il décrit autour de ce centre fixe, on pourra déduire de l'équation de cette courbe , le rayon de courbure » et l'angle I qu'il fait avec la direction de la force R; on déduira aussi, de cette équation et de la proportionnalité des aires oux temps (nn 15-5), l'expression de la vitesse r en un point quelconque de la trajectoire; par conséquent , l'équation (a) déterminera la valeur de R, ou la loi de la force centrale qui fait décrire au mobile la courbe donnée. C'est de celle manière que Newton a découvert la loi de la force dirigée vers le centre du soleil , qui fait décrire à chaque planète une ellipse dont ce point occupe un des foyers ; mais on verra , dans la suite, qu'en partant des mêmes données, cette détermination peut s'effectuer par un calcul plus simple. 174. Huyghens, à qui l'on doit la mesure de la force centrifuge, l'a déduite de la considération du mouvement circulaire; et quoique cette méthode soit moins directe que la précédente, je crois cependant utile de l'exposer ici en peu de mots. Suit H (fig. 44) un poiut matériel attaché à un point fixe C par un fil inextensible CM; supposons qu'une percussion lui imprime une vitesse a, dans une direction perpendiculaire à la longueur du fil; et, pour simplifier la question, supposons aussi qu'aucune force motrice donnée n'agisse sur le mobile. Ce point matériel va décrire un cercle AMB , dont le centre et le rayon seront le point fixe et la longueur du fil. Peudaiit ce mouvement, le fil qui Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. le mobile éprouvera , dans le sens de sa longueur, une certaine tension qui n'est autre chose que la force centrifuge. En appliquant au mobile une force égale à cette tension et constamment dirigée vers le centre fue, on pourra faire abstraction du RI , et considérer le mobile comme entièrement libre. C'est donc en vertu de cette force centrale, dont la grandeur est inconnue, combinée avec la vitesse a , que le cercle sera décrit. Il s'ensuit d'abord que les secteurs circulaires dccrits parle rayon du mobile, seront proportionnels au temps (n° 165) ; ce qui exige que les arrs de cercle parcourus le soient aussi. Le mouvement circulaire sera donc uniforme ; et si l'on désigne pur s l'arc décrit dans le temps i, on aura $ = at. Soient m la masse du mobile, m* la force centrale , et , conséquemraent , • la force accélératrice qu'il s'agira de déterminer. Quelle que soit cette furce, on peut la regarder comme constante en grandeur et en direction pendant un intervalle de temps infiniment petit; ainsi , pendant que le mobile décrit l'arc de cercle infiniment petit MX', la force «sera supposée constante, et parallèle au rayon CM qui aboutit à l'origine de cet arc ; d'où nous concluons que si le mobile n'était pas animé de la vitesse a, la force centrale lui ferait parcourir, dans un temps infiniment petit, le sinus verse IN, ou la projection sur CM de l'arc MM' qu'il décrit réellement. Or, toute force accélératrice a pour mesure le double de l'espace infiniment petit qu'elle est capable de faire parcourir a un mobile dans on temps infiniment petit , divisé par le carré de ce temps (n<> 113); si donc on appelle s le sinus verse IN , et r le temps employé à décrira l'arc 2* •= - i r» mais en désignant cet arc pur r, et le rayou CM par r, on a int l'arc au lieu de la corde; donc à cause oe# = o», on aura r Cette valeur de « est donc celle de la force centrifuge rapportée à l'unité de masse, dans un cercle décrit d'un mouvement uniforme. On en conclut immédiatement que cette force, dans une courbe quelconque, aura pour mesure le carré de I» vitesse divisé pur le rayon de courbure; car la trajectoire ayant deux élémens consécutifs communs n\ec son cercle nsculateur, on peut supposer ur du centra de bure, et qu'il a conséquemment Ici forre centrifuge qui convient à ce mouvement. En multipliant pal m cette force accélératrice, on aura U même valeur que pour la force désignée par /dans le n° 169. 175. Pour comparer la force centrifuge dans le cercle à la pesanteur , supposons que la vitesse a soit celle qui serait due k une hauteur de sorte qu'on ait a* = 2gh (n° 130) , en désignant par g la gravité ; il en résultera 2* ce qui montre que la force centrifuge est à la pesanteur, comme le double de la hauteur due à la vitesse du mobile est au rayon. Si le mobile est un corps dont les dimensions soient très petites par rapport a su distance nu point C , on pourra considérer , dans toute sou étendue , la valeur de * comme à très peu près constante , ■ et prendre le rapport — pour celui de la forco cen9 trifuge provenant du mouvement circulaire, au poids du corps sur lequel elle agit. Quand le mouvement n'nuru pas lieu dans un plan horisontal , la vitesse du mobile , la force centrifuge et la tension du fil attaché au point C , seront variables. Supposons que le mobile se meuve dans un plan vertical; désignons par 2gh le carré de sa vitesse , quand il se trouve dans le plan horisontal passant par le point C; et, à un instant quelconque, appelons a sa distance a ce plan, regardée comme positive lorsque le mobile sera situé au-dessous , et comme négative quand il aura passé au-dessus ; nous aurons à cet instant 2g ( h ■+■ *) pour le carré de sa vitesse (n« 160) , et ESSjfaS pour la force centrifuge. Pour avoir la tension totale du fil, il faudra ajouter à cette force la composante du poids du mobile dirigé suivant le prolongement de son rayon , laquelle composante est égale à 'OJjL, comme il est aisé de le voir. Donc , en appelant h la tension totale du fil à un instant quelconque , nous aurons , _ mg(2h+*M) Cette force exprimera aussi la pression que le point C éprouvera à chaque instant, suivant la direction du rayon qui aboutit au mobile. Elle atteindra son maximum t lorsque le mobile sera au point le plus bas du cercle , où Ton a m = r, et son minimum, lorsqu'il sera au point le plus élevé , où 3r Ton a s =r— r. Si h est moindre que — , la tension deviendra négative et se Digitized by Google
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    100 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. lion pendant une partie du mouvement : il faudra alors que le 61 soit inflexible pour que le mouvement circulaire ait lieu. On néglige, dans ce calcul, le poids et la force centrifuge du fil , ce qui suppose M masse très petite par rapport à celle du mobile. On verra , par la suite , comment on y devrait avoir égard si cela était nécessaire. 176. Revenons au mouvement circulaire et uniforme , et désignons par T le temps que le mobilo emploie à parcourir la circonférence entière. On a = 2wr T' et , par conséquent , ce qui montre que la force centrifuge est en raidirecte du rayon du cercle, et en raison in,..e du carré du temps d'une révolution entière. Lorsqu'un corps solide tourne autour d'un aie fixe , tous ses points décrivent , dans le même temps , des cercles dont les plans sont perpendiculaires à l'axe , qui ont leurs centres dans cet axe , et pour rayons les perpendiculaires abaissées de chaque point sur ce même axe; par conséquent , les forces centrifuges de ces différens points sont entre elles comme ces perpendiculaires. Ainsi , par exemple, la force centrifuge des corps placés à la surface de la terre, et qui tournent avec elle autour de l'axe detpùlt* , est proportionnelle aux rayons des parafait* qu'ils décrivent ; et , de plus , cette force est dirigée en chaque lieu de la terre suivant le prolongement du rayon du parallèle qui petit par rapport au près, Pour convertir en nombre la fraction —^r-, on pourra prendre le rayon du méridien au lieu du rayon r de l'équateur , dont il est peu différent ; on aura alors 2*r = 4000000O». En prenant la seconde pour unité , et négligeant , dans ce calcul , la petite variation de la pe" à la surface de la terre , on a aussi (n° 115) 177. La force qui précipite les corps vers la terre, et que nous appelons pttanUur, est due principalement à l'attraction du sphéroïde terrestre sur ces corps. Hais quelle qu'en soit la cause , il est toujours certain que lu force centrifuge diminua celle tendance des corps pesons; en sorte qu'excepté ou pôle , où la force centrifuge est nulle , la pesanteur est partout moindre que si la terre n'avait pas de mouvement de rotation. A l'équateur, la force centrifuge et la pesanteur sont dirigées en sens contraire l'une de l'autre; la pesanteur y est donc égale à l'excès de l'attraction de la terTe sur U force centrifuge ; par conséquent , on a „ = Gg étant cette pesanteur, G l'attraction terrestre, ou la pesanteur qui aurait lieu si la terre était immobile , r le rayon de l'équateur, et T le temps de la rotation de la terre. Le second terme d« Write formule étant très Ou a d'ailleurs (u" 111) T = 80184 , et de la on conclut , à très peu près , 1 Ainsi, à l'équateur , lu pesanteur est de — par le mouvement de rotation de la terre 289 autour de son axe. Si ce mouvement devenait plus rapide , le temps T diminuerait , et la force centrifuge différerait moins de la gravité. En observant que 289 est le carré de 17, on voit qu'il suffirait que la rotation eut lieu en un dix-septième de jour, pour que la force centrifuge à l'équateur fût égale à la gravité; alors la pesanteur y serait égale à téro , et les corps abandonnés à eux-mêmes y demeureraient en équilibre. Dans ce calcul , nous avons seulement eu égard à la force centrifuge provenant du mouvement de rotution des corps pesans autour de l'axe de la terre; et, en effet, on conçoit que le mouvement de translution autour du soleil , qui est commun à tous ees corps, à la terre et à son axe, ne saurait influer sur leur tendance à s'écarter de cette droite mobile. En imaginant , par exemple , un fil parallèle à l'équateur, attaché à cet axe et aboutissant à un corps situé à la surface, il est évident que sa teusion ne changera oueunement par l'effet d'un mouvement qui emportera , à la fois , l'axe, le fil et le corps, sans changer leurs positions relatives. 178. La force centrifuge diminue la pesanteur en tous les points de la surface de lu terre; mais d'une quantité moindre qu'à l'équateur, soit parce qu'en allant de l'équoteur au pôle la force centrifuge décroit, soit parce quu l'angle qu'elle fait avec la verticale augmente. En appelant toujours r le rayon de l'équateur, et désignent par M la latitude Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PR d'un lien quelconque de I» terre, et par m le rayon du parallèle correspondant , on aura ■ sas r «M f i en négligeant la non-sphéricité du globe terrestre, l'angle f» sera celui que le prolongement de u, ou la direction de la force centrifuge , fuit avec la verticale ; la composante verticale de la force centrifuge s'obtiendra donc en multipliant son inten4v* w «té par cos m ; ce qui donne •4*' r cos' yu T» pour la diminution de la peMnteur due à la rotation de 1a terre ; et , d'après ce qui précède, cette quantité aura pour valeur COS* fé 289 Ce serait la toute la diminution que la pesanteur «1ÈRE PARTIE. 101 éprouverait, si la terre était une sphère homogène : elle serait proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; et la diminution totale du pôle où Ton a M = 80», à l'équateur où I on a ^ = 0, s'élèverait à - . Mais la terre est un sphéroïde aplati à ses pôles ; l'attraction qu'elle exerce sur les corps placés à sa surface diminue, pour cette raison , en allant du pôle à l'équateur ; cette diminution , en chaque point de la surface, est aussi proportionnelle au carré du cosinus de la latitude; elle s'ajoute à celle qui est produite par la force centrifuge, et par cette addition le coefficient — - augmente et devient à peu près. C'est donc celte 1 fraction qui exprimera, comme nous l'avons déjà dit (n» 117), l'accroissement total du poids d'un corps transporté de l'équateur au pôle. CHAPITRE V. EXEMPLES OU MOUVEMENT D UN POINT MATERIEL SUI\ ONK COUHBF. OU SUR UNE SURPACE DONNÉE. $ b*. Oscillation du pendule simple, 179. En pendule est, en général, un corps solide pesant, qui oscille autour d'uu axe fixe et horiiontal. Hais pour comparer plus facilement entre elles les durées des oscillations de différens pendules et les intensités correspondantes de la pesanteur, les géomètres ont imaginé un pendule idéal qu'on oppelle pendule simple, et qui consiste en un point matériel pesant , suspendu à un point fixe par l'intermédiaire d'un fil inextensible et inflexible , dénué de pesanteur et même de densité, et dont la longueur est celle de ce pendule. On verra , dans un autre chapitre, qu'il y a toujours un pendule simple dont les oscillations coïncident , et pour leurs durées et pour leurs amplitudes , avec celles d'un pendule quelconque, et nous montrerons comment la longueur du premier peut se déterminer d'après lu forme et les dimensious du second. Sous ferons voir aussi que cet accord ayant lieu entre les mouvemens de deui pendules dans le vide, il subsistera également dans un milieu résistant, quelle que soit la fonction de la vitesse qui exprime la résistance. Ainsi , il suffira de considérer le mouvement du pendule simple, soit dans le vide, soit dans un milieu résistant ; et c'est ce qu'on va faire dans ce premier paragraphe. 180. Soient C ( Gg. 46) le point de suspension , CB la verticale passant par ce point fixe , et CA la position initiale du pendule. Supposons que le point matériel qui le termine parte du point A avec une vitesse k perpendiculaire & CA, et dirigée dans le plau des droites CA et CB; il est évident qu'il ne sortira pas de ce plan vertical, et qu'il y
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    102 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. décrira des CA le rayon. Au bout du temps quelconque t, soit M la position du mobile ; des points M et A, abiiissons sur la verticale CB, des perpendiculaires HP et AD, et faisons CP = s , CD = c. En désignant par g la gravité et par v la vitesse du mobile nu point H , nous aurons, dans le cas du vide (n« 169), •"=*»+ 2* (* - c) ; et si Ton appelle * l'arc AM décrit par le mobile, ait de sorte qu'on ait — = r, on en déduira dt d.% dt = |/A. + 2g tfi_c) Désignons par 6 l'angle HCB, qui sera positif quand le pendule se trouvera à gouche de CB, comme la droite CA, et négatif lorsque le pendule sera à droite de la vertirale. Soit aussi « l'angle ACB , ou la valeur initiale de I. On aura d, dt B = a (• — •) v — — = — a —, dt dt en représentant par a lu longueur CM ou CA du pendule. On aura , en même temps , s = a cos t , c = a cos a ; et ou moyen de ces valeurs , celle de dt deviendra — adi dt = \/~ki + -i,ja (cos « — eus *) • (») Telle est donc la formule qu'il s'agira d'intégrer exactement ou par approximation. 181. 11 n'y a qu'un cas dans lequel l'intégration sous forme fiuie soit possible, c'est lorsqu'on a *• = 2ga (1 + cos •) ; ce qui a lieu quand le mobile part du point A avec la vitesse qu'il aurait acquise en tombant d'une hauteur égale à ED ; E étant le point le plus élevé du cercle qu'il décrit. En faisant t = 24i et obserl + cos 24 = 2 cos' 4, on a alors g cos 4 J'intègre, je détermine la constante arbitraire, de 1 sorte qu'on ait 4 = — • quand 1 = 0, et je mets 2 1 — là la place do 4 i tttnt ,_ 1 Xjf* w. 0-sin1/j»)(l+iin1/2«) 2 , * (l+sinl/2l)(l-sii. 1/2 •) ' Si le point A coïncidait avec le point E, on aurait «= * ; ce qui rendrait infinie cette valeur de t, quel que fut l'angle 4. Cela signifie que le mobile ne quitterait pas le point E ; et en effet , dans ce cas, sa vitesse initiale serait nulle, et la tangente au point E étant horiiontalc , il y demeurerait en équilibre. Le point B répondant à 1=0, on aura, dans tout outre cas, i l0S 1 -f sin 1/2 » I — sin 1/2 • ' pour le temps que le mnbile emploiera à parcourir l'arc AB. Avec sa vitesse acquise en ce point, il s'élèvera sur la demi-circonférence BA'E ; mais , d'après ce qu'on a vu dans le n° 159, il devra employer un temps infini pour atteindre le point E : c'est ce qui a lieu effectivement ; car en faisant 6 = — », on a r — x . Quelle que soit la vitesse initiale A et l'angle a>, la formule (l) pourra s'intégrer par les fonctions elliptiques ; en sorte que le temps des oscillations ou des révolutions du pendule se calculera toujours au moyen des tables numériques de ces fonctions ; mais , dans la pratique , on a seulement besoin de connaître la durée des oscillations très petites, que nous nous bornerons à considérer. 182. Pour que le pendule ne fusse que de petites oscillations de part et d'autre de la verticale CB, il faudra que l'angle a. et la vitesse k soient peu considérables; on pourra toujours rendre cette vitesse tout-à-fait nulle, en faisant partir lo mobile d'un point un peu plus élevé «pie A, c'est-à-dire, en augmentant convenablement l'angle «; on ne nuira donc pas à la généralité de la question en supposant * = 0 ; ce qui réduit l'équation (l) à (2) 0 \/ 2 cos 8 — 2 cos • Por les formules connues , on a •» fit cos » = 1 -f — — etc., 2 1.2. S. 4. • — 1 + ...... etc. 2 1.2.3.4. Les angles » et » étant très petits , par hypothèse , je néglige leurs quatrièmes puissances; il en résulte simplement ---1/ f Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. ion En intégrant et observant que » on en déduit 0, t — \/ — «rc f cos = —\ ; d'où Ton tire Ces formules montrent , conformément à ce qu'on ■ déjà tu ( n° lfifl ) , que le pendule fera une suite indéfinie d'oscillations égales et isochrones de part et d'autre de la verticale CB : il reviendra , avec une vitesse nulle , au point A où l'on a » = », .Si i\ — sera un multiple de a 2*, et au point A', situé à la même hauteur que A et où l'on a » = — • , toutes les fois que 6 sera un multiple impair de w. En appelant T le temps qu'il emploiera a aller de l'un de ces points extrêmes à l'autre, c'est-à-dire, le temps d'une oscillation Les durées des deux demi-oscillations, l'une descendante et l'autre ascendante , seront égales entre 1 elles et à — T. 2 En sénér-al , à deux instans séparés par un temps éçsl à T, le pendule occupera , des deux côtés de la verticale CB, des positions également éloignées do celte droite , et sera animé de vitesses égales et contraires ; car si l'on met i + T à la place de r, dt dans les valeurs de » et — , on voit qu'elles ne font dt que changer désigne. Le pendule coïncide avec la verticale quand on a I = 0 , ou t égal à un multiple impair de 1/2 T j il et, par conséquent, v = ± • \Zga , pour la vitesse du mobile au point B. En appelant h la hauteur DB de son point de départ au-dessus de B, on aura | s= a (1 — cos ») ss l/2aa' , à cause que l'on néglige la quatrième puissance de ». Abstruction faite du signe , la ff point le plus bas sera donc ce qui est, comme cela devait être, la vitesse dut à la hauteur A. 183. La valeur de T est, comme on voit, indépendante de l'angle « ; elle subsistera encore , et sera rigoureusement exacte, quand cette amplitude « sera infiniment petite. Si donc on écartait le pendule infiniment peu de la verticale, il emploierait pour y revenir un temps fini et égal Dans ce mouvement, le mobile décrirait un espace infiniment petit dans un temps fini ; ce qui vient de ce que l'intensité de sa force accélératrice serait infiniment petite. En effet, cette force est la pesanteur décomposée suivant la tangente à la trajectoire; or, dans l'étendue de l'arc infiniment petit qui aboutit au point le plus bas de cette courbe, la tangente fait avec la verticale un augle qui diffère d'un droit d'une quantité infiniment petite ; le cosinus de cet angle, par lequel il faut multiplier la pesanteur pour obtenir sa composante , est donc infiniment petit ; par conséquent, cette composante est aussi infiuiment petite. On peut étendre ce résultat aux oscillations d'un point matériel pesant sur une courbe quelconque , dont le plan osculutcur au point le plus bas B est vertical ; car dans une étendue infiniment petite la courbe coïncide avec son cercle osculateur, et, dans une étendue seulement très petite , elle s'en écarte très peu ; d'où il suit que C étant le rentre de ce cercle, la durée d«s oscillations très petites sur la courbe , de part et d'autre de son point B, est la même que pour un pendule simple dont C serait le point de suspension , et qui aurait pour longueur le rayon de courbure CB correspondant à ce point B. Les oscillations très petites ont donc une durée indépendante de leur amplitude, sur les courbes verticales qui ont lu même courbure à leur point le plus bus. Lorsque le plan osculateur en ce point n'est pas vertical , il faut remplacer dans la valeur de T la gravité g par sa composante dans ce pian, laquelle est égale à a sin i, en appelant s l'iuclinaisou du plan donné sur un plan horiiontal. 184. Quand l'angle * a une grandeur finie et seulement très petite , la valeur précédente de T u'est qu'approchée. En effet, si l'on conserve les quatrièmes puissances de si et de t dans les valeurs de cos « et cos I , et qu'on les substitue duns la formule (2), on 9 L/»s_|. l/l— i/ia (••+»«) A ce degré d'approximation , il faudra prendre [l - 1/12 (.« + I» )]_,/'= 1 + 1/24i>. + ) • Digitized by Google
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    104 on aura donc TRAITÉ DE MÉCANIQUE. formule qui s'intègre par les règles connues. En intégrant depuis • = « jusqu'à (=—>•, pour avoir la durée T d'une oscillation entière, on trouve g V 16' ce qui montre que cette durée est un tëe par la grandeur de l'amplitude. Il en résulte que si Ton appelle n le nombre des oscillations infiniment petites d'un pendule quelconque dans un temps donné , et n' le nombre des oscillations du même pendule et dans le même temps, quand leur amplitude « est : car le nombre n' doit diminuer dans le même rapport que la durée de chaque oscillation est augmentée par la grandeur de cette amplitude. 186. Quoiqu'on ait soin dans les difTérens usages du pendule , de faire en sorte que l'amplitude des oscillations soit très petite , ce qui rend toujours suffisante la correction relative à la grandeur de • qu'on vient de déterminer, il est bon , néanmoins , de connaître la série convergente par laquelle on peut exprimer la durée d'une oscillation , quelle que toit son amplitude. Pour cela , soient * et C les sinns verses des angles § et «, de sorte qu'on ait 1 — cos • = * , l — ros • dl = 1/2* — *• ' La formule (2) deviendra 2 K 9 i/Cs - x» l/\ — 1/2* ' et , pour en déduire la durée 1/2 T d'une demi-oscillation, il faudra intégrer depuis f b{, qui répond a S = jusqu'à x = 0, qui répond à I = 0. Or , en développant par la formule du binôme , on a / 1 \~l,t_ 1 \ _ 1+22'2.4 4 série dont le terme général est 1.3.5...2» 1 x 1.3 x» , 1.3.6*» , 2.4.6 8 2.4.6.. .2n et qui sera toujours convergente, à cause que * est constamment moindre que 2. Si donc on intervertit l'ordre de l'intégration, ce qui est permis en changeant en même temps le signe de dt ■ qu'on fasse ensuite, pour un nombre quelconque n ou léro , •f o 'dx J/Cx — *« A-i et qu'on double la valeur de — - T, il en 2 . y/ a , 11 1.3 1 13.6 1 N T = 1/ _ ( A» + — . - A, + . - A, + . _ As + etc. ]. r j\ 2 2 2.4 4 2.4.6 8 / Les valeurs des iutégrales définies Ao, ht , Ag , I duire successivement toutes les autres. En effet , Aj , etc., sont liées entre elles de manière que I on a, identiquement, Tune d'elles étant connue, il est facile d'en dé- I • (x — 1/2C) *»- ' dx +Vffl •/ x" - 1 dx /x'dx p\ i/tx—x* J |/C*— *• ^ 2 ^ L/Cx — x« ' /•- v^rrir^ /»«■ — « dx p x« dx j,. «y -y = , d'on l'on rnnrlut l/C*-x. /. y- dx , , , r *" dx = -«— ■ l/C* - x. 1) f (2n — 1^ C p x-"'dx Digitized by Google
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    DYNAJ et , par (2n — 1)C /» a- - ' dr :C,on»|/€ équation , A„ = , on aura , d'après t— i Si l'on fait successivement » ss 1 , = 2, = 3, etc. , dans cette formule , on en déduit » 1.S Ai =5 — C Ai = — C» A0 , 4 54 5 t.SI A» = — C A, = C8 Ao , etc.; généralement , A. = 2.4.6 — C Ao; . ..2n et quant à la Ao En substituant le* valeurs de A0 , A , . Ai , etc., : T, il en résulte pour la série qu'il s'agissait d'obtenir, et qui est essentiellement convergente, puisque 1/2 C est toujours moindre que r unité. Si Ton néglige la quatrième puissance de « , on aura C = 1/2 »*; il faudra réduire la série à ses deux premiers termes , et la valeur de T coïncidera avec 186. Considérons actuellement le mouvement du pendule simple dans un milieu résistant. Eu conservant toutes les notations précédentes, la composante de la pesanteur suivant la tangente HT, sera g sin I, à cause que l'angle que cette droite fait avec la verticale UN est complément de l'angle HCB ou I. Désignons par V la force accélératrice provenant de la résistance, laquelle est dirigée en sens contraire de cette composante g sin I , et apê l'arc Al; l'équation du mouvement (n- 168) d>, — = o sin » — V. (3) *» On pourra faire différentes hypothèses sur la valeur de V en fonction de la vitesse du mobile ; le plot simple est de la supposer proportionnelle à cette vitesse, de sorte que l'on ait v-I* A Ht en désignant par h une vitesse (. - •), sin 1=1 — M 12.3 et don+ etc.; si donc I est, comme précédemment, un très petit angle , et que l'on néglige sa troisième puissance , l'équation (3) deviendra *t f s» g - + + -1 = 0. dt> k dt a Sou intégrale complète est - _2f • == ^ccos|/^-^a **, par c et o' bitraires, par • la base des et faisant , pour abréger, 4*> Je détermine o et e* par les conditions 6 = » et dt — = 0, quand t = 0; ce qui dt on aura tyh t=« et, en / s /l l/J* I /*\ 2* (cos*> K — I «»»>K — )* » ii y a N a' 14 Digitized by Google
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    106 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. pour les formules qui font connaître, à un quelconque , la position du pendule et sa angulaire. dt A la fin de chaque oscillation ,ona — = 0; ' dt a lieu toutes les fois tiple de ar. Il s'ensuit donc que les oscillations sont (, comme dans le vide , et qu'on a y s pour la durée d'une oscillation entière ; en sorte qu'elle est augmentée, par la résistance du milieu, dans le rapport de l'unité à la fraction y. Quant aux amplitudes des oscillations, elles diiusedel'< » 2** En appelant a. l'amplitude de la n««» oscillation, c'est-à-dire, en supposant qu'on ait i ss (—1)» », , quand # = iiT, il en résultera n* Vga U. = «l 2>* i ce qui montre que les amplitudes successives forment une progression géométrique décroissante, dont le rapport est « 2yk Toutefois, ce mouvement oscillatoire suppose que y soit une quantité réelle ; et , en effet , c'est ce qui a lieu dans les expériences du pendule , qui n'a jamais une longueur extrêmement considérable, et dont la densité est toujours très grande eu égard à celle de l'air où il se meut : la vitesse * étant proportionnelle an rapport de la première densité à la seconde , elle est très grande par rapport à 1/2 \/ ga, et, conséqucmrocnt , y est une quantité réelle qui diffère peu de l'unité. Si , au contraire, on avait 2* < \/g~a , y serait imaginaire et de la forme C \/ — 1 , en désignant par C une quantité réelle; par les formules connues, les sinus et cosinus qui entrent dans l'expression de I se changeraient en exponentielles ; et cette transformation faite, on verrait que l'angle I ne pourrait devenir nul qu'après un intervalle de temps infini ; en sorte que le pendule approcherait indéfiniment de la verticale CB, sans pouvoir la dépasser ni même l'atteindre rigoureusement. 187. A mesure que les amplitudes des oscillations diminuent , l'expérience prouve qu'elles approchent de plus en plus de décroître dans l'air en progression géométrique : elles s'en écartent peu , par exemple , lorsque l'angle • est d'un tiers de degré on an-dessous. L'expérience montre, de plus, que ce décroissement est très lent; ainsi, dans une expérience de Borda, où il ment en progression géométrique, l'omplitude ne se réduisait qu'aux deux tiers environ , après 1800 oscillations. En appliquant l'expression de »* à cet ,MQ*Vga « M — 2/3 et , par conséquent , 1800 «• Vga 2* = y log 3/2 = y (0,40546)-, il en résultera (1800)» *• ( 1 — y» ) = >» (0,40*46)» ; d'où l'on tire y ta 1,00000000257... , ou à très peu près y— 1 ; ce qui permet de négliger la résistance de l'air dans le calcul de la valeur de T. On peut donc admettre que quand les oscillations sont très petites, la résistance de l'air est proportionnelle è la vitesse , comme nous venons de le supposer, et que cette résistance n'influe pas sensiblement sur leur durée. Hais lorsque les amplitudes sont un peu considérables , l'observation montre qu'elles ne décroissent pins en progression géométrique; en sorte qu'il devient nécessaire de faire une autre hypothèse sur la loi de la résistance. 188. Supposons cette force proportionnelle au carré de la vitesse, et prenons dit V - * dt* ' k étant une vitesse toujours très grande; et donnée qui que si l'on fait 2Sa H sera une très petite fraction. A cause arft , l'équation (3) deviendra d*t g dt* - + - sinl= 1/2/--; (4) dp a dt* en la multipliant par 2
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    DYFIAHIQUE , PRE1IÈRE PARTIS. 107 nom aurons d» * ») ce qui est une intégrale première sous forme fiuie de l'équation (4). Pour déterminer e, je suppose qu'on ait, comme di Lt,_-=0 di |*aa>; il enrésul2g (cos m -f- /» sin •) ^'=^[1- (ce.. + ,..!».). pour le carré de la vitesse acquise , laquelle est évidemment moindre que dans le vide. En vertu de cette vitesse , le mobile montera sur Tare BA' jusqu'en un point A , , moins élevé cos », — ft (siu m, — «| cos «| ) La valeur de », que l'on tirera de cette équation , différera très peu de «; je fais donc », =* — S , et je néglige le carré de S et le produit (*l , il vient f sin • = 2f* (sin* — • cos • ) , en sorte que l'on aura »t = m : (sm » — • cos •) , sin 4 * ' P u- conséquent, on aura, a un instant quelconque - (cos , + *• siu •}•-*(•- •)]. (6) di quo A', et pour lequel on aura — =0. Si Ton dëdt signe par — » , U valeur correspondante de I, il en (cos «i — /» sin «i ) =(cos • + p sin ; et si l'on développe les exponentielles suivant les puissances de /», et qu'on néglige le carré de cette fraction très petite, on aura = cos m + e (sin » — pour la grandeur de 9 , abstraction faite du signe , à U fin de la première oscillation. Ce résultat ne suppose pas les oscillations très petites ; mais si elles sont asset petites pour qu'on poisse négliger la quatrième puissance do • dans cette Taleur de », , elle se réduira i •,==• — Parvenu au point A, , le mobile redescendra , et il continuera ainsi à osciller de part et d'autre du point B, jusqu'à ce que les amplitudes de ses oscillations soient devenues sensiblement nulles. Si l'on appelle », l'amplitude de la seconde deraiiscendautc, il est évident qu'elle se ira de 
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    TRAITÉ 01 MÉCANIQUE. d'équations différentielles du second ordre, qui l viront il déterminer les inconnues , , »j , etc. M lie plus, pour qu'on lit l = av et— = 0, quand dt 1 = 0 ci quel que toit a, il faudra que les valeurs dl, rf»3 initiales de •> , Is , etc., — , etc., soient dt dt dl. toutes nulles, et que celles de I, et soient dt l'unité et zéro; et c'est d'après ces conditions qu'on déterminera les constantes arbitraires qui seront coutenues dans les intégrales complètes de 'équations. De cette manière , on calautan t de termes que l'on voudra de la rie précédente. Nous bornerons l'approximation au carré de et nous négligerons le cube et les puissances supérieures de cette Alors, on a simplement dt* lin • = •!,+ •> », , dt» «V et eu substituant ces valeurs dans l'équation (4) , et égalant les coefficiens de • et de «» dans ses il vient * *. g + -it = o, dt* m d* t» g 1 dt,» df a 2 dt* et déterminant les deux constantes arbitraires , de a», sorte qu'on ait I, =0 et — =0, quand 1=0, dt nous aurons lien a d* df ► a a 8 a V o' - + -!, = - (l - cos tt V -) i a 4a \ o/ d^ dt* et l'on aura f l/i » » t, = — — cos t \f 1 f» -}- — t* cos 2t S a 4 12 dto et — = 0, quand < =0. dt Au moyen de ces de I devient de I, et I. , . \co%tV - + + — co.K|/ -, 8 / r o 4 U o dl dee = -o —, on aura, en dt f , i S7 "fi/9* . t/* r = (• —)t/o«sra*K 7+—^ MO 7 5 et ces formules feront connaître la position et la vitesse du mobile à un instant quelconque. 190. Si nous remplaçons, dans la dernière, litl Zt\///~^-\m a sin t \Z~Lcot i/i, l éa 0 a quation p=0, qui a lien i le fin de chaque oscillation, prendra la forme (,_Ï+T«4/Ï) |/ï=«. V 3 3 0/ o L'angle m étant très petit, le premier facteur ne peut être nul; le second est icro tontes les fois que Digitized by Google
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    DYBAM1QBB, CREM1ÊBE PARTIE. multiple de «. Il s'ensuit donc que l'intervalle de temps qui «'écoule entre deux vitesses nulles et consécutives, ou la durée T d'une oscillation entière, est en sorte que la résistance de l'air, proportionnelle au carré de la vitesse, o'i cette durée. Cependant, elle augmente le temps que le mobile emploie à atteindre le point B. En effet, en le désignant par f, et faisant ( = 0, on a (.-r^i/T+ï+r,,,,!//^, V »' a 4 12 a et, par . /7 La plus petite valeur de ? y/ — qui satisfasse a diffère très peu de 1/2 soit donc • 2 le carré de / et le produit «f, ou aura 1/B«*. La résistance de l'air augmente donc la durée de la première demi-oscillation descendante, dans le rapport de 1 + - à l'unité} et puisqu'elle n'influe 3» pu sur la durée de l'oscillation entière, il faut qu'elle diminue , dans le même rapport , la durée de la demi-oscillation ascendante. En substituant cette valeur de i dans celle de i », il vu d'où l'on conclut que la vitesse acquise au point le plus bas est diminuée par la résistance de l'air, ajfi dansle rappoitde 1 a l'unité. 3 8î l'on désigne par — * , la valeur de I qui a lieu i U fin de la première oscillation entière, et qui (.-7).^, •1 = • — comme précédemment. Ces différons résultats saut indépendans de la 1 coefficient j* de la résistance, et supi'angle.très petit; ils. nent également au mouvement du pendule dans un fluide aériforme et dans un liquide, pourvu que le coefficient p soit déterminé pour chaque milieu en particulier. Dans le cas de • très petit, il est inutile d'examiner l'hypothèse d'une résistance proportionnelle au cube ou à une puissance supérieure de la vitesse ; car il n'en pourrait résulter, dans les valeurs de I etv, que des termes dépendais des puissances de » supérieures au carré, que l'on a regardés comme négligeobles dans les calculs précédent. En rapprochant ce qu'on vient de trouver de ce qui a été dit dons le n° 187, ou en conclut donc que la résistance de l'air n'influe pas sur la durée des très petites oscillations du pendule, pour lesquelles on néglige la correction relative a la grondeur de l'amplitude (n° 184). Quand ou tient compte de cette correction , la résistance a une petite influence, à cause qu'elle fait varier les amplitudes peudaot la durée du 191. Il ne suit pas de là que la durée des oscillations d'un corps pesant, quelque petite qu'on la suppose, soit la même dans l'air que dans le vide} car ce fluide, par la pression qu'il exerce sur le mobile, augmente celte durée en diminuant la pesanteur. D'abord, on sait par l'expérience, et nous démontrerons dans P Hydrostatique , qu'un corps en repos, plongé dans un fluide, y perd une partie de son poids, égale au poids du fluide dont il occupe la place. Ainsi , P étant le poids de ce corps dans le vide, P1 son poids daus l'air, II le poids d'un volume d'air égal I celui du corps, on a F s P — U En appelant p le rapport de la densité de l'air à celle du corps, g la gravité dans le vide, g' ce que cette force devient dans l'air, et m la masse du n a aussi P'=*«', n = Pf, V = m
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    110 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. dent aux deux forces accélératrices g et g', on aura Soit aussi a' la longueur du pendule soumis à la gravité g', qui fait ses oscillations dans le même la longueur est a ; il faudra qu'on ait y s' d'où l'ou tire * - • (1 - r). Donc, par la seule considération de la perte de poids à l'état de repos, la durée des oscillations dans l'air se trouve augmentée dans le rapport de l'unité k 1 — f pour un même pendule, et la longueur du pendule simple se trouve diminuée dans le rapport de 1 — p à l'unité pour une même durée. De plus, M. Bessel a fait voir, par l'expérience, que la perte de poids qn'un même corps éprouve dans l'air n'est pas la même, quand il est en repos et lorsqu'il a un mouvement oscillatoire. Elle augmente dans le second cas \ et il en résulte qu'il faut, dans les formules précédentes, multiplier P par un facteur / plus grand que l'unité, et dépendant de la forme du mobile. Je suis parvenu k ce d'un pendub et du l'air , et , d'après mon analyse , on a f = L quand le pendule consiste, comme celui de Borda , en une sphère suspendue à l'extrémité d'un fil très mince, dont la longueur est très considérable par rapport au diamètre Je cette sphère ; en sorte qu'alors il faut augmenter de moitié la correction relative à la densité de l'air, que l'on faisait subir, a ra ni I1 observation de M. Bessel, à la durée des petites oscillations et k la longueur du pendule simple. Dans tous les cas , le coefficient f est toujours indépendant de la densité du pendule, ainsi que de la densité et de la nature du fluide dans lequel il oscille , de manière qu'on peut toujours le déterminer par l'expérience, en comparant les durées des oscillations de deux pendules de même forme et de densités différentes, dans un même fluide, ou bien d'un même pendule dans deux fluides différens , tels que l'air et I uu , par exemple. 192. Maintenant, soit » le nombre des oscillations iufiniment petites qu'un pendule quelconque • jfftsWni * MsaaMals an ttbmm . iom XI. ferait dans le vide pendant un temps donué r. Pour déduire ce nombre, parla règle du n» 1S4, de celui des oscillations très petites qui est donné par l'observation, et afin d'avoir égard à la variation des amplitudes pendant ce temps r, on a coutume de prendre pour l'angle « la moyenne des amplitudes extrêmes qui sont aussi données par l'observation. Cela étant , la durée T d'une oscillation infiniment petite de ce pendule t » T = -} s» et l'erreur que l'on pourra commettre sur la mesure du temps r aura d'autant moins d'influence sur cette valeur de T, que le nombre » sera plus considérable. D'après la forme et les dimensions du corps oscillant, on déterminera, por la formula qui sera donnée dans un autre chapitre, la longueur du pendule simple, dont le mouvement est le même que celui de ce corps ; on réduira cette longueur, comme on vient de l'expliquer tout à l'heure, à ce qu'elle serait dans le vide; et si on la désigne par a après cette réduction , et qu'on représente par g la gravité dans le vide , on d'où l'on lire 9 = «• m a M C'est au moyen de cette formule que l'ou détermine avec une extrême précision , en chaque lieu de la terre, la mesure de la pesanteur, ou la vitesse g que les corps pesans acquièrent en tombant verticalement dans le vide , pendant une unité de temps. D'après l'expérience faite par Borda, à l'Observatoire de Paris , avec un pendule d'environ 3 mètres de longueur, on a a = 0», 993866 , unité; et l'on en en prenant la clut en ce lieu de la terre , c'est-à-dire , a une latitude de 48" 60' 14". M. Bessel ayant fait osciller successivement des corps de toutes sortes de matières , tels que des métaux, de l'ivoire, du marbre, des pierres météoriques , etc. , a constamment trouvé des valeurs de g sensiblement égales , les plus grandes différences, de part et d'uutre de la valeur moyeuno, s'clevant à peine à un cent-millième de cette valeur , et pouvant être attribuées aux erreurs inévitables de l'observation. Il ne peut donc rester aucun doute sur la parfaite égalité de l'attraction exercée par la terre sur tous les corps, quelle qu'en Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. lit «oit la nature , qui sont situés en un même lieu de sa surface; car cette égalité résulte de celle des valeurs de la pesanteur g, puisque cette force est l'excès de l'attraction terrestre sur la composante verticale de la force centrifuge , commune à tous ces corps. 103. En considérant la surface de la terre comme le prolongement du niveau des mers en équilibre, on démontre, dans la JUéeaniqu» célette , que la variation , à cette surface , de la longueur du pendule simple qui fait chaque oscillation dans une unité de temps , est proportionnelle au cosinus du double de la latitude; en sorte qu'en désignant par x cette longueur en un lieu dont la latitude est4,ondoit avoir 181(1 coa 24); (*) (et » étant des constantes déterminées par l'observation. On démontre aussi que le coefficient » est lié à l'aplatissement du sphéroïde terrestre par l'é2. + l=«/Jr, dans laquelle on appelle i cet aplatissement, de sorte que le rayon de l'équateur et celui du pôle soient entre eus comme 1 + l et l'unité , et où l'on désigne par r le rapport de la force centrifuge à la pesanteur, qui a lieu à l'équateur et dont la valeur est {a° 177) • 1 ' ~~ 289. La formule (&) est, en effet , confirmée par l'expérience quand on fait abstraction des circonstances locales qui peuvent influer, comme on le Terra par la suite , sur l'attraction de la terre et sur la longueur du pendule. L'ensemble des observations faites à différentes latitudes donne • = 0,002588 ; ce qui suppose f à très peu prés égal à r. La constante l est la valeur de x correspondante a 4 = 46°; elle diffère peu de celle qui répond à la latitude de Paris; et , d'après celle-ci, on a 0-W3866 = / [1 + 0,002ô88.sin (7° 40' 28")] ; d'où l'on tire 1 = Si l'on fait » = 1 et r = 1 dans la formule (a); que l'on y mette successivement / et x à la place de a, et qu'on désigne par p et « les valeurs correspondantes de g, on aura p = w* Z, m = w* x ; on aura donc P = l>»,805o7, et, à une latitude quelconque, • =/>(! — 0,002*38 « os 24). que cos 24 = » ces» 4 - I , on voit que la diminution de la pesanteur , en allant du pôle à l'équateur , sera proportionnelle au carré du cosinus de la latitude, conformément à l'énoncé du n» 178. En transportant un même pendule en diflërens lieux de la terre, on voit, par l'équation (a), que les nombres n de ses oscillations , dans un même temps r, varieront proportionnellement à la racine carrée de la gravité. Ainsi , par exemple , une horloge réglée, à Paris, sur le mouvement diurne de la terre, et transportée ensuite à l'équateur, retarder, i sur ce mouvement. En appelant m et n' les nombres des oscillations de son pendule en un jour sidéral dans ces deux lieux de la terre , on «=86164, si' ■ 0.002Ô88 1 + 0,0< I2ÔS8 sin (7»40'28") • » en sorte que le retard sera d'environ 127 i en 24 heures. C'est l'observation de ce retard qui • mis en évidence, pour la première fois, la varia§11. isr la cycloïde. 196. Soit ABC (fïg. 46) la trajectoire d'un point matériel pesant, dont le plan est vertical. Supposons que ce mobile parte du point quelconque D , sans vitesse initiale, et qu'il soit en H an bout du temps t; des points D et M abaissons des perpendiculaires DE et HP sur la verticale passant par le point B, qui est le plus bas de la courbe ; en faisant EP = s, et désignant par • la vitesse acquise au point M , et par g la gravité, nous aurons (n° 16») si l'on suppose que la pesanteur soit la seule force qui agisse sur le mobile. Soit aussi $ l'arc BM ; il décroît quand le temps augmente , on et si Ton fait h , PB = i — h — : , il en résultera \^2gdt = (0 quelle que soit la courbe donnée. Cette courbe étant, par hypothèse, une cycloïde , on aura (n° 73) Digitized by Google
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    112 TRAITÉ DI MÉCANIQUE. en désignant par a le diamètre BF de ton cercle générateur. On aura donc dt = i/5 a et , en intégrant , •1/7— (— 2Hr)! on n'ajoute pas de constante arbitraire, afin qu'on ait f = 0 à l'origine du mouvement, ou quand * =*. Si l'on appelle 1 le temps que le mobile emploie à atteindre le point B qui répond a s : 0, on aura arc (cos — — !) = «•, *4T H , par Ce temps est , comme on voit , indépendant de la hauteur h du point de départ D du mobile, audessus du point le plus bas B; en sorte que cette propriété , qui a lien par epproiimation dans tontes les courbes pour une hauteur A très petite, est rigoureusement vraie dans la cycloîde , quelle que soit cette hauteur , toujours moindre que a ou BF. Il en résulte que tous les mobiles , partis en même différons points de la cycloîde , arriveront temps à son point le plus bas. On oscilla^ tion entière de part et d'autre du point B; or, on voit que ce temps est celui des oscillations très petites du pendule dont la longueur 2a est le rayon de courbure de la cycloîde en ce point (n« 72) ; ce qui s'accorde avec le résultat du n« 183, relatif à la durée des petites oscillations sur une courbe quelconque, laquelle durée est la même, dans te cas = « (cos ty [/ — + de la eyrloïde , que celles des amplitude quelconque. 105. Le temps que le mobile emploie à parcourir l'arc DB de la cycloîde est encore indépendant de la longueur de cet arc , quand le mouvement • lieu dans un milieu résistant , et que la résistance est supposée proportionnelle è la première puissance de la vitesse. je En effet, représentons cette force par —, comme dans le n» 186; la composante de la pesanteur suidx dx vanl la Ungente HT, est g — , en observant que — dt d» est le cosinus de l'angle TIN que fait cette droite avec la verticale UN ; la force qui agit au point H , et qui tend à diminuer l'arc BH ou *, sera donc la dx v différence g g par conséquent , on aura dt k pour l'équation du mouvement d* « (dx v\ ou , ce qui est la même chose *%* 9 d» g — -\ h — *=o, dt ds —s- : Je suppose qu'à l'origine du quand t 3= 0, la vitesse e soit nulle , et qu'on ait t = en déterminant le* deux constantes arbitraires d'après ces conditions, et faisant, pour 2*' l'intégrale de l'équation préoédente sera (u> ltt) sin ty 2A Si donc on appelle l' le temps qui répond au point B ou à t = 0, on aura équation d'où l'on tirera une valeur de t' indépendante de »; ce qu'il s'agissait de trouver Si la résistance est très petite , ou la vitesse * très grande, on aura y = 1 , à très peu près ; et l'équation précédente donnera 2a 2 «* ce qui montre que le temps 1? est un peu augmenté par cette résistance. 196. Prolongeons la droite BF jusqu'en 0, d'une quantité égale à BFj ce point 0 aéra le centre de )igitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 113 ruurburc de la cycloîde ou point B; et si Ton trace les deux demi-cycloïdes OA et OC, tangentes aux droites OR et AC, et ayant OF pour diamètre de leur cercle générateur, OA sera la développante de AB, et OC celle de BC (n» 72); par conséquent, an Gl d'une longueur constante OB ou 2a, attaché au point 0, et qui s'enveloppera successivement sur les deux courbes OA et OC, tracera par son autre extrémité l.< cycloîde ABC. Cela fournit un moyen de construire un pendule cycloîdal. Pour cela , supposons que les courbes OA et OC soient tracées en relief , et que OB soit un fil inextensible et parfaitement flexible , attaché au point fite 0; attachons aussi un corps pesant à son autre extrémité B, puis écartons ce fil de la position verticale, de sorte qu'il s'enveloppe, en tout ou en partie . sur l'une des courbes OA et OC, et que sa partie non enveloppée soit une droite tangente à cette courbe : eu abandonnant ensuite le mobile à lui-même, l'extrémité inférieure du fil décrira la courbe ABC; et , d'après lo n» 194, la durée des oscillations de ce pendule, dans le vide , sera rigoureusement , et constamment indépendante de leur amplitude. Mais ce moyen ne sernit susceptible d'aucune précision dans la pratique; et , d'ailleurs, l'isochronisme des grandes oscillations n'aurait plus lieu dans l'air, la résistance de ce fluide n'étant point alors proportionnelle a la simple vise. 197. On appelle tavtoehronw toute courbe sur laquelle un point matériel pesant parvient toujours daos un même temps au point le plus bas , quel que soit le point de cette courbe d'où il est parti. Ainsi dans le vide, la cycloïde est une courbe tautochrone ; et , de plus , on ta voir qu'elle est alors U seule courbe de cette espèce. pk dx p Je fais x = A*' et dx = Ad*'; les limites des intégrales relatives a cette nouvelle variable x' seront téro et l'unité; on aura , par exemple, Si l'on appelle t' le temps que le mobile emploie ù aller, sans vitesse initiale , du point II au point le plus bas B, sur une courbe quelconque ADB, la valeur de f" [•'•,< sera donnée par l'intégrale de la formule (l) , prise depuis x = A jusqu'à * ss 0, ou , ce qui est la même chose, depuis * = 0 jusqu'à .c = h , en changeant le signe de cette formule ; on aura donc ** o Y A — * et pour trouver la courbe tautochronc, il s'agit de déterminer t en fonction de x, de manière que cette valeur de f" |/Î!y soit indépendante de A. Or, je suppose cette fonction inconnue développée suivant les puissances ascendantes de x, de sorte qu'on ait $ = A*- + B*C + C*> + etc.; A, B, C, etc. , », C, y, etc. , étant des coefikiens et des exposans indéterminés. Comme l'abscisse x et l'arc * ont leur origine au même point B, on devra avoir en même temps x = 0 et s = 0; il faut donc que tous les exposans », C, y, etc. , soient positifs , et qu'aucun d'eux ne soit xéro. On voit aussi, a priori , que le plus petit d'entre eux devra être moindre que l'unité ; car le point B étant, par hypothèse, le plus bas de la courbe demandée, la tangente y est horiiontale ou perpendiculaire b ds l'nxe des X; ce qui exige qu'on ait — =r « , quanti dx x =0 En prenont la différentielle de cette série, et la substituant à la place de ds dans la formule précédente, il vient * xc~l dx / 1 dx .+ etc. /»* x* - 1 pl „ l/h-s J „ x *-* dx' et si nous faisons , pour abréger , , j-'a-i dx' p m = B , etc., » " o V 1 — " il en résultera f \Zz^= .VA'**-/' + CBB'A + yCC'hy-'/' + etc. U est important d'observer qu'aucune de ces inté grales A', B', C, etc. , ne peut être nulle; car les valeurs des différentielles dont elles sont les sommes (o» 13) ne changent pas de signe entre les limites des intégrations : ces valeurs sout toutes positives, et par conséquent aussi celles des intégrales. Maintenant , il es: évident que la valeur de t' ne peut être indépendante de A, à moins que tous les termes de la série précédente ne soient nuls, excepté celui dans lequel l'exposant do A est xéro, ou qui répond à un des exposans », C, y, etc. , égal à — . Supposons que ce terme soit le 2 1 qu'on ait m = — . Pour que le second terme dispa2 raissc , il faudra que le produit CBB' soit nul ; ce qui exige que B soit téro, puisque C et B' ne le sont pas. On verra de même que les nutres coefficiens C, D, etc. , sont aussi égaux à xéro; de sorte que l'équation de la tautochrone se réduit à celle-ci : t = Ax'A , ou #« = A* x lfa Digitized by Google
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    114 TRAITÉ DE MECANIQUE. qui appartient à une cyclolde, dent U base e»t boriiontale et dont le sommet e»t au point B que le mobile atteint toujours dans le même temps. En désiguant par a le diamètre du cercle générateur, on aura A* = 4a, et par coi  comme dons le n° 104. 198. C'est encore la cyclolde que l'on trouve quand on cherche la brachystochroM dans le vide, c'est-à-dire, la courbe AMB (fig. 47) qu'un point matériel pesant doit suivre pour aller daus le temps le plus court, sans vitesse initiale , du point donné A au point B aussi donné. Pour déterminer cette courbe , soient s, y, %, les trois coordonnées rectangulaires du point M où se trouve le mobile au bout du temps i, soit aussi t Tare AH qu'il a parcouru. Et) supposant que Taxe des s soit vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, et désignant par « la valeur de s au point A, la vitesse — , acquise en H, sera la vitesse due à dt ta hauteur * — » ; en représentant la gravité par at on aura donc - = l/*î
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. lift (a) deviendra /CXdydty rC\dtiïi ~71~dx+l u u di d x */ a. M dx dx Mais «il intégrant par partie , et observant que les quantités Jy et j» sont nulles, par hypothèse , aux deux limites x = « et s = C, on a J * — tydx, " V' «>»°8« l' M m ds u dx et, par conséquent , dy d» et o — = 0. dx dx Intégrant de nouveau, et désignant par y une troiarbitraire, il vient a'y - as = y ; ce qui montre que la courbe demandée sera plane et comprise dans un plan perpendiculaire à celui des y et ». Pour simpliGer, je prends le plan de cette courbe pour celui des * et y; on aura alors -|A^ et l'on aura seulement à considérer la équation (e), qui deviendra Xo*y = o \/ds* + aV j d'où l'on déduit dy = adx " « dx> *f « Il ne restera donc plus qu'à intégrer cette formule, ce qui dépendra de la forme de la fonction X, et en suite à déterminer a et la nouvelle constante arbitraire, introduite par cette intégration, d'après la condition que la courbe demandée passe par les deux points donnés A et B. 201. Avant d'aller plus loin, soit e une constante quelconque , et supposons qu*ou mette X + c à la place de X dans les formules précédentes. L'intégrale U deviendra / dy* + c / K » + - ** i dx*
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    110 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et la valeur de y, qui la rend ud née j>ar l'équation , sera donads V{\ + c). - a' ' w Or, cette tomme d'intégrales quell représente étant un minimum, en considérant toutes les courbes qui aboutissent aux points A et 6, il est évident que la première intégrale t un minimum, en considérant seulement, parmi toutes ces courbes, celles qui répondent à une même valeur de la seconde intégrale. Cette remarque fort simple permet d'étendre imnimum relatif, les solutions des problèmes de maximum ou de minimum absolu ; nous en verrons une application par la suite. Comme ici la seconde intégrale contenue dans U est la longueur de la courbe cherchée , il s'ensuit que l'équation (*) servira à déterminer, entre toutes les courbes d'égale longueur, ou ùopirimètnt , celle qui répond au minimum ou au maximum de la prey — d = — a. arc (cos mière intégrale. En appelant / la longueur et commune à toutes les courbes , on aura * dx* condition à laquelle on satisfera au moyen de In constante indéterminée c, qu'on a introduite dans la formule («). 202. Appliquons actuellement la formule (
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    DYNAMIQUE, PREMIERE PARTIE. 117 ce qui est effectivement le temps qu'il doit employer à parcourir la hauteur C — *, du point A audessus du point B. La déterrai nation do la ligne de la plus vite descente étant un problème de pure curiosité , je me •uis borné à en considérer le cas le plus simple, celui où le mouvement a lieu dan* le vide, et où les points extrêmes sont donnés. Si ces points A et B ne sont pas fiscs et donnés, mais qu'ils soient seulement assujettis à se trouver sur des courbes données DAEet FBG, ou sur des surfaces aussidonnées, la brachyslochrone, dans le vide , sera encore une cycloîde , et , d'après les règles du calcul des variations, on pourra déterminer, dans tous les cas , les coordonnées de ces deui points. Dans un milieu résistant, cette ligne sera une autre courbe, dont on obtient, parles règles de ce calcul, l'équation différentielle, dépendante de la loi de la résistance par rapport à la vitesse du mobile. Pour tout ce qui concerne le calcul des variations , je renverrai au Mémoire sur ce sujet , que j'ai inséré dans le XIIe de l'Académie des $111. 203. Pour donner un exemple du point matériel sur une surface donnée, je reprends le pendule simple du n° 179; mais je suppose qu'après l'avoir écarté de la verticale CB lfig.46),et l'avoir transporté en CA, on lui imprime une vitesse qui ne soit pas dirigée dans le plan verticaJ ACB. Le pendule sortira alors de ce plan , et le point matériel qui le termine se mouvra sur la surface d'une sphère décrite du point C comme centre, avec un rayon égal à la longueur a de ce pendule. La percussion qui sera exercée sur ce mobile, à l'origine du mouvement, se décomposera en deux forces, l'une dirigée suivant AC ou suivant son prolongement, qui sera détruite par la résistance du point fixe C, l'autre perpendiculaire à AC, qui produira la vitesse initiale du pendule , que je représenterai par k. Je supposerai que le mouvement a lieu dans le vide; en sorte que lu gravité soit la seule force accélératrice donnée qui agisse sur le mobile Cela posé, au bout du temps t, soit CM la position du pendule ; et désignons par s, y, z, les coordonnées rectangulaires du point M. Soient aussi m la masse du mobile, ctmN la tension inconnue du fil CM, dirigée suivant son prolongement. En prenant le point C pour l'origine des coordonnées x, f, s, les composantes de la force accélératrice flf suivant leurs proloogemens seront * y. * ■ — W, — N , — N. a a a Or, si l'on applique au mobile une force égale et contraire à K, ou pourra ensuite lu considérer romnie entièrement libre , et faire abstraction du fil CM ; donc en supposant l'axe des s positives , vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, les trois équations du mouvement seront d» x x dr» a d*y y - +-*=■-<>, ( (I) dt* a d» s s - + - N - y = 0, df» a qui s'accordent avec les équations (3) du n° 151. On les réduira à deux par l'élimination de l'inconnue N; et en y joignant l'équation de la sphère, savoir, *• + r + »• = «■ • on aura les trois équations qui devront servir a déterminer x, y, *, en fonctions de t. 204. J'ajoute les équations (I), après les avoir multipliées par x, y, s; il vient xd> x + yd* y + sd» » — + Na - es = 0. En différentiant l'équation de la sphère, une première fois , on a xdx + ydy + sds = 0, (2) et, une seconde fou , xd* x + yd» y + sd* % = — dx* — dy* — rfs» . Si donc on représente par r la vitesse du mobile au bout du temps t, de sorte qu'on ait dx* + dy» + ds» il en résultera dt* v* gs K = - + -; a a et, en effet , la tension mN doit être la somme de la me» «nys force centrifuge et de la composante a a du poids du mobile suivant le prolongement du rayon CM. J'ajoute aussi les équations (1), après les avoir multipliées par dx ,dy , ds; l'inconnue N disparait en vertu de l'équation (2), et l'on a dxd* x -f dyd' y + dsd» s _ dl. = gds. En intégrant et désignant par 6 la constante arbitraire , on aura donc dx* + dy* + dt* dt* = Sgt + b. (3) Li valeur initiale du premier membre est *» ; par Digitized by Google
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    118 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. conséquent, si l'on désigne par y celle de a, on aura *' — «y> = * , et, à un instant quelconque, v = *» + 2y (s - y) ; ce que nous savions déjà. Enfin, je multiplie la seconde équation (l)par *, et j'en retranche la première, multipliée par y; ce qui donne d > y d* X s y — = 0; dP dt* donc, en intégrant et désignant pare la constante arbitraire, nous aurons sdy — ydx es odt. (4) De cette manière , la solution du problème ne dépend plus que des trois équations différentielles (2), (3), (4), qui sont du premier ordre, et dont la première a déjà pour intégrale l'équation de la sphère. On peut séparer les variables, et réduire la question aux quadratures par le calcul suivant. 206. L'équation (2) donne sdx -f ydy es — sots j en élevant au carré ses deux membres et ceux de l'équation (4), et ajoutant ensuite les équations résultantes, il vient (** + 9% )(» cos ». Lorsque la vitesse * sera nulle , on aura c = 0, b = — 2y>, et , par conséquent, odt dt — ce qui coïncide avec la valenrdedf du n» 186, en observant que a — s et a — y sont ce qu'on a appelé ax et oC dans cette valeur. 806. Considérons spécialement te cas où le pendule a été très peu écarté de la verticale CB, et • reçu une très petite vitesse initiale. Supposons cette vitesse horixontale, et , par conséquent , perpendiculaire au plan ACB, de sorte qu'on ait t — O. Désignons par C une fraction très petite, et faisons * es C 1/ya. Soient aussi * et t les angles ACB et MCB ; en négligeant leurs quatrièmes puissances , on aura b se — 2ga + oa (a» + C« ), c» = ya* »» Ct ;
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    DYiUMIQUE, PREMIÈRE PARTIE et l«s formules (6) cl (6) deviendront 9 ^-•■)C"-^),[ (a) | (/(•! — »» ) (»• _ C» ) L'ongle 4 fcrn connaître la position du plan vertical MCR , dans lequel le pendule se trouve à chaque instant ; il pourra croître indéfiniment. L'angle I déterminera , aussi à chaque instant, la position du pendule dans ce plan variable . on lo regardera comme une quantité positive , et les positions du pendule, également éloignées des deui côtés de la verticale CB, répondront a un même angle t et à des valeurs de 4 qui différeront entre elles de l8o». dï D'après la valeur de — , tirée de la première dt équation (a), on voit que l'angle • sera toujours compris entre * et C. Si l'on a C sa *, on aura constamment I = en divisant les équations (a) l'une par l'autre, on a , dans tous les cas, dans le cas de « = ■ = C, on aura donc a par conséquent , le pendule décrira alors uniformément un cône droit à base circulaire, et le temps 2irJ/ -, c'< 9 dire, le même que celui d'une double oscillation dans le plan vertical ACR. Ainsi , deux pendules de même longueur a, qui partiraient ensemble de la droite CA, l'un sans vitesse initiale et l'autre 110 avec une vitesse perpendiculaire au plan ACB et égale à « l/ja, reviendraient ensemble a cettedroite CA. 207. On peut écrire la valeur dfsous la forme »d» Je fais, pour simplifier, 2|. _C» =(.» — C» )*, 4WI=(.» — C» )dx, le radical devient ± ( •» — C» ) L/l — *» ; et il en g L \ — *» A couse de ê = a et s = 1, quand t =. 0, on tire de là « = ±-l/'l.rc(co. = *), 8 g et , réciproquement, * = L'OS Zt \f — . a On aura donc , à un instant quelconque , 1 1 I j/T •• = — +C» )+ — - C») cos 2/ K - ; 2 8 a ce qui montre que le pendule fera dans le plan variable MCB, des oscillations isochrones dont les extrémités répondront a « = m et I = C, et dont la 1 I durée sera — w — , ou moitié d'une oscilla2 g tion dans le plan fixe ACR. Je substitue cette valeur de I' dans l'équation cos » \/L =«,... |/l _ ,i„. , |/I. il NI r, S..U.et,àcau.ede4=0 «» cos» t \/ — + C» iin» t Y/ — t = 0, nn en Cela étant, le mouvement du plan HCB ne sera plus uniforme comme dans le cas de » = C; on voit que ce plan effectuera successivement les quatre quarts de sa révolution entière, dans des 1 ./a au temps — —, temps égaux entre eux et i » 9 pendant lequel le pendule fait une oscillation dans ce plan variable. Digitized by Google
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    120 TRAITÉ DE MÉCANIQUE Un lire de celle dernière équation a' cos» t Y/ — co»» 4 — a» cos» a a C« siu> «.in» 4 = ■ i» nos' \/ — .f C» sin» i on a aussi a-» = (o> — »> ) cos« 4 = o> »« cos» 4, y» = (a» — s» ) sin» 4 = a» •' sin» 4, d'après la valeur approchée de z; donc, à cause «le • • = a» cos» t \f — + C» sin» , nous aurons j-» = o« a» cos» 4, y» = a» C» sin» 4 , et, par conséquent r» y» - + - = «'; •» C» ce qui Tait voir que la trajectoire de la projection du mobile sur le plan horizontal passant par le point C, est une ellipse qui a son centre en ce point , et l'un de ses aies dans le plan ACB, d'où part le pendule avec une vitesse perpendiculaire à ce plan. CHAPITRE VI. EXEMPLES DU MOUVEMENT C DU MOBILE ENTIÈREMENT LIBRE. § 1". Mouvement des projectitee. 208. Dans ce paragraphe , nous nous occuperons particulièrement des projectiles de l'artillerie, qui sont lancés avec de grandes vitesses, et soumis à la pesanteur et à la résistance de l'air. Faisons d'abord abstraction de celte résistance, et considérons un point matériel pesant qui part du point 0 (fig. 48), avec une vitesse a dirigée suivant la droite OA. Il est évident que le mobile ne sortir i pas du plan vertical pastout par celte droite. Soit OMD sa trajectoire dans ce plan, laquelle sera tangente à OA. Dans ce même plan , menons deui axes 0* et Oy, le premier horizontal , et le second vertical et dirigé en sens contraire de la pesanteur. Prenons ces axes pour ceux des coordonnées ; au bout du temps quelconque t, soit H la position du mobile, s son abscisse OP, el y son ordonnée PM. Désignons par y la gravité. Enfin , appelons a l'angle aigu AO* que fail la vitesse initiale a avec l'axe Ox, de sorte que ses composantes soient a cos a suivant cet oxe, cl a sin » suivant l'axe Oy: l'angle a serait négatif , si la droite OA était située au-dessous de Ox. D'après ce qu'on a vu dans le n° 148, les montemens des projections du mobile sur les deux axes 0* cl Oy seront indépendans l'un de l'autre ; le mouvement de sa projection horixontale sera donc uniforme et dû à la vitesse a eos a, et celui de sa projection verticale sera dû à la vitesse initiale a siu « et à la force constante y agissant en sens contraire de cette vitesse; par conséquent , on aura 1 * = t a cos a , y as t a sin a gf ; 2 et si l'on élimine t , et qu'on suppose la vitesse a due à une hauteur h, de sorte qu'on ait o = ^/'igh, il en résultera *' y = * tane a 4/t ens» a , pour l'équation de la trajectoire. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 121 Cette courbe est donc une parabole qui a son grand axe vertical; son sommet, déterminé par oy l'équation — = 0, répond à dx m = 2h cos • sin », y = k sin» « ; et elle rencontre Tue 0* en un second point R, tel qu'eu appelant h la distance OR, ou a h — 4k sin « cos • = 2k sin 8». Cette distance h est ce qu'on appelle ['amplitude du jet. Dans le vide, son maximum répond, comme on toit , à • = 46», et il est égal à 2k, c'est-à-dire double de la hauteur duc à la vitesse initiale. En appelant v la vitesse du mobile an bout du temps i, et substituant les différentielles des valeurs précédentes de * et y dans l'équation dp il! v* — a> — 2agt siu « + y» f* . Le temps que le mobile emploie è arriver au point R en décrivant la courbe OCR, est le même que s'il décrivait la droite OR avec la vitesse a cos *; il est 4k sin ». t — a cos « elà< ■ de k = —, il en résulte y* = 2a sin ce qui donne v* ss a*. La vitesse en ce point R est la même qu uu point 0; elle est dirigée suilu tangente RE, et l'ungle de chute ERx est i le même que l'angle de projection AOx. Si le mobile, au lieu d'être un point matériel, est un corps solide , de forme et de dimeusious quelconques, on verra par la suite que ces équations du mouvement parabolique devront être rapportées k son centre de gravité. 209. La vitesse a étant donnée , si l'on demande quel doit être l'angle « pour que le mobile atteigne at = C et y = y, ou mettra ces valeurs daus l'équation de ht trajectoire, et l'on aura > = 
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. tile et y la gravité, nou» d» s R ds d' y R dy «/,. m ds ' «if» " « pour les équations du mouvement de son centre de gravité. Je prendrai pont ce projectile une sphère homogène ou composée de couches concentriques dont chacune sera homogène ; en appelant D sa densité moyenne et r son rayon , on aura alors 4«Dr> * ~ 3 • Je supposerai aussi, conformément aux hypothèses généralement admises , la force R proportionnelle nu carré de la vitesse du centre de gravité, à la surface du projectile , et à la densité de l'air ; il en résultera R Hf ds» m Dr df* f étant celte densité , et n un facteur numérique qui devra être déterminé par l'expérience. Cette expression satisfait à la condition de l'homogénéité R d'* des quantités; car — et le rapport de — a r sont m dt* deux quantités de la même nature que la gravité g , et les facteur» n et — sont des nombres absD traits. Pour plus de commodité, je ferai 1 Dr ~~ de sorte que — soit une ligne dont la longueur c sera donnée , et que je regarderai comme constante , en faisant abstraction du changement de densité de la masse d'air que traverse le projectile. R d$* 211. En mettant à la place de —, sa valeur c — , m dt' les deux équations du mouvement deviennent L'intégrale de la première est ** — = a cos • • , dt ds en observant qu'on a — = a cos • , au point 0 où dt t = 0, et désignant par « la base des logarithmes népériens. La forme de la seconde ne différant de celle de la première que par son dernier terme , je fais, pour l'intégrer, dy dm 7t~F dt' 0 étant une nouvelle dy cette valeur de — dans la seconde équation (1), et dt ayant égard à la première, il vient ds dp ~dtlt~~ Je divise cette valeur par le valeur précédente ; il dp ds g dt ' dt ds — ou de sa dt o» cos» • En considérant y et p comme des fonctions de • , dy ds _ dy dp ds _ dp P ~ ~dt ' dit ~ ds' dt' dt ds' ■i donc on fait toujours a* = 2gh , l'équation préC») * ds 2h cos» • a»'»} d* s ds ds — + c = » , dO dt dt d'y d, dy - + c -f- y = 0. dt- dt dt (1) et ce sera l'équation différentielle de la trajectoire. Ou a l/ 1 + j>» ds = d» ; en multipliant membre à membre ces deux dernières équations, on aura donc doù il suit, en intégrant et constante arbitraire, par y la 1 1/ i+p' + 'og (p + l/i+p' ) = y •ich cos» « Pour déterminer y , on fera , a la fois , s = 0 et p = tang «; ce qui donne (3) > = + tunn * l l + UnV * + log (tang at + [/ l + tang» «) , Digitized by GoogI
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 12* , pour abréger, je conserverai y à la plane de j dx=z—2hcost »e - >"dp, dy—pdx, gdt, ——dxdp ; valeur. D'après les équatious précédentes, on a en éliminant l'exponentielle au moyen de l'équation (3), nous aurons donc cdx dp cd = p± y cSdt — -dp _ i . [y~p l/i+p* — iog {p + \^ï+p> ){*~ ' formules qui ne sont point intégrnbles sous forme finie : dans la dernière , on regardera le radical comme «ne quantité positive , parce que l'angle dont p est la tangente diminue quand le temps augmente. 212. Si l'on appelle m cet angle, c'est-à-dire, l'inclinaison ITx de la tangente à la trajectoire, sur J'aie horizontal Ox , on aura dm p tang m, dp = ' cos« • Les valeurs de x , y, t, déduites des équations (4) , seront de la forme ftidm ; l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse au point 0 où l'on a « = a., et il désignant une fonction donnée de ». On calculera ces trois valeurs, pour chaque point H, par la méthode des quadratures (n« lft). De cette manière , on pourra construire la trajectoire par points, et l'on connaitru le temps t que le mobile emploiera h décrire chaque arc OH, dont la longueur « sera donnée par l'équation (3). Quant à la vitesse du mobile au point M, on aura ds> dt* »\= (' + p*)- = r (» + p* ) -. dt* dp' et , par conséquent , J(>+P') Cf> >-p|/i+p«- i«s(p+1/i+p' En étendant ces intégrales jusqu'à » = 0, on déterminera l'abscisse et l'ordonnée du point C, le plus élevé de la trajectoire. Si l'on donne ensuite à m des valenrs négatives , on déterminera les points de la branche descendante CBD de la trajectoire. Quand on sera parvenu à une valeur — * de », pour laquelle l'ordonnée y de la trajectoire sera nulle , la valeur correspondante de t exprimera l'amplitude du jet OB, qui ne sera plus double de l'abscisse du point C, comme dans le cas du vide , et dont le Maximum , par rapport h «, répondra à un angle moindre que 40» et dépendant de la grandeur de la vitesse initiale. L'angle *' ou EBx et la vitesse au point B différeront aussi de a. et a. toutes les circonstances du mouvement ( , et la solution du problème est complète, sauf la longueur des calculs numériques qu'il faudra exécuter dans ohaque cas , lorsque les valeurs des trois constantes h, m, c, contenues dan* les formules précédentes, seront données. 213. Le mouvement du projectile sur la branche descendante de la trajectoire , approche de pins en plus d'être vertical et uniforme. En effet, soient *, , y, , #, t les valeurs de *, y, t, qui répondent au sommet C; transportons l'origine des coordonnées en ce point , et faisons * = *< +*'. y = y, - y', i=i, + f en sorte que *' et y' soient l'abscisse et l'ordonnée du point quelconque M' (fig. 60) de la branche descendante , rapportées h l'axe horitontal C*' et h l'axe Cy' qui est dirigé dans le sens de la pesanteur, et que t représente le temps employé à parcourir l'arc CM'. Soit aussi p' la tangente de l'ungleM'TV que fait la tangente à la courbe en M' ovec l'oxo C*'. Nous aurons et à cause de l°g tl/l + P« - P* ) = - log (p- + L/l+p
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    124 TRAITÉ DE MÉCAMQVK. garithme d'une quantité trèi grande p'* , et, à plus forte raison , 1/2 log *V>, est très petit relativement a cette quantité : on mira donc , pour ces valeurs de p', dp' oV - -; cp'« en intégrant et désignant par C une quantité constante , et il en résultera 1 »' = C ; cp> ce qui montre que les valeurs de x' ne croîtront pat indéfiniment avec celles de p'. Cela étant , soit C J o dp' 7 5 q sera une ligne de grandeur finie, qu'on pourra calculer par la méthode des quadratures ; et si l'on prend sur Cx' une partie CA égale ù cette ligne , la verticale AB menée par ce point sera une asymptote de la partie CD de la trajectoire; en sorte que le mouvement du projectile sur cette brandie descendante , approchera indéfiniment de la direction Observons, de plu», que pour les très grandea voleurs de p', les deux dernières équations (4) ae réduiront à dp1 dp>  m, qui est tel que o = tang C rend nul le dénominateur commun de ces deux formules , c'est-à-dire , un angle C qui satisfait à l'équation y — tang C [/ 1 + tang* C — lng (tang C + [/ 1 + tang' C = 0. (8) Cela étant , on voit par la valeur de dp, tirée de Tune ou l'antre des deux premières équations (4) , que l'abscisse x et l'ordonnée y croissant indéfiniment , abstraction faite du signe , dans cette portie OS de la courbe, la quantité p cesse de croître, lorsqu'elle diffère infiniment peu de tang Cj en sorte que p ne peut jamais dépasser ni même atteindre rigoureusement celte valeur p = tang C; ce qui signifie que la branche de courbe ON a une asymptote qni coupe le prolongement de l'axe Oisons l'angle C. On déterminera sa distance au point O de la manière suivante. Je mène par le point O un axe qni fasse, avec le irolongement de Ox, «n angle égal au complément de C, et qui soit par conséquent , perpendiculaire ù l'asymptote de ON. J'appell" m l'abscisse d'un point quelconque de la courbe, comptée sur cet axe à partir du point O; les coordonnées de ce point , par rapport aux axes Ox et Oy, étant toujours r et y, on unr» si = y cos C — x sin C En différentinnt et mettant pour ds et ûty 1, urs T"leurs données par les deux premières équations (4), il vient cosC (tang C — p) dp edu — [r-p l » + p« - log (P+\A +p» )J Digitized by Goog
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    DT.NAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 12fi formule dam laquelle on donnera a p de» valeurs plus grandes ou plus petites que tang a, selon qu'il s'agira d'un point de la partie ON ou de la partie OH de In courbe. On peut retrancher de son dénominateur le premier membre de l'équation (8), multiplié par cos C; et si l'on fait , en outre . dm p — lang -, dp — — - . cos» m et , pour abréger , tang C |/l + tang» C + log [tang C + 1/ I + t.mg» C) — tang » |/l + tang» 2 — log (tang m + \/ ! -f long» m) = U, il en résultera _ (tang C — tang «) dm cU cos C cos» m Or , en faisant t~ fm (tang C — tang m) dm 0 cos» m t sera une ligne de grandeur finie , que l'on calculera par la méthode des quadratures , et qui eipriraera la valeur de m relative à l'asymptote de ON, c'est-à-dire, la longueur de la perpendiculaire abaissée du point 0 sur cette droite , qu'il s'agissait de déterminer. Cette droite osymplotiqne aura pour équation y cos C — s sin C = r; en sorte que si l'on prend sur le prolongement de 0* nn point H tel que l'on ait sin C l'asymptote de la branche ON sera la droite HK, menée par le point D, et faisant avec le prolongement de 0* un angle KIIO supplément de C. Les deux asymptotes FG rt HK. prolongées au-dessus de l'aie 0*, se rencontreront en un point L, de manière qne la courbe entière sera comprise rions l'angle Kl.G , dont le complément est l'angle C déterminé par l'équation (fi). 215. Lorsque l'angle de projection AO* ou « est très petit (fig. 51), le projectile ne s'élève qu'à une petite heutenr au-dessus de l'axe horizontal Ox , mené par son point de déport. Or, dans ce cas, on peut obtenir, avec une approximation suffisante, l'équation en x et y de la partie OCB de la trajectoire, située au-dessus de Ox; et même on peut étendre cette équation jusqu'à un point D, dont la distance à cet axe n'est pas très considérable. En effet , dans toute celte partie OCB, ou même OCD de la trajectoire, la tangente à cette courbe sera presque horizontale, et la quantité p très petite; en négligeant le carré de p, on aura donc ds — d x , * = x . et l'équation (2) deviendra. dx dx> ih , 0J' * En intégrant deux fois de snîte , et déterminant les dy constantes arbitraires de manière qu'on ait — =r ix tang • et y = 0, quand m == 0, il vient 1 y — x tang * — - — (e"* — 2e* — 1) , ' 8c» h cos» » v ' pour l'équation approchée de la trajectoire, qu'il s'agissait d'obtenir. En développant l'exponentielle qu'elle renferme, réduisant et faisant ensuite c= 0, elle devient l'équation exacte He cette courbe dans le vide. D'après l'équation gdf = — dxdp du n» 212, et dp la valeur précédente de — , on aura dt = \/2gh cos « et , par conséquent , ( = ce qui fait connaître le temps t que le mobile emploiera n parcourir une portion quelconque OU de la courbe OCD. 218. Supposons que le projectile vienne tomber sur le terrain en nn point D; représentons par x l'a baissement de ce point au-dessous du plan horizontal , mené par le point 0, on la perpendiculaire DQ à l'aie Ox; soient aussi / la distance OQ, et r le temps employé à aller du point O au point D; nous aurons , à la fois , * = /, y = — X , t = r, et en remplaçant, pour plus de simplicité, cos» • par l'unité dans les formules précédentes , il en résultera 8c« h (x + / tang .) = - W - 1, j rc\/iyh = — 1. }0) Lors donc que les deux constantes A et c seront données , et qu'on aura mesuré l'angle « et l'élévation x du point 0 au-dessus du terrain , ces équations feront connaître la porti* horizontale l, et In durée r du trajet du projectile. Réciproquement . quand on connaîtra «, x, l, r, par des mesures directe», ces équation* pourront senir à déterminer Digitized by Google
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    126 TRAITÉ DE le coefficient c de la résistance , et la hauteur h due à la vitesse initiale. En éliminant A, on o 4 (x + / tang •) (•" — 1)« = jr» (#» 210), ° ~ Dr D'après une théorie très imparfaite de la résistance des fluides , ce nombre n serait 3/8; mais toutes les eipéricnces le donnent plus petit , et Lombard le fait égal à 9/40. L'équation (ij fournirait le moyen le plus susceptible de précision pour lu détermination de c, en supposant bien connu et invariable, l'angle de projection ». § II. Mouvement de$ planètes. 217. Les lois du mouvement des plunètes autour du soleil sont connues sous la dénomination de Lois de Kepler , parce qu'elles ont été découvertes par cet astronome, qui les a déduites de l'observation. Elles sont au nombre de trois . dont voici les énoncés : 1° Les planètes se meuvent dans des courbes planes , cl leurs r.iyons vecteurs décrivent, autour du centre du soleil, des aires proportionnelles au temps. MÉCANIQUE. 2° Les orbites, c'est-à-dire, les trajectoires dei planètes, sont des ellipses dont le soleil occupe un des foyers. 3° Les carrés du temps des révolutions des planète* autour du soleil sont entre eux comme les cubes des grands aies de leurs orbites. Toute l'importance de ces lois n'avait pas d'abord été comprise; c'est Newton qui en a montré l'usage pour déterminer la force qui retient chaque planète dans son orbite , c'est-à-dire , la direction de cette force et les variations de son intensité , soit d'une position ù une autre d'une même planète, soit d'une planète à une autre. On verra , en effet, dans ce paragraphe , que chacune de ces trois choses est une conséquence nécessaire des trois lois du mouvement planétaire que l'on vient d'énoncer. Ces lois se rapportent au mouvement du centre de gravité de chaque planète ; c'est le mouvement de ce point que nous allons considérer; et quand il sera question de la position ou de la vitesse d'uno planète, il faudra entendre la position ou la vitesso de son centre de gravité. 218. Soient AMBI) (lig. «2) l'ellipse décrite par une planète , AB son grand axe , C son centre , O et O' ses deux foyers , O celui qui est occupé par le centre du soleil , B le périhélie ou le point de l'or» bile le plus rapproché de 0, A Yaphilie ou le point le plus éloigné du soleil. Au bout du temps / qui sera compté à partir du passage de la planète a son périhélie, soit M sa position sur l'orbite. Désignons par r son rayon vecteur OUI, et par 6 l'angle MOB que l'on appelle , en astronomie , Vanomalie vraie. Le secteur décrit par ce rayon pendant l'instant dr, sera 1/2 r» di (n<> 156); d'après la première loi de Kepler, on aura donc r» rf» = cdt ; (1) c élant une constante égale au double de l'airo décrite dans l'unité de temps , et et le double de l'aire MOB décrite dans le temps quelconque /. Soient aussi O'M = r1, CB = CA = a, C0 = CO* = ae. D'après une propriété de l'ellipse, ou aura r + r1 = 2a; dans le triangle O.MO, ou a aussi r1» — r» -f- 4ro« cos t + 4a» e« ; et si l'on éliminer' entre ces deux équation* , il vient pour l'équation de la trajectoire. Pour toutes les planètes connues avant ce siècle, V excentricité e est une fraction très petite. Il faut excepter laplunète mercure dont l'excentricité surpasse un cinquième; celle de l'orbite de la terre est t = 0.01085318, Digitized by Google
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    dynamique, première partie. 127 oo, à peu près , un soixantième. La plus grande était celle de Mars, qui surpasse neuf centièmes ; c'était donc pour cette planète que le mouvement elliptique devait être le pius différent du mouvement circulaire excentrique , que l'on adoptait avant Kepler ; et c'est , en effet, dans les observations de Tïcho-Brahé , relatives à reltc planète, que Kepler a reconnu d'abord la différence de ces deux mouvemens. Si l'on développe les valeurs de r et t, en séries ordonnées suivant les puissances de t, ou de l'équation des aires proportionnelles au s, jointe à celle de la trajectoire elliptique on à celle de la trajectoire circulaire excentrique , on trouve que pour un même temps f, les développemens correspondans à ces deux courbes, ne différent que dans les termes qui dépendent du carré ou des puissances supérieures de «; circonstance qui rendait , k l'époque do Kepler , la différence des deux mouvemens très difficile à découvrir. 219. Si l'on appelle T le temps de 1> révolution d'une planète, et qu'on fasse 2« • = 7. cette constante n sera la vitesse moyenne angulaire, et»! le moyen mouvement de la planète. Imaginons un astre fictif dont le mouvement soit uniforme, et qui parte du périhélie et achève sa révolution en même temps que cette planète; son rayon vecteur décrira l'angle nt, pendant que celui de u planète décrit l'angle t, l angle • — nt, cornpris « une époque quelconque entre ces deux s, est ce que les astronomes appellent Véonamire: il est positif, et la planète précède riâtre fictif, en allant du périhélie ù l'aphélie; le contraire a lieu en revenant du second point au premier. Le maximum Je l'équation du centre dépend de la grandeur de l'excentricité. En prenant le jour moyen pour unité de temps, et mettant 360° au lieu de 2*, on a , relativement à la terre. T = 365^,266374, » = 0>ôV8". Cette valeur de T est la durée de Tannée aidirale , ou l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux retours consécutifs du soleil à une même étoile, dans son mouvement apparent autour de la terre. L'intervalle compris entre deux retours consécutifs à un même iquinoxt, est plus court, à cause que les points équiuoxiaux ont sur VicUptique un mouvement rétrograde, ou en sens contraire de celui du soleil. En prenant 6l) ',23427 pour la pricession annuelle en 1800, et observant que le rayou vecteur du soleil emploie 0>,014158, à décrire ce petit angle , il en résulte 305/,242216, pour la longueur de l'année iquinoxiaie au commencement de ce siècle. L'année sidérale est constante; mnis la précession des équinoxes varie un peu , et , par conséquent aussi , l'année éqninoxiale : sa longueur diminue d'à peu près une demi-seconde par siècle. 220. Ln constante c aura pour valeur le double de la surface de l'ellipse divisé par T; eu observant que le demi-petit axe est a \/ 1 — e* , et la surface «a» y/ 1 — «» , on aura donc _ 2»o» \/ \ — ». j Au moyen de cette valeur et de celle de n, l'équation (1) devient r»d» = na> #« ;d/. L'équation (2) donne / a(l_e» )-r\ a l/l -r« dr par conséquent , on aura rdr |/a> •» — (r — a}» ' Pour intégrer ces formules , faisons r = a ( 1 — « cos u) (o) nous aurons dr = ae sin «i , wdt = (1 — » ros «) du , à cause de r = a (1 — e] au point B, il faudra que l'angle u soit nul en ce point où l'on a aussi t = 0; en intégrant , on aura donc ni = * — • sin u. (t) En mettant pour r sa valeur dans celle de d», El observant que cos u = cos» 1/2 u — sin» 1/2 u, il en résulte L/"T=r,. du 1 i 1 — e cos» — « + e sin' — 2 2 et si l'on fait 1 tang — « = s , 2 cette valeur devient du cos» — « 2 rfs = En intégrant et observant que » et u sont téro eu Digitized by Google
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    128 TRAITE DE MÉCANIQUE. même temp» , c'est-à-dire, au point B, on aura i — i 2 «rc d'où l'on conclut i /rxr 1 tan y — I ^ IX — — — tan g — u , a * î — « 2 (c) en remettant pour s sa valeur. Ces trois équations (u), (6), te), expriment , sous forme finie, les valeurs de r, », I, uu moyeu de la variable auxiliaire M, qu'on appelle Y anomal* excentriquê. Eu éliminant u entre elles , ou aura les deux coordonnées polaires r et 6 de la planète en fonctions du temps , sous forme de séries ordonnées suivant les puissances de l'excentricité , qui seront, par conséqueut , 1res convergentes duns le cas des anciennes planètes. Après qu'on aura formé ces séries, on y pourra remplacer les puissances de cos nt qui se trouveront dans le développement de r, et celles de sin nt que renfermera le développement de • — nt, par des cosinus et des sinus des multiples de nt. Si l'on conçoit qu'on ait ensuite ordonne ces développcinens du rayon vecteur et de l'équation du centre suivant les cosinus ou sinus des multiples croissuns de nt, on pourra déterminer directement, par l'analyse suivante, les valeurs des coefficiens de ces deux séries en fonctions de l'excentricité. 221. Je fais r=A0 , -f A , c osn/-j- A ,cos2«<4- . . . -J- A.-cos int Jftlc . , 6 — »t— B, siu n/-|-B, sin 2nr-J-, ..-j-B, sin înl-J-ctc. j A», Ai , Ai , etc. , B, , B' , etc. , et généralement A< et Bi, étant les coefficient qu'il s'agit de déterminer. Si s et s' sont deux nombres entiers positifs et différens, on aura , en effectuant les intégrations, J. f: cos sur cos s*»* d nt = 0, * »w«tf sinstod-n^Oi et dans le cas de s = s*, on trouvera 1 COS' in ! d . PI t — — ■ , sin> ùsl d. nt sa — ». 2 Ces dernières formules ne s'appliquent point à P e» s'= 0; dans ce cas, la première inté-ralo est égale à w, et la seconde à léro Cela étant , je multiplie le développement de r par cos int d. nt , et celui de I — nt par sin tut d, nt ; puis j'intègre depuis nt = 0 jusqu'à nt = x. Tous les termes s'évanouissent, excepté ceux qui ont A^ ou B,- pour coefficient, et l'on en conclut r cos tnt d. ni , 2 r.t A, = -/ *i=-J*\i — nt) sin tnt d nt. Dans le cas de s — 0, on aura, en particulier, Ao = — / r d. nt, c'est-à-dire qu'il faudra réduire à moitié la valeur générale de A;. Eu intégrant par partie, et observant que 1 — nt est xéro uux deux limites nt — 0 et sj<=», l'expression de Bi pourra étro remplacée par celle-ci : 2 r\m B; = — / cos int d (• — nt). Je substitue à la place de r, nt, s, leurs valeurs en fonctions de u, tirées des équations (a), (t), (*); à cause de du dut = 1 - . cos tl, et parce que u = 0 et u = ■ répondent à nt = 0 et nt = wt il en résultera Ai= — ^ (l— ê cos si)» cos (ùi—iê sin s») du, » fm costsu-ùsins») *=-JAVl-» -b-*»»*/} i_.cos*d„ formules qui feront connaître les valeurs numériques des coefficiens Aj et Bi, soit par la méthode des quadratures, soit par la réduction en séries. Pour cette réduction , on aura, par le théorème de Taylor, IOS (s* — *# sin s») = ( 1 sin» st + sin* u — etc. ^ co. su V a 2.3.4 / / * ** \ ■+■ ( M sin « mu' si + etc. ) V 2.3 / sin tu; Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 128 et il en r&nltera pour Ai et H, de* séries d'intégral** relatives à u, dont les valeurs exactes s'obtiendront toutes, soit immédiatement, soit par des formules connues; en sorte que l'on pourra prolonger ces déveioppemens de Ai et B, aussi loin qu'on voudra. On pourra même obtenir leurs termes généraux en fonctions de s* et de «; mais ce n'est point ici le lien d'insister davantage sur ce sujet , qui appartient spécialement a l'Astronomie. Relativement a s sa 0, on a a rw 1 A„=- / (l-.eossf. dM = a(l I, m •* • 8 en ne prenant que la moitié de la valeur de Ai, qui répond à s = 0 : c'est le seul des coefficiens A0 , Ai , At , etc. , Bi , B, , etc., dont on puisse obtenir la valeur exacte. 222. Si l'on appelle v la vitesse de la planète au bout du temps t, et t l'angle que fait sa direction avec le prolongement de son rayon vecteur rou OM, on aura (ri° 156) aV* -f- r* dt* r sin t sb r — . dt En éliminant dt «u moyen de 1 équation (1), on a (r J ci e — 7 H , v sin t = — . rfl' r» r En îtriii de l'équation (2), on a aussi 1 A — 1 + ' < 0> * ^_ _ • sin I r - a (1 — #* ) ' dH " « (1 — «• ) ; d'où il résulte a* (1 — e* Js r» ss (1 + 2« cet i -f *« ; c« , et, par coaséquent, "=—7? — r( 'V»1" 1 ce qui montre comment, dans le mouvement elliptique , la vitesse et la direction du mobile en «-haque point se déterminent an moyen de son rayon vecteur. D'après la valeur de c du n» 220, i être écrite ainsi : = — (T"') Ces formules, jointes a celles des numéros précédens, font connaître complètement le mouvement d'une planète dans le plan de son orbite; mais quand on veut considérer à la fois les de deux ou de plusieurs planètes, il est nécessairo de rapporter la position de cha cune d'elles à un autre plan, qui est ordinairement le plan de Vicliptique ou de l'orbite de la terre. 223. Soient NON' (Gg. 63) l'intersection du plan de l'orbite d'une planète avec un plan passant par le centre 0 du soleil, OE une droite menée dans ce second plan, OM' la projection du rayon vecteur OM de U planète sur ce même plan. Désignons par y l'inclinaison des deux plans, par « l'angle NOE, par • l'angle BON que fait le rayon vecteur OB aboutissant au périhélie avec la droite ON. Ces trois angles y , t» , devront être donnés, et ils détermineront le plan de l'orbite et la position de l'clli pse dans ce plan. Soient aussi v et -i les angles variables MOM' et M'OE, que fait le rayon vecteur OM avec sa projection OM', et cette projection avec la droite OE, lesquels angles détermineront, à chaque instant, la direction du rayon OM aboutissant à la planète. Cela posé, considérons l'angle triédre qui a son sommet au point 0, et dont les trois arêtes sont OM, OM', ON. L'anomalie vraie, ou l'angle MOB, étunt toujours I, les trois faces de cet angle trièdre seront MON = MOB -f BON = I + „, M'ON = M'OE - NOE = 4 _ la première sera opposée à un angle droit, et la troisième à l'angle y. D'après les premières règles de la Trigonométrie spheriqur, un aura donc tan: sin a = sin y sin ( • -f- « ), ^4 — *} = cos y tang (• -fet l'angle I étant connu en fonction do t, par ce qui précède, chacun des angles « et 4 le sera aussi, au moyen de ces formules. Lorsque le plan donné sur lequel on compte l'angle 4 est l'écliptique , et que la droite OE, à partir de laquelle on compte cet angle, dans le sens du mouvement de la terre, est celle qui va du soleil à I equinoxe du printemps, les angles 4 et e s'appellent la longitude et la latitude de la planète que l'on considère. La droite NON' est la ligne des nœude de son orbite ; si elle entre dans l'hémisphère boréal quand elle traverse le plan de l'écliptique au point N , ce point est le nœud ascendant, et N' le nœud descendant. Selon qui; la planète se trouve dans cet hémisphère ou dan» l'hémisphère austral, la latitude • est positive ou négative, et l'angle MON, ou 8 «, est plus grand ou moindre que l8u°. L'angle * s'étend depuis — 80° jusqu'à 80°, et l'angle MON, ainsi que la longitude M'OE, depuis xéro jusqu'à 3UD4. Si l'on remplace le point 0 par le centre de l.i terre, que l'on prenne l'équateur pour le plan donné sur lequel on compte l'angle 4» e* pour origine de cet angle la droite OE qui va de ce centre au premier point du signe aries, les angles 17 Digitized by Google
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    130 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. 4 et a seront alors Yascensiom droite et la déclinaison de la planète. En appliquant les formule* précédentes au mouvement apparent du soleil autour de la terre, on aura • = (>, y exprimera V obliquité de l'écliplique , et Ton devra prendre pour • + m la longitude de cet astre; d'où il résulte qu'en la désignant par x, on aura sin 9 = sin y sin x, tang 4 = cos y tang x, et, en sin # = Sin y tang 4 .l/cos.y-Hong'4 Les plus grandes déclinaisons boréale et australe répondent à x = 90° et x = 270", et sont ± y . Cet angle y est aussi celui que fait Taxe de rotation de la terre avec la perpendiculaire au plan de récliptique ; il est soumis à une petite inégalité qu'on appelle la nutation , dont la période est d'environ 18 ans, et le maximum de 8",4 seulement. Sa me, ou commencement de 1800, y = 23» 27' 65"; elle diminue de 0M,46692 par année. 224. Dans tout ce qui précède , on n'a point eu égard à la force qui agit sur chaque planète, dont le mouvement a été déterminé d'après les données de l'observation , et sans recourir aui principes de la Dynamique ; il s'agit maintenant de déterminer les lois de cette force, ainsi qu'il a été dit précédemment (n° 217). Il suit de la première loi de Képler que la force qui retient chaque planète daus son orbite est constamment dirigée vers le centre du soleil ; quoique cette conséquence nécessaire de la proportionnalité des aires au temps ait été déduite des équations du mouvement dans le n° i •">•*>, il ne sera pas superflu d'en donner ici uue démonstration synthétique. Soit H, H (fig. 64) le côté de la trajectoire que le mobile décrit pendaut un temps r infiniment petit. Arrivé au point M, si aucune force n'agissait sur ce mobile, il décrirait, dans un autre temps r, une partie Mat du prolongement MT de M, M, égale à M, M; mais, à cause de lu force à laquelle il est soumis, il se transporte, dans ce second instant, en un outre point M'. Soit MK la direction de cette force au point M; pendant le temps r, on pourra supposer qu'elle reste parallèle a elle-même , et alors si l'on tire la droite «M', elle sera parallèle à MK (n« 148). Or , si C est lo centre fixe autour duquel le rayon vecteur CM décrit des aires proportionnelles au temps , les triangles M, CM et MCJT, qui sont les «ires décrites dans deux instans égaux, seront équivalens; mais les triangles M i CiM et HCm le sont aussi , puisqu'ils ont leurs sommets ■u nièniK point C, et leurs bases Mt M et Mm égales et sur nue même droite ; les triangles MCm et équivalens ; et comme ils même base MC, il faut que la droite m\V qui joint leurs sommets, soit parallèle à cette base; par conséquent, la droite MK, parallèle à mM', coïncide avec MC. Donc, en chaque point M de la trajectoire , la direction MK. de la force sera celle du rayon vecteur MC ; ce qu'il s'agissait de démontrer. Réciproquement , si la force qui agit sur le mobile, au point quelconque M, est dirigée suivant MC, la droite mM' sera parallèle à ce rayon vecteur, les deux triangles M'CK et MCm seront équivalens , et, par conséquent aussi , les deux triangles M'CM et Mi CM. Les aires décrites par le rayon vecteur autour du point C, en deux instans consécutifs et égaux, étant égales, et cela ayant lieu dans toute l'étendue de la trajectoire, si la force qui agit sur le mobile est constamment dirigée vers ce point, il s'ensuit que les aires décrites en temps égaux seront égales, et, en des temps quelconques, proportionnelles I ces temps. 226. Soit, comme dans le n° 218, M la position de la planète au bout du temps t (fig. 62). Conservons toutes les notations de ce numéro, de sorto que r et • soient le rayon vecteur OH et l'angle MOB; désignons , en outre, par x et y les deux coordonnées rectangulaires OP et PM, rapportées à des axes Ox et Oy , dont le premier passe par le périhélie B; nous aurons * = r col I, y = r sin I , *» -fr- y» =r r« . Soit aussi R la force accélératrice, inconnue en grandeur, qui agit sur la planète. Cette force est dirigée, comme on vient de le voir, suivant le ravon vecteur , et elle agit du point M vers le point O, à cause que la trajectoire tourne sa concavité du côté du soleil; les cosinus des angles qu'elle x fuit avec les prolongemens do m et y sont donc y r et ; par conséquent les équations du mour vement seront d'X x d« y y _ = -R-, -- = _R_. (1) di> r dt* r En appelant toujours v la vitesse au point M, nous aurons dx» dy» »*=- + -, dfi df et, en différentiant, 1 J* x d' y — d. t* — — dx H dy ; df par conséquent, si l'on ajoute les équations (1) après les avoir multipliées par dx et dy , et si Ton observe que *dx+ ydy = rdr, il en résultera 1 — d. r' - — Rdr. 2 Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 131 JUis, dans le i eu faisant on aura donc (n. 228) r a te* u' R = -, rr qui montre que 1a force qui agit sur chaque planète suit la raison inverse du carré de la distance ■u centre du soleil. La grandeur de cette force est f* k l'unité de distance*, soit f*.' ce qu'elle devient pour nne autre planète, dont le demi-grand axe et le temps de la révolution seront représentés par a' et T' , on Or, d'après la troisième loi de lépler, on a T' : r< :: • «" ; d'où U résulte u' «T» T. T T'» ' h ~ ? ' t, à l'unité de distance, et, généraleLa force motrice de chaque planète est donc indépendante de sa nature particulière, et proportionnelle à sa masse comme les poids à la surface de la terre. Elle varie d'une planète a une autre suivant la même loi que d'une position à une autre de la même planète; et si deui planètes étaient situées à la même distance du soleil et abandonnées à elles-mêmes, sans vitesse initiale, elles tomberaient d'un même mouvement vers cet astre, et l'atteindraient dans le même intervalle de temps. Ainsi, les trois lois de Kepler nous font connaître complètement la force qui retient les planètes dans leurs orbites : la loi des aires proportionnelles au temps nous fait voir que cette force est constamment dirigée vers le centre du soleil ; celle du mouvement elliptique, ou l'expression de la vitesse qui se déduit de cette loi et de la précédente , nous montre que son intensité varie , pour une même planète , en raison inverse du carré des distances au soleil ; enfin , nous concluons de la loi des carrés des temps dm révolutions proportionnels aux cubes des grands axes, qu'à égalité de distance au centre de cet astre, l'intensité de la force motrice est proportionnelle anx masses de chaque planète, et indépendante de sa ticulière. 226. Newton a étendu aux comètes, dans leur mouvement autour du soleil , et aux satellites autour de leurs planètes respectives, les lois de Kepler et le* conséquences qui s'en déduisent relativement à la force qui agit sur ces mobiles. Les comètes, dans leur mouvement, ne différent des planètes qn'en ce qu'elles ne sont pas constamment visibles , & raison de l'éloignement de leurs aphélies ; ce qui rend très difficile la détermination de leurs orbites. Néanmoins, il y a maintenant trois comètes dont on connaît les orbites et les temps de leurs révolutions, presque aussi temrnt que pour les planètes. A l'égard des i comètes, on calcule leur mouvement par approximation , en prenant pour la trajectoire , dans la petite étendue où chaque comète est visible, une parabole dont le foyer est au centre du soleil , et supposant toujours les aires décrites par le rayon vecteur autour de ce point , proportionnelles au temps pour chaque comète. Ce cas est compris dans les formules précédentes du mouvement elliptique, en y faisant • = * i o (1 - •) = *; b désignant la distance périhélie OB, qui est une quantité finie. Les masses des comètes sont très petites par rapport à celles des planètes et paraissent d'une tout autre nature. En vertu de la troisième loi de képlcr, les forces motrices de deux comètes, ou d'une comète et d'une planète, à la même distance du soleil, sont entre elles comme leurs masses respectives, et leurs forces accélératrices sont égales; il en est de même à l'égard de plusieurs satellites d'une même planète, mais non pas relativement aux satellites de deux planètes différentes, ou à un satellite et une planète ; car la loi des carrés du temps des révolutions proportionnels aux cubes des grands axes n'a lieu que pour les corps qui tournent autour d'un même centre; nous ferons connaître par la suite le rapport qui existe entre les forces motrices de deux satellites appartenant à des planètes différentes, et entre celles d'une planète et d'un satellite. Ajoutons encore que dans ces derniers temps on a étendu les lois du mouvement elliptique aux étoiles doubles, dans lesquelles un mouvement révolutif de l'une des étoiles autour de l'autre a été reconnu, et que leurs positions relatives, calculées d'après cts lois , se sont accordées aussi bien qu'on pouvait l'espérer avec leurs positions observées. 227. Examinons actuellement les altérations que la résistance d'un éther très rare répandu autour du soleil, produirait dans le mouvement elliptique des planètes. Leur non sphéricité parfaite et le frottement dn fluide contre leur surface, pourDigitized by Google
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    133 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ■ortir le centre de gravité du plan de son orbite : on fera abstraction de ces deux circonstances , et il ne s'agira que de former 1rs équations du mouvement de ce point, en ayant égard, à la fois, à la force centrale en raison inverse du carré de la distance, et à une force tangcntielle provenant de la résistance du milieu Je supposerai, comme dans le mouvement des projectiles dans l'air, cette résistance proportionnelle au carré de la vitesse , à la densité du milieu et à la surface de chaque planète ; la force accélératrice qui en résultera sera , en outre , en raison inverse de la masse du mobile; je la représenterai ds» par f — , eu désignant par dt l'élément de la tradf jeetoire, et par f un coefficient très petit et proportionnel pour une même planète, à la densité du à [g + r* di' ) _ a mJ 1 d. f dl : qui en sont une transformation. 238. Lorsqu'on néglige leurs les équations (2) so réduisent à milieu. En observant que cette force agit en sens contraire de la vitesse du mobile, et représentant toujours la force principale dirigée vers le centre du soleil , par i* à l'unité de distance et par — à la distance r, les équations (1) placées par celles-ci : être d'x m* dt* r» ~ dt dx , -f7< â' î 5 \ f di dt ) En employant les coordonnées polaires , on en déduit, sans difficulté, ces autres équations 2P (*> + dt' d*, d'x (*x - + _ = 0, df r» d'y My h — = o , df r> et les équations (3) à celles-ci : df r d{dr' 0, d. r» «ft = l>. (6) On satisfait A ces équations (5) au moyen des formules (a), (i>), (c), du n° 230; ces formules n'en sont pas les intégrales complètes, parce qu'elles ne contiennent que deux constantes arbitraires a et mais si l'on fait attention que les équatious (6) ne renferment pas explicitement les variables t et t, et qu'elles contiennent seulement leur différentielles dt et dt, on en conclut que les formules du numéro cité devront encore satisfaire a ces équations, en ajoutant des constontes quelconques à t et 6. De celle manière, les intégrales complètes des équations (5), et, par conséquent, des équations (4), seront exprimées par ce système de formules : r = a (l — e cos h), \ ni + i _ m s= u — e siu u , I t»Hg7(l— «)= [/ _X_ ta,.K- u,l a, e, », m, étant les quatre constantes arbitraires, et n une constante liée o a par l'équation a5 n« — ft , 2* 4*' a qui lésulle de — — n • T T. de T. =r u, par l'élimiiiiloin Le xéro de la variable u répondra toujours à la plus petite valeur de r, ou au périhélie B (lig. 63). Pour u = 0 , on aura I = « ; de sorte que » représentera maintenant l'angle HOE, compté à partir d'une droite OE , qui fait un angle BOE = • , avec OB. La valeur de I en série sera de la forme I = su* + ■ + I. , en désignant pas I. sa partie périodique, ordonnée suivant les sinus des multiples croissant de nt-\-% — ». Cet angle I sera la longitude vraie de lu planète dans le plan de son orbite, au bout du temps t quelconque; nt t exprimera sa longitude moyenne au même instant, • sa longitude movenne à l'époque d'où l'on compte le temps t, et • la longitude de son périhélie. 229. Cela posé, quaud on connait les intégrales complètes d'un système d'équations différentielles comme les équations (4), on en déduit les intégrales d'un autre système d'équations différentielles telles que les équations (3), qui ne différent des premières que par de très petits termes, au moyen d'une méthode dont les géomètres ont fait les plus heureuses applications à la Mécaniquë céUtte , et que je vais exposer à l'occasion du problème qui nous occupe. Les valeurs de x et y, qui satisfont aux équations (4), sont de la forme : • «fi*» •»•» •» »)i y=FC» a>«» •> «o» f et F indiquant des fonctions données. Pour que ces valeurs satisfassent encore aux équations (4), j'y considère a, e, *, m, comme de nouvelles variables qu'il s'agira de déterminer. Mais ces inconnues étant au nombre de quatre, cl les équations (2) seulement au nombre de deux , je peux prendre Digitized by Google
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    DTKAMIQCE, PREMIÈRE PARTIE. 1M à volonté dens m conséquence, «ui.1i.tc; cl je fais, df df df df — da + — de + —d, + — dm = U, I da dé d* dm l df d¥ d¥ df — da-i dê -| d i -| dm . da dê d% dm ou , autrement dit, j'égale à zéro les parties de ds et dy, provenant des variations de a De cette manière, les valeurs complète sont simplement dx df dy dF dt dt* dt dt En différeutiant do nouveau, on a », %, m. ds df de — et — dt dt d> x d» f d» f da d- f de d' f d* d» f dm ih dt* + dtda dt + dtde dt + d/d. dt +d~iZ 7t ' d» y d' F d* Y da d* T de d' f d» d» F d* d/« dr» "^d f i*x d* F /uy - + - = 0, -+- = 0; dr. H dt* ri par conséquent, si l'on substitue tes valeurs piétés de ^ et jji dans les équations (8), on d./r */ +f da + da + di + d/du dtde d/di d< F d» F d* F da -f d* + d. + d/da dtde did. d>f * dtdm de dx - t-- dt, J dt dt f rt « « système des quatre équations (4) et (c) »ervira à déterminer a, e, ; m, en fonctions de t. 230. Cette substitution de quatre équations diftei premier ordre, aux deux équations (2), du second ordre, n'aurait, en général, aucun avantage. Mais les valeurs de da, de, di, dm, qu'on tire des équations (t) et (e), auront pour facteur le coefficient f de la résistance, qui est une très petite quantité; les parties variables de a, e, s, », seront donc aussi très petites; et si l'on néglige le carré de f , on pourra considérer a, e, », m, comme des constantes, dans les expressions de da, det dt, dm ; ce qui réduira aux quadratures le calcul des parties variables de a, », i, m. Par la méthode des approximutions successives, on obtiendra ainsi des valeurs de ces quantités, ordonnées suivant les puissances de f et aussi exactes que l'on voudra ; ■tous nous arrêterons a la première puissance de p. Les équations (a), après qu'on y aura substitué les valeurs variables de a, », », m, feront connaître, comme dans le cas du mouvement elliptique, les valeurs de r et I en fonctions du temps. La trajectoire sera encore une ellipse, niais dont les élémens varieront continuellement. Si Ton suppose que l'on construise à chaque instant l'ellipse constante qui répond aux valeurs des élémens à ce même dx et dy , seront communes , en vertu des équations (6), à cette ellipse et à la trajectoire, qui sera, »t, la courbe de contact de toutes les ellipses constantes. Par lu même raison , la vitesse du mobile et ses composantes aurout les même» expressions , et seront déterminées par les formules (d) du n° 222, dans le mouvement elliptique et dans le mouvement altéré par la résistance du milieu. 231. Observons qu'on a identiquement mi = fndt +ftd«, îprcnant ftdn dans l'i fndt + i — m = « — » sin « , (d) la seconde équation (a). Alors, en mémo temps qu'on changera, dans les équations du mouvement elliptique, les constantes a, », i, a>, dans leurs valeurs variables, il y faudra remplacer ni par l'intégrale fndt, que nous supposerons nulle quand 1=0. La quantité n qu'elle renferme se déduira de a, au moyen de la formule donnée par l'équation a* n1 = /u du n° 228. Cette intégrale fndt exprimera le moyen mouvement de la planète ( n« 219), altéré par la résistance du milieu; et, de cette manière, la différentielle du moyen mouvement sera nd(,dans le mouvement Digitized by Google
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    134 TRAITÉ DE MECANIQUE. Au périhélie, l'angle • — . est égal à téro ou à un multiple de 360» ; en vertu de la première équation (a), il en sera de même & l'égard de l'angle «t; donc, pendant l'intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs de la planète à son périhélie, la quantité fndt+*—m augmentera de 360°; ce qui servira à déterminer cet intervalle, quand on connaîtra h, «, m en fonctions de t. Le temps de la révolution , ou l'intervalle compris entre deux t «tours consécutifs de la planète au même point fixe, sera celui qui répondra à un pareil accroissement de sa longitude vraie I. 232. Nous pouvons remplacer les équations (ô) et (c) par d'autres équations équivalentes, desquelles il sera plus facile do déduira les valeurs de da, de, dt, dm. Pour cela, observnus que si une équation quel• (ftf, r, », a, ê, s, .) = 0, • lieu dans le mouvement elliptique, elle subsistera encore dans le mouvement altéré par la résistance du milieu, eu y regardant a, c, t, », comme des variables déterminées par les équations (6) et (c), et y mettant fndt à la place de nt. La différentielle de la fonction • sera donc nulle, soit qu'on la prenne, dans le premier cas, par rapport à nt, r, • ; soit qu'on la prenne, dans le second cas, par rapport à fndt, r, I, a e, i, m\ or, r et t étant des fonctions de x et y, leurs différentielles sont les mêmes dans les deux cas , en vertu des équations (4); par conséquent, en supprimant, dans la différentielle complète de • , la partie dp dp dp -— dnt •{ dr -\ 9, qui est séparément nulle, d.nt dr d» dp dp dp dp _ da H de -\ dt + — dm — 0. da de d, dm Cela posé, après avoir mis dans l'équation (2) du n» 218, • — « à la place de », ou en déduit r + r» cos (• — •)= o (l — •«) i ilvientd'ètredit.on rcos»d.#cos#-frsin»d\# sin .=d.a(l— •« ). (•) Je différentie de même la première équation (a) et l'équation (o*); ce qui donno (1 — e cos u) da — a cos ude + ae sin tutti ss 0, dt — dm + sin ude — (t — • cos u) du = 0 , en considérant si comme une fonction de a, e, *, m. J'élimine dit entre ces deux équations; il vient (l_«cost.) da+as-cos^dé+aevnu'dt-dm)^. Mois, eu mettaut dans les formules 1— tang» 2 tang cos U = 1+tang» 1« sin «t es 1+tang' Lu à la place de tang 1/2 u sa la troisième équation (a), on a e + cos (t — m) cotu - i + «cos (•-.)» •in si = — : «• ) lin (I — a>) 1 + « cos (I — m) au moyen de quoi l'équation précédente devient (1 — é» ) db l+«cos (I — •) ae sin (t — •) -«cos(l - m)de+ p= [d, _ dm) = 0. (fl Ce que nous disons relativement à l'équation p = 0, s'applique également au cas où la fonction • renferme les différentielles premières de r et t. Ainsi, l'on a, dans le mouvement elliptique, d- + r' d»« *j» *» r* dl — l/fio(l — «• )dt» en mettant l/^o au lieu de o» n dans la valeur de r* dl du n» 220: or, les différentielles dr et dt, ainsi que r et I, restant les mêmes lorsque a, e, t, mt deviennent variables, il s'ensuit que ces deux équalaus cette hypothèse; cela étant, en comparant leurs différentielles complètes aux équations (3) du n» 228, on en conclut d. - = 2, ( ) de, a \r a r (S) d. ya{l — e» ) ss — f |/a (I — «• ; de. Maintenant , on tirera facilement des quatre équations (e), {[), {g), les valeurs de da, de, d*, dm , en y mettant pour r sa valeur, savoir, r = o ( 1 - «' ) l + #cos v« — •) ' Digitized by Google
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    •fin de lescxpri DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. fonctions de l'angle I ! 2po lU * - - -j-E [l + U co, de = -Vf{e + cos (■_.)] td» == — 2p Bin (# — •) ds, (•-•) + *]*. (1 -f.co. ) U valeur de ds qu'on devra substituer dans ces =i//7+?d», d«* et en y substituant celle der, ds = "t1-"-^^2' cos (»-») + «» *dJ COS (•—•)]• On intégrera les seconds membres des équations A , en y considérant a, e, », «, comme des constantes , ainsi qu'il a été dit précédemment ; et quand le coefficient p sera donné cri fonction de r , et cnnséqucmment de I , on en déduira , par la méthode des quadratures ou par la réduction en série, les valeurs variables de a, e, » », qui devront être substituées dans les équations du mouvement elliptique. 233. Si l'excentricité « est une très petite fraction, les formules (k), réduites à leur partie prin», ia — — 2fa.dl, ii» = -2f«cos(l-.)dlf tim = — 2 p sin(i-«.) di, d. = 2 pu sin (s— )dê ; et l'on y pourra considérer le coefficient p comme constant. En intégrant et désignant par la , t* , J«, ii, les parties variables de a, e, », », on tm =-2fn.|, /« sa — 2ta sin (• — •) , */• = 2po cos (I — «■} , /• r= — 2po« cos (• — Si l'on exprime par tn la partie correspondante de n, on de , de sorte qu'on ait lu es — 2a» y/Z il en résultera tn = 3pan). On voit donc que l'effet de la résistance milieu tréa rare sur le mouvement d'une planète très peu excentrique , serait de faire décroître indéfiniment le grand axe, d'augmenter de la vitesse angulaire n, et de produire dans chacune des trois quantités t, », i, une inégalité dont la période est la même que la révolution de celte planète. Non seulement le mouvement ongulaire s'accélérerait de plus en plus, mais même la vitesse absolue; car elle est à peu près égale à an; son accroissement est donc atn + nta; quantité positive et égale à pa« n». En négligeant tout-à fait l'excentricité, on a r = o, • + .; si donc on désigne par tr et il, les parties du rayon vecteur et de la longitude qui proviennent de la résistance du milieu, on aura, au même degr.d'approximation , 3 tr = — 2fa« ». li — (a t> 2 En vertu de cette diminution continuelle du rayon vecteur, qui s'élèverait à 4*»a» è cliaque révolution de la planète, elle finirait nécessairement par atteindre la surface du soleil. Au reste, s'il existe dans l'espace un éther qui influe sur le mouvement des astres, c'est sur les comètes que cette influence peut être sensible, a cause de la petitesse de leur masse, et pan e que , toutes choses d'ailleurs égales , le cofficient p est en raison iuverse de la masse du mobile. Et, en effet, on n'a reconnu jusqu'à présent aucune trace d'une résistance de l'éther dans le mouvement des pluuèles et des satellites; mais d'après les calculs de H. Enke, cette résistance parait influer d'uno manière appréciable sur le mouvement de la comète récemment découverte , dont la révolution est d'environ 1200 jours. J III. WJl t)0lfit TflQ te f*tol d«»« 234. Le problème que nous allons résoudre est l'inverse de celui du paragraphe précédent : on supposait alors la trajectoire et la loi du mouvement données par l'observation, et il s'agissait de déterminer en grandeur et en direction , la force « laquelle ce mouvement était dû; maintenant, ou suppose qu'une force constante dirigée vers un centre fixe, et donnée en fonction de la distance du mobile à ce point, est appliquée à ce mobile, et Digitized by Google
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    136 TRAITE 1>E MECANIQUE. l'on propose d'en conclure la trajectoire et lit loi du mouvement. Cette courbe DMB (6g. 65) sern comprise dans le plan passant par le centre fixe C, et par la direction DA de la vitesse initiale. Je mène dans ce plan et par le point C, deux axes rectangulaires Cx et Cy, dont le premier passe par le point de dépurt D du mobile, et qui seront les axes des coordonnées. Au bout du temps f, compté depuis ce départ, je suppose que le mobile toit en M, et je désigne par * et y se» coordonnées CP et PU, par r son rayon vecteur CM, et par R ta force accélératrice, dirigée de M ver» C et donnée en fonction de r; le» équation» du mouvement «eront - = R, -= âiO) dt> r dfi r et si U force X était dirigée suivant le prolongement de CM, il suffirait de changer les signes de leurs seconds membres. On en déduit immédiatement les deux intégrale» il±àl- -,/»*+., dans lesquelles 6 et c «ont le» constantes arbitraires; et si l'on appelle • l'angle HCx , de sorte qu'on ait s — r cos l , f sas t sin I, ces iulégrolcs deviendront dr* + r* d»» r» dl — cdt , dt* -S/Rdr + A; (2) d'où l'on déduira des valeurs de dt et d» , de la Jt — frdr, d» = Frdr, qu'il ne s'agira plu» que d intégrer exactement on par approximation. En éliminant dt entre les équations (2) on a c1-) S/Rdr = h , (3) pour l'équation différentielle de la trajectoire. Si l'on appelle v la vitesse du mobile au point M, v*=b - 2/Rdr , (4) et en représentant par * l'angle que sa directi fait avec MC, ses composantes seront dr dl t cos / — , c sin * = r — , dt dt suivant MC et suivant III perpendiculaire à ce rayon vecteur. Les deux constantes 6 et c, et celle» qui «eront introduites par l'intégration des valeurs de diet dl, se détermineront d'après la position et la vitesse initiales du mobile. Pour cela, je représenterai par y la distance initiale CD, par * l'angle CDA qui pourra être aigu ou obtus, et par h lu hauteur due ù la vitesse initiale, de sorte que cette vitesse soit |/2oA, en appelant g la gravite. Si l'on suppose que l'intégrale/* dr, qui entre dans les formules précédente», soit nulle quand r=>, on aura d'abord b = 2gh, d'après la valeur de e« . En vertu de l'équation r« dt = cdr, la valeur de v sin l est la même chose c que — ; par conséquent, nous aurons r e = y \/ 2gh sin *. Quant aux deux autres constante» arbitraire», on les déterminera de manière qu'on nit 1 = 0 et r = y quand t = 0, et le problème sera complètement résolu. 2.15. Lorsque la force R est proportionnelle à la distance r, les variables * et y sont séparées dan» les équations (l), et l'on n'a pa» be«oin de recourir aux coordonnées polaires et aux équations (2). Soient, en efTet, k la valeur de R qui répond àr = y, et kr R = -, y sa valeur générale. Le» équations (l) deviendront d'x kx d'y Ay dt' y' dt* y ' et leur» intégrale* complète» seront * x = A co, t [Z^- + A' sin t \/-, y y y = B cos t |/ - + B' sin t \/ - , y y A, A',B,B', étant les quatre constantes arbitraires. Ponr les déterminer , on a , d'après les supposition» précédentes , = >, jr = o, - = - l-V dt ^- = [2gh dt sin Digitized by Google
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    DTRAHQUI, PREMIÈRE PARTIE. 137 quand t — 0 ; d'où il résulte A = B = y, k']/' L = -ls'29heo* y 0, V[/ i = |^**iin., et, par conséquent , 2gk \/h lin * lin I |/ — . h y Ces formules nous montrent que les révolutions ;C seront isochrones, et leur durée commune égal le a 2w \/ — . On en i s1* i y *> y sin • s u ( \'- — — y y/ —, y 2gk y sin • cos I {/ — ss s sin • + y cos •{ d'où il résulte. 2gh y» + (* sin • + y cos .)» = y sin' pour Téquationdo la trajectoire, qui est, comme on Toit, une ellipse dont le centre est au point C. Pour que cette ellipse soit un cercle, il faut qu'on ait • = 90» et ky — 2gh. Dans ce cas le mouvement est uniforme; car, d'après les de * et g, on a — = — i/yk sin t dt k dg — , — = y yk COS t y dt ce qui donne [ - -t k pour la vitesse r. La force centraie R et la force centrifuge — sont constantes et > toutes deux égales à k. Si la force R est répulsive au lieu d'être attractive, comme ou l'a supposé, il faudra changer A en — k dans les formules précédentes. La trajectoire sera alors une hyperbole, et le mouvement cessera d'être révolutif. 236. Prenons actuellement la force R en raison inverse du cube des distances, et r< k étant toujours sa valeur au point D. Sons aurons, dans cette hypothèse, 2/RJr que l'intégrale doit s'évanouir quand r=i En ayant égard aux valeurs de b et e, et faisant 1 yd.y r dt r d% dt ' l'équation (3) < dt* , ky dt* , ky v 1 ky - + ( 1 )*> = . dU >• 2yAsin« m/ sin« « 2y*sin» « Le coefficient de s» pourra être positif ou négatif; je fais donc 1 — 2gh sut* • = ±n*; d'où il résulte dt* d)> i n> m* = cot» a ± n* , et, par ndf = L/col» « i »• n' a» Dans le cas des signes supérieurs, on aura ( s\n = ** —\ — arc ( sin = =-) N L/ cof • + »• / V L/cot» « -f- n» / 18 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE 1ÉCASIQUE. et, dans le cas. ni = log + t/ct' »». « + cot • en obt errant qu'on ar=^ets — l quand 1=0. De la première valeur de ni, on tire ns = cot * tin ni -f* n cos Le maximum de m ou le nu/Mwtvwi de r répond à la valeur de I, tirée de l'équation ds = 0, ou 1 Ung ni = — cot « , a pour laquelle on aura r «» An delà de cette valeur de • , le mobile a'éloignera indéfiniment du point C, et aon rayon vecteur r aera infini, pour la plua petite valeur de • tiré de l'équation m = 0, ou tang n» = — n tang uoli 237. Pour dernier exemple, iiippoaona, comme dans la nature, la force R en raison inverse du carré des distances; de sorte qu'on ait k étant l'intensité de cette force au point D, pour lequel l'intégrale est supposée nulle. Si l'on fait infini. En mettant à la place de r, la valeur de — s dans la première équation (2), on en déduira sans difficulté , t en fonction de I. Dans le cas de la valeur logarithmique de ni, on aura, en passant aux nombres et désignant par a la base des logarithmes népériens , nz. + jXof + •»» «« =(»+ coi •) d'où l'on tire y 1 ni 1 — 1*1 — + cot •)« + — (n— cot«)e ; r 2n 2» ce qui montre que r diminuera indéfiniment, en sorte que le mobile décrira une spirale autour du point C, et atteindra ce point après un noml infini de révolutions. Si l'on fait ■ = 90°, pour simplifier, on aura r = 2y ni — ni ' • +• |/2yÂ dt = 4y dl C —••y + • ) et, en intégrant, on u ni —ni * + o — ) 1 2iy — 6 = C, l'équation (3) de la trajectoire deviendra c» — = 2*y« r— c« f» — Ci d'où l'on tire ff> En intégrant et désignant par « la traire, on aura donc erbi( *>' — cy \ • -4- arc ( cos = I V .4 — c» C / ce qui donne ky* r = c* —r\/* >* — c» Ccos(6 — •), (a) en mettant m * à la place de m , ufin que • soit la valeur de I qui répond à la plus petite valeur de r, c'est-à-dire , au point de la trajectoire où le mobile est le plus rapproché de C, Pour en déduire l'équation de cette courbe en coordonnées rectangulaires, je fais «' = r cos { I — «• ), y' = r sin ( • — •» ); *J et y' seront les coordonnées du mobile rapportées à des axes C*' et Cy', tels que l'on ait «'Car = • ; on aura + y»» =s ri ; et en élevant au carré les deux membres de l'équation (a) de la trajectoire, «Ile deviendra k* y* y'» +Cc *'» =c* —2c x']/k> yi — c«C. Or, sous cette forme, on voit qu'elle appartient à une section conique, qui sera une ellipse, une parabole ou une hyperbole, selon que la constante C sera positive, nulle ou négative. Un voit aussi que, dans tous les cas , le point C sera un foyer de cette courbe; cor, d'après l'équation (a), le rayon vecteur r est une fonction linéaire de l'abcisse *' ; ce qui n'a lieu, dans les trois sections coniques, que quand l'origine des coordonnées est un de leurs foyers. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 139 A cause de é — 2gh, on MM C = 2ky — 2gh; il s'ensuit donc que le signe de C, et, par conséquent, la nature de la lection conique qui sera décrite par le mobile, ne dépendra que de sa distance et de sa vitesse initiales, et nullement de la direction de cette vitesse; en sorte que différens points matériels partant d'un même point D, avec des titesses égales, décriront tous des sections coniques de même nature, quelles que soient leurs directions initiales. Si Ton a, par exemple, k — g, la courbe décrite sera one ellipse, une parabole ou une hvperbole, selon que la hauteur due à la vitesse initiale sera moindre que CD, égale à cette distance, ou plus grande. 238. Dans le cas de l'ellipse, l'équation (a) montre que la plus grande et la plus petite valeur de r, répondent h •= • + * et 1= «; en les désignant par a ( 1 -f e) et a ( 1 — « ), de sorte que a soit le demi-grand axe et • l'excentricité, on aura donc ( *y - y/h* v*_c. C ) e ( 1 +•) = «. , (*>• + >*— e- C ) o(l-0 = '". ma, ce qui est la même ebose, Co ( t + « ) = &>• + \/k* yl — c» C, Ca ( 1 — •) = *>• — i/k* yi, — c» C. En «joutant ces équations et les multipliant membre à membre, il vient Ca ss *>• , fo» (!—#•) = e« . Si l'on y met pour C et e leurs valeurs C = 2(ky — on), e — y |/2jA sin •, on en déduit 2(Ay — gh)a — ky , yk [/ 1 — c« = 2 \/ yh ( ky — g h) *in » ; ce qui fait connaître le demi-grand axe et l'excentricité. On déterminera l'angle « en faisant , à la fois, I = 0 et r = y dans l'équation (a). Ainsi, les Jimensions de l'ellipse et la position de son grand axe seront complètement déterminées, d'après la position, la vitesse et la direction initiale du mobile. Quant à son mouvement sur cette courbe, il est connu par les formules (a), (4), (c), du n° 220. Le carré de la vitesse à un instant quelconque est, d'après la formule (4) du n° 234 , 2*v' r. = 2gh _ 2^ + -L. , ou, ce qui est la même chose ; k cause de la valeur qu'on vient de trouver ponr a, et en faisant ky* = ai , de sorte que .* soit ici comme dans la formule du n» 225, l'intensité de la force centrale à l'unité de distance. 239. Il ne sera pas inutile de considérer en particulier le mouvement parabolique que l'on prend, par approximation, pour celui des comètes pendant la durée de leur apparition. A cause que l'on a , dans ce cas , C = 0 ou ky = gh, les équations (6) donnent a = » et #=1, ce qui a effectivement lieu dans la parabole. La formule (e) se réduit à «" = -; r en appelant m la vitesse dans un cercle du rayon r, on aurait, en vertu de la même formule , par conséquent, a distance égale du soleil, la vitesse d'une comète est k celle d'une planète qui décrirait un cercle, comme \ ^ est à 1. En général, les équations (6) donnent V(l-.)(l + 0 = 83*>«"'-* en élevant au carré les denx membres de la dernière, et les multipliant ensuite par ceux de la première. Si donc on appelle p la plus courte distance de la comète au soleil, de sorte qu'on ait p = a (1 - s), et qu'on fasse ky = gh et « = l, on aura p — y «n'a; ce qui détermine la distance périhélie, au moyen de la distance et de la direction initiales du mobile, que l'on suppose connues. Je fais C = 0 et ky = gh dans l'éqnation (o), et j'y mets pour c» sa valeur de Zghy* sin" •{ elle devient r = 2y sin* a — r co« ( I — « ); d'où il résulte ' = !+«.(•-•) ' {i< pour l'équation de la trajectoire. Si l'on y fait I = 0 et r = y, on en déduit y{ 1 + eos m) c= 2p , co» L • = sin ce qui détermine l'angle • que fait le rayon vecteur du périhélie avec celui qui aboutit au point de départ dn mobile. Je substitue les valeurs de c et de r, dans la pre
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    140 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. mière équation (2) du n • 284, et je fait, pour abréger, > V9h il en réaulte la taJeur précédente de » est c»*4 4 yV d'où Ton tire, eo intégrant et désignant par • la tel (3 + tang» 4 ) tang 4 + i = -— ;. V 8 t = o, a = o, 4 = - f et à cause de cos 1/2 • = sin il en résulte • — I 3 + cot» * ) cot «. En appelant I' le temps écoulé depuis le déport du mobile jusqu'à son passage ou périhélie, on l à la foi, Cela étant, désignons par le r le temps compté a partir de l'instant de ce passoge, de sorte qu'on ait t = f + r, nous aurons •Mur [3 + tang. long = (a) • 1 y 2 en résolvant cette équation du troisième degré, on aura donc tang 1/2(4 — •) en fonction de r, et, par suite, r et t k un instant quelconque : le temps t sera positif après le passage au périhélie, et négatif avant ce passage. A rause de gh-> SS A> • =z (a , \ y «n • = \/~~V , n = elle est donc , d'après l'équation oJ n» = m du n» 228, la vitesse moyenne angulaire d'une planète dont le demi-grand axe serait égal à p, et si l'on appelle s celle de la terre et l son demigrand axe, de sorte qu'on ait . \/T ' = -T7r n -vV~? pour la valeur de n. 240. Cette analyso montre qu'en considérant la détermination du mouvement d'une comète, comme un problème de dynamique, et supposant, en conséquence, que sa position, sa direction et sa vitesse initiales soient connues, on peut déduire de ces données, la distance p du sommet de la parabole à son foyer, l'instant du passage du mobile par ce sommet ou la valeur de r1, et la position de l'axe dépendante de l'angle « ; les équations (c), à , (a), font ensuite connaître la vitesse de la comète et sa position sur sa trajectoire à un instant quelconque ; et comme le plan de cette courbe est celui qui passe par le centre du soleil et par la direction de la vitesse initiale, il s'ensuit que le mouvement est complètement déterminé. Hais le problème astronomique est différent. Lorsqu'on découvre une comète, les observations ne donnent pus immédiatement le plan de son orbite, •a dislance au soleil, sa vitesse et sa direction, h l'instant où elle apparaît; en sorte qu'en prenant sa position à cet instant, pour son point de départ, les constantes y, h, s», ne sont pas données comme dans le problème précédent. La question consiste alors à déduire des observations, les valeurs de cinq quantités , savoir : l'inclinaison de l'orbite et la longitude de son nœud ascendant sur le plan de l'écliptique , ce qui déterminera le plan do l'orbite; la longitude du périhélie et sa distance au soleil, d'où il résultera la position de l'orbite dans son plan; et, enfin, le temps correspondant au passage de la comète pnr son périhélie. Lorsque ces cinq inconnues sont déterminées, les équations (c), (d), (e), représentent, comme précédemment, le mouvement de la comète dans son plan. Or, chaque observation de la comète donne son ascension droite et sa déclinaison; trois observations fournissent donc six données , et , par conséquent, six équations qui sont plus que suffisantes pour déterminer les cinq inconnues ; et cela permet de remplacer deux do ces équations par leur combinaison la plus propre à diminuer l'influence des Digitized by Google
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    DY3AJUQUE, PREMIÈRE PARTIE. des cinq élémcns qu'on vient d'énumérer étant ainsi conclues de trois observations faites à l'époque de l'apparition , les observation» subséquentes Ul servent ensuite à corriger ces premières valeurs et à vérifier les formules (d) et (e). Nous ne pouvons qu'indiquer ici ce problème d'astronomie, dont il existe différentes solutions. CHAPITRE VII. DIGRESSION SCH L* ATTRACTION UNIVERSELLE. 241. Les pointa matériels de tous les eorp» l' utilement, en raison directs des masses, et inrerse du carré des distances. Celte grande loi de la nature, que Newton a découverte, est une conséquence nécessaire de l'observation et du calcul. On peut voir, en effet, dans l'Exposition du Système du Monde , comment, en de l'espérience, on est conduit, sans i hypothèse et par une suite de ruisonnemens rigoureux, au principe de V attraction miverseU». Lts développemens de ce principe sont l'objet spécial de la ^Mécanique céleste. Dans ce chapitre, nous nous Lvornerons a en exposer succinctement les principa les conséquences. 842. La fo»rcc qui retient les planètes dans leurs orbites, est la résultante de l'attraction exercée pur tous les points matériels du soleil sur tous ceux de chaque planète. Vu la petitesse des dimensions du soleil et des planètes par rapport aux distances qui les séparent, on conçoit que ces attractions peuvent être regardées, avec une approximation suffisante, comme des forces parallèles et égales dans toute l'étendue d'une même planète, leur résultante est alors égale à leur somme , et la distance restant la même, la force motrice de chaque planète est proportionnelle au produit de sa masse et de celle do soleil; ce qui devient encore plus exact, à csuse de le forme à peu prés sphérique de ces deux corps , lorsqu'on prend pour leur distance celle de leurs centres de gravité (nJ 09). Supposons donc, pour exprimer numériquement l'intensité de cette force, que l'on prenne une certaine distance, par exemple, celle du soleil à la terre, pour unité linéaire; choisissons une masse et un intervalle de temps déterminés pour unîtes de ces deux sortes de quantités; et prenons enfin pour unité de force, comme dans le n» 118, la force accélératrice constante qui produit dans l'unité de temps une vitesse égale à l'unité de longueur. Concevons maintenant deux corps dont les masses soient égales à celle qu'on a prise pour unité, et qui soient placés à une distance l'un de l'autre égale à l'unité linéaire; soit y la force attractive de l'un des deux corps sur l'autre, c'està-dire, le rapport numérique de son intensité à celle de la force choisie pour unité; soient aussi M et m la niasse du soleil et celle de la planète : la force motrice de la planète sera /Mas, à l'unité de jvm distance, et deviendra — , a la distance quelconque r. La grandeur de la quantité que nous désignons par /, dépend du pouvoir attractif dont la matière est douée ; ce pouvoir est le même , à égalité de masse et de distance, pour tous les corps de la nature; rien jusqu'à présent, ne fait soupçonner qu'il augmente ou diminue avec le temps ; et nous avons lieu de penser qu'il a été et qu'il restera constamment le même. 243. La force motrice de la masse M , due à PalAs! traction de m, est aussi représentée par de manière que la réaction de chaque planète sur le soleil est égale et contraire à l'action de cet . . , • fMm astre sur la planète; mais la force motrice , « ' fê agissant sur les deux masses H et m, leur impri mera à chaque instant des vitesses infiniment petites qui sont réciproquement proportionnelles ii ces masses, ou, autrement dit, leurs forces accole fin f» ralliées sont — et — Il en résulte que si ces deux • r* r* Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. corps «ont abandonnés, sans aucune vitesse initiale, à leur attraction mutuelle, ils s'avanceront l'un vers l'autre en parcourant, dans le même temps, des espaces qui seront en raison inverse de leurs masses ; ils se joindront au centre de gTavilé d« H et m, qui partage leur distance primitive en deux parties réciproquement proportionnelles aux masses. En général, si la planète est projetée dans l'espace suivant une direction quelconque, et qu'on propose de déterminer son mouvement upparent uutour du centre du soleil , regardé comme un point fixe, il faudra concevoir que l'on imprime à chaque instant a cet astre, une vitesse infiniment petite, égale et contraire ù celle qu'il reçoit de l'attraction de la planète; mais, afin de ne point altérer le mouvement relatif de ces deux corps, il faudra, en même temps, imprimer celte vitesse à la planète; ce qui revient a lui appliquer une force accélératrice égale et contraire à celle du soleil; donc, dons le mouvement dont il est question, la force accélératrice de la planète m sera constamment dirigée vers le soleil M, et égale /M fm a la somme des deux forces — et — ; si donc on r» r« veut l'exprimer par — comme dans le n° 225, il r« faudra prendre Ainsi, l'on devra substituer cette valeur dans les différentes équations du mouvement elliptique qu'on a donné précédemment; par conséquent, l'équation 4#» ai du a" cité, donnera T étant toujours le temps de la révolution de la platiète, et a le demi-grand axe de son orbite. T» Le rapport — qui dépend , comme on voit, de la a» quantité m, différer, i donc, pour deux planètes dont les masses sont inégales ; en sorte qu'on ne peut pas supposer qu'il soit rigoureusement le même pour toutes les planètes. Cependant les observations qui conduisent à la troisième loi de Kepler, prouvent que ce rapport est sinon exactement, du moins à très peu près constant ; il en faut donc conclure que les masses des planètes sont très petites par rapport a celle du soleil; ce qui fait T» que le rappoil — du erre du temps au cube de a» la distance moyenue varie très peu en passant d'une planète n une autre. La masse de Jupiter, la plus considérable de toutes, rst effectivement moindre qu'un millième de la masse du soleil. 244. C'est pour cette raison que l'attraction mutuelle des planètes ne produit que des perturbations , ou très lentes , ou très peu considérables , dans le mouvement elliptique dû à l'attraction du soleil. En effet, les masses de deux planètes étant m et mt, la force motrice dirigée de l'une vers fmm l'autre, est exprimée par ■ -, à la distance f ; la force accélératrice de m provenant de l'attractiou de m , sera donc — ; et comme la distance f t* ne devient jamais très petite par rapport à la distance r de «sou soleil, il s'ensuit que si m, est une très petite fraction de M , le mouvement de «s produit par l'attraction solaire devra être fort peu modifié par l'attraction de*.. Tes perturbations planétaires peuvent donc être déterminées par la méthode de la variation des constantes arbitraires, que nous avons expliquée précédemment (n°229). Elles sont de deux espèces. Les unes consistent en des inégalités périodiques généralement très petites, dont les périodes comprennent des multiples peu considérables, en général, des révolutions de la planète troublée et de lu planète perturbatrice. Cependant lorsque leurs moyens mouvemens approchent d'être commensurables, ces périodes peuvent devenir beaucoup plus longues, et les inégalités beaucoup plus sensibles. Ainsi, les moyens monvemens de Saturne et de Jupiter étant à peu prés entre eux comme 2 et fl, Laplace a trouvé qu'il résulte de l'attraction mutuelle de ces deux planètes, une inégalité dont lu période est de 029 ans, et dont le maximum est d'environ 48' dans la longitude de Saturne, et d'à peu prés 20' dans celle de Jupiter. Les autres perturbations des planètes sont : l'Ies mouvemens progressifs du périhélie et des nœoda de leurs orbites , dans lesquels ces points parcourent la circonférence entière , en des temps extrêmement longs qui peuvent surpasser un millier de siècles ; 2° les variations séculaires qui affectent les excentricités et les inclinaisons de ce* orbites, ainsi que les longitudes moyennes des planètes , dont les périodes sont semblables aux précédentes, et dont les amplitudes, peu considérables, ne sont pas encore bien connues. Mais tandis que ces divers élémens du monvemint elliptique varient simultanément en vertu de l'attraction planétaire , il est très remarquable que celte force n'altère aucunement les grands axes des orbites et les moyens monvemens des planètes qui seront les mêmes à toutes les époques, ainsi que les temps des révolutions, liés aux grands axes par l'équation (I). Toutefois, les variations séculaires des longitudes moyennes en produisent de semblables dans les intervalles entre Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE deux retours consécutif* à un même point fixe; elles sont insensibles dans le mouvement des planètes, mais non pas dans celui des satellites, et particulièrement dans le mouvement de la lune, qui s'accélère, pour cette raison, de siècle en siècle. La force accélératrice qui provient de l'attraction d une planète n»M sur une autre planète m, étant indépendante de la masse m et proportionnelle à lu masse s»,, on conçoit que les perturbations dues à cette force et observées dans le mouvement de m autour dn soleil, peuvent servir à déterminer le rapport de la masse m„ à celle de cet astre. Ainsi, par exemple, d'après la grande inégalité de Saturne, produite par l'action de Jupiter, on a trouvé la masse de cette dernière planète égale à 1/1070 de celle dn soleil. îious indiquerons tout à l'heure un autre moyen de calculer la masse des planètes, quand elles sont accompagnées d'un ou plusieurs satellites. Les comètes, à cause de la petitesse de leurs masses, ne produisent aucun effet appréciable sur les planètes, mais leurs mouvemens sont troublés par les attractions planétaires, et Ton détermine aussi par la méthode du n» 229, leurs perturbations qui influent considérablement sur les époques de la réapparition de chaque comète, c'est-àdire, sur 1 intervalle de temps compris entre deux passages consécutifs ù son périhélie. 345. Soient »' et m les masses d'un satellite et de sa planète, et r' la distance de leurs centres; la force motrice du satellite, dirigée vers le centre de la planète, sera aussi exprimée P«^-^ — « cette distance r' ; le coefficient / étant le même < I m- précédemment. Dans son mouvement apparent autour de la planète, la force accélératrice du satelM' lite aura pour expression — , en faisant *•'«/(■» + "•')• Je représenterai par o' le demi-grand axe de l'orbite du satellite, et par T' le temps de sa révolution ; en appliquant l'équation (l) à son mouvement , on aura et si l'on divise ces deux équations membre à membre, afiu d'éliminer le coefficient f , il en résultera Ï tl = " + T'» a* M + " Or, si l'on excepte la lune, les masses des satellites sont très petites par rapport à celles de leurs planètes respectives : 1« masse d'un satellite de Jupiter, par exemple, n'est pas un dix-millième de celle de cette planète ; on peut doue mettre m à la place de m -f- m dans celte dernière équation , et comme a, o', T, T', sont des données de l'observation, elle pourra servir à déterminer le rapport de m à H. C'est Jn cette manière que Newton a trouvé pour la masse de Jupiter, 1/1067 de celle du soleil; ce qui diffère peu de la fraction 1/1070 qu'on a obtenue depuis par un autre moyen. 246. L'attraction mutuelle des satellites d'une même planète, quund elle en a plusieurs, et l'inégalité d'action du soleil sur chaque satellite et sur sa planète, produisent dans les mouvemens elliptiques des satellites, des perturbations analogues à celles que nous venons d'indiquer pour 1rs planètes. Les perturbations provenant de l'action réciproque des satellites, font connaître les rapports de leurs masses à celle de la planète , dont l'attraction produit leur mouvement elliptique. Mai* ce moyen manquant pour la lune, on y supplée par d'autres considérations, parmi lesquelles je vais indiquer l'action de ce satellite sur les eaux de la mer. Soient C (fig. 66) le centre de la terre , A celui de la lune, M un point quelconque du sphéroïde terrestre ; faisons CA sa, AM = t, CM = r , et appelons a l'angle ACM ; nous aurons f» — «• — 2*r cos k + r» ; et si nous abaissons du point M la perpendiculaire MB sur lu droite AC, nous aurons aussi MB = r lin x , AB = « — r cos *. Au point 31, la force accélératrice provenant de l'attraction de la lune et dirigée suivant MA, aura fié pour valeur — , en désignant par m' la masse du f> , satellite, et par j le même coefficient que précédemment. Les composantes de cette force suivant la perpendiculaire MB et la parallèle MU à la droite AC, seront donc • fm'r sin x fm m fm'r cos x ? ' ~? f * Je substitue lu valeur de f dans ces quantités; et la plus grande valeur de r, c'est-à-dire, lu rayon du globe terrestre, étant, à peu prés, un soixantième de », je néglige le carié de r; en faisant alors fmf sin X 2jm'r eus x s = * 1 ï = *' ' m3 *J les deux composantes de l'attraction lunaire seront s et — + •'. Tous les points de la terre sont donc Digitized by Google
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    144 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. sollicite* parallèlement ■ CA par une force constante et égale à — , et, en outre, par des forces • et • •» dont la résultante varie en grandeur et en direction d'un point H à un autre, et est nulle au . entre C. Or , il est évident qu'en vertu de la fwi force — , la masse entière de la terre se portera •» vers la lune, d'un mouvement commun à toutes ses parties, sans que les points de la partie fluide changent de position relative; c'est donc aux forces • e t p ' appliquées aux différons points de la mer , que seront dus le flux et le reflux produits par l'action de la lune. La masse du soleil étant H, et a sa distance à la terre, si l'on désigne en outre, par ft, 4i 4\ ce que deviennent x, •, •', relativement à cet astre, on aura de même fltr sin j* 2/Mr ros * ** ~' 4 = ? ' pour les composantes de la force provenant de l'action du soleil , qui concourent au phénomène des marées. En les comparant aux forces • et •', on voit que pour un point de la mer, dont le rayon vecteur r fuit le même angle x ou ft avec le rayon vecteur de la lune ou du soleil, les actions de ces deux astres, qui produisent les oscillations de la mer, sont entre elles comme leurs masses, divisées par le cube de leurs distances au centre de la terre. Or, on conçoit que, toutes choses d'ailleurs égales, les grandeurs de ces oscillations doivent être entre elles comme les forces correspondantes , si donc on désigne par « le rapport de la marée lunaire à la marée solaire, dans un même lieu de la terre et pour des positions semblables des deux astres, on aura équation dans laquelle on prendra pour « et a les distances moyennes de la lune ou dn soleil à la terre, cl d'où Ton tire, m' .» M en appelant m la masse de la terre. D'iiprés les lois différentes que suivent les marées lunaire et solaire, on peut effectivement, distinguer les unes des autres, et déterminer leur rapport eu chaque lien de la terre. La moyenne d'un grand nombre d'observations, faites duns le le port de Brest, donne * • = 2,3633 , pour la valeur de ce rapport. I.n distance a est, à très peu près, 400 fois la distanne », et la masse M, comme on le verra tout à l'heure, aussi à très peu près, 355000 fois la masse m. Au moyen de ces valeurs, on trouve, d'après la formule précédente, la masse de la lune égale k 1/75 de celle de la terre. Indépendamment des oscillations de la partie fluide de la terre, les actions du soleil et de la lune produisent encore, dans le mouvement du sphéroïde terrestre autour de son centre de gravité, à raison de sa non-sphéricité, des perturbations que nous ferons connaître lorsqu'il sera question du mouvement de rotation d'un corps solide. 247. On peut remarquer que la composante des forces • et •', suivant le prolongement HE du rayon CM, est cosx — • sin en sorte que «a valeur est { 2 cos» x — sin» a C'est la diminution de la pesanteur au point M, produite par l'action de la lune. Or, en supposant que M appartienne à la surface de la terre, et désignant par g la gravité en ce point, on a aussi fm=gr* , à très peu près; d'ailleurs, le maximum de 2 cos* x— sin» X répond à x=0, et est égal à 2. La plus grande valeur de cette diminution de pe2ori santeur sera donc ; quantité à peu près égale à an huit-millionième de o, en prenant 60 pour le rapport — . Pour que l'influence de l'action r lunaire sur la longueur du pendule à secondes fût appréciable, il faudrait donc pouvoir porter l'exactitude jusqu'à la seconde décimale au delà des cent - millièmes , où l'on s'arrête ordinairement dans la mesure de sa longueur. Cette influence produirait, dans la mesure du temps, une inégalité réglée sur le mouvement de la lune, dont le maximum ne s'élèverait qu'à un dcmi-centiémc de seconde en un jour. 248. Abstraction faite de la force centrifuge due à la rotation de la terre, la pesanteur que nous observons à sa surface est la résultante des attractions exercées par tous les points du sphéroïde sur chaque point matériel, laquelle résultante ne dépend que de la position et de lu masse de ce point, et nullement de la nature du corps auquel il appartient; c'est, en effet, ce que l'expérience a pleinement confirmé. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure qu'on s'élève au-dessus de la surface de la terre; et c'est aussi ce qui résulte des observations du pendule , fuites à différentes hauteurs. De plus, la pesanteur terrestre, diminuée dans le rapport du carré du rayon de lu terre au carré du rayon de l'orbite lunaire, doit être la force accélératrice qui retient la lune dans son orbite. Or, la distance du satellite étant, à peu Digitized by Google

  

  
    Page 171
    

  
  
    DTHAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 14* près, 60 fois le rayon de la terre, il s'ensuit que la lune, si elle n'avait aucune vitesse, devrait tomber vers la terre, de la même quantité en une minute qu'un corps quelconque, dans le vide, en une seconde à la surface de la terre. Cette quantité n'est autre chose que le siuus verse de l'arc que la lune décrit sur son orbite en une minute, ou, à très peu près, le carré de cet arc divisé par le diamètre de cette courbe ; et comme la circonférence de l'orbite est 60 fois celle de la terre, ou en conclut que la quantité dont il s'agit est égale a 40 millions de mètres, multipliés par^-1, en désignant par n le nombre de minutes que contient une révolution lunaire. Il faut donc, d'après la valeur de la gravité g qu'on a trouvée par l'ei périence du pendule, que ce produit soit à très peu près égal à 4™,90; on trouve, effectivement, 4">,88 pour sa valeur, en observant que n=39343. La différence serait encore moindre, eu ayant égard à diverses circonstances dont nous avons fait abstraction pour simplifier la démonstration. La pesanteur terrestre est donc un cas particulier de l'attraction universelle; et, pour cette . raison, l'on appelle aussi cette force générale la ■ ou la gravitation universelle. A cause que la terre s'écarte peu do la forme sphérique , l'attraction qu'elle exerce sur Jm un point de sa surface esta peu près — , comme celle r« d'une sphère, en désignant par m sa masse, par r son rayon, et par f le coeflicient de l'attraction universelle. Cette valeur approchée doit être toutà-fait exacte pour les points appnrtenant à un certain parallèle ; et, d'après la théorie de l'attraction des sphéroïdes peu diflërenx d'une sphère, ce parallèle est celui dont le carré du sinus de la 'latitude est 1/3. Sur ce parallèle, la pesanteur a pour mesure ««,79386 (n« 193); mais, pour l'égaler à l'attraction terrestre, il fuut préalablement l'augmenter de la composante verticale de la force centrifuge, laquelle composante est égale, sous ce pa2 rallèle à la fraction de la grnvité(n° 178). , en faisant g = (9«,79386 ) ( l + -JL ) == 9«,8l64K, on pourra regarder cette valeur de la gravité, ainsi modifier . comme égolc i\ l'attraction de la terre, et poser l'équation fi» y — — . r» En la multipliant membre à membre par l'équation (1) du n» 243, appliquée au mouvement de la terre autour du soleil, on en conclut m oT» r» 4»> us . M + m formule qui va servir à déterminer le rapport de la masse de la terre à celle du soleil. Si l'on conçoit un triangle rectangle qui ait pour base le rayon de la terre, et pour hauteur sa distance au soleil, le petit angle opposé à la base est la parallaxe du soleil, que l'on détermine directement par des observations astronomiques, et que l'on peut aussi déduire d'une certaine inégalité produite dans le mouvement de la lune par l'action du soleil , que Ton appelle l'inégalité parai lactique. La grandeur de la parallaxe varie avec le rayon de la terre et son éloignement du soleil auxquels elle répond ; pour la distance moyenne a et pour le rayon r qui aboutit au parallèle dont le sinus de la latitude est |/ l/J, sa valeur est 8",60. On a, par conséquent, r — = tang 8",Ô0, a = (83984) r. o Sous ce même parallèle, et en prenant 1/200 pour l'aplatissementde la terre, on a r = 6364661», pour son rayon. Le temps de sa révolution autour du soleil, exprimé en secondes, est T es (86400) ( 366,266374 ). Au moyen de ces valeurs ut de celle du g, qui suppose aussi qu'on a pris la seconde pour unité de temps, on 260. Le soleil est une sphère d'un rayon égal à 110 fois celui de la terre; on connaît donc le rapport des volumes de ces deux corps et celui de leurs masses, d'où l'on conclut immédiatement le rapport de leurs densités moyennes : celle du soleil est, a peu près, le quart de la densité de la terre. A la surface de cet astre, l'attraction est exprimée par *» en apprlont R son rayon. A cause de R — llOr, cette quantité est la 9 = — i (UOj. Il) Digitized by Google
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    148 TRAIT* DE MÉCANIQUE. et elle a pour valeur (29,6) g, d'après celle de — . La duréo do la rotation du soleil autour de son m axe étant de 25/,5, la force centrifuge à son équateur n'est que le sixième de cette force à l'équateur de la terre. En négligeant donc lu diminution qu'elle produit dans la pesanteur à la surface du soleil , on voit que le poids d'un corps à cette surface est 29 fois et demie le poids du même corps à la surface de la terre, et que les corps y parcourent à peu prés 1-15 mètres dans la première seconde de leur chute. En appliquant successivement l'équation (1) du n» 243 à la terre et à une autre planète, et supposant que les quantités tu, a, T, relatives à la terre, détiennent aii , a» , 1\ , pur rapport a la planète, on en conclura a.» M J- ... T4« M -f- m T» par l'élimination de f. Connaissant la valeur de a par l'observation de ta parallaxe solaire, ou autrement, ainsi que la masse m de la terre et la durée T de l'année sydérale, cette équation servira à déterminer la valeur du demi-grand axe a, d'une planète quelconque, lorsque sa masse Ri et le temps T> de sa révolution seront donnés. Le proi-édé du n° 246 pour déterminer cette masse, suppose seulement qu'on connaisse une valeur upprochéc du demigrand axe. 261. L'attraction exercée à la surface de la terre par une masse considérable , telle qu'une haute montagne, fera dévier les corps pesaus de la direction verticale, et le prolongement du fil à plomb n'ira plus rencontrer le ciel au tènith. 11 s'en écartera en sens contraire des deux côtés opposés de la montagne ; en sorte que si tout est semblable de port et d'autre, pour la forme de la montagne et pour l'éloignement du fil à plomb , la agulaire des deux étoiles par lesquelles it ira passer , sera double de sa déviation. Cet effet a été observé, par les astronomes, au Pérou et en Ecosse ; mais , à cause que les masses des plus hautes montagnes sont encore très petites, eu égard à la masse de la terre, les déviations dont il s'a-: il sont aussi très peu considérables, et ne s'élèvent qu'à de petits nombres de secondes. Voici un exemple du calcul de la déviation du fil à plomb, due à l'attraction d'une masse donnée. Soit A (fi- . 57) le centre d'une sphère homogène, suspendue à l'extrémité d'un fil inextensible et inflexible, dont l'autre bout est attaché au point fixe C ; soit aussi 0 le centre fixe d'une autre sphère homogène qui agit sur la première. Le fil CA s'écartera de la verticale CB sans sortir du plan passant par cette droite et' la ligne CO; et , dans sa position d'équilibre, il faudra que la résultante du poids de la première sphère et de l'attraction de la seconde vienne passer par le point fixe C. Or, ces deux forces seront appliquées au point A, l une suivant la verticale AD, l'autre suivant la droite AO; et elles tendront à faire tourner le fil CA en sens opposés autour du point C. Pour que leur résultante passe par le point 0, il faudra donc que leurs moment, pur rapport à ce même point , soient éguux ( n° 46 ) ; par conséquent , si l'on appelle P et Q le poids de la première sphérr et l'attraction totale de la seconde , et que l'on désigne par p et q les perpendiculaires CE et CF, abaissées du point C sur les prolongemens de DA et de OA, on aura PP = . pour l'équation d'équilibre qui devra servir à déterminer la déviation inconnue BCA. J'appelle x cet angle , y l'angle donné BCO, a et c les distances aussi données CA et CO, et y la AO; y» = o« + c» — 2ac cos [y — x) , et, en outre, sin COA O sin(y— x) oc sin ( y — s] y = p = asm *. Appelons aussi m la masse de la terre m, celle de la sphère mobile, as' celle de la sphère attirante. En désignant toujours par / le coefficient de l'attraction universelle , et représentant par r le rayon de la terre, les forces motrices P et Q auront valeurs et si f est la densité moyenne de la terre, r' celle de la sphère attirante, et W son rayon , ou ttVi Au moyen de ces différentes valeurs , l'équation Pp = Qç se changera en celle-ci ; fty* sin x = p'r1» c sin (y — x) , où il ne restera plus qu'à mettre la y pour en déduire ensuite celle de x. Je supposerai, ce qui a lieu généralement, ta longueur CA du fil à plomb très petite par rapport à la distance CO. En négligeant a par rapport à c dans les valeurs de y, on aura simplement y = c ; d'où il résultera sin x .... (>- m) Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, PREMIÈRE PARTIE. 147 La densité #' et le rayon r' de la iphère attirante restant les mêmes, la valeur de * que l'on tirera de cette équation sera d'autant plus grande que la distance e sera plus petite, et que l'angle y approchera davantage d'être un angle droit; et comme c ne peut pas être moindre que le rayon r>, il s'ensuit qu'on aura le maximum de déviation du fil à plomb que puisse produire l'attraction d'une sphère donnée , en prenant c = r1 et y = 90° ; co qui réduit l'équation précédente à Si l'on suppose, par exemple, f' = p, et qu'on demande quel doit être le rayon r' pour que la déviation m s'élève à une seconde, on aura ry=r tang 1"; et , à cause que la circonférence 2*r de la terre est de 40 millions de mètres, il en résultera r1 =30B»,8.VÏ.... Ainsi, une sphère homogène d'environ 31 mètres de rayon, et d'une densité égale à la densité moyenne de la terre, ne produit qu'une déviation d'une seconde an plus dans la direction du fil à plomb; et pour qu'elle la produise, il faut qu'elle touche l'extrémité inférieure de ce fil, et que son centro soit situé dans le plan horizontal passant par cette extrémité. 252. Cette moyenne densité de la terre, conclue de la déviation du fil à plomb que produit l'attraction des montagnes, a été évaluée à quatre ou cinq foisladensité de l'eau. Cavendish l'a trouvée égale à cinq fois et demie cette densité, en la déduisant de l'attraction exercée par deux globes de plomb de huit pouces anglais de diamètre , qu'il a su rendre sensible par le moyen de la balance de torsion. Sans entrer ici dans tous les détails de cette belle expérience, des diverses précautions qu'elle »xige, et des calculs qu'il faut faire pour en déduire un résultat exact, je vais seulement indiquer les points principaux de ces calculs (*). La balance de torsion est l'instrument le plus exact que nous ayons pour servir h la mesure des forces très petites. Coulomb , a qui l'invention en est duc, l'a surtout employée à mesurer les forces d'attraction et de répulsion des corps électrisés ; et, pour cette raison , elle est aussi connue , en Physique , tous le nom de la balance électrique. Elle consiste principalement en un fil métallique très délié, vertical, attaché h un point fixe, et à l'extrémité duquel est suspendu un levier horitontal. Supposons Cfl levier formé d'une tige très mince ACA' (fig. 68), partagée en deux parties égales à son point d'attache C, et terminée par deux sphères d'un petit diamètre, dont les centres sont A et A'. Du point C comme rentre , et d'un rayon égal à CA, décrivons le cercle horizontal BAB'A', dont nous diviserons la circonférence en un grand nombre de parties égales. Lorsque le • O» trou.r «W l« 1> t«hi*r du Jvn.il d. l'A* FtljîtrkRftjM dm traduction ciact* du mtmoirt dt Cuet.iUb. levier tournera autour dn point C, ses extrémités A et A' parcourront cette circonférence, et les points de division auxquels ils répondront à chaque instant feront connattre les arcs qu'ils auront décrits. Tant que le fil de suspension qui aboutit au point C n'est pas tordu, le levier reste en repos dans une certaine position. Je suppose qu'il réponde alors à la ligne BCB'; si l'on vient à l'écarter de cette ligne, pour le mettre dans une autre position quelconque ACA', le fil de suspension sera tordu sur lui-même, et cette torsion tendra à ramener ce levier vers la ligne- BCB . Pour le retenir dans la direction ACA', supposons que l'on applique à ses deux extrémités des forces égales et contraires, dirigées dans le plan horizontal, et perpendiculaires à sa longueur, la valeur commune de ces deux forces sera la mesure de la force de torsion qui leur foit équilibre. Or, les expériences de Coulomb ont prouvé que le fil de suspension restant le même, cette force de torsion est proportionnelle a l'angle BCA ; en prenant donc l'angle droit pour unité , appelant h la force de torsion qui répond à cet angle , et désignant par ( l'angle BCA, cette force, dans la position ACA' du levier, sera égale à Al : ainsi, dans cette position, la torsion du fil de suspension équivaudra à deux forces égales à /»J, horizontales, perpendiculaires à ACA', appliquées aux points A et A', et tendantes à ramener le levier à la ligne de repos BCB'. Cela posé , approchons dn levier deux sphères homogènes d'une même matière, d'un même diamètre, et symétriquement placées de part et d'autre de la ligne BCB'. Soient 0 et 0' leurs centres situés dans le plan horizontal qui contient le le vier à égale distance de C, et sur une droite OCO' menée par ce point. L'attraction de ces deux corps va écarter le levier de la ligne BCB'; et, à cause que tout est semblable autour du centre C, la droite ACA' tournera autour de ce point, qui restera immobile. A mesure que le levier s'écartera de la ligne de repos , la force de torsion augmentera. Il existe une position dans laquelle cette force ferait équilibre à l'attraction des deux sphères; mais comme le levier atteint cette position avec une vitesse acquise, il la dépasse, et il oscille, de part et d'autre , k la manière d'un pendule horizontal. L'observation fait connaître la dorée d'une oscillation entière. En comparant la longueur de ce pendule à celle d'un pendule ordinaire qui oscillerait dans le même temps, on en conclut le rapport de In force d'attraction de chaque sphère à la pesanteur; et par suite, ou a le rapport de la masse de cette sphère a. celle de la terre. L'équation qui sert à déterminer ce rapport est facile à former, ainsi qu'on va le voir. 253. Les deux sphères mobiles dont les centres sont en A et A', étant sollicitées par les mêmes forces, et ayant le même mouvement autour du point fixe C, il suffira de considérer le mouvement du centre de l'une d'elles, du point A, par exemDigitized by Google
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    146 TRAITÉ DE MECANIQUE. pie; toient donc comme dans le problème pré CA = o, CO^c, BCO = y; appelons m' la masse de la sphère attirante dont le centre est en 0, et / le coefficient de l'attraction universelle; au bout d'un temps quelconque t , désignons par • l'angle ACB, et par a la distonce AO, *• = a" + c» — 2ae cos ( y — • ) ; et la forco accélératrice provenant de l'attraction dirigée suivont AO sera i— . Je la décompose en forces, l'une dirigée suivant le prode CA,et l'autre perpendiculaire à CA. gale.-^' ,i,,CAO, s» /me c'est-à-dire, k-l— sln (y — • ), en y mettant M* pour sin CAO sa valeur déduite du triangle COA. Si l'on retranche de cette composante tangente à la trajectoire, la force de torsion M qui lui est directement opposée , et si l'on observe que l'arc BA décrit par le mobile est égal à al, on oura •£ = £° *(»-•>-». pour l'équation du mouvement (n° 162). L'attraction de la masse m' étant une très petite force, l'angle I dont elle écarte le levier ACA' de sa ligue de repos sera très petit. En appelant b la distance BO, ou la valeur de s qui répond à I = 0, do sorte qu'on ait l* = a» + c» — 2oc cos y , et développant suivant les puissances de I, H »» lUono.onfait, pour abréger, J£2_l(„. +..) cos* — 2ac — < I sin» y]-g -fetc. I (a* + c« ) « os y — ?ac — acsin* > |«— c -f I =: J1 fm'e sin y V> et qu'où néglige les puissances de » supérieures a la première, l'équation du mouvement deviendra a>l d'où l'on tire, en intégrant , k et k étant les deux coustmites arbitraires. D'après cette valeur de I, le plus petit et le plut grand écart du levier ACA', h partir de la ligne BCB', seront C+ A et C — k; et, si l'on tire la ligne DCIV, telle que l'angle BCD soit égal k C, le levier fera, de part et d'autre de cette droite, des oscillations égales et isochrones dont l'amplitude sera la constante * : on déterminera l'angle C par l'expérience, en mesurant le plus petit et le plus grand écart du levier, et prenant , pour cet angle, la demi-somme do ces valeurs extrêmes de I. La droite DCD' qui répond k I = C est la position du levier daus laquelle il demeurerait en équilibre, s'il y parvenait sans vitesse acquise. La durée de chaque oscillation entière du levier, de part et = <9\ d'autre de cette ligne, sera le temps pendant lequel l'ongle t [s — + *' augmentera de 180" , a en le désignant par T, on aura donc et cette durée T sera aussi donnée par l'observation. Maintenant, si l'on appelle o la gravité, et / U longueur du pendule simple qui fait ses oscillations infiniment petites dans le temps T, on a (uo 182), r = . l/Ti 9 on aura donc J« = f'i , par conséquent, à cause de 9 — — ■ 9 r» fm'c sin y Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. 149 sin y m étant la masse de la terre et r son rayon. Toutes les quantités contenues dans cette formule sont connues dans chaque expérience ; elle servira donc à calculer le rapport de lu masse m' ù celle de la terre; et connaissant, en outre, les volumes de ces deux corps et la densité de m', on en conclura la densité moyenne de la terre. 264. On démontre, dans la Mécanique célesie , que pour la stabilité de l'équilibre de la mer, il est nécessaire et il suffît que la densité moyenne de la terre surpasse celle de l'eau. C'est parce que cette condition est remplie, que les forces provenant des actions simultanées du soleil et de la lune ne produisent que de petites oscillations : si elle ne l'était pas, et que la terre, par exemple, en conservant sa densité moyenne , fût recouverte par une mer de mercure, l'action des moindres forces étrangères au sphéroïde terrestre, produirait, dans ce fluide, un mouvement progressif, de sorte que la mer, au lieu d'osciller , parcourrait la surface entière de la terre. On prouve aussi, par diverses considérations, que la densité des couches concentriques du sphéroïde terrestre, doit croître en allant de la surface au centre; d'où il résulte que sa densité moyenne doit surpasser celle de la couche superficielle; condition qui se trouve effectivement remplie; car si l'on excepte les métaux, qui sont en petite quantité dans cette couche , les densités des autres matières dont elle est formée , sont toutes beaucoup moindres que cinq fois et demie la densité de l'eau. Mais il importe d'observer que cet acde matières entièrement différentes de celles que nous voyons à la surface, et dont la densité propre serait excessivement grande : on peut admettre que toutes les couches de la terre sont formées d'une même matière, un peu compressible, ou d'un mélange de différentes matières , comme à M surface; et dans cette hypothèse , qui parait la plus naturelle, leur accroissement de densité serait dû à la condensation produite, dans chaque couche , par la pression des couches supérieures, qui va en augmentant de la suiface au centre. Dans l'intérieur de la terre, la loi de l'attraction, dépend de la loi inconnue des densités ; en dehors, elle varie sur le prolongement de chaque rayon , à peu près en raison inverse du carré de la distance au centre ; et d'un rayon à un autre , elle éprouve en même temps une variation proportionnelle au carré du cosinus de l'angle que chaque rayon fait avec l'axe- de figure du sphéroïde terrestre. Il résulte de cette dernière vuriation qu'à égale distance du centre de la terre, la force appliquée au centre de la lune et proveuant de l'attraction de ce sphéroïde, n'est pas la même dans tontes les directions du rayon vecteur; en sorte qu'on peut considérer cette force comme étant composée de deux autres, l'une provenant de la partie sphérique de la terre et qui est constante ou ne varie qu'à raison de la distance à son centre, l'autre due au renflement de la terre à l'équateur et qui varie avec la direction du rayon par rapport à l'axe des pôles. Laplace a déterminé la petite inégalité en longitude et en latitude, que cette seconde force produit dans le mouvement de la lune; ou conçoit que sa grandeur doit dépendre de l'aplatissement de la terre; et en lu comparant à celle que l'observation a donnée, on en conclut un applatissement 1/305, peu différent de celui qui résulte de l'ensemble des mesures du pendule et des degrés du méridien. A la surface de la terre, la variation de la pesanteur provenant de celle de l'attraction et de la force centrifuge, suit la même loi qu'à une distance quelconque du centre, c'est-à-dire qu'elle est proportionnelle, comme nous l'avons déjà dit (n« 178), au carré du cosinus de ta latitude. Mais pour vérifier cette loi par les mesures du | à secondes , il faut que les oscillations pas observées près d'une montagne ; cor , en même temps que la composante horixontale de son attraction écarte le pendule de la verticale, dans sa position d'équilibre , la composante verticale de cette force diminue la pesanteur , et , conséquemment , la longueur du pendule simple. En évitant celte cause d'anomalie, on trouve encore qu'en certains lieux la longueur du pendule à secondes s'écarte de la loi de variation donnée par la théorie; ce qu'on doit attribuer à ce qu'en ces lieux, la densité du terrain, dans une éteiidue et une profondeur considérables, est plus grande ou plus petite que lu densité générale de la couche superficielle , d'où il résulte une augmentation ou une diminution de la pesanteur totale, et, par conséquent, de lu longueur du pendule simple , qui est proportionnelle à son intensité. Le pendule est donc aussi un instrument de Géologie, qui annonce, par ses anomalies, des variations d'une grande étendue dans la nature du sol. Au reste , il faut observer que la loi du decroissement de la pesanteur , proportionnel au carré du cosinus de la latitude, en allant du pôle à l'équateur, suppose qu'on prend pour la surface de la terre le prolongement du niveuu des mers ; et comme les lieux des continens où se font les observations s'élèvent à des hauteurs différentes au-dessus de ce niveau, il est nécessaire de réduire les longueurs observées, à celles qui auraient lieu à ce niveau même sur chaque verticale. Celte réduction se fait ordinairement en augmentant la pesanteur et la longueur du pendule à secondes , dans le rapport du carré de la distance du lieu de l'observation au centre de la terre, au carr«« de cette même distance diminuée de la hauteur de ce lieu au-dessus du niveau des mers ; ce qui Digitized by Google
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    150 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. revient à négliger rattraction de la couche de terre comprise entre In surface du conlioent et le prolongement de la surface des mers. On va voir, dans le numéro suivant , qne cette correction est trop grande de près de moitié. 266. Soient AM'B ( fig. 69 ) la surface d'un continent , DAUBE le niveau des mers et son prolongement, et C le centre de la terre; soient aussi H' le lieu de l'observation, et H le point où le rayon CM' rencontre ce prolongement ; H'H sera la hauteur du point M au-dessus de la surface des mers, que je représenterai par h, et qui aéra donnée par un nivellement ou par des mesures barométriques. Si M' était très voisin de la mer, la pesanteur pourrait être un peu diminuée et sa direction un peu dérangée, à cause que la densité de l'eau est moindre que celle du terrain ; mais je supposerai que cela n'ait pas lieu, et je supposerai aussi qu'autour du point M' la surface du terrain soit horizontale ou sensiblement perpendiculaire au rayon CM', et que sa densité soit uniforme. Il s'agira de calculer l'attraction exercée au point M', par la couche AM'BM, élevée au dessus du niveau de ce calcul, on pourra faire abstraction de la courbure de cette couche et de la variation de son épaisseur, nu, autrement dit, on pourra considérer l'épaisseur de cette couche comme constante et égole à h, dans toute l'étendue où son attraction peut être sensible. Je représenterai par e le rayon de cette étendue , et par f' la densité de la couche. Cela posé, soit K un point quelconque de la couche attirante ; désignons par s et y ses distances à la surface du terrain et au rayon CM'; et décrivons deux surfaces cylindriques qui aient MM' pour axe commun, et dont les rayons soient y et y -f- d'y. Le volume compris entre ces deux surfaces aura 2wydy pour base et dt pour hauteur; et si on le décompose en anneaux horizontaux d'une épaisseur infiniment petite, le volume de l'anneau qui répondra au point K sera Srydyds , et sa masse Zxf 'ydydz. L'attraction de cet anueau sur un point matériel situé en M' se réduira à un suivant MM', qui sera égale à la somme des composantes verticales des attractions de tous ses pointa; et comme, pour le point quelconque K, on a cos KM M = la force accélératrice provenant do Pi l'anneau entier, aura pour valeur de 2wff'yzdydt (T + «' )î ' / étant toujours le coefficient de l'attraction universelle. Par conséquent, pour avoir l'attraction de la couche que nous considérons, il faudra intégrer cette formule depuis s = 0 jusqu'à ssb h, et depuis y= 0 jusqu'à y =c; ce qui donne A' = 2,/p'(e + *-L/c. + A.), en désignant cette force par A\ Mais, en général, l'épaisseur verticale de la couche attirante est petite, eu égard à son rayon horizontal; si donc on néglige k' par rapport à c> , on aura simplement Soit k l'attraction exercée au point M par lu partic de la terre qui se termine an niveau des mers, et r le rayon CM ; cette attraction au point M' de(r + En désignant la pesanteur et la composante verticale de la force centrifuge par y et y au point M, et par y' cl y' an point M', on aura donc (' + *)' + V - >'. vr + *• Je développe le premier terme de y' suivant les puissances de *, puis je retranche y' de g, et j« néglige lo carré de h et la petite différence y' — y, il vient 2kh 9 -9' = *'. r A cause de la petitesse du facteur—, on k = gf dans le premier terme de cette formule ; la petite quantité on peut aussi suppo en désignant par f la densité moyenne de la terre , et prenant — - — pour son volume; il en résultera alors C'est doue par le facteur compris entre les parenDigitized by Google
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    « DYNAMIQUE , PREMIÈRE PARTIE. M thèses, et non par le facteur 1 H , comme on a t coutume de le faire , qu'on devra multiplier la pesanteur y1 qui a lieu sur un continent, à une hauteur h au-dessus du niveau des mers, pour la réduire à ce niveau. On peut, en général , évaluer f' à la moitié de t. et prendre, en conséquence, loi M 1 H pour co facteur. A Paris , l'élévation h du 4r point de l'Observatoire où se trouve le baromètre, est de A3 mètres; d'où il résulte que la gravité et la longueur du pendule a secondes y sont moindres qu'au niveau des mers, dans le rapport de l'unité à 1,0000185. r Digitized by Google
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    LIVRE TROISIEME. STATIQUE, SECONDE PARTIE. CHAPITRE PREMIER. DE J KOT TI 1IIHF D U* CORPS SOLIDE. 260.11 n'y ■ pas do corps solide, dans la nature, qui ne soit plus ou moins compressible, et qui ne change de forme lorsqu'il est soumis à des forces qui se font équilibre. Mois quand le corps solide que nous allons considérer aura pris la forme convenable , on pourra regarder les points d'application des forces qui le sollicitent comme un système de force invariable; et c'est à cet état que répondront les coordonnées de ces diflërens points, qu'on supposera connues, et qui entreront dans les équations d'équilibre. Soient M, M', M'', etc., ce système de points matériels. Pour chaque point on aura sept quantités à considérer, savoir , ses trois coordonnées , la force qui le sollicite , et les trois angles qui en déterminent la direction. Je désignerai par P la force qui est appliquée au point 31, et dont la direction sera la droite MD ( fig. 60 ); par s, yt m, les trois coordonnées OG, G1I, H H, du point M, rapportées aux aies rectangulaires 0*, Oy, 0s; et par *, C, y, les angles aigus ou obtus que fait la droite MD, avec des parallèles à ces axes , menées par le point JJ. Relativement aux autres points M', M", etc. , je représenterai les quantités analogues par les mêmes lettres avec des necens. Cela posé, avant de chercher les conditions d'équilibre des forces données P, P', P", etc., nous ullons transformer ce système de forces en trois autres, dont l'un sera composé de forces parallèles à Taxe Os, un autre de forces parallèles à l'axe Oy et dirigées dans le plan des s et y, et le troisième de forces dirigées suivant l'axe Or. 257. Décomposons chacune des forces P, P', P'', etc. , sans changer son point d'application , en trois forces parallèles aux axes des s, y, x; P cos 
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 153 plan des x et y, ses coordonnées seront .1- et y, et l'on aura y et s — KH pour celles du point K, puisque ces deux points appartiennent à une même parallèle à Taxe des t. Or, en considérant le rectangle K>>IH. dont la diagonale KM est lu direction de la résultante des forces g et P cos », qui agissent suivant les côtés BU et K 11 , on a la proportion KH : hh :: p cos • : g-, d'où Ton tire KH - lPco> « 9 à cause de H M = s. Les coordonnées du point d'application K de la force g , dans le plan des * et y, sont donc sP cos « y et * — 9 En opérant de la même manière sur les forces P cos Cet — y, la première sera transportée dans le plan des « et y suivant ln projection de sa première direction, et les coordonnées du nouveau point d'application de la force — g, dans ce mémo plan, seront , aP cos C y + et x. 9 On transportera par le même moyen toutes les forcea P' cos •', P" cos •", etc., P cos C, P" eus C", etc., dans le plan des x et y; chacune de ces forces agira suivant la projection sur ce plan, de sa direction primitive, qui pouvait être au-dessus ou au-dessous de ce même plan; et l'on aura de plus autant de couples de forces g' et — 9>t 9" et — 9"i ^c. , qu'il y a de points M', M", etc. Les coordonnées des points d'application de ces dernières forces , dans le plan des * et y, se déduiront de c»lles "qui répondent aux forces y et — g, en accentuant les lettres *, y, s, 2ôb. Maintenant , par une semblable opération , faite sur les forces P cos », P' cos •', P" cos •", etc. , parallèles à Taxe des x, et comprises dans le plan des s et y, on les transformera en deux groupes de forces, dont l'un se composera de forces parallèles à l'axe Oy, et l'autre de forces dirigées suivant l'axe Ox. Ainsi, au point H (fig. 61), où agit la force P cos • suivant la direction HF, j'applique des forces parallèles à Oy et représentées par h et— h; je compose la forée k, dirigée suivant HB, avec la force P cos • ; je transporte le point d'application de leur résultante au point Q , où le prolongement de sa direction KH vieut rencontrer l'axe Ox; puis je la décompose suivant les directions rectangulaires Q* et Qy, ce qui reproduit en ce point Q les forces P cos « et h. D'ailleurs, on aura gq : gh :: p cos * : h et , a cause de OG sa x et GH = y , on en conclura 00 = . pour l'abcisse du point Q. La force P cos », dont la direction était UF, sera donc remplacée par une force P cos * , qui agira suivant l'axe 0*, et deux forces k et — h, perpendiculaires à cet axe , et appliquées à des points Q et G dont les positions sont connues. Il en sera de même à l'égard des autres forces P' cos •', P" cos •", etc., parallèles à Taxe des x, et comprises dans le plan des * et y , qui seront aussi remplacées par des forces P' cos •', P" cos »", etc. , dirigées suivant la droite Ox, et par des couples de forces *' et — *" et — h", etc. , parallèles à l'axe Oy. 259. Nous voyons donc que par ces deux opérations successives , les forces données seront transformées, comme on l'avait dit , en trois groupes de forces, dirigées suivant l'axe de x , perpendiculaires à cet axe et comprises dans le plan des s et y, et perpendiculaires à ce plan. Dans cette transformation, la force quelconque P se trouvera remplacée par six autres forces, qui seront : 1" Les trois forces P cos y , g , — g , parallèles à l'axe des 1, et dont les points d'application sur le plan des x et y ont pour coordonnées rapportées aux axes Ox et Oy , savoir : celui de la première, x et y; celui de la deuxième, x — ■ ' S * et . celui de la troisième, x et y -f- - — — — . 9 2° Les deux forces P cos C — À et h, parallèles à Taxe des y, comprises dans le plan des x et y , et qu'on peut supposer appliquées à l'axe des xj la première à la distance x du poiut 0 , et la seconde . , ,. , yPcos» a la distance x - . 3» U force P cos », dirigée suivant l'axe des x, et dont on pourra transporter le point d'application en 0. 280. Il est facile actuellement de former les équations d'équilibre des forces données P, P', P", etc., ou des trois groupes de forces qu'on vient de leur substituer. On doit d'abord remarquer que cet équilibre ne peut exister, à moins qu'il n'ait lieu séparément dans chacun de ces trois groupes de forces. Eu effet, si les forces parallèles à l'axe des m ne se détruisaient pas entre elles, et que cependant l'équilibre de toutes les forces données fût possible, on pourrait, sans troubler cet équilibre, rendre 20
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    154 TRAITÉ DB KÉCAMQIE. fiifl une droite tracée dans le plan dea x et y; mais alors les forces comprises dans ce plan seraient détruites , soit parce qu'elles rencontreraient cet axe fixe, soit à cause qu'elles lui seraient parallèles. On pourrait donc les supprimer; et, cela fait, l'équilibre serait rompu, contre l'hypothèse, puisque rien n'empêcherait plus les forces perpendiculaires au plan des « et y de faire tourner le corps solide autour de l'axe fixe; par conséquent, l'équilibre est impossible tant que ces dernières forces ne se détruisent pas séparément. Cela étant, on terra de même que l'équilibre ne peut exister entre les forces comprises dans le plan des s et y, i que les forces parallèles à l'axe des y ne se dét entre elles; car s'il avait lieu, et que cette condition ne fût pas remplie , on fixerait un point de l'axe des s t qui détruirait toutes les forces dirigées suivant cette droite : rien n'empêcherait plus les forces perpendiculaires a cette droite , de faire tourner le système autour de ce point ; en sorte que l'équilibre se trouverait détruit par l'addition d'un point fixe, ce qui serait absurde. Cela posé, si le corps solide que noos considérons e*t entièrement libre , il faudra d'abord ( n» 57 ), pour l'équilibre des forces parallèles P cos y, P' cos y», P" cos y'', etc., y et — y, g' et — 9't 9" «» — y", etc., que leur somme soit nulle; ce qui donne P cos y + P' cos y* + P" cos y" + etc. = 0. Il faudra, en outre, que les sommes de leurs mamens par rapport au plan des s et s et à celui des y et s, qui sont parallèles à ces forces, soient aussi nulles. Or, par rapport au premier plan, on • yP cos y + g>P cos y' + y"P» cos y" + etc. , pour la somme des moraens des forces P cos y ; P' coi y', P" cos y», etc., forces y, y', y", etc., est 99 +M + yV + etc et la somme des momens d — g", etc., a pour valeur es forces —g, — g'f -.(, + «)-, (, + 25?!)d'après les coordonnées des points d'application de ces diverses forces. On a donc , en ajoutant ces trois sommes et réduisant, P (y cos y - s cos C) + F ( y1 cos y' — cos C) + etc. = 0 ; et l'on trouvera de même , en formant la somme des moment des mêmes forces , par rapport an plan des y et mt et l'égalant à xcro , P {* cos y — s cos •) + V (*' cos y' — s' cos •') + elc. — 0. Quant aux forces P cos C — k, P* cos C — fc'; P" cos C» — fc", etc. , et k, h', A", etc. , parallèles a l'axe des y , et toutes comprises dans te plan des a? et y , il n'y aura que deux équations d'équilibre (n« 67); il suffira que leur somme soit égale à séro, ce qui donne PcoeC+P' cost" + P"cosr + etc. = 0, par rapport au égale à xéro. Or, par des preet que la somme de plan des y et a, soit rapport à ce plan, la mières forces est * (P cos C (P« cos C — etc. = 0 j celle des mumens des forces h, h', k"t etc. , est en eti>. d'après leurs distances k l'axo des y; par conséquent, en égalant la lommc totale à xéro, on aura P(*cosC — y cos.) +P,(*' cos C1 — y' cos ) + etc. =0. Telles sont les six équations nécessaires et suffisantes pour l'équilibre d'un corps solide entièrement libre et sollicité par des forces quelconques . qu'il s'agissait d'obtenir. In, pour l'équilibre des forces dirigées suivant l'axe des 0, il suffira que leur somm nulle; d'où il résulte P cos . + P' cos + P" cos ." + etc. = 0. Digitized by Google
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. IM 261 . En faisant, pour abréger , P cos • + P' co» + P" cos •" + cto. = X , P cos - P us C + P* cos C" + eto. = Y , P CO. y + P» CM y' + P' COS y" + eto. = Z , P(scosC-, Mi .) + P* ( é cos C'-y'ccW ) + cto. = L, P ( scos m — r co» y ) + P ( cot »' — x' cot ) + eto. = I , P(ycos>-s cos C)+ P» ( y cot y' -.'cotC ) + etc. c= », X = 0, Y = 0, Z = 0, L = 0, I as 0, R x= 0. (1) On peut remarquer, que ces quantités L, M, N, ainsi que Z, Y, X, te déduisent let unes des autres par la règle du n° 22. Ce» sis équations renferment des conditions d'équilibre communes à tous les systèmes de points matériels entièrement libres; car, quelle que toit 1s nature d'un pareil système, ou la liaison mutuelle des points qui le composent, il est évident qu'on ne troublera pas leur équilibre en rendant leurs distances invariables , sans changer leurs coordonnées , ni les forces qui les sollicitent. Par conséquent, les équations d'équilibre d'un système de forme invariable, qui ont lieu entre ces quantités , doivent encore subsister pour tout autre système, mais alors elles ne sont plus suffisantes; et il y faut joindre d'autres conditions serviront, comme on le verra par la suite, à déterminer les positions relatives do ses diGTérens points dans l'état d'équilibre. 282. Quand les forces données sont toutes parallèles entre elles, les angles qu'elle» font avec chacun des axes Ojr, Oy, Os, tout égaux ou supplémentaires, selon que ces forces agissent dans le même tens ou en sens contraire; ou peut les supposer égaux , eu considérant , en même temps , comme positives les forces qui agissent dans un sens , et comme négatives celles qui agissent dans le tens opposé (n° 1 1 ); on aura donc alors • = •' = «*», etc. , C = C = C", etc., y t= y' = y" , eto. ; moyen de quoi let troit première* équations (1) te réduisent a une teule, tavoir : p + V + P» + eto. = 0 , et les troit autres deviendront ( P* + PV + PV + eto.) (Ps + PV + PV» + etc.) (Py + P'y- +PV + etc) C y lais let équations d'équilibre des forces parallèles étant seulement au nombre de trois, il faut que ces trois dernières équations se réduisent à deux; et, en effet, si on les ajoute après les avoir multipliées par ços y, cot C, cot a, on trouve une équation identique; en torte que Tune d'elles est une suite des deux autret. Quand toutct.les forces données sont comprises dans un même plan, on peut prendre ce plan pour celui des s et y ; alors les angles y , y\ y", etc., sont droit», et les coordonnées s", etc., égales i zéro, ce qui fait évanouir la troisième et let deux dernières équations (1). Dans ce cas particulier , comme dans le cas des forces parallèles, il y a donc seulement trois équations d'équilibre , qui sont X = 0, Y = 0 , 1=0. &>3. Lorsque les forces données ne se font pas équilibre, on peut demander la condition qu'elles (Py + PV + P"y'' + eto.) cos • , (P* + P y + IV + rte. ) cos y \ (Ps + PV + V'-J' + eto. ) cos t. doivent remplir pour avoir uno résultante unique , et quelle est cette résultante. Pour répondre a cette question, je désigne par R cette force; par a, b, c, les angles que sa direction fait avec des parallèles aux axes Ojs, Oy, Os, menées par un de ses points , qu'on prendra pour son point d'application, et dont les coordonnées, rapportées à ces mêmes axes , seront représentés par *• t f » » Cette force , prise en sens contraire de sa direction , fera équilibre aux forces données. Les équations (1) auront donc lieu en joignant à P, P', P", etc. , une force égale et contraire a R ; par conséquent, on aura X = R cos I, T b I cos 6 , Z — R cos c , (•) et, en outro , Lslffi oot * 1 = R ( Aj cos a H = U ( y , co» c y. cos a), Xt cos c). Si COS b), Digitized by Google
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    ISA TRAITÉ l>B MÉCANIQUE. c'est-à-dire, en vertu de* trois premières équations, Xy, - \x, +1 = 0, î 7.x, - \i> + m = o, ! m Ys, _ Zy, + H = 0, ) Les coordonnées xt , y, , st , pouvant appartenir à un point quelconque de la droite suivant laquelle est dirigée la résultante, ces trois dernières équations seront celles de ses projections sur les trois plans des coordonnées. Pour que cette droite existe, il faudra donc qu'elles se réduisent à deux; or, en les ajoutant après les avoir multipliées par Z, Y, X, les trois variables s, , y, t s, t disparaissent, et l'on a Il + Yi + xx = n; (4) par conséquent, il sera nécessaire et il suffira que cette équation (4) soit satisfaite pour que les forces données aient une résultante unique : quand elle aura lieu, cette force sera déterminée, en grandeur et en direction, pur les équations (2). Q ( L cos » -f M i os /* -f- 8 en sorte qu'on y satisfera d'une infinité do manières différentes, au moyen de la force Q et des angles A, /u, », relatifs à sa direction. La résultante B des forces Q, P, P'. P", etc., et sa position, se détermineront au moyeu des équations (2) et (3) , dans lesquelles on mettra X -fQ cos x , Y Q cos /», Z + Q cos »., au lieu de X, Y , Z. Les forces données P, P', P", etc., pour, ront donc être remplacées par cette résultante R et une force égale et directement contraire à la force Q; d'où Ton conclut que quand les forces données ne sont point en équilibre, ni réductibles à une force unique, on peut toujours les réduire, d'une infinité de manières différentes, ù deux forces seulement, qui ne seront pas comprises dans un même plan, sans quoi elles se réduiraient a une seule, contre l'hypothèse. C'est d'ailleurs ce qu'on voit immédiatement par lu transformation du n° 257 ; car les forces données P, P', P", etc. , pourront être remplacées par la résultante des forces parallèles à l'axe des s, et par celle des forces comprises dans le plan des s et y,- et l'on pourra ensuite transformer , sans difficulté , ces deux résultantes en deux autres forces, d une infinité de manières différentes. En cherchant la condition pour qu'elles se rencontrent, on trouvera l'équation (4), relative » l'existence d'une résultante unique. 265. Si l'on considère denx corps solides A et A' ( fig. 62), qui se touchent en un point K et s'apSi les trois sommes X, Y, Z, des composantes parallèles aux axes des x, y, s, sont nulles, l'équation (4) sera satisfaite ; mais alors la résultante sera une force infiniment petite, située à une dislance infinie des points d'application des forces données, ou , plus exactement, ces forces se réduiront à deux, égales, parallèles, agissant en sens contraire, et non réductibles à une seule (n» 44). Lorsque les trois sommes L , M , /( , sont nulles , l'équation (4) sera aussi satisfaite; et l'on voit, par les équations (3), que la résultante passera par l'origine des coordonnées. 284. Quand la condition exprimée par l'équation (4) ne sera pas remplie, on y pourra satisfaire en joignant aux forces données une force convenable. Je supposerai, pour plus de simplicité, qu'elle passe par l'origine O des coordonnées ; je la représenterai par Q, et par x, /*, r , les onglet qu'elle fait avec les axes Or, Oy, 0*. Les quantités L, M, ne changeront pas par l'addition de cette force, et les sommes X, Y, Z , augmenteront des termes Q cos x , Q cos ai , Q cos r. L'équation (4) deviendra donc x) + LZ + MY + KZ = 0; puient l'un contre l'autre , et si l'on suppose qu'ils soient sollicités par des forces données, il sera facile de déduire de ce qui précède les conditions de leur équilibre. Pour cela, je suppose que les six quantités X , Y , Z, L, M, N, du nn 281, se rapportent au corps A, et je désigne par X', Y', Z', L', M', N', ce qu'elles deviennent relativement à A'; j'uppelle x, , y. , *, f les coordonnées du point K rapportées aux mêmes axes que celles qui entrent dans ces diverses quantités; par le point K, je mène une droite H h. H perpendiculaire au plan tangent commun aux deux corps; je représente par a, bt c, les angles que fait la partie KH de cette droite, comprise dans A, avec des puralléles aux axes des x , y, s, menées par ce même point K: toutes ces quantités sont données, et il s'agira de former les équations d'équilibre auxquelles elles doivent satisfaire. Or, le corps A exercera sur A', dans la direction KH', une pression inconnue que je représenterai par R ; il en éprouvera , en même temps , une résistance égale et contraire à cette force normale. Si donc on joint aux forces données qui agissent sur A une force R dirigée suivant KH , on pourra ensuite faire abstraction de A', et, de même, si l'on joint aux forces appliquées à A' une force R dirigée suivant KM, ou pourra aussi considérer A' isolément. Il résulte de là et des équations (I) qu'on aura pour l'équilibre de ces deux corps les douic équations suivantes : Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 167 X + R cos • = 0 , Y + R co» 6 X' - R co, a = 0, V - R cos b cos a ) cos c) cos b) cos o ) co» c ) co» &) L + R (*. M + R ( s» « + R (y. I.' — R ( *i M'-J (s, H' - R (y, ros 6 — y( cos a — cos c — Si po» 6 — yt co» a — #i c — s, 0 , Z + R cos c 0 , Z' — R oos o 0, o, y , o, » . », o, qui se réduiront k onic par l'élimination de R. Après que ces onxe équation» d'équilibre auront été vérifiées, l'une des précédeutes fera connaître la valeur de R, qui devra être une quantité positive pour que les deux corps s'appuient réellement l'un X + X = 0 , Y + Y' = 0 , Z + Z' == 0, L + V = 0, M + R» = 0, K + R' = 0; ce qui résulte aussi des conditions d'équilibre communes à tous les systèmes entièrement libres , comme celui des deux corps A et A' (n° 261). On trouvera pareillement les équations d'équilibre d'un nombre quelconque de corps solides, dont plusieurs s'appuient l'un contre l'autre; et il est aisé de voir que le nombre de ces équations sera égal à sii fois celui des corps, moins le nombre de leurs contacta. 266. Les équations d'équilibre d'un corps solide assujetti à des coudilions données doivent être comprises parmi celles d'un corps entièrement libre ; car l'équilibre de celui-ci ne serait pas troublé, si on l'assujettissait à ces conditions particulières ; en sorte qu'aucune nouvelle équation d'équilibre ne peut être introduite par ces conditions. Mais, au contraire, une ou plusieurs des équations (1) deviendront superflues; et il s'agira de déterminer , pour les diflerens cas qui peuvent se présenter, celles de ces équations qui resteront nécessaires. C'est ce que nous allons faire successivement dans ce numéro, en supposant toujours qu'on ait remplacé les force» données P, P', P", etc., par les trois groupes de forces du n» 269. !• Si le corps solide qui doit rester en équilibre i un point Gxe, on prendra ce point pour l'origine 0 des coordonnées. Les forces dirigées suivant l'axe Os seront détruites par ce point; ce qui fera disparaître l'équation X = 0. Pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe Oy et comprises dans le plan des * et y, il ne sera plus nécessaire qu'on ait T = 0, et il suffira que leur résultante coîocide avec l'axe Oy, ou que la somme L de leurs momens, par rapport au plan des y et a, soit égale à séro. Enfin, pour l'équilibre des forces parallèles à l'axe des s, l'équation Z= 0 ne sera plus nécessaire; il suffira que leur résultante coïncide avec l'axe Os ; ce qui exigera que les sommes de leurs momens, par rapport aux plans des y et i , et des * et s , qui sont les quantités — M et N, soient égales à xéro. Ainsi, dans ce premier cas, les trois équations d'équilibre qui resteront nécessaires seront 1=0, 1 = 0, 11 = 0, Elles signifient, effectivement , que les forces données ont une résultante unique, et que cette résultante vient passer pur le point fixe O. Cette force exprimera, en grandeur et en direction, lu pression exercée sur ce point , et sera déterminée par les équations (2). 2° Supposons que le corps solide soit retenu par un axe fixe, autour duquel il est assujetti à tourner, sans pouvoir glisser dans le sens de sa longueur. Prenons cet axe pour celui des *; lesforces parallèles à cette droite Os ne pourront produire aucun mouvement, et les trois équations Z = 0, M = 0, N = 0, relatives à leur équilibre , ne seront plus nécessaires. Les équations \ — 0 et Y —0 ne le seront pas non plus pour l'équilibre des forces comprises dans le plan des * et y,- en sorte que , dans ce cas, il u'y aura plus qu'une seule i d'équilibre, qui sera L = 0, c'est-à-dire, P ( s cos C - y co» •) + P» ( *' cos C — y' cos •') + etc. = 0. (6) forces comprises dans le plan des * et y, déterminée, en grandeur et en direction, par les deux premières équations (2), et passant par le point 0, en vertu de l'équation (5). Les forces parallèles à cet axe tendront en même temps à le faire tourner sur lui-même. Hais »i le corps avait la liberté de glisser le long de Taxe fixe, il faudrait en outre, pour empêcher ce mouvement, que la somme Z des forces parallèles à Os fût égale à xéro; et il y aurait alors les deux équations d'équilibre Z = 0 , L = 0. La pression que l'axe fixe éprouvera perpendiculairement à sa directiou sera la résultante des Eu comparant les quantités X et N à L, on conclut de leur composition que l'équation d'équilibre autour de l'axe Oy sera H = 0 , et qu'elle sera N = 0 autour de l'axe 0*. Il en résulte aussi que Digitized by Google
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    168 TRAIT* UB In condition d'équilibro outour d'un point fixa consiste en ce que lYquilibre ait lieu successivement autour de trois n\es fixes et rectangulaires , menés arbitrairement par ce point. Par conséquent, si l'équilibre existe autour de trois axe» rectangulaire* qui se coupent en un même point, il aura aussi lieu autour de toute outre droite passant par C6 point. 8" Je suppose que trois ou un plus grand nombre do points non en ligne droite, appartenant au corps solide, soient assujettis à demeurer sur un plan fixe dont la position est donnée ; et je prends 
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 1.19 en considérant q, q', q'", etc., comme des quantités positives, aussi bien que Q, Q', Q", Q", etc.; par conséquent, cette équation devra coïncider avec l'équation (5); ce qu'on vérifie, en effet, de la manière suivante. Soient H (fig. 63) la projection du point M, OG etHG ses coordonnées * et y, HA la direction de la force Q, x et m les angles que fuit cette droite avec de» parallèles aux axes 0* et Oy, menées par le point H. Par le point 0, menons deux autres axes Ox , et Oy i , le premier suivant la direction HA , et le second perpendiculaire à cette droite et tel que l'angle yOy, soit aigu ou obtus en même temps que sOx, ; appelons x, et y, les coordonnées OF et FH du point H , rapportées à ces nouveaux axes ; nous aurons, comme on sait, *x = y cos f* -f- x cos x , y i = y cos x — * cos f. Or, la perpendiculaire OK. ou q, abaissée du point O sur HA, devant être une quantité positive, on aura 9 — ± F' = ± (j cm » - c coi »), selon que l'ordonnée y, sera positive ou négative, on, ce qui est la même chose, d'après le sens qu'on a supposé à l'axe Oy, t selon que la force Q tendra à faire tourner, dans un sens ou dans le sirs opposé, autour du point 0. On a d'ailleurs Q = P sin > , et, de plus (n° 8) cos • = sin y cos x , cos C = shi.y cos t* \ il en résultera donc Qo = i P ( y cos • — * cos C ). Les forces Q' et 0/ I codant , par hypothèse , à faire tourner dans le même sens queQ, on au™ de même QV = ± P» (y» cos - x' cos C), Q"«" =±P'( y" cos — *" cos C" ) ; et les autres forces 0/", Q", etc., tendant à faire tourner en sens opposé, on aura, au coutraire, Q"Y" = If P"' (y cos - *'» cos P»), Q"9" = =F P" ( y" cos »n — m" cos C»), etc. On prendra donc , en même temps , les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs; et en les substituant dans l'équation (6), elle deviendra l'équation (6); ce qu'il s'agissait de vérifier. 268. Le corps en équilibre étant toujours soumis à la pesanteur, il faudra comprendre parmi les forces données P, P', P", etc., son poids appliqué suivant la verticale à son centre de gravité. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un corps pesant posé sur un plan incliné et soutenu par une seule force. La figure 64 représente une section du corps passant par le centre de gravité G, et perpendiculaire au plan incliné; la longueur de ce plan est AB , sa base BC, et sa hauteur AL. On place l'origine 0 des coordonnées sur la verticale GU passant par le centre de gravité , et l'on prend les axes Os et Ox perpendiculaire et parallèle à AB : le troisième axe Oy, qui n'est pas représente , serait perpendiculaire an plan île lu figure. La force P sera le poids du corps, la verticale GH sa direction , et HOx l'angle m. On aura , en outre , x =: 0, y = 0, C = »0°. En prenant donc P' pour la force donnée qui soutient le corps pesant, les équations d'équilibre du troisième cas du n« £66 se réduiront à P cos « -f- P cos •' = 0 , P' cos C ES 0, P' ( âV cos C — y' cos ) = 0. D'après les deux dernières , on aura C = 90° et y' = 0; ce qui montre d'abord que la force V devra être comprise dans le plan des x et s ; et en effet, cela est évidemment nécessaire pour que celte force et le poids du corps aient une résultante unique, perpendiculaire au plan incliné. Je supposerai que 0 soit le point où la direction de P' rencontre la verticale GH, et je représenterai par OD cette direction. L'angle «' ou DOx devra cire obtus pour satisfaire à la première des trois équations précédentes ; j'appellerai i l'augle aigu DO*' que fait la force P avec le prolon-emcut de Ox, de sorte qu'on ait eos = — cuil. L'angle • ou HOx est le complément de l'incliuaison ABC du plan; en désignant la hauteur AC par h, et la longueur AB par l, on aura donc h cos • = — \ d'où il résultera finalement équation d'équilibre qui fera connaître l'une des deux quantités P* et J, quand l'antre sera donnée. Lorsque, par exemple, la force P' sera parallèle au plau incliné, on uura* = 0, et, conséquemment, p : p :: h : j, ou, ce qui est la même chose, P* = P sin s , Digitized by Google

  

  
    Page 186
    

  
  
    I6i» TRAITÉ DE en appelant i l'inclinaison du plan. Si Ton appelle Q la pression que le pion éprouvera, et qui sert, dans ce cas, la composante du poids P suivant la perpendiculaire Os, on aura, en mémo temps, Q = P cob •'. 269. On fuit ici abstraction du frottement qui s'ujoule à la force P' parullèlc hu plan incliné, pour empêcher le corps de glisser le long de ce plan. Si celte force P' est nulle, le frottement seul peut retenir le corps tant que l'inclinaison s n'a pas atteint une certaine limite. En désignaut par x cette limite , c'est-à-dire , l'angle *' qui a lieu lorsque l'équilibre va commencer à se rompre, et supposant qu'à cet instant le frottement est une fraction f de la pression , il faudra que la force fil fasse exactement équilibre à la composante P sin x du poids du corps , parallèle au plan incliné. Par conséquent , on aura , à la fois , Q = P cos x , / Q = P sin x ; d'où Ton tire / = tan» x ; ce qui fera connaître la valeur de/, d'après l'observation de l'angle x, sous lequel le mouvement commence , et qu'on appelle Vanglt du fntttemtnt. Toutes choses d'ailleurs égales, l'expérience prouve qu'à l'instant qui précède la rupture de l'équilibre, le frottement est proportionnel à la pression ; en sorte que le coefficient / et l'angle x sont indépendans de la pression Q, et par suite du poids P. Ce coefficient varie avec la nature du corps et le poli des surfaces : on a aussi remarqué qu'il n'atteint le maximum de sa valeur qu'après que le contact du corps et du plan a eu lieu pendant un certain temps, différent pour les corps de nature diverse ; et ce n'est qu'à partir de ce maximum que le frottement est proportionnel à la pression. En admettant cette loi expérimentale , il en résulte que si plusieurs corps de même nature, et dont les surfaces ont le même poli, sont placé! sur un plan horixontal , et qu'après un certain temps on incline ce plan graduellement , tous ces corps commenceront à glisser sous uu même angle x, quels que soient leurs poids et l'étendue de leurs surfaces en contact avec le plan. 270. Lorsqu'un corps est posé sur un plan horixontal, la pression exercée par son poids P se distribue entre les points d'appui de ce plan; mais quand leur nombre surpasse trois , cette distribution semble d'abord indéterminée; ce qui présenterait une difficulté que nous allons examiner. MÉCANIQUE. Pour fixer les idées, supposons que ce plan horixontal soit la surface d'une table dont les pieds sont verticaux. Dans ce plan, menons deux axes rectangulaires Or et Oy (fig. «5). Soient C la projection du ceutre de gravité du corps sur ce plan , et A , A', A''tetc. , les point* de ce même plan qui répondent aux pieds de la table. Désignons par *, et y. , * et y , x' et y', x" et y", etc., les coordonnées de ces points C, A, A', A", etc., rapportées aux axes Ox et Oy. Pour que la table ne soit pas renversée, il faudra que le point C soit situé dans l'intérieur du polygone A A' A" A"' etc. Cette condition étant remplie, le poids P appliqué ou point C se décomposera en forces parallèles, dirigées dans le sens de la pesanteur, et passant par les points d'appui A, A', A", etc., lesquelles forces seront les charges que les pieds de la table auront à supporter. Soient Q , Q', Q", etc., ces chargea inconnues; d'après la théorie des forces parallèles, nous aurons P s Q -f Q* + Q" + etc., P*, = Qx -f- Q>» + Q"x" -f etc. , Py, = Qy -|- Q'y' + Q»y" + etc. Or, s'il n'existe que trois points d'appui A, A', A", ces trois équations suffiront pour déterminer les charges Q, Q/, Q", mois s'il y en a quatre ou un plus grand nombre, le problème sera indéterminé, et l'on pourra prendre à volonté les valeurs de toutes les inconnues , moins trois , pourvu qu'il n'en résulte , pour ces trois inconnues , que des valeurs positives. Cette indétermination aurait lieu, en effet, si la table était rigoureusement inflexible ; mais cela n'arrive jamais ; et, quelque peu flexible qu'on la suppose, elle se déformera un tant soit peu et se comprimera inégalement dans ses différentes parties. Or, la figure qu'elle prendra et la quantité dont elle sera comprimée en chaque point dépendront non seulement du poids P, mais aussi du nombre et de la disposition des points d'appui A, A', A", etc. ; et l'une et l'autre, ainsi que la pression qui aura lieu en chacun de ces points, seront complètement déterminées dans chaque cas particulier. Toutefois, celte détermination est un problème très difficile , dont la solution générale n'a pas encore été donnée, et qui appartient à la Physique mathématique. Flous nous bornerons ici à remarquer que tout est nécessairement déterminé dans la nature, et que quand quelque chose nous semble indéterminé , c'est que nous avons fait abstraction de quelque donnée du problème, c'est-à-dire, de quelque propriété de la matière, comme le degré de flexibilité de la table, dans la question présente. Digitized by Google
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    CHAPITRE II. THÉORIE DES MOMEXS. 271. Les momens que nous allons considérer dans ce chapitre sont ceux dont il a été question dans le n» 42. Ainsi, le moment d'une force P eit le produit Pp de cette force et de la perpendiculaire p abaissée du centre des momcnj sur sa direction. Si donc ce centre est C (fig. 66), et que la force P soit représentée par la droite MA prise sur sa direction , son moment aura pour expression le double du triangle CAI qui a pour base cette force et son sommet au point C. D'après cela , le théorème du n° 46, relatif au moment de la résultante de deux forces , n'est plus qu'une proposition de Géométrie facile à démontrer. En effet, soient Mi et MB les deux composantes ; la diagonale MD du parallélogramme MA.DB sera leur résultante ; et le point C étant en dehors de l'angle AMIS et de son opposé au sommet, il s'agira de prouver que le triangle CMO e>t la somme des triangles CMA et CMB. Or, on a d'abord CMD = CMA + CAD + MAD; en abaissant du point C une perpendiculaire CE sur la droite MB, qui rencontre en F sa parallèle AD, on aura CMB = 1 MB.CE, CAD = -j- AD.CF ; et à cause de MB = AD, CF = CE - EF, il en résultera CAD = CMB - MB. EF ; mais le produit MB. EF est la surface du parallélogramme MADB , ou le double du triangle MAD ; on aura donc CAD = CMB - MAD , CMD = CMA + CMB ; ce qn'il s'agissait de démontrer. La figure suppose que la droite EF soit la différence des perpendiculaires CE et CF ; elle pourrait être leur somme, et l'on modifierait sans difficulté la démonstration précédente pour l'appliquer à cet autre cas. On prouvera aussi, de la même manière, que le triangle CMD est la différence des triangles CMA et CMB, quand le point C est placé dans l'angle AMB ou dans son opposé au sommet. 272. Par le centre des momens (fig. 67), menons un plan quelconque; projetons sur ce plan le droite AB qni représente la force P en grandeur et en direction ; soit Q la force représentée de même par la projection A B' de AB; le moment de la force P sera le double du triangle CAB, et celui de la force Q le double du triangle CA'B'; par conséquent, le centre des momens restant le même, le moment de la projection d'une force sur un plan passant par ce point, est la projection , sur ce même plan, du moment de cette force. Si l'on appelle H le moment de la force P , et K. celui de sa projection Q ; que l'on élève sur les plans de ces deux momens des perpendiculaires CD et CE, et qu'on appelle / l'angle DCE, cet angle sera aussi l'inclinaison de H sur K, et Ton aura (u» 10) K — 11 cos i. Pour une même force P, l'angle f et le moment H changeront avec la position dti point C sur la droite CE; mais cette droite restant la même, le produit H cos l ne variera pas ; car K ou le triangle CA'B' ne fera que se déplacer parallèlement ù luimême, sans changer de grandeur. 273. Au lien d'une seule force , considérons un système de forces quelconques P, P', P", etc. Soient H, H', H", etc. , leurs momens par rapport au point C (fig. 68). Désignons par l, J*, i", etc., les angles que les perpendiculaires CD, CD', CD", etc., aux plans de ces momens, font avec un même axe CE; par Q, Q', Q", etc., les projections de P, P*, P'', etc., sur le plan mené par le point C et perpendiculaire à cet axe; et par K, K', k", etc., les projections de H , H', H", etc. , sur ce même plan. Hous aurons K. = H cos t , K' = H' cos * , K» = H" cos t», etc. Si l'on voulait seulement connaître les aires des projection* d'après celles des surfaces projetées, il ! faudrait considérer les inclinaisons f, 1", etc. , 21 Digitized by Google
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    103 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. i aigus; mais dans Ici usages que ferons des projections des momcns , nous regarderons ces angles comme aigus ou obtus, ou, autrement dit, nous prendrons pour les droites CD, CD', CD", etc., les parties des perpendiculaires aux plans des momens H , H', H", etc., qui font des angles aigus on obtus avec l'aie CE, selon que les projections^, Q', Q", etc., des forces P, P*, P", etc., tendront à foire tourner autour du point C, dans un sens convenu , ou dans le sens opposé. Ainsi , dans la figure, les angles DCE, D'CE, D 'CE, étant aigus, et les angle* I) IL, D"CE, etc. , étant obtus , cela suppose que les forces Q , Q', Q", tendent à faire tourner dans un même sens , et les forces Q''', Les droites CD" et CD'" étant le prolongement Tune de l'autre, cela signifie que les forces P" et P'n sont comprises dans un même plan passant par le point C , mais qu'elles tendent, ainsi que leurs projections Q" et Q*", à faire tourner en des sens opposes. En appelant S la somme des voleurs positives oa négatives de K, K.', K", etc., nous aurons S = H cos H' cos V + H" cosl" + etc. ; abstraction faite du 'signe , S sera la somme des momens des forces Q, Q', Q", etc., qui tendent à faire tourner dans un sens, moins la somme des momens de celles qui tendent à faire tourner dans le sens opposé , d'après le théorème du n° 47, la quantité ■+ S exprimera donc le moment de leur résultante qui tendra a faire tourner dans le sens des forces qui répondent aux angles aigus t, I*, t", ou aux angles obtus f", J", etc. , selon que la valeur précédente de S sera positive ou négative. Si l'on change à la fois toutes les droites CD, CD*, CD", etc., dans leurs prolongemens, les angles t, t", etc. , se changeront dans leurs supplément, et S deviendra — S. Il eu sera de même lorsqu'on remplacera l'axe CE pur sou prolongement CE'. La somme S, comme chacune de ses parties, sera indépendante de la position du point C sur l'axe CE; elle ne dépendra que du système des forces P, P', P", etc. , de la position de cet axe et de sa direction perpendiculaire au plan de projection. Dorénavant nous appellerons cette quantités le moment des forces P, F, P", etc., par rap. port à l'axe CE. S = Q ( * cos — y cos a) + Q" (*" cos - y" cos 274. D'après cette définition,! L, M, N, du n° 281, seront les P, P', P", etc., par rapport aux axes des nées positives de leurs points d'application. Pour le faire voir, soit Q la projection de la force P sur le plan des * et y , et q la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur sa direction, de sorte qne son moment par rapport à ce .point ait Qg pour valeur. Supposons que la force Q agisse de A vers B (fig. 69), et que AC et AD soient les coordonnées s et y de son point d'application A, ropportées aux axes rectangulaires Os- et Oy. Soient aussi a. et /» les angles BAC* et BADr que fait la force Q avec les prolongemens de a et y; les composantes dirigées suivant AC et AD' seront Q cos A et Q cos p, et leurs momens par rapport au point 0, yQ cos A et *Q cos p ; d'après la figure, elles tendront à faire tourner en sens contraire l'une de l'autre , et la forco Q , dans le de Q cos p ; on aura dono y', a', té'i #", y", a", etc., étant ce que deviennent x, y, A, relativement aux forces Q\ Q". etc. Soient, de plus, •, C, y; •', C\ y', .», C ', y", etc., Q = P tin y, Q' = P' si cos * = sin y cos a , cos *' — sin y' cos C es liai y CM ft | cos C = sin y1 Qo = *Q cos p — yQ cos A. En examinant les différentes positions que petit avoir le point A, et les diverses directions qu on peut supposer à la force Q, >' est aisé de voir que cette équation subsistera quels que soient les signes de s, y, cos a, cos u, pourvu que la force Q, transportée au point E ou F , où sa direction rencontre Taxe des * ou des y, tende à faire tourner l'axe Ox des x positives , dans l'angle des * et y positives, et, conséquemment, l'axe Oy des y positives, en dehors de cet angle, comme cela est indiqué par les flèches s et »'. Si le contraire avait lieu , c'est-à-dire , si la force Q, ainsi transportée , tendait à faire tourner l'axe des y positives, dans l'angle des * et y positives , et , par conséquent , l'axe des s positives, en dehors de cet angle, on aurait Qo = yQ cos a — #Q cos as, quels que soient aussi les signes de s, y, cos a , cos ft. II suit de là que si S est le moment des forces P, F, P", etc., par rapport à l'axe des m positives, et que l'on regarde les angles J, J*, i', etc., du numéro précédent , comme aigus ou obtus, selon que les projections Q , Q/, Q", etc. , de ces forces tendent à faire tourner l'axe des s positives, dans l'angle des coordonnées * et y positives , ou eu dehors de cet angle, on aura + Q' (*• cosM'- y1 cos A') A") + etc.; les angles que fout les directions des forces, P, P', P", etc. , avec des parallèles aux axes des * , y, s ; on aura Q" cos a' , cos cos /»', cos C" : P" sin etc., ; sin y'1 cos a" , etc. , sin y" cos m" , etc.; Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. quantité L du n 261. Ainsi L est le moment des forces P, P, P", etc., par rapport à l'axe des s positives; et selon qu'il est positif ou négatif, ce système de forces tend à faire tourner le plan des* et s positives autour de cet aie, dans l'angle trièdre des coordonnées positives, ou eu dehors de cet angle. Maintenant, si Ton substitue respectivement les •xes des s, x, y, positives, à ceux des a-, y, %, positives, L se changera dans H; il s'ensuit donc que X est le moment des forces P , P, P", etc. , par rapport à l'axe des y positives , et que , selon qu'il sera positif ou négatif, ce système de forces tendra à faire tourner le plan des s et y positives autour de cet axe, dans l'angle trièdre des coordonnées positives, ou en dehors de cet angle. Cela fait, si Ton remplace de même les axes des s , * , y , positives, par ceux des y, m, s , positives , M se changera en H ; par conséquent, N sera le moment des forces P, P*, P", etc., par rapport à l'axe des * positives ; et suivant qu'il sera positif ou négatif, ce système de forces tendra à foire tourner le plan des y et * positives autour de cet axe, dans l'angle des coordonnées positives , ou en dehors de cet angle trièdre. Les trois quantités L, H, H, sont donc, comme on l'a dit, les par rapport aux trois i de leurs points d'application ; et les signes de leurs valeurs, teUes qu'elles sont écrites dans le n°36l, répondent à un sens de rotation connu , autour de chaque axe supposé fixe. 276. La première valeur de Qg du numéro précédent, est la même chose que Qg = xP cos C — Py cos En appelant H le moment de P par rapport h l'origine des coordonnées , et •* l'angle entre une partie de la perpendiculaire au de ce moment et l'axe des * positives, on aura (n» 272) II cos t — P ( m cos C — y cos • ) , ce qui suppose que cette parlie de la perpendiculaire au plan de H , soit celle qui fait un angle aigu ou obtus avec l'axe des % positives, selon que la quantité comprise entre les parenthèses est positive ou négative. Soient i, et X, les angles, que fait la même partie de cette perpendiculaire avec les axes des y et des t positives; on aura de mémo If COS S , = P ( * COS • — ■ COS y ) , H cos lg = P ( y cos y — i coi C). on fait, pour abréger, (s cos C - y cos .)• + (s cos • - m ces y)» + (y cos y - s cos C)et qu'on regarde p comme une quantité positive, il de cos» i + cos» l, -f- COS» 1% SB 1} par conséquent, on aura 1 cos / = - (s cos C - y ces • ), P 1 COS è*i ES — ( S COS » — * COS y ) , P co. cosy - s cos C), P pour déterminer sans ambiguité les trois angles 1, L'angle i sera aigu ou obtus, comme on Ta supposé, selon le signe de s cos C — y cos «, et les angles li et «\ selon les signes de s cos » — x cos y et y cos y— s cos C. On vérifiera aisément ces formules. Eu effet, représentons l'équation du plun qui comprend l'origine des coordonnées et la force P, par \u + Br -f Cu) = 0; «, e. w, étant les coordonnées courantes. Les coordonnées du point d'application de cette force étant s, y, s, il faudra qu'on ait As + By + Cs =- 0 J gine des par l'oriet parallèle à cette force , et comme cette parallèle est aussi comprise dans le plan que l'on considère, il en résultera cette seconde équation de condition : A coi » + B coj C -f C cos y = 0. De ces deux t5cjusation§ j on ttir0 A ( m cos C — y cos m ) K. = —t , y ces y — s cos C A ( i coi » - t cos y ) B = y cos y — s cos C ' et en substituant ces valeurs dans l'équation du plan, elle devient m ( y cos y — s cos C ) + r ( s cos m — * cos y ) + w ( x co» C — y cos • ) == 0. Digitized by Google
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    104 TRAITÉ DE MECANIQUE. Or, d'après les formules connues (n° 17), les cosinus des angles f, , J» , que fait la normale à ce plan avec les aiea des u , v , w, qui sont aussi ceux des s, y, s, auront pour valeurs les formules qu'il s'agissait de vérifier. En vertu de l'équation H = Pp, la quantité p est la perpendiculaire abaissée de l'origine des coordonnées sur la direction de la force P. C'est aussi ce qui se vérifiera sansdifficulté, en prenant lepied do cette perpendiculaire pour le point d'application de P ; car , si l'on appelle r le rayon vecteur de ce point, qui sera alors cette perpendiculaire, et x , ft , r, les angles que fait sa direction avec les axes des x, y, %t on aura m = r cos x , y = r cos /a , s — r oos y; et en substituant ces valeurs dans celle de p» , et ayant égard aux équations (n°* 0 et 9) cos» • + cos» C + COS» y — 1 , cos» x 4- cos» t* + cos» r cas 1 , COS • COS X + cos C cos i* -\- cos y cos » = 0, on trouvera p* = r» ou p — r. 276. Les niomens d'un même système de forces par rapport è diflërcns axes, jouissent de propriétés remarquables qui sont une conséquence immédiate de celles des projections des surfaces planes sur difierens plans , que nous allons maintenant Soient Ox, Oy, Os, trois axes rectangulaires qui se coupent en un point 0 (fig. 70). Menons par ce point trois autres axes Os', Oy', 0*', aussi rectangulaires. Pour déterminer les directions de ces nouveaux axes par rapport aux premiers, faisons xOx' = yOx' = C, sOx' = y, xOy' = a', yO/ = C, sOy' = y\ xOs' = •", yOs'=r C", sOs' = y"; et considérons », C, y, etc. , comme étant neuf angles donnés , aigus ou obtus. Leurs cosinus seront liés entre eux par six équations. En considérant successivement les trois droites OaV, Oy', Om', on aura d'abord cos» * + cos» C 4- cos» y = 1 , cos» .» + cos» C +cos. y' =1, }( •" + cos» C" + cos» y" = 1 ; et à cause que «'Oy*, x'Os', y'O*', sont des angles droits , on aura aussi cos « cos + cos C cos C + cos y cos y' = 0 ,\ COS • COS a"+ cos C COS C"-f COJ y COS y" = 0 ,M8) cos •'cos«"+ cosC'cos C'+ cos y 'cos y" = 0.J Les neuf angles »', •", etc. , détermineront réciproquement les directions des premiers 0 x, Oy, Os, par rapport aux De Os',Oy\0»'. cos» » 4- cos» + cos» = 1 , cos» C + cos» tf + cos» C" = 1, J (3) cos» y -f cos» y + cos» y" = 1 , et , en ontre , cos • cos C -f- cos *' cos C -\- cos cos C ' — 0 , cos « cos y -\- cos »' cos y '4- cos *" cos y" — 0 , cos Cens ; -f- ros C' cos y' 4- cos C"cosy"=0 ; équations qui seront équivalentes aux six précédentes, et pourront leur être substituées. Soit a l'aire d'une surface plane terminée par un contour quelconque, et située dans un plan passant par le point 0; par ce point, élevons sur ce plan une perpendiculaire OD , et faisons *OD = g, yOD = g , sOD os s/'. Ces trois angles aigus ou obtus, détermineront la direction de OD et celle du plan o; s'ils se changent tous les trois dans leurs supplémens, la droite OD se changera dans son prolongement, et le plan de a restera le même. Appelons aussi p,p', p", les projections de a sur les plans yO* , xOa , xOy, nous aurons (n« 10) p = a cos o, p' = a cos y», jr" = a uoe y". Soit, enfin, 6 la projection de a sur un quatrième plan, qui sera, si l'on veut, le plan y'Ox , et e l'angle s'OD ; on aura aussi b = a cos c , et , d'après la formule (2) du n° 9 , cos c = cos q cos • 4- cos y/ cos C + cos y" cos y \ (0) d'où l'on conclut h — p rus » + ;/ cos C 4- p" OM y ; (0) équation qui fera connaître la projection d'une aire a sur un plan quelconque , lorsque l'on connaîtra ses projections sur trois plans rectangulaires. Comme l'équation (6) n'a lieu qu'en tenant compte des signes des cosinus qu'elle renferme, il s'ensuit qu'il faut de même avoir égard , dans l'équation (A), aux signes des projections p, p', p", et les considérer comme des quantités positives ou négatives , selon que la perpendiculaire OD au plan de a fait des angles aigus ou obtus avec les axes Ox, Oy, 0«. 277. Cela posé, considérons de même un nombre quelconque d'aires planes a, a1, a", etc. , situées dans des plans difierens ; projetons toutes ces aires sur les trois plans «Oy, xOz, yOs et ajoutons ensemble les projections faites sur un même plan, et ayant égard à leurs signes, ainsi qu'il vient d'être dit. Soient A, A', A", les trois sommes qu'on obtiendra de cette manière; soit aussi B la somme des projections de a, a', a", etc., sur le plan t/Os'j en formant pour chacune de ces aires, une Digitized by Google
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    STATIQUE , à l'équation (6), et ajouUnt uations, onaara B es A cos . + A' cos C + A" cos y. Représentons encore par B' la tomme de* projection* de a, a', o", etc., anr le plan s'Os'. Il est évident que la valeur de B' ae déduira de celle de B, par la aubstitution de l'aie Oy* perpendiculaire à ce plan, à Taxe 0*' perpendiculaire au plant/Os', c'est-à-dire, en mettant dam la formule précédente •', C, y\ au lieu de C, y ; ce qui donne B' = A cos m! + B cos { 1 -j- C cos y'. Si Ton représente de même par B" la somme des projections de a , a', o», etc., sur le plan aVOy\ m valeur se déduira de celle de B, en y substituant *"» >"i »o lien de C, y ; d'où il résultera B" = A coa + B cos C + C cos y '. De ces valeurs de B, B', B", et en ayant égard aux équations (3) et (4), on tire réciproquement A = B cos • + B' coa + B" ros 106 A = B cos • + B' cos + B" ros •", \ A' = B cos e + B' cos C +.B" coa C", { A» = B coa y + B' cos y' + V cos y" ) Ces différentes équations nous montrent que les projections des surfaces planes sur différens plans, suivent les mêmes lois que celles des lignes droites sur des droites différentes. 278. En faisant U somme des carrés des valeurs deBjB1, B", il vient, d'après les équations (3) *«, B» + B'« + B". = A. + A'. + A"» ; (8) ce qui fait voir que la somme des carrésde cet trois quantités B, B', B", ne varie pas avec la direction des trois plans rectangulaires de projection auxquels elles se rapportent. Dans le cas particulier où toutes les aires o, a', a", etc., sont dans un même plan , cette somme n'est autre chose que le carré de l'aire totale a + a' + a" + etc.; et si l'on prend ce plan pour celui des axes Oy et Os , par exemple , on aura évidemment A = o + o* + a» + etc, A» = 0, A" = 0. Cherchons actuellement ce que la même somme représente dans le cas général où les aires a, a', a", etc., sont situées dans des plans quelconques, :(8)B = |/A« -f. A'« + A"» — B'» — B"i $ la somme B, qui varie en passant d'un plan de projection a un autre, est donc la plus grande possible, quand on a B' = 0 et B" = 0 ; et alors elle est égale à &/A' + A'» + A". Ainsi , la quantité constante dont il s'agit représente, dans le cas gênerai , la plus grande somme des projections sur un même plan, des aires planes que l'on 279. Le plan y'Os' qui répond a cette plus en mécanique, que nous ferons connaître dans la suite de ce traité. Sa position est facile à déterminer, d'après les équations B' = 0 et L" — 0, qui le caractérisent. En effet , les équations (7) se réduisent alors à A = B cos a, A' = B cosC, A' = Bcos y; d'où l'on tiro cos C cos y A |/A» -f A'» + A"» A' L/A» + A'« + A"» A" Ka» + a'» + A"» Lors donc que l'on connaîtra les sommes A, A', A", des projections snr trois plans rectangulaires yOx, jrOz, xOy, choisis arb itratrement , on pourra immédiatement déterminer la direction du plan y'Os' de la plus grande projection , au moyen des trois angles a, C, y, qui se rapportent à la droite O** perpendiculaire à ce plan. Quant à sa position absolue dans l'espace , il est évident qu'elle est indéterminée; car les projections de chacune des aires a, a', o", etc., et, par conséquent, la somme de ces projections , sont les mêmes sur tous les plans parallèles. 280. La somme des projections des aires a, a', n", etc., est égale sur tous les plans également inclinés sur celui de la plus grande projection. Pour le démontrer, prenons le plan perpendiculaire à la droite OD ; désignons par C la somme des projections de a, a', a", etc., sur ce plan; soient toujours 9, o', q", les angles que cette droite OD fait avec les axes 0*, Oy, Os, et o l'angle x'OD qui mesure l'inclinaison de ce plan sur celui de la plus grande projection. On aura , d'après ce qu'on vient de trouver (n« 277), C = A cos q + A' cos q> + A" oos q». En substituant B cos a, B cos C, B cos y, à la place de A, A', A", on aura donc C = B (cos a cos q + cos C cos q1 -\- cos y cos q"), ou bien , en vertu de la formule (5), C = B cos e, et en mettant pour B sa valeur, C = 1/a' + A'. + A"» cos c; par conséquent , la valeur de C est la même pour tous les plans qui font le même angle c avec le plan y'Os' de la plus grande projection. Cette valeur diminue à mesure que l'angle e approche de 00°; elle est nulle pour tous les plan» perpendiculaires à y'Oa'. 281. Pour appliquer maintenant à la théorie de» Digitized by Google
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    TRAITÉ DB MÉCANIQUE. aires a, o', a", etc., font les doubles des triangles qui ont pour soumet commun le point 0, et pour bases les droites qui représentent , en grandeur et en direction, les forces P, F, P", etc. , que l'on a considérées précédemment. Leurs momens L, H, W, par rapport aux aies Os, Oy, 0*, des coordonnées positives de leurs points d'application (n° 274) , seront alors les sommes des projections de a, a', a", etc., sur les plans srOy, sOs, yO* ; et voici les conséquences qui résultent des propositions qu'on vient de démontrer : 1° En appelant E le moment des foroes P, P*, P", etc., par rapport à un aie passant par le point 0, qui fait avec les aies Os, Oy, Os, des angles •, «', «", aigus ou obtus, on aura E = N cos . + ■ cos + l cos 2 > Parmi toutes les directions autour du point 0, de Taxe du moment E , il en est une ponr laquelle ce moment est le plus grand possible et égal à t^L» -f M» +X: Par rapport à tout autre axe, passant toujours par le point 0 et perpendiculaire à celui du plus grand moment, le moment E est xéro, et il est égal à J/L» ■+■ M" cos I", relativement è un axe qui fait l'angle f avec celui du pîus grand moment. 3° Enfin, si l'on appelle a», C, y, les angles que fait Taxe du plus grand moment passant par le point 0, avec les axes 0*, Oy, Os, des momens R, M, L, et que Ton désigne par G la grandeur de ce L cos y = — , G If I = co.C = -, et, en G = l/L» + M» + H» ; d'où 11 résulte qu'en prenant sur les axes 0*, Oy, Os, à partir du point 0, des droites proportionnelles aux momens R, H, L, et achevant le parallclipipèdedont ces droites seront les trois côtés adjacens, la longueur de sa diagonale représentera la grandeur du plus grand moment , et cette droite sera l'axe de ce moment principal. Ces théorèmes remarquables sont dus à Euler. Ils établissent une parfaite analogie entre la composition des momens et celle des forces ; analogie qui tient è ce que les forces étant représentées par des lignes droites, les momens sont exprimés par des surfaces planes , qui se projettent sur des plans différent , de la même manière que les lignes sur des droites différentes (n»277). 282. Le point 0 et le système des forces P, P', P", etc. , étant donnés, j'appellerai moment principalàe ces forces, leur plus grand moment G. Si l'on transporte toutes ces forces parallèlement à ellesmêmes , en co point 0, elles que je désignent p*r », ex nom les composa n ir» , suivant les axes Os, Oy , Os, seront les trois quantités X, Y, Z, du n" 261. La considération de cette résultante et du moment principal, énoncé très simple des résultats du cèdent. Pour l'équilibre des forces P, P', P", etc., appliquées a un corps solide entièrement libre, il suffira que la résultante R et le moment principal G soient égaux à xéro ; car, à cause de R* = X» + Ti + Z» , C» = L» + ■» + R» , les équations R = 0 et G = 0 , entraîneront les six équations d'équilibre du n° 261 . On en peut conclure que pour qu'un système de forces faase équilibre à un autre , il est nécessaire et il suffit : 1» que les résultantes R qui ont liea dans ces deux systèmes soient égales et contraire*; 2° que , pour un même point 0 , leurs momens principaux soient égaux et répondent à des axe» dirigés en sens contraire, ou dont l'un soit le prolongement de l'autre. La résultante R et sa direction, le moment principal et la direction de son axe, resteront les mêmes, dans toutes les transformations qu'on peut faire subir è un même système de forces, et, généralement, pour deux systèmes de forces équivalens. Soient a, b, e, les angle» que la force R fait avec les axes Os, Oy, Os ; on aura X Y Z co,a = 7, = 00.0 = -. Soient aussi m l'angle compris entre sa direction et l'axe du moment principal j *, C, y, étant les angles que fait cet axe avec Os, Oy, Os, nous aurons cos m sa cos a cos • + cos b cos C + cos e cos y , ou, ce qui est la même chose, xrt + YI + ZL coe.= Il s'ensuit donc que la condition d'une résultante unique qui est exprimée (n° 263} par l'équation XR + YM + ZL = 0 , consiste en ce que l'axe du moment principal G et la direction de la résultante R doivent se couper i angle droit. C'est ce qu'on vérifie, en effet, en observant que si les forces P, P*, P ', etc. , dans leur véritable position, ont une résultante unique, cette force doit être égale et parallèle à R, et que son moment par rapport au point 0, doit aussi être le moment principal G ; en sorte que l'axe du moment principal est alors perpendiculaire a cette résultante transportée au point 0 parallèlement à elle-même ; mais ce raisonnement ne suffirait pas pour prouver que réciproquement , quand l'équation précédente a lieu , les résultante unique. Digitized by Google
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    STATIQUB, SECONDE PARTIE. 187 Je transporte le point 0 en un antre point quelconque que j'appelle Oi ; je désigne par xt, y,, les coordonnées de 0,, rapportées aux axe* Os, Otf, Os, et par L,, S,, N,, ce que deviennent L , M , N , relativement à ce point 0 , : les valeurs de ces dernières quantités se déduiront des premières ( n« 661 ), en y mettant x — #, , y — yt , s — *i , a In place de s, y, s; et il en i L. = L + X». - Us ■t = M + Isi N, = N + Ys, — T#s , \ -X*. , > M principal et la direction de son axe ne varient pas avec la position de ce point. En effet, quelque part que soit placé le point 0» , il est évident que l'axe du moment principal des deux forces parallèles qu'on peut substituer aux forces données P, V, P", etc. , est la perpendiculaire à leur plan ; et nous savons d'ailleurs (n° 48) que la somme des moniens de ces deux forces qui sera le moment principal des forces données, est une quantité constante. Dans tout autre cas, le moment principal change avec la position du point Ot ; et l'on peut demander quel doit être ce point, ou ces points, s'il y en a plusieurs, pour lesquels ce moment est un minimum. En le désignant généralement par G, , c'està-dire , en faisant G,i= L,» + V + «s4 , piandP.P', P", etc., des forces égales, parallèles et dirigées en sens contraire, mais non directement opposées , auquel cas on a X = 0, Y = 0 , Z = 0, les quantités Li , M, , N, , sont indépendantes des coordonnées du point 0, ; en sorte que la granG,» = (L + Xy, — Y*, )•+ (M + Z*. - Xs.)'+ (» + Y-, - Z», )• . On en déduit _ NX + MY + LZ G« — g 1 1e) Si l'on égale a icro ses trois différences partielles par rapport .< x , , y, , ; , , afin de vult'tir minitna , et si l'on observe que Ri L» -f 1* + Ri on obtient trois équations qu'il est focile d'écrire i cette forme : R«*. = X (X*. + Yy. + Zs, ) + YL - ZI, R.y, = Y (X*. + Yy, + Z*, ) + ZN — XL, R.*, = Z (Xx, + Yy, + Zs, ) + XI — » YN. Or, si Ton ajoute ces trois équatious après les avoir multipliées par X , Y, Z, on trouve une équation identique; il s'ensuit donc que l'une d'elles est une suite des deux autres ; et comme les coordonnées *i , y, , ii , ne s'y montrent qu'au premier degré, elles appartiennent à une ligne droite qui est le lieu des centres des momens, par rapport auxquels le moment principal est au minimun. Il n'est pas nécessaire d'examiner lequel a lieu du maiimuH ou du minimum; car il est évident que la valeur de G, croit indéfiniment avec les variables *> > y» $ *» $ «1 n e»1 P" susceptible de maximum. 284. Eu éliminant la quantité X*. + Yy, + Zx, , entre les équations précédentes, pris» cessivement deux à deux, on trouve as qui appartiendront aux projections sur les trois plans des coordonnées du lieu des centres des inoinens principaux tninima. pour la valeur du moment principal minimum, qui est ainsi la même pour tous les centres 0,. Si l'on appelle », , C, , yt , les angles que l'axe do moment G, fait avec des parallèles aux axes Os, Ou, Os, meuées par le point Oi , on aura N, Ht L» cos = — , cos C, = — , cos y, = — , Gi G, G, quel que soit le centre des momens; et, d'après les équations (a), (6), (c), il en résultera , en particulier, pour un point 0, appartenant à la droite déterminée pur les équations (6), X Y Z COS «i = — , COS d = — , cos y, = — i R R R ce qui montre que les axes de tous les momens principaux minima, dont la donnée par la formule (c), sont ; et à la direction de la force R. Quand les forces données ont une résultante unique, il est évident que la plus petite valeur de d doit avoir lieu lorsque le point 0, est pris sur sa direction ; ce qui rend cette valeur égale à téro. Réciproquement, si la valeur de G» est nulle par rapport à un point 0, , on en conclura que les forces données P, P', P", etc., ont une résultante unique , passant par ce point ; car si elles se réduisaient à deux forces non comprises dans un mémo plan , on pourrait faire passer l'une d'elles par le point Oi , et réduire leur moment principal à celui de l'autre force , lequel ne serait pas xéro, contre l'hypothèse. On conclut de là que la condition nécessaire et suffisante pour que les forces Digitized by Google
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    168 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. données nient une résultante unique, consiste en ce que leur moment principal puisse être égal à zéro. Ce moment étant alors un minimum , la condition dont il s'agit sera exprimée par l'équation LZ + MY + NX = 0, d'après la formule (c); et le point 0, auquel il se rapporte , appartenant à cette résultante , lea équations de la droite suivant laquelle elle est dirigée, Xy, - Y., + L = 0 , Z*. _ Xs, +M = 0, Ys, - Zy, + N = 0, en vertu des équations (A). Ces résultats coïncident avec ceux du n« 263 qu'on a trouvés par d'autre* considérations. CHAPITRE EL EXEMPLES DE LÉQTJILIBRE DTJlf COBPS FLEXIBLE. $ 1«. Équilibre du polygone funiculaire. 286. On appelle, en général, mûcnsiw funiculaire, tout assemblage de cordes liées entre elles par des nœuds fixes, ou simplement passées dans des anneaux qui peuvent couler le long de ces cordes. Le nombre des cordons qui viennent aboutir à un même nœud peut être quelconque; mais pour simplifier la question , nous supposons que chaque nœud n'assemble jamais que trois cordons; et, en premier lieu ,nous exclurons les anneaux mobiles. Prenons donc une corde parfaitement flexible et d'une longueur quelconque, dont A et B (fig. 71) soient les deux extrémités. Soient M, M', M", etc., différent point de cette corde ; attachons k ces points des cordons MC, l'C, M"C", etc., suivant lesquels agiront des forces données P, P*, P", etc. ; appliquons aussi an point M une force donnée H , agissant dans la direction du cordon MA, et au dernier des points M, M', M", etc., une autre force donnée K, dirigée vers le point B. Dans l'état d'équilibre, cette corde flexible formera un polygone dont les seront les points A, M, M', M",.- B» et s nous appellerons spécialement un polygone funiculaire. Il s'agit de trouver les conditions que les forces données H, P, P', P",... K, doivent remplir pour que cet équilibre soit possible, et de déterminer la figura du polygone qui convient à cet état. Pour trouver ces conditions , je pars de ce principe évident que si l'équilibre existe , chacun des r, V M", etc., doit être tiré, n ses deux extrémités , par det forces égalet, dirigées suivant set prolongement; car ti ces deux forces n'avaient pas la même direction que le cordon , rien ne lea empêcherait de le faire tourner ; et si elles n'étaient pas égales et contraires, elles feraient avancer le cordon suivant ta direction. Il a'ensuit d'abord que la résultante des deux forces II et P, appliquées au point M, doit coïncider avec le prolongement MD du cordon H'M. On peut donc transporter le point d'application de cette force au point Mr sitné sur sa direction (n<> 41); en la corn» posant ensuite avec la force P', appliquée acepoint, il faudra que cette seconde résultante, qui sera celle des trois forces H, P, f , coïncide avec le prolongement B'D' du cordon M'' M'; et par conséquent, il sera permis de la transporter au point M". Je prends encore la résultante de cette force et de P" qni agît en ce même point M" ; j'ai , de cette manière, la force qui tire le cordon M"M " a son cstrcmité M", et qui doit être dirigée suivant son prolongement M"D". Cette force est, comme on voit, la résultante des forces H, P, P', P"; un raisonnement semblable prouverait que la force qui tire le même cordon à son extrémité M'" et qui doit coïncider avec son autre prolongement M'"D"', est la résultante des forces P"f; P' »,..., K ; ces deux résultantes sont donc égales et directement opposées ; et, conséquemment , la résultante de toutes les forces données H, P, P', P'.... K, doit être égale à xéro. On parviciiilr.nl évidemment au même résultat, en considérant les forcet qui agissent aux deux extrémités de tout autre côté du polygone. Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE Ainsi , le* forces appliquées an polygone funiculaire doivent être telles qu'en les transportant en un même point parallèlement à elles-mêmes, elles s'y fassent équilibre ; ce qui donne, comme on sait, 1«9 trois équations entre les Grandeurs de ces forces et les angles que font leurs directions avec trois aies rectangulaires menés par co point. Ces équation» sont(m>3o) H cos a + K cos • + P cos • + H cos h -f- k cos f 4* P cos C -fH cos e + R cos g -f P c0* > + a, ê, », •', etc., désignant les angles relatifs k l'un détaxes; h, f, C, C, etc.; les angles relatifs à un antre axe; et e, g, y, y\ etc., ceux qui répondent au troisième. 28«. Lorsque les forces H , P, P», P",. .. R, et les directions des cordons par lesquels elles agissent, ne satisferont pas à ces équations , il sera impossible qu elles se fassent équilibre par le moyen du polygone funiculaire, quelque figure qu'on lui donne; mais toutes les fois que ces équations seront satisfaites , on pourra donner au polygone une figure telle que l'équilibre ait lieu. Les grandeurs et les directions des forces H, P, P', P",. - ■ étant données, cette ligure est déterminée , et sa construction résulte de la suite de compositions de forces que nous venons d'indiquer. En etTet , connaissant les directions des cordons M A etHC, par lesquels agissent les forces H et P, on déterminera la grandeur et la direction de leur résultante. Sur le prolongement de cette direction, a partir du point M, je porte la longueur donnée du coté MM' ; cela fait , j'applique au point M1 la résultante de H et P suivant la ligne M'M , et la force P' suivant la direction donnée du cordon M'C. Je prends la résultante de ces deux forces , et sur le prolongement de sa direction, à partir du point H', je porte la longueur donnée du côté M'ai". Mainteble à celle que je viens d'indiquer pour le point M ; j'applique en M" la dernière résultante sur le coté E"*, et la force P» suivant la direction donnée du cordon M"C"; je compose ensuite ces deux forces en une seule, et, sur le prolongement de celle-ci, je porte la longueur donnée du côté rv. Je continue ainsi jusqu'à ce que je sois parvenu au dernier des nœuds M, M', M'', etc., qui sera , je suppose, le point M", de sorte que M"B soit le dernier côté du polygone. Sa direction est connne , puisqu'elle représente celle de la force extrême K, qui est donnée par hypothèse. Il faudra donc que la direction prolongée de la résultante des deux forces appliquées au point M", suivant le côté H' 'M" et suivant le cordon Mi*0», coïncide avec la direction donnée du côté M" B. C'est , effectivement , ce qui arrivera toujours; car, d'après notre construction, la force dirigée suivant M" M'" n'est outre chose que la résultante des cinq forces H, P, V, P \ P"', transportées au point M" parallèlement à leurs directions ; en la composant avec la force P" , dirigée P' cos m' + etc. = 0, j P" cos C + etc. = 0, > (o) P' cos y' -f etc. £= 0; ) suivant M™ C" , on aura la résultante de toutes les forces données , moins la force k, or, en vertu des équatious («), qu'on suppose satisfaites, cette résultante est égale et directement opposée à In force R (no 35). Si l'on mène par le point A, les trois axes auxquels se rapportent les angles a, 0, m, «', etc., 6, f, C, C, etc., c, o, y, y, etc., les coordonnées de chacun des sommets du polygone, rapportées à ces axes, seront les projections sur ces mêmes axes de la partie du polygone comprise depuis le point A jusqu'à ce sommet. On pourrait les calculer, en fonctions de ces angles , des longueurs des côtés du polygone et des forces données; les formules générales que l'on obtiendrait de cette manière serviraient, dans chaque cas, à construire directement tous les sommets du polygone , ou seulement un ou plusieurs de ces points ; mais il est plus simple de déterminer successivement et les uns au moyen des autres , les difTérens côtés du po« lygone, ainsi qu'on vient de l'indiquer. 287. Quand les forces données remplissent les conditions exprimées par les équations (a), et qu'on a fait prendre au polygone la figure propre k l'équilibre, l'intensité commune des deux forces égales et contraires qui tirent chacun des côtés suivant son prolongement , est la Unrion que ce cordon éprouve; il est donc important, dans la pratique, de calculer cette tension , et de s'assurer, par l'expérience, qu'elle ne dépasse pas celle qu'un cordon du même diamètre et de la même matière peut supporter sans se rompre. Or, d'après ce qu'on vient de voir, cette tension variera d'un côté à l'autre du polygone; la tension du côté MM' sera égale k la résultante des forces H et P, ou à celle des forces P', P", P'",-. R ; la tension du côté M'M" sera égale à la résultante des forces H, P, P', ou à celle des forces P", P"',... R; et ainsi de suite. Il sera donc aisé, dans chaque eus particulier, de déterminer les tensions qu'éprouvent tous les côtés du polygone en équilibre , lorsque les grandeurs et les directions des forces 11, P, P', P",...R, seront toutes données. Si les points extrêmes A et B du polygone sont fixes , les forces H et R représenteront à la fois les tensions des cordons qui aboutissent a ces points et les pressions que ces points éprouvent. Dans ce cas, les râleurs de H et R, et des angles a, b , e, t,f, g, qui déterminent les directions des deux côtés extrêmes du polygone, ne seront plus données; maison 22 Digitized by Google
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    170 TRAITÉ DE MECANIQUE. mira huit éqnations pour déterminer cet huit inconnue» , savoir, les équations (a), les équation* ( n° 8) co»»o + ">»** + cos'c = 1 , cos»« -f- covf + cos'9= 1 , et trois équations résultant de ce que la position des deux points fixes A et B est donnée. On formera celles-ci on calculant les valeurs des trois coordonnées de l'un de ces points , rapportées a des oses passant par l'autre point, c'est-à-dire , les projections du polygone entier sur ces trois axes , et les égalant aux valeurs données de ces mêmes coordonnées. La détermination de ces huit inconnues sera généralement très compliquée; mats après que le polygone funiculaire aura pris de lui-même la figure propre à l'équilibre des forces appliquées à ses sommets, on obtiendra sans difficulté les tensions de ses différens cotés ; ce qui suffira pour la pratique. Ainsi, en décomposant Is force P appliquée au point M en deux antres forces dirigées suivant les prolongemens des côtés AM et MM1, les composantes , données immédiatement par la règle du parallélogramme des forces, seront les tensions de ces deux cotés. Celle qui agira suivant le prolongement de Al devra être égale à la force agissant suivant ce premier côté, lorsque le point A sera libre; et quand il sera fixe, elle exprimera la pression exercée sur ce point. Pareillement, les composantes de la force 1" suivant les prolongemens de MM* et exprimeront la tension de MM', déjà connue par la décomposition de P, et celle du côté adjacent M'M" ; et ainsi de suite. 288. Les cordons qui forment les différens côtés d'un polvgonc funiculaire sont toujours un peu extensibles; chacun d'eux s'allonge d'une petite quantité, en raison de la tension qu'il éprouve dans l'état d'équilibre ; et lorsque cette tension est connue , on peut calculer l'allongement correspondant. En effet , l'expérience prouve que tant que la tension d'un fil homogène et d'une épaisseur constante n'approche pas de la force nécessaire pour le rompre , son allongement est proportionnel à sa longueur et ù la tension qu'il éprouve; il varie d'ailleurs, d'un fil à nn autre, avec l'épaisseur et la matière du fil . Cela étant , je suppose que l'on attache à un point fixe un fil de la même épaisseur et de la même matière que le cordon AM, et que l'on suspende à son extrémité inférieure un poids donné II, très grand par rapport à celui du fil. Soient I et / (1 -f- *) ses longueurs avant et après la suspension du poids II; cette quantité «sera une fraction très petite , indépendante de / et proportionnelle à II, en négligeant le poids du fil; en sorte que si, dons une autre expérience, les trois quantités l, *, H, sont t , V, B», on aura •II' «' = -, a quels que soient / et t. Or, il est évident qu'un fil attaché à un point fixe et tiré à son autre extrémité dirigée suivant son prolongement , est dans le même état que s'il était tiré par cette même force suivant ses deux prolongemens. Si donc on appelle T la tension du cordon AM , et si l'on suppose qu'il se soit allongé dans le 1 + rà l'unité, on aura itner cet allongement; et il en sera de même pour tous les autres côtés du polygone. 280. Soit que les points extrêmes A et B du polygone soient fixes , ou qu'ils soient libres , si l'un ou plusieurs des noeuds M, M', M", etc., sont remplacés par des anneaux , cette circonstance donnera lieu à de nouvelles conditions d'équilibre. Supposons, par exemple, que M" soit un anneau mobile qui puisse glisser le long du cordon M'M 'M" ; il est clair que dans ce mouvement la somme des distances M'M" et M" .U'", du point M" aux points M' et M' ', restera constante. Or, si l'équilibre existe, cet état ne sera pas troublé en rendant fixes ces deux derniers points; mais alors le point M'' sera dans le même cas que s'il était astreint à demeurer sur la surface d'un ellipsoïde de révolution, dont M' et M'" sont les deux foyers , et dont le grand axe est égal à U longueur donnée du cordon M'M"M"'j donc ce point ne peut rester en équilibre (n<> 36), à moins que la force P ' qui lui est appliquée ne soit perpendiculaire à cette surface; d'où il suit, d'après une propriété connue de l'ellipse, que la direction de cette force doit couper en deux parties égales l'angle des deux rayons vecteurs M"M* et M"M'". Lors donc qu'en exécutant la construction du n°286, on sera parvenu à nn anneau mobile tel que M" et que l'on aura pris la résultante des deux forces dirigées suivant M' M' et M 'C", dont le prolongement sera le côté M''M"'; si l'on trouve que les angles C"M"M' et C' M"M'" ne sont pas égaux entre eux , il en faudra conclure que l'équilibre n'existe pas. En général, il faudra que la direction du cordon M"C", attaché à un anneau mobile, ne soit pas donnée d'avance, afin qu'on puisse, en la déterminant d'une manière convenable , remplir la condition de l'égalité des deux angles M'M"C" et M»'M"C". Observons que dans l'état d'équilibre, les tensions des deux côtés adjacens à un anneau mobile seront égales entre elles ; cela résulte de ce que ces deux côtés font des angles égaux avec la direction rie la force appliquée à cet anneau, et que leurs vant leurs propres directions ; mais cette de tension peut aussi être considérée comme évidente en elle-même , puisque les deux côtés le long desquels l'anneau peut glisser ne forment qu'un cordon , qui doit nécessairement la même tension dans toute son étendue. Digitized by Google

  

  
    Page 197
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 29.99% accurate
    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 171 «00. Ce que nous diiout à l'égard d'un _ obligé de glisser le long d'un fil considéré comme inextensible et parfaitement flexible , peut s'étendre a tous les points d'un système de points matériels en équilibre. Quelle que soit la liaison de ces points entre eui , on ne troublera pas cet équilibre en fixant tous les points du système , excepté un seul. Or, si la lUison de ce point avec les autres est telle qu'il puisse encore décrire une surface ou seulement une ligne courbe autour de ces points fixes, il est évident que le point mobile sera dans le même ces que si la surface ou la ligue courbe existait réellement; par conséquent , la direction de la force qui lui est appliquée doit être normale à cette surface ou a cette ligne. Concluons donc que dans tout système de pointa matériels en équilibre , la force appliquée à chacun de ces points est perpendiculaire a la surface ou à la ligne sur laquelle ce point serait obligé de rester, si tous les autres points auxquels il est lié étaient regardés, pour un moment , comme des points fixes. Quand cette condition, relative a la direction des force» et à la liaison des parties du système , n'est pas remplie , on peut être certain que l'équilibre n'existe pas ; mais elle ne suffît pas à elle seule pour assurer l'équilibre du système. SOI. Si toutes les forces qui agissent sur un polygone fuoiculaire suspendu aux deux points fixes A et B, sont des poids donnés , il résulte de la construction du il» 286, que ce polygone tout entier sera contenu dans le plan vertical passant par ces deux points ; et cela est d'ailleurs évident en soimême, puisqu'il n'y aurait aucune raison pour qu'il «'écartât de ce plan plutôt d'un côté que de l'autre. En prenant alors la perpendiculaire à ce plan pour l'axe auquel répondent c, y, y, y', etc., tous ces angles seront droits , et la troisième équation (•) disparaîtra ; les deux H coi • + I cos « = 0, HcosA +kco./- + n: que les angles «,*,«, •', etc. , répondent à nn axe horizontal , et les angles b,f, C, C, etc., à un axe dirigé dans le sens de la pesanteur, et en représentant par II le somme des poids P. P*, P", etc., appliqués au polygone. L'équilibre de ce polygone ne sera pas troublé si Ton rend sa forme invariable; par conséquent, la lerce II devra être égale et directement opposée à la résultante des forces H et EL En vertu des équations (ô), elle est déjà égale et contraire à cette ré"b;H faudra donc encore qu'elle passe par 0 (fig. 72), où les prolongemens des corextrêmes Ait et BN viennent se couper, et qu'on peut prendre pour le point d'application commun aux deux forces H et k Ainsi , dans l'état d'équilibre , la résultante II des forces verticales P. P', P*', etc., sera dirigé «nivant la verticale OD ; et , cela étant, oa aura les proportions (n»80) H ; n :: sin BOD : sin AOB, i> : n :: sin aod : sin aob, qui feront connaître les tensions des cordons extrêmes , ou les pressions H et K. exercées sur les deux points fixes A et B , quand on aura mesuré les angles AOD et BOD. 208. On peut faire sur les tensions des cordons qui supportent un poids donné , la même remarque que l'on a déjà faite à l'égard des pressions éprouvées par les points d'appui d'un plan horizontal sur lequel un poids est placé (n« 270). Supposons que les trois cordons attachés aux pointa fixes A, B, C (fig. 73), se réunissent au point M , et qu'en ce point un poids P soit suspendu et agisse suivant la verticale ID. Prenons un point D' sur le prolongement de cette droite, et construisons leparallélipipède dont MD' est la diagonale, et qui a ses trois côtés adjacens MA', MB'.MC, sur les directions des trois cordons. Si l'on représente la force P par la droite MD1, ses composantes suivant ces directions seront représentées par les droites MA', MB', MC, et elles exprimeront les tensions des trois cordons MA, MB , MC, ou les charges des trois points fixes A, B, C, lesquelles se trouveront , dans ce cas, complètement déterminées. lais , lorsque les cordons aboutissant au point M seront au nombre de quatre f ou en plus grand nombre, on pourra décomposer la force P d'une infinité de manières différentes, suivant leurs directions; en sorte que leurs tensions et les charges des points fixes ne seront plus déterminées , et une ou plusieurs d'entre elles pourront ctre nulles ou prises arbitrairement. Or, cette indétermination aurait réellement lieu dans la question abstraite, où l'on n'a tenu aucun compte de l'extensibilité des cordons $ mais elle n'existe plus dès qu'on a égard à cette propriété de la matière : alors tous les cordons a'allongent un tant soit peu; leurs extensions dépendent de leur nombre et de leurs positions relative*; et si l'on mesurait ces petits ollongemens , on on pourrait conclure la tension de chaque cordon , ou la charge de chaque point fixe qui a réellement lieu. Ainsi, en supposant que le cordon AM, par exemple , se soit allongé dans le rapport de 1 + * à l'unité, et sachant, d'ailleurs, qu'un cordon de même matière et de même diamètre s'allonge dans le rapport de 1 + « à l'unité , quand on le suspend verticalement a un point fixe, et qu'on attache le poids P à son extrémité inférieure , on en conclura (n» 288) que la tension éprouvée par ce cordon , ou la charge que supporte le point A , est égale au produit — p. m Si l'on désigne par V et V et X", etc., ce que deviennent les fractions * et f relativement aux cordons MB, MC, etc., et par y, y», y», etc., les angles aigus que font les cordons MA, MB, MC, etc. , Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. 172 avec la verticale Mlr", il faudra qu'on ait t t l" — «m» 7 + ~ cos >' + — co* y" + etc= 1 , afin que la somme des composantes verticales de toutes les tensions soit égale au poids P. En projetant les mêmes cordons sur un plan horiiontal mené par le point I, et désignant -, etc., les angles que les projections de MA, MB, MC, etc.t font avec une droite 90 tracée arbitrairement dans ce plan, on aura aussi t t - sin y sin • + - sin y sin -f etc. = 0, / f — sin y cos - + — sin y' cos + etc. = 0, « V pour exprimer que la résultante de toutes les tensions est une force verticale. Quand il n'y a que trois cordons , ces trois équations suffisent pour déterminer les rapports de leurs l f t" tensions au poids P, ou le* râleurs de — , —, —, au moyen des angles que ces trais cordons font avec la verticale MD', et des angles compris entre les plans de celte droite et de leurs directions. Quand il n'y en a que deux, leurs directions et cette verticale sont comprises dans un même plan ; ce qui réduit à une seule les deux dernières équations. $ U. Équilibre d'un fU ftexiiU. 293 Considérons d'abord un fil pesant, homogène et d'un diamètre constant ; supposons-le parfaitement flexible et attaché par ses extrémités A et C (fig. 74) a deux points fixes ; et proposons-nous de déterminer la courbe ABC qu'il forme dans son état d'équilibre. On nomme cette courbe la chatnette ; elle est évidemment comprise dans le plan vertical passant par les deux points fixes A et C ; car il n'y aurait aucune raison pour qu'elle s'en écartât plutôt d'un côté que de l'autre. rectangulaires Ox et Oy, qui seront ceux des coordonnées positives; prenons Ox horiiontal et dirigé du côté du point A, et Oy vertical, dirigé en sens contraire de la pesanteur, et passant par le point B, le plus bas de la courbe. Soient s et y les coordonnées OP et PM , rapportées à ces deux axes , d'un point quelconque H de la chaînette , et a l'arc B9 aboutissant en ce point et compté du point B; et désignons par x', y', é, ce que deviendront x, y, t, relativement a uu autre point H' de cette courbe, tel que l'on ait «' > $. Si l'on appelle p le poids de l'unité de longueur du fil , lorsqu'il est couché sur un plan borisontal, p (#' — *) sera, dans cet état, le poids d'une longueur s — s J a même fil , puisqu'on le suppose homogène et d'une épaisseur constante. Quand il sera suspendu aux deux points fiies A et B, ses d i fférentes parties s'allongeront inégalement, à raison de leurs tensions respectives; et , en même temps, leurs densités ou leurs épaisseurs diminueront de manière que leurs masses ne changent pas ; par conséquent , le poids de cette longueur s' — a no sera plus exactement le même qu'auparavant; mais si la matière du fil est très peu extensible, et qu'on néglige les petites dilatations de ses parties, on pourra encore prendre p (a* — t ) pour le poids correspondant à l'arc MM' de la chaînette. Soient , en outre , T et T* les forces inconnues qui agissent a ses extrémités M et M', et proviennent de ce que ces points sont liés aux parties CM et AM' de cette courbe. En joignant ces forces au poids ©(r* — «), on pourra considérer MM' comme entièrement libre; par conséquent, si l'on représente pur « et t les angles que fait la direction de la force T avec les prolongemens des coordonnées x et y de son point d'application , et par •' et C les angles analogues relativement à la force T', nous aurons T cos • + T' cos •' = 0 , j T co, C + T' cos C = p (a* — .), } (•) T (a cos C - y cos •) + T» ( x' an C - y« cos ) = p {«' — #)**. , ) pour l'équilibre de ces trois forces comprises dans un même plan (n* 263) ; *■ étaut l'abscisse horilontale du centre de gravité de l'arc MM'. Elles auront lieu, quelle que soit la longueur de cet arc : si on la suppose infiniment petite , on pourra négliger, dans ces équations, les quantités infiniment petites du second ordre; mais il faudra conserver les quantités du premier ordre; ce qui n'empêchera pas qu'on ne doive considérer la force T < omme étant dirigée suivant ta partie MH de la tangente,* l'extrémité H , et la force "T, suivant la partie M H de la tangente, h l'autre extrémité M' . Pour le faire voir, prenons sur MM' un point m tel que l'arc Mm soit infiniment petit du second ordre; ce qui permettra de négliger le poids de cette partie de la chaînette. Si l'on fixe le point m, l'équilibre ne sera pas troublé ; or, le fil étant supposé parfaitement flexible , il n'y aurait rien qui empêchât la force T de faire tourner l'arc Mai auDigitized by Google
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    STATIQUE, SECONDB PARTIE. 173 de m, si elle n'était pat dirigée suivant son prolongement MB. On verra de même que la force T' doit être dirigée suivant M' 11'. et en négligeant les infiniment petits du second Dt dx dx dy dy COI » — (- d. — , cos C = — + al. dt dt dt dt On peut aussi prouver qu'on a T' =T -j- dT. En effet, la quantité T est une fonction des coordonpées du point quelconque M auquel elle répond , qui devient , conséquemment , T + dT au point ■' ; en ce point, elle exprime la force qui agit sur la partie supérieure A M' de la chaînette, suivant la direction M'B, , prolongement de B'H'. Or, si m' est un point de la courbe dont la distance à est infiniment petite du second ordre, la force qni agit en m sur la partie Ara', sera la même , en grandeur et en direction , que celle qui agit en H' sur AM' ; par conséquent , la partie M'as' de la chaînette est tirée en sens contraire, suivant Mil' etm'B,, par des force* T' et T + dT, qui doivent être égales pour qne ■'*»' demeure en équilibre. Cela posé, je substitue ces différentes valeurs dans les deux premières équations (a), et j'j fais a> — t = dt; elles deviennent dx d. T - «= 0, dt dy d. T — = pdt. dt (*) Quant à la troisième, elle prendra la forme . dy ds . d. T (s y - ) =P*dt, V dt dt' en y négligeant les infiniment petits du second ordre , ce qui permet de remplacer xt par s dans son second membre. Or, cette équation est la me me dy dx xd. T yd. T — sa pxdt; dt dt on voit , elle est une suite des deux auI , le problème ne peut dépendre équations, puisqu'il n'y a que deux inconnues y et T a déterminer en fonctions de *; la première, pour connaître l'équation de la courbe, et la seconde , pour savoir quelle est la tension en un point quelconque M, c'est-à-dire , la grandeur des forces égales qui tirent l'élément Ha* suivant 294. L'intégrale de la première équation (A) est dx T — dt cla s tante arbitraire. Au point dx B, on a — = l et T = c; si donc ou représente la dt en ce point le plus bas , par le poids d'une h du fil , on aura c=f>», et, eu un point dt T = j* dx équation (b) deviendra Ad. — = dt ; dx d'où l'on tire ds qu'on a , en Cet — = 0 au point B. Ces équations feront connattre dx immédiatement l'arc «et la tension T, lorsque Pordonnéey aura été déterminée en fonction de r. En mettantdans l'équation précédente, à la place de ds, sa valeur * = ** V 1 + £ • dx = dy dx En intégrant et observant qu'on a ars au point B, on en déduit ày :0 et— =l> dx et , par conséquent , • étant , à l'ordinaire , la base des logarithmes népériens. Je multiplie cette équation par / . / dy dy - - ; Digitized by Google
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    174 TRAITÉ DE MÉCANIQUE il eo résulte en observant que » = 0 et * = 0, au point B , et prenant l'origine 0 des coordonnées à U distance k au-dessous de ce point , de sorte qu'on ait y = h quand * = 0. dy Ces équations (c) donnent #= * — , comme plus dx haut. La seconde est l'équation de la chaînette, sous la forme la plus simple; elle montre que cette courbe est symétrique de part et d'autre de son point le plus bas. La valeur précédente de T deviendra dt T = ph - — py; dx en aorte que la tension en un point quelconque H est exprimée par le poids d'une longueur du fil , égale à la perpendiculaire HP aboissée de ce point sur la droite horisontale, passant par le point 0. C'eit au point B que cette tension est la plus petite ; et m valeur en ce point est ph , comme on l'a supposé. 296. Il ne reste plus qu'à déterminer b constante h qui entre dans ces formules. L'expression de y fera ensuite connaître la figure de la chaînette ; mais pour que sa position soit connue dans le plan vertical passant par les points A et C , il faudra oussi déterminer la distance de l'axe Oy à l'un de ces points fixes. Pour cela , je mène par le point A une horisontale qui coupe Taxe Oy en un point Q . et par le pointC , une verticale qui rencontre cette horisontale au point D. La position du point C, par rapport au point A, étant connue , les distances AD et DC seront données. Je les représente par a et 6 ; je désigne aussi par k la distance AQ ; en sorte qu'on ait AD = a, DC = A, AQ = *, OU — h , met b étant des quantités données , et k et k les deux inconnues qu'il s'agira de déterminer. J'appellerai k' la distance QD,/ la longueur donnée de la courbe ABC, y et g ses parties AB et bC , /'la fièche bO , on aura I + A' = a , y + |» s* /, en regardant k' et y' comme des quantités positive* ou négatives , selon que le point C appartiendra au prolongement de AB ou à AB même. Les ordonnées des points A et C seront k + f tth +f — !,«• considérant aussi la quantité 6 comme positive on comme négative , selon que C sera au-dessous ou au-dessus de la droite horisontale , menée par le point A. Si Ton fait dans les équations (c), d'abord m = *, $ ss y, y = * + ft et ensuite # = _*«, * = -s\ » = * +/"- », il en résultera t(7+:t)De là et de k 4- kf = o, on conclut (i -t ) l* — b* = k* \» + « — 2 / , et, par conséquent, -(/-."*) = », (d) Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 176 - = •' K -T7-= " Cette quantité n étant composée de quantité* donnéei, l'équation (cf fera connaître la valeur de », et par suite celle de k. En général , cette équation se résoudra par des essais; et l'on en déduira la valeur numérique de « d'après celle de m, aussi exactement qu'on voudra. Si h diffère très peu de l'unité, la valeur de « sera très petite ; eu développant alors les exponentielles, et négligeant la quatrième puissance de », on aura simplement = * = j a + K, k' — ~ a — hZet la valeur précédente de 4 deviendra » =r G*--") G* —"*)•» ce qui fera connaître la valeur de C , d'après celle de h , c t , conséquemment , les quantités k et V. Le signe de ** décidera de quel côté de Oy, le point C sera placé. Le cas le plus simple aura lieu quand les points fixes A et C seront situés sur une même droite horixontale. On aura alors 4 = 0; l'équation (a) donC = 0 , et , par suite, * = k? s= — a, comme k l'axe Ay', ce qui fera connaître les tensions aux points A et C , ou les charges que ces points fixes auront à supporter, après que la valeur de h aura été calculée. Dans le cas général, ces tensions extrêmes se déduiront des valeurs de y, correspondantes à x = A et * = -*'. 206. Parmi toutes les courbes de même longueur, qui aboutissent aux points donnés A et C , la chaînette est celle dont le centre de gravité est le plus bas. En effet , menons par le point A (fig. 73) un axe horizontal Ayf, et un axe hx1 vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur. Soient s' et y' les coordonnées d'un point quelconque M , rapportées a ces axe*. En appelant rt la distance du centre de 4 étant la valeur de x' qui répond au point C , et I désignant la longueur donnée de cette courbe , de sorte qu'on ait Or, d'après la formule (a) du n° 201 , la courbe dans laquelle la première intégrale est un maximum entre toutes les courbes de même longueur, a pour équation différentielle c'aV |/( + C)»- c» cet c' étant des constantes arbitraires. En intégrant et observant que les variables x' et y sont nulles en même temps, il vient y = c' iog et, par *' + c + \/(s' + c)c'' c -f [/ c» — c » *' + • + VX^ + •? - C» = y a", en faisant , pour abréger, c + |/c« — c*» = y. On tire de là x> + c — \/( x' + c )» — tf* r= >' $ en faisant aussi c — y c» — c*« On pour l'équation de la courbe qui jouit de la propriété demandée. Au point C, on aura 4 + c = L ye~+ L a étant la distance donnée de ce point à l'axe A*', de sorte qu'on ait à la fois x' = 4 et y* = a. Cette équation particulière et la longueur / de la courbe serviront à déterminer les deux constantes c et c'. Maintenant , pour faire coïncider l'équolion [f) avec celle de la chaînette , désignons par ■ une constante indéterminée, et changeons les coorDigitized by Google
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    178 TRAITÉ DE MECANIQUE. ; é et 1 en d'autres , telles que Ton ait ,' + « = _ y, y'=.-*; de manière que cet nouf elles coordonnées * et y soient dirigées en sens contraire de y' et x', et rapportées à une autre origine. Par ce changement, l'équation (f) détiendra la « _» y = - 7 y r 7. y •  e et désignons par — h , la valeur < denx quantités égales, de sorte qu'on ait i • y — — k . y 0 ~ = — h. Comme on a yy' = c'« , il en résultera k = c'; et l'équation précédente de la courbe deviendra y = f + ce qui coïncide avec la seconde équation (c) que nous avons trouvée pour la chaînette. 297. Si la force verticale qui agit sur chaque élément du (il suspendu aux points A et C (fig. 74), au lieu d'être proportionnelle k la longueur de l'élément ds , est proportionnelle à sa projection horitontale dx, la seconde équation (i) deviendra d.T — = pdx; * p étant une constante donnée qui représente le poids d'un prisme dont la hauteur est l'unité linéaire. En vertu de la première équation (b), qui ds T = Pk -, ds en désignant par h une ligne de longueur inconnue, et par pk un poids équivalent à la tension au point B, le plus bas de la courbe. Il en résultera dono dy hd. — — dx; ds d'où l'on tire dy h — = a , 2fcy = *• , dx en plaçant l'origine des coordonnées s et y au point B. Dans ce cas, la courbe sera , comme on voit, une parabole qui aura son sommet au point le plus bas ; et l'on aura T = p , pour la tension en un point quelconque. En employant les notations du n» 29S , on aura , aux points A et C, Zhf = h , «(/-*)« , et à cause de k -f- *' = a, on en conclura 2kb = a (* — k'); ce qui fera connaître k, k', f, quand on aura déterminé k, dont la valeur se déduira de la longueur / du fil. On aura , en effet , - = - l/k> + x', kl^Ç \ /».+ *•*., dx h fJ -V ce qui donne, en effectuant l'intégration par le* règles ordinaires , 2kl ~ fc. .0* ^ *'+*'+ * y > Eu supposant , pour plus de simplicité, les deux points A etC dans une même droite horizontale, 4 = 0, * = L «j l'équation précédente se réduira à et l'on en déduira, par des essais, la valeur approchée de h , lorsque les valeurs numériques de / et k seront dpnnées. Cette inconnue h se déterminera plus facilement quand la longueur / de la conrbe différera très peu de sa projection a; ee uni rendra la Valet» de k très grande par rapport à a. On aura alors, en séries très convergentes , , *• ki k 8 «J k + |/a> + *• * , *5 log . = -f - + etc Au moyen de ces valeurs , l'équation précédente devient , à très peu près , k'{l-2k)=± », d'où l'on tire k ^ 4 V AiJ - a) Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 177 On a choisi cet exemple , parce qu'il trouve une application utile dans la construction des ponts suspendus, où il est important de calculer la tension de la chaîne de suspension et la charge de ses points d'appui. 298. Supposons actuellement que tous les points du 61 soient sollicités par des forces quelconques. Il formera , en général , une courbe à double courbure; les équations d'équilibre de chacun de ses élémens seront an nombre de trois ; et, en supposant toujours le Cl parfaitement flexible, on obtiendra ces équations par les considérations que i avons exposées en détail dans le n° 203. De dx d.T — + X . * ds dy d.T - + Y , ds d» ds d.T — + l . * ds 0, 0, 0) *» y* *» éUnt les coordonnées rectangulaires d'un " ique M de la courbe, ds l'élément sa longueur, • le produit de la deni fil et de la section perpendiculaire à sa I on r, qni ont lieu an point M, de sorte que %ds soit l'élément de la masse du fil ; T la ftnsion en ce même point , ou la force, de grandeur inconnue , qui tire cet élément %ds suivant chacun de ses prolongemens; X, T, Z, les forces rapportées à l'unité de masse et parallèles aux axes des *, y, a, qui répondent au point M et seront des fonctions données de ses trois coordonnées. En vertu de la tension T, l'élément ds aura éprouvé une extension et la quantité • une diminution , telles que la masse tds n'ait pas changé; en désignant donc par ds1 et s*, ce que ces quantités étaient dans l'état naturel du fil, on aura s* ss *'ds> { et en supposant l'extension proportionnelle a la i qui la produit (n° 288), nous aurons, 
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    178 1HAITÉ DE MECANIQUE. en sorte que pour avoir égard ou poids 
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 17» k ds sera égale et contraire à cette force Kds , de manière que H exprimera la mesure de la pr cation rapportée à l'unité de longueur. Eu appelant a, f*, », in anglea que fait la partie extérieure de la normale en H avec dea paralièlea aux axec dea s, y , a, menées par ce point , au «X — ïl cos a, tY = Ncosp, »Z = r1co»». De pliu , ai L= 0 est l'équation de la aurfaee du /dL» dL» dL«\_JL, Vtt Vd7T+ dT' + dlJ ' (.•SI) dL dL dL cos x = V— , cos*. = V— , cos » = V — , dx dy da q prenant convenablement le signe de V. -f Ydy + Ida as NVdL r= 0; ce qui rendra nulle la valeur de dT donnée par TéquatioD (3}. La tension sera donc la mémo dans toute la longueur du fil, quelle que soit la forme du corps solide. Je supposerai aa râleur donnée , et je la représenterai par k. Si le fil est attaché par une de aes extrémités à un point du eorps, et qu'un poids considérable, par rapport à celui du fil qu'on a négligé, soit suspendu verticalement à son autre bout, ce poids sera (a tension * et 1* pression que le point fixe éprouvera. Si le fil est Kbre par ses deux bouts, et que des poids considérables y soient suspendus, ils exprimeront les tensions extrêmes; par conséquent , ils devront être égaux , et chacun d'eus sera la teosioo k. Enfin , si les deux bouts du fil sont supposés fixes , sa tension * se déduira de longueur. 303. Je désigne par a', s»', »', les angles que fait la perpendiculaire au plan osculateurau point M, ■laaaa» nu axes des x , y , s en ce point étant f , on aura dxd» y — dyd» * _ Le rayon (-«•) PCOSM', dyd» a — dsd'y d»* a'. Si donc on ajoute les équationa (4) après les avoir multipliées par cos » , cos /* , cos a , et qu'on ail égard aux valeurs de X, Y, Z, qui ont lieu dans le cas que nous considérons, il en résultera cos » oos »' + cos h cos /*' + cos x cos a' = 0; par conséquent, les normales à la surface du corps solide et au plan osculateur delà courbe formée par le fil, en chaque point H, sont perpendiculaires Tune à l'autre ; ce qui est la propriété caractéristique de la ligue dont la longueur est un minimum ou un maximum sur une surface donnée (n° 161). Il s'ensuit donc qu'un fil tendu sur un corps solide, trace, en général, la plus courte distance d'uo point à un autre sur la surface. A la rigueur, il est possible que cette distance soit, au contraire, un maximum ; ainsi, par exemple , deux pointa donné* sur une sphère sont les extrémités communes à deux arcs de granda cercles, dont l'un est la plus courte distance entre ces points, et l'autre la courbe plane la plus longue; or, il est évident que l'équilibre du fil tendu sera rigoureusement possible sur nés deux arcs de cercle, puisqu'on le plaçant sur l'un des deux, il n'y aurait aucune raison pour qu'il s'en écartât plutôt d'un côté que de l'autre; mais sur le petit arc l'équilibre sera stable, et sur le grand il ne sera qu'instantané , de aorte qu'il ne pourra subsister, fkyritpumtnt t qu'a l'aide du frottement du fil contre le corps solide. Si l'on substitue encore les valeurs de sX, «Y, •Z, du numéro précédent, dana la formule (5), on aura Kd, és y /dx d, V — COS A COS Si I +1 —COS » COS A 1 dt d» / \d> ds / , de *a (a , y, s) s» * . En même temps , on a da» + d? + * » ~ ' COS» A + cos •/* -f- OOS» » = 1 i lo à la surface du corps et la tangente à du fil, en chaque point M, étant n a aussi or ds dy da mm COS A -| COS S» "A COS » = 0 } * ds ds au moyen de ces trois dernières équations, on Digitize&toy .Google
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    180 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. réduit «ans difficulté le coefficient de N , dont la précédente, à l'unité. On a donc aitnpletnent ce qui montre que la preuion rapportée à l'unité de longueur, exercée par un fil tendu sur la surface d'un corps solide, est égale, en chaque point H, à la tension divisée par le rayon de courbure du fil, c'est-à-dire , par le rayon de la section normale a la surface et tangente à la courbe du fil. 303. Ces résultats seront modifiés par le frottement du fil contre la surface du corps sur lequel il s'appuie. Pour montrer comment on doit avoir égard à cette force dans l'équilibre d'un fil flexible, je vais considérer l'équilibre d'un cordon ABMCD (fig. 78), dont la partie BMC est appliquée sur la gorge d'one poulie fixe, et qui est tiré , suivant les prolongemens BA et CD de cette partie , par des forces données. La poulie et la droite AB seront supposées verticales ; la force agissant suivant BA sera un poids A , et je représenterai par F celle qui agit suivant CD. Les tensions qui ont lieu aux points B et C suivant les tangentes BA et CD, auront A et F pour valeurs. Je supposerai aussi , pour simplifier la question , que la poulie soit circulaire ; j'appellerai e son rayon , et je prendrai son centre 0 pour l'origine des coordonnées : l'axe des je sera perpendiculaire à la poulie, l'axe des y vertical et dirigé de bas en haut, l'axe des * horizontal et passant par le point B. Enfin , je fixerai au point C l'origine de l'arc t aboutissant au point quelconque 9 du cordon, de sorte qu'on ait CM ea «. Cela posé, si le frottement était nul , il faudrait qu'on eût k — F dans le cas de l'équilibre; mais, à raison du frottement , l'équilibre peut subsister tant que la différence de ces deux forces A et F n'a pas dépassé une certaine limite. Concevons donc t l'équilibre soit sur le point de se rompre dans dx dy xd.T — + yd.T - + lied* = 0, le sens du poids A ; ce qui suppose qu'on ait A > F. A cet instant , le frottement du cordon contre la poulie, qui a lieu au point quelconque M , sera dirigé, suivant la partie HH de la tangente, en ce point. Je représente par /« son intensité, et, comme précédemment , par 11 la résistance normale qui a lieu au même point M , suivant le prolongement MO* de MO , de manière que f*dt et Jidt soient les forces tangente et normale qui agissent sur l'élément *dt du cordon aboutissant au point H, et que /u et N représentent ces mêmes forces, rapportées • l'unité de longueur. Si l'on mène par ce point M des parallèles Mx' et My' aux axes Ojp et Oy, on aura r * — , cos y*MH = - , C 0 cos i'B0'c=-, cos y'MO1 = — ; c de la on conclut Nx juy Ny jMjc ,1= , .Y=-+ -, c o ce pour les valeurs de «X et «Y qu'il faudra substituesdans les équotions (1). La force • '/. sera évidemment nulle; la troisième équation (1) disparaîtra , et les deux i nydt ^ dx Jixdt d.T — + dt o dy Nyda t*xdt d.7- + + =0. dê o c Lo point M appartenant à la poulie, on a X» +y.=c. , *d# + ydy=0; au moyen de quoi les deux équations peuvent être changées en celles-ci ; d* dx dx -d.T- 4di dt dt — d d» dy T dt (yd*-xdy)=0. («) Mais ~ [ydx — xdy) est la différentielle du secteur décrit par le rayon OM , a partir d'une ligue fixe (n« 166), qui sera OC , par exemple. Ce secteur étant circulaire et répondant à l'arc 9, sa valeur est — es; on a donc ydx — xdy = cit. D'ailleurs, on a ■usai dx dy dx dy * - + y - = 0, xd.-+ yd. -=-dt, dt dt dt dt dx* dy> dx dx dy dy - + - = 1, -•-+-«•• -=P; dt* dt' dt dt dt dt ce qui réduit les équations (6) à T = cR, dTz=ndt, d'où l'on tire ssfl = pdt, La pression quia lieu au point M, sur la gorge de la poulie , est égale et contraire k la force N ; si donc on suppose le frottement proportionnel 4 la pression (n» 269), on aura fêtant un constant qui dépendra de la % Digitized by Google
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    STATIQUB, SECONDE PARTIE. 181 et , en intégrant , U n = k$ ' i A désignant la constante arbitraire, «t e la base des logarithmes népériens. On aura, en même temps , T = Ae.\ M = A/aV Au point Cfona « = OetT=F;ona donc F A = -; et ai Ton appelle / la longueur del'arc CHB, c on aura $ = l et T = * , à son autre extrémité B. lauroi Il = t* r« t* p - - n -.*, T = F.< /- = --', • c H, et, de plus, n k = r, • , pour l'équation d'équilibre. En représentant par F' le,froltemeut Iota! qui a 'f.'"M G'-')' * = f + r. Si noua faisons F'=/»F, /> = -._ i; • F où Ton voit que le frottement total F' est égal à la plus petite des deux forces k et F, multipliée par un coefficient ft qui varie non seulement avec la quantité f, mais aussi avec l'étendue / du contact et le rayon e de la poulie. La différence des forces * et F, à l'instant où l'équilibre se rompt, fera connaître la valeur de F', et leur rapport, diminué de l'unité , sera la valeur du coefficient /' d'où l'on pourra ensuite déduire celle de f. Lorsque F sera un poids, ainsi que k, on devra , pour plus d'exactitude, comprendre dans ces poids k et F, ceui des partiea verticales BA et CD du cordon. 304. I>'nprcs les trois équations (1), il est facile de vérifier que les six équations générales de l'équilibre (n° 261) ont lieu dans le cas d'un fil parfaitement flexible. Pour cela, j'appelle K et K' les deux extrémités du fil, et / sa longueur ; et je fixe au point K l'origine de l'arc a. En intégrant les premiers membres des équations (1), depuis le point K. jusqu'au point K', on. 03 09 [t3 +/«*—« les quantités comprises entre les crochets répondant au point R, et celles qui sont renfermées entre deux parenthèses , au point K'. Indépendamment des forces X, Y, Z, qui agissent dans toute la longueur du fil , je suppose que des forces particulières, données en grandeur et en direction, soient appliquées à ses deux bouts : j'appelle k celle qui agit au point K, et m , C , yy les angles que fait m direction avec des parallèles aux axes des x , y, i, menées par ce point j et je désigne par *',»', C*,y, les quantités analogues relativement au point K'. Ces forces k et k' seront les tensions extrêmes , en et en direction ; et d'après les j en K et K ' , avec lesquelles leurs « Digitized by Google
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    18» Im TRAITÉ DE MÉCANIQUE précédentes deviendront do» * cos . + A'co..»+y^ X«t* = 0, A cos C + à'cosC + Y«*#= 0, } Acos^+A'co.y'+y^'z.d.nsO; et elle* expriment , comme on voit , les conditions d'équilibre renfermées dans les trois équations (1) du n° 20t. En observant qu'on a dy dx ( % dx\ xd. T — — yd. T — = o*. T l M y- ), dM ds \ ds ds/' dx d» f ds d%\ »d. T xd. T-=«\ T I s *- J, d» d$ \ ds ds/ (dM dj\ dM dy yd. T id.T — = d. T (1)4.0-1 d.T (•S-â !r-l + (*T-yX),* = o. d. T (•î-S (,î-.t)+„+ (sX-*Z).*= 0, »Y) «fr = 0. Si donc on intègre ces quantités nulles depuis le peiai E jusqu'au point K', et que l'on déaigne par a, b, e, les valeurs de x, y, s, relatives à K, et par a' , V, c, celles qui répondent à K', on aura , on ayant égard aux équations (7), b cos •) + V {a! cos C a cos y) + kf (e* cos e cos b) + A» cos e* — c* cos a cos < * (c cos • « (* co, « ce qui exprime les ■us momens des forces données, qui sont renfermée! dans les trois dernières équations (l) du a- 261. 306. Ces équations (8) et (9) serviront , en générale déterminer les coordonnées a, b,etat ,Vt , des denx points extrêmes K et K ' ; toutefois , il y aura des cas où une partie de ces quantités devra rester indéterminée. Si , par exemple, les forces données qui agissent sur le fil sont la pesanteur et leurs points d'application, il est évident que U position absolue du fil dans l'espace ne pourra pas être déterminée : on pourra alors prendre arbitrairement les trois coordonnées de l'un des points K et E'; les équations (9) détermineront les trois coordonnées de l'autre point ; et, pour que l'équiaatisfassent aux équations (8). Lorsque l'un des points E et E' sera tua , le premier par exemple , les équations (8) et (9) auront encore lieu, pourvu que l'on regarde la force A comme inconnue, en grandeur et en direction , et représentant la pression que le point E aura à supporter. Dans ce cas les valeurs de a, o, c, seront données ; les équations (9) détermineront celles de a', V, é, et les équations (8) feront connaître les trois composantes de la force *. Quand les deux points E etE' seront fixes et donnés do position, on connaîtra leurs coordonnées , et les équations (8) et (9) serviront à déterminer, en grandeur et en — V cos 0+/>* «■>+/>■ yX) «is = o, si) s* = 0, \ (9) s Y) %ds =z oi j direction, les pressions k et k exercées sur E et E'. Dans tous les cas, soit que les coordonnées de E etE' aient été données, soit qu'on les ait déduites des équations (8) et (9), on assujettira la courbe formée par le fil a passer par ces deux points; ce qui servira à déterminer les quatre constantes arbitraires que renfermeront les intégrales complètes de ses denx équations différentielle dre. Quant à la constante arbitraire que contiendra U fonction s du n° 300 , on déduira sa valeur de la longueur donnée du fil, cest-è-dire, de l'édans laquelle on regarde y et s tions de m. De cette manière, le complètement résolu. $111. 306. Nous entendons par cette dénomination une verge droite ou courbe, dont on ne peut changer la courbure sans y appliquer une ou plusieurs forces, et qui reprend sa forme naturelle dès que ces forces ont cessé d'agir, tandis qu'au contraire ua lil parfaitement flexible conserve, sans le secours d'aucuns force, U courbure qu'on lui a fait prendre, et n'est élastique que dans le sens do sa longueur. Pour qu'une verge soit élastique par rapport à la Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE fleiion , il faut qu'elle toi! formée d'une matière fort peu extensible et contractible ; mai* cela m s m fin pot : il faut encore que les dimensions de •on épaisseur, quoique très petite* par rapport à m longueur, aient cependant une grandeur convenable; car, quelle que soit la matière de la verge, on peut toujours diminuer assea ton épaisseur pour qu'elle n'ait pins aucune tendance sensible à reprendre la figure dont ou l'a écartée, et qu'elle •oit ainsi réduite à l'état d'un fil parfaitement flex iLorsqu'une verge élastique est écartée de sa tonne natureUe par des forces données, chacun des filets longitudinaux dont cl le se compose peut éprouver trots effets différens : chaque partie, d'une longueur aussi petite qu'on voudra , peut être conaugmentée ou diminuée , et cette partie peut avoir été tordue sur elle-même. La tendance de chaque partie a reprendre son état naturel, dépend des attractions at répulsions mutuelles qui ont lieu entre les molécules de tous les corps et ne s'étendent qu'à des distances insensibles. Le calcul dea forcée totales qui en résultent et doivent faire équilibre aux forces données , appartient à la Physique mathématique : je renverrai , pour cet objet, à mon ikutiqw»$ *. Dans ce Traité , on formera les équations d'équilibre d'une verge élastique, en partant de principes secondaires qui sont généralement admis. On appelle, en particulier, lamt ilattiqtu un parallélipipède rectangle d'une petite épaisseur, que oière qu'il se trouve compris entre deux surfaces cylindriques , dont les arêtes sont égsles à sa largeur. Cette dimension peut avoir une grandeur quelconque; en la divisant par des plans très rapprochés et perpendiculaires a sa direction, la lame sera partagée en verges élastiques rectangulaires. Jacques Bernouilli a déterminé , le premier, la figure de la lame élastique en équilibre , d'sprès des considérations que nous allons développer, et qui serviront ensuite à la solution complète du problème, dsns le cas d'une verge élastique quelconque. 307. Considérons une lame élastique **caitri* par une de ses extrémités, c'est-à-dire, fixée de manière que l'un des deux petits rectangles qui la terminent perpendiculairement à sa longueur, ne puisse prendre aucun mouvement. Supposons qu'on la plie dans le sens de sa longueur au moyen d'une force appliquée a son autre bout , et qui sera la seule qui agisse sur la Urne. Pour que la lame prenne une figure cyliudrique , comme on vient de le dire, il faudra qu'elle soit terminée , à son extrémité libre , par un rectangle inflexible, au mi' Vimoir» * IMr«*Wt été Stitnc.,, tome VIII. plan perpendiculaire à la largeur de la lame. Toutes les coupes longitudinales ou perpendiculaires à cette largeur seront égales ; celle qui renferme la direction de la force donnée est représentée par la figure 77 ; et les courbes AIB et A'M'B' sont les sections des deux surfaces cylindriques de la lame, qui formaient ses deux faces planes dans son état naturel. On suppose que tous les points qui appartenaient, dans cet état, à une même perpendiculaire a ces deux faces , sont encore situés , après ■ que la lame a été pliée , sur une même normale aux deux surfaces cylindriques; ce qui est effectivement conforme à ce qu'on observe dans son changement de figure. 11 en résulte que si MH' est une normale à la courbe AXB, elle sera aussi perpendiculaire à A'X'B', et contiendra tous les points de la lame qui étaient situés primitivement sur une des perpendiculaires à ses deux faces ; il s'ensuit aussi rel i en filets longitudinaux , et que la courbe CM) représente un de ces filets après le changement de figure, elle coupera à angle droit en N la normale MM'. Soit m un point de la courbe AMB , inGuiment voisin de M ; menons la normale manu' aux trois lignes AMB, CM), A'M'B', qui les coupe en m, st, m'; les prolongemens de MNM', et mmm' se rencontreront en un point 0 , qui sera le centre de courbure commun à ces trois courbes. Appelons • le rayon de courbure du filet moyen, ou également éloigné de AMB et A'M'B'; r la partie de ce filet comprise entre les deux normales MSM' et mmm1; * la distance du filet quelconque CM) au filet moyen , el 91 la longueur de Tin. Eu considérant cette distance « comme positive ou comme négative, selon quu CM) se trouve, par rapport au filet moyen, du coté de la convexité AMB de la lame, ou du côté do sa concavité A'M'B', le rayon de courbure NO de CND sera égol à p -f- m, et les longueurs infiniment petites r' et r seront entre elles comme f -f- « et f, de sorte que l'on aura t En se courbant, les filets longitudinaux auront éprouvé de très petites extensions ou contractions, et les longueurs «-' et r, qui étaient égales auparavant, seront devenues inégales. Désignons par y leur grandeur primitive, et faisons ' = >(!+'), ''=>(! +*')* lit t étant de très petites fractions, positives ou négatives, selon que le filet moyen et le filet CRI) t 11 és Laf " aussi supposée très petite; si donc on néglige la Digitized by Google
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    TRAITÉ DE lÉCAMQUE. M produit de * et — , on aura t u *' = > + t ce qui montre que quand le filet moyen n'aura pas changé de longueur , les filet» situés du côté de la convexité se seront tous allongés, et les filets situés du côté de la concavité se seront tous raccourcis, les nos et les autres proportionnellement à leurs distances au filet moyen. Cela posé, rendons invariable la forme de chacune des deux parties de la lame qui répondent 1 AMM'A' et Bmm'B', et que nous appellerons H et R, pour abréger. La partie H sera immobile ; la partie K sera tirée vers H, ou en sera repoussée, par la tendance de la partie intermédiaire Hmm' M' à reprendre son état naturel et redevenir une tranche d'une épaisseur constante y. Le filet Un de cette tranche tendra à se contracter ou à se dilater, selon qu'il aura été allongé ou raccourci, c'est-àdire, selon que la quantité f sera positive ou négative. La partie R sera donc tirée dans le premier cas, et poussée dans le second cas, par une force appliquée au point n ; or, on suppose que cette force, provenant de l'action de Nu, est proportionnelle à la quantité f et normale à mus»', comme si ce filet N« était isolé. En adoptant cette hypothèse, je représenterai par aJ' la force dont il s'agit , rapportée à l'unité de surface, et, conséquemment, par mJ'x du la force normale exercée sur l'élément transversal de la surface R, qui répond au point»; • étant une constante dépendante de la matière de la lame , a sa largeur, et x du l'aire de cet élément. Si donc ou désigne par 2» l'épaisseur de la lame , et qu'on représente par T la force totale qui tirera ou poussera R, scion qu'elle sera positive ou négative, on aura et, en mettant pour f sa valeur, T = 2*Ml. Soit, en outre , f* le moment des forces normales ù la surface de R, pris par rapport à l'axe transversal également éloigné des deux faces de lu lame; nous «f On voit par là 1», que la force T, qui tend ù contracter ou à dilater une tranche quelconque de la lame, est proportionnelle à l'extension positive on négative du filet moyen , rt indépendante de sa courbure ; 2° que son moment i* est, au contraire , indépendant de cette extension , et en raison inverse du rayon de courbure ; 3°, que la matière et la largeur de la lame restant les mêmes , la valeur de T est proportionnelle k son épaisseur, et celle de ,u, au cube de cette dimension. Quand le filet moyen n'a pas changé de longueur, on a *= 0 et T = 0, les forces parallèles qui tirent ou poussent R se réduisent à deux , égadont le moment , par rapport à l'axe transversal perpendiculaire à ces forces, est toujours égal à p. Cette quantité st est ce qu'on appelle le moment de V élasticité, lequel est proportionnel, en chaque point, à la courbure de la lame, ou à l'angle de contingence de son filet moyen. 308. Il est facile actuellement de former les équations d'équilibre de cette lame. D'abord, si l'on appelle T' ce que devient la force T au point H, on voit que la tranche infiniment petite qui répond à Mmm'M', sera tirée ou poussée , d'un côté par cette force T', et de l'autre par une force égale et contraire à T; et puisque, par hypothèse, aucune force donnée n'agit sur cette tranche, il faudra donc qu'on oit T' = T. Ainsi U force T est constante dans toute la longueur de la lame, et , par conséquent, égale à la composante suivant cette longueur, do la force donnée qui agit à son extrémité libre. La dilatation t sera aussi constante, proportionnelle à cette force,' et positive ou négative selon que cette force tendra à allonger ou à contracter les filets longitudinaux. Elle n'aura aucune influence sur la figure de la lame ; mais quand on l'aura mesurée , elle pourra servir à déterminer la valeur de la constante relative à la matière de la lame. En représentant par m un poids équivalent à la force qui tire la lame dans le sens de sa longueur, et par « l'aire de chaque section transversale de la lame, ou aura m m = 2a», T = « = • = — . ml Pour déterminer la figure de la lame , menons par le point A, dans le plan du filet moyen , deux axes rectangulaires Aj et A y, dont le premier sera tangent à la courbe AHB, et représentera la direction de la lame dans son état naturel , et dont le second sera tourné du côté de sa concavité. Soient s et y les coordonnées rapportées k ces deux axes , d'un point quelconque du filet moyen ; a et b, celles de sou extrémité libre , que nous prendrons pour le point d'application de la force donnée qui tient la lame en équilibre; P et Q les composantes de celte force, suivant les prolongeracns de a et b. Par le point qui répond à x et y , menons l'axe perpendiculaire au plan de la figure, auquel répond le moment désigné par f» et faisons une section perpendiculaire au filet moyen. Pour l'équilibre de la partie de lu lame comprise enlro cette section et son extrémité libre , il faudra que le moDigitized by Google
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    STATIQUE, SECOWDB PARTIE 186 ment p, ajouté aux montent de P tt Qt par rapport au mémo axe, donne une somroo é^ale à téro, eu ayant égord au sent dans lequel lea force» dont /» est le moment , et lea forces P et Q, tendent à faire tourner cette partie de la Urne , on aura de e manière M + P (» - y) - Q (
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE de e, on a s = x, à très peu près, et l'on peut réduire a * = i ( *°* ~ *' ] ** ' la valeur de dy ; d'où l'on tire 6c« y = 'Aax* — *J , l'équation de la courbe. La lame s'écartera peu de la direction horiionUle ; l'abscisse a pourra être prise pour sa longueur, et l'ordonnée b «primera son plus grand écart. A cause de dans le cas de x = a et y = b. Il en résulte donc que la nature de la lame restant la même , la quantité b dont elle fléchira sera proportionnelle au poids Q et au cube de la longueur a t et en raison inverse du carré de son épaisseur • et de Taire » de sa section transversale. m Si l'on substitue pour *m sa voleur — du a» 308, et qu'on appelle h rallongement total or de la lame, produit par un poids «, on aura . = »£«. En supposant «=Q. on en conclura que si un poids Q , appliqué à l'extrémité libre d'une . élastique , agit successivement dans le sens de sa longueur et perpendiculairement à sa longueur, l'extension h et la flexion b, supposées très petites par rapport à la longueur a, seront entre elles comme les carrés de l'épaisseur et de cette 311. Quelles que soient les forces P et Q, on obtiendra toujours une intégrale première de l'équation (l) en la réduisant à la forme de l'équation (2) par la transformation des coordonnées. Nous nous bornerons a considérer le cas où la lame, appuyée contre un plan et non encastrée, s'écarte peu de sa forme naturelle. Ce sera , par exemple, un ressort posé sur un plan horisontal par son extrémité inférieure A, et chargé d'un poids donne à son extrémité supérieure B. On suppose qu'en se pliant sous cette charge, le ressort s'écarte très peu de la verticale AB, et que dans toute sa longueur, la tangente à la courbe qu'il forme dans son état d'équilibre, fait un très petit angle avec cette ligne droite. La figure 78 représente différentes formes qu'il peut prendre dans cet état. axes des * et des y, la verticale :n sens contraire do la | l'horitontalc Ay. La quantité— sera très petite, dx par hypothèse ; nous négligerons son carré dans l'équation (1); on aura aussi Q — 0, puisque la force qui agit à l'extrémité B est verticale; en vertu de l'équation Qo = Vb du n« 309 , il s'ensuivra 4=0 ; et comme le poids P sera dirigé de B vers A, il faudra changer le signe de cette force dans l'équation (1), qui la suppose dirigée en sens contraire. De cette manière , cette équation deviendra il d'y - " y, en faisant, pour abréger, 1 e* C =r. — *.«• — p. 3 On représente ici par » l'aire de la section du ressort, perpendiculaire à sa longueur; par i sa demiépaisseur, dans le sens où il est plié; et par m une quantité dépendante de la matiéredont il est formé. Ces trois quantités sont supposées constantes, et par suite c est une ligne de grandeur constante et x = 0, on dcA cause que l'on ay = 0, doit de cette équation w* dy «A *x f ses k sin — , — sa — cos — ; c dx c c k étant une constante arbitraire qui doit être nulle ou très petite par rapport à e. Quand on aura * = 0 , le ressort restera droit , et sa longueur AB sera un peu diminuée par U pression du poids P. Lorsque ce coefficient k ne sera pas nul , le ressort se pliera ; an point B, on aura x = a et y = b = 0; en désignant par s" un nombre entier, il faudra donc qu'on ait pour la valeur de a ou de AB. Si l'on appelle / la longueur du ressort, on aura aussi Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 187 en négligeant !> quatrième puissance de—, etroete unt pour a sa valeur, il vient / = cl ou Ton t,re * = te «sera nul ou exprime (3) Ainsi le formule. 312. Voici les conséquences remarquables qui se déduisent de ce résultat. 1 Tant que / sera moindre que c, la formule (3) sera imaginaire pour toutes les valeurs du nombre i; on ne pourra pas prendre le coefficient k », et le ressort ne sera pas plié par le poids P. 2° soit parce qu'on aura augmenté la longueur du ressort, soit parce qu'on aura diminué la quantité c en faisant croître le poids P, supposons que / surpasse o; la valeur de k, différente de séro et qui repond a s = 1 , sera réelle, et le ressort pourra être plié par ce poids. En désignant par / une fraction très petite, et faisant s = 1, a = c, k — fa, l'équation de la courbe du ressort sera donc a où l'on voit qu'elle ne coupera pas la verticale entre les deux pointu A et B. / 3» Le rapport — continuant à croître , s'il vient c à surpasser 2, la valeur de k qui répond à i = 2 sera réelle, et le ressort pourra prendre une figure différente de la précédente. Eu désignant par f une fraction très petite, et faisant / = 2c( 1 ), . = 2, o = 2c, k=fa, d'où il résultera y = fa sin — ; o ce qui montre que , dans ce cas , la courbe coupera la verticale au milieu de AB, qui répond à m ==. — i » , on voit que si / surpasse un peu se, et qu'en désignant par • une très petite fraction, on ait / s» art f \ on pourra prendre a = ic, k = sa ; ce qui donnera •aval = ea un — i a équation d'une courbe qui coupera la droite AB eu un nombre s' -f- 1 de points équidistans , y compris A et B. tité qui n'est pas très petite , la valeur de A, donnée par la formule (3), cesse d'être très petite par «y rapportée; et celle de— n'étant pins alors une dx très petite fraction, la figure du ressort ne peut plus être déterminée par l'analyse précédente. Il faut observer que, duns tous les cas, la figure rectiligne, qui répond à * = 0, est possible; mais elle n'est stable et nécessaire que quand / est moindre que c. 313. On entend par la forcé d'un ressort , supposé vertical pour fixer les idées, le plus grand poids qu'il peut supporter sans fléchir. Ce poids P est déterminé par l'équation c = /, qui donne P = 3/« où l'on voit que, toutes choses d'ailleurs égales, la force d'un ressort est en raison inverse du carré de sa longueur. Le ressort étant un parallélipipède rectangle, on voit aussi que si l'on essaie de plier successivement les faces adjacentes , sa force sers proportionnelle au carré de l'épaisseur perpendiculaire à la face qu'on voudra plier. Quant à la grandeur absolue de P, on la calculera en mettant dans la formule précédente la valeur de « , que l'on déduit soit de l'extension k de ce ressort , soit de sa flexion s, que produirait un poids « ; or, d'après les sjas 308 et 310 , et à de at = k et a = /, ces valeurs sont par conséquent , on aura P = 1Â' P = 36 314. Les résultats du n 307 s'étendent aisément à une verge élastique , lorsqu'on lo suppose droite ou à simple courbure dans son état naturel , et qu'en la pliant elle reste encore à simple courbure et n'éprouve aucune torsion. Digitized
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. On prendra, dans ce eu, pour le filet moyen, celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections perpendiculaires à ta longueur, lesquelles pourront être constantes ou variables, pourvu qu'en chaque point leurs dimensions soient très petites par rapport au rayon de courbure de la verge. Soit « Taire de Tune de ces sections, faite par un point quelconque du filet moyen ; décomposons m en élémens perpendiculaires au plan de ce filet; et soit vdu Taire de Télément qui répond à la distance u de ce même filet; la variable w pouvant être positive ou négative, et* désignant une de h. Soient aussi * et - k> les (de «; nous «i la seconde équation résultant de ce que l'origine de ta variable u est le centre de gravité de Désignons par «•, r*, ft f, les mêmes quantités que dans le n» 307, et par y, y', r, ce qu'étaient r, a4, f , dans TéUt naturel de la verge élastique ; on > t et, puur le passage de Tun à l'autre , r mm y (1 + * « y (1 + *)■ ht ht Si donc on néglige les produits — et —, on en déduira dans le cas de la verge naturellement droite, où Ton a r = oo . Soit encore T la somme des forces perpendiculaire* à ■ qui tirent ou poussent Tune des deui parties de U verge, séparées par cette section normale. Appelons p le moment de ces forces par rapport à Taxe passant pur le centre de gravité de «, et perpendiculaires nu plan du filet moyen ; d'après Thypothése du nu 307, on aura fxmiu, « étant une quantité dépendante de la matière de la verge , qu'un suppose constante datis l'étendue de chaque section «, mais qui pourra varier d'un point àun autre du filet moyen. En substituant pour /♦sa valeur précédente, et faisant, pour abréger. 1 ru* du — „»» , 3 * il en -y. /I î\ Quand la verge élastique sera a double bure, dans son état naturel ou après son changement de figure, la force T aura encore la même expression ; de plus , le filet moyen étant toujours celui qui passe par les centres de gravité de toutes les sections normales, et en désignant par r et f set rayons de courbure en un même point, avant et on pourra si on, ne après ce < pression de /t* pour le moment de l'élasticité par rapport à un axe passant par ce point et perpendiculaire au plan oscumteur du filet moyen ; mais il faudra , en outre , avoir égard à la torsion de la verge , comme nous le ferons tout à l'heure. 315. En comparant cette valeur de /* à celle du conde de la courbe plane formée par le filet moyen d'une verge élastique qui n'a éprouvé aucune torlifférera de celle qui répond à la lame proprement dite, qu'en ce qu'elle cou1 1 1 tiendra au lieu de — , et la quantité q a la f f f place do la demi-épaisseur ». Si la verge est homogène , et qu'elle soit , dans son état naturel , un prisme ou un cylindre allongé, les trois quantités «, a), q, seront constantes, et Ton aura r = ao . On en conclut que la flexion d'une verge naturellement droite, produite par un poids Q perpendiculaire à sa direction , et la force de ce ressort , se déduiront des valeurs de 6 et P trouvées dans les n°* 310 et 313, en y mettant g à la place de a, Par cette substitution , l étant la longueur de cette verge, on aura 6 = P = — — / vw du. 1> J -V Pour deux verges différentes , i gueur, les flexions produites par un même poids seront donc en raison inverse des forces de ressort; en sorte qu'il suffira de comparer entre elles les grandeurs de ces forces , dans les différentes hypothèses sur le contour de la section normale. Supposons que la section normale soit un triangle isocèle, cl qu'on veuille plier la verge, de manière que la face correspondante à la buse de ce triangle devienne uue surface cylindrique, concaveou convexe. Soient a et c la base et la hauteur de ce triangle. Dans le cas de la convexité, vers laquelle sont dirigées les valeurs positives de u (u° 307), nous aurons 1 2 a /2 v * = — c, A — — c. v - — { — c -f- u 1. 3 3 c \t ' Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 18H et il en P — le cas de la javité, on aura 2 1 a * \ . 3 3 « ^3 / d'où l'on * = *'=-/, •=/, 2 ce qui montre que, dans ce second cas , la force do ressort est triple de celle quia lieu dans le premier. Si la section normale est un carré représenté par f* , et qu'il s'agisse de plier le ressort , de sorte que déni de ses faces opposées de viennent des surfaces 12i» ' elle est un cercle dont le rayon soit k , nous au: en supposant Taire de la section normale égale les deux cas , de sorte qu'on ait /» s= *«■ , on voit que la force de ressort qui a lieu dans le premier cas surpasse celle qui répond au dans le rapport de « k 3. un tuyau creux, dont les surfaces concentriques, ; extérieure, aient g et gf pour rayons, avoir la force de ce ressort, il faudra mettre iveruent y et g a la place de k dan» la dernière valeur de P, et retrancher les résultais Ton de l'autre , ce qui donne 47' i Si l'aire « (o> — g» ) de la section normale est i i «rà» , on i mi oA' ( i» -f 2g» ) l'on conclut que le volume , la longueur et la matière étant les mêmes, la force d'un resest plus grande que celle d'un ressort 2g* ., le rapport de 1 + — à l'unité j 2g le diamètre intérieur, et»*» l'aire de la tion normale. 316. Formons maintenant les équations d'équilibre d'une verge élastique quelconque , dont tous les points sont sollicités par des forces doiim:es. Appelons A et B les deux extrémités du filet moyen. Soient s, g, », les trois coordonnées rectangulaires d'un point quelconque M de cette courbe, » l'arc AH, « la section normale de la verge faite par le point H , y sa densité en ce point , et , conséqnemment, ymd» la masse d'une tranche infiniment mince de la verge. Désignons par Xy»da, 'Vywds, /) »ds , les forces données qui agissent sur cette masse parallèlement aux axes des s, y, », de sorte que X , Y, Z , soient ce» forces rapportées k l'unité de masse. La somme de leurs composantes, suivant la tangente en M au filet moyen, et tendant à augmenter l'arc », i / dx dy d». V d, d» d,' Représentons aussi par T la force provenant de l'action d'une partie de la verge sur la partie adjacente, appliquée à l'une des faces de la tranche ymd», perpendiculaire à », et tendant à diminuer ou à augmenter l'arc a, selon qu'elle est positive ou négative. L'autre face de ymd» sera tirée ou poussée en sens contraire par une force égale à T + d T; par conséquent, pour l'équilibre de cette tranche, il fandra que la force dT soit égale et contraire à la qu'on ait dT + y. (Xd, + YoV + Zd.) = 0; (a) ce qui s'accorde avec l'équation (3) du ti° 300. A cause du peu d'extensibilité de la matière de la verge, on pourra prendre, dans cette équation (a), pour y et * la densité et la section normale de la verge au point I, dans son état naturel. Si ces deux quantités sont constantes, et qoe la formule comprise entre les parenthèses soit une différentielle exacte , on obtiendra, par l'intégration Immédiate, la valeur de T; et, parce que l'on a T = o«£(n° 307), on en conclura la dilatation positive on négative de l'élément d», qui se sera allongé dans le rapport de i -f- rk l'unité ; mais cela ne fera pas connaître la dilatation de la section normale m , ni le changement de densité de la verge au point H. Or, d'après ce que j'ai fait voir dans le Mémoire cité au commencement de ce paragraphe, l'allongement où le raccourcissement de d» est toujours accompagné d'une diminution ou d'une augmentation de • , mais telle, que le volume mdt variera dans le même sens que dt, et la densité y, en sens inverse. Il s'ensuit que quand une verge homogène, prismatique ou cylindrique, eat attachée par un bout, et tirée à son autre extrémité par une force dirigée suivant le prolongement de sa longueur , elle éprouvera, à la fois, une extension et une augmentation de volume , proportionnelles à cette force, ce qui a été effectivement confirme par l'expérience. Réciproquement, si cette verge est poser verticalement sur ou plan horixontal, et chargée d'un poids à sa partie supérieure, qui ue la fassr pas plier , elle se raccourcira , et , en même temps^ Digitized by Google
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    180 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. son volume sera diminué proportionnellement à la grandeur de ce poids. 317. Prenons sur l'arc A M du filet moyen un point m infiniment voisin de M ; par ce point m, faisons une section normale; et concevons que la partie de la verge comprise entre cette section et l'extrémité A, soit rendue tout-à-fait immobile, et que la partie comprise entre l'autre bout B et la section faite par le point I, devienne seulement de forme invariable. Cela étant, cherchons les conditions d'équilibre de cette seconde partie, que nous appellerons K En vertu de la torsion de la verge, les points de la tranche comprise entre les deux sections normales faites par H et m, seront sollicités par des forces qui tendront a détordre ses différens filets longitudinaux,.et agiront dans des plans perpendiculaires à Mm , c'est-à-dire, à la tangente en H au filet moyen. Ces forces tendront à faire tourner K autour de cette droite, en sens contraire de la torsion. Soit r leur moment par rapport à cette droite, que l'on appellera le moment de la torsion de la verge, correspondant au point H. Si l'on mène par ce point des parallèles aux axes des x, y, s, et si l'on observe que l'axe de ce moment fait , avec ces droites, des angles dont les cosinus sont dx dy dt — , — , — , on en conclura (n« 281) dt de dt pour les momens par rapport à ces trois parallèles, des forces qui agissent sur K dans le sens de la lignons par a. le moment de l'élasticité relatif au poiut M, c'est-à-dire, le moment des forces dont T est la somme, par rapport à un axe mené par ce poiut et perpendiculaire au plan osculateur du filet moyen ; r et f étant les rayons de courbure eu ce même point, dans l'état naturel et après le changement de forme de la lame, et C désignant une quantité positive, dépendant de la matière et de la section normale au point M , nous aurons (n° 314) et si l'on appelle f, g, k, les angles que l'axe de ce moment fait avec les parallèles aux axes des *, y, s, menés par le point M, les momens de l'élasticité par rapport à ces trois droites seront /, ai DM g, M cos ». Soient M' m* point quelconque de l'arc MB; x', y1, ses trois coordonnées l'arc A M1, et y', X', Y', Z', es que deviennent y, », X, Y, Z, rclatià M'. En appelant Ha longueur totale du filet f p'(*y-»)-X'(y-f)]>VaV«i(, J*% [X' (s» -*)-* - »)) y'.

    	 = Y„ f[ [» -*)- t» ry - »)] >v«v = i„ ces trois quantités X|( Y Z,, seront les momens des forces données qui agissent sur K, par rapport aux axes menés par le point 1, suivant les directions des x, y, z. Enfin , supposons que des forces particulières agissent à l'extrémité libre de E; représentons par P, Q, R, les sommes de leurs composantes parallèles aux axes des x, y, s, et par a', 6', c', les coordonnées du point d'application de leur résultante; leurs momens par rapport aux mêmes axes que Z„ Y„ X„ seront Q («'-*)- P (*' - y), 9 {é - s) - 1 (4 - »), * (*' - y) - Q V - »)» et si l'on désigne par a, b, o, les coordonnées de l'extrémité B du filet moyen, on pourra l Q («,_,)_ p (4 — y) + R', P(c _,)_!(._ #) + ty, *(* - y) -Q(«- •) + *, en faisant, pour abréger, Q (a< _ a) - P {V - b) = R', p (CI _ c) _ R {a> - a) = Q', R (4 — i) — Q (c' — e) = P\ Généralement, les coordonnées o'j V, tft i distinctes de a, b, c, parce que les forces extrêmes P, Q, R, ne seront pas appliquées immédiatement à la verge élastique, et qu'elles agiront aux extrémités du bras de levier. Soit que ces forces aient ou non une résultante unique , les quantités P , Q', R', seront leurs moménspor rapport à des axes menés par le point B, parallèlement à ceux des x, y, s, ; si donc on suppose qu'on ait en ce point dx dy dt — =cos*', — = cos C, — — cos y'; dt dt dt et qu'on fusse P' cos •', + Q' cos C, + R' eos y' = l, cette quantité L exprimera le moment des forces extrêmes par rapport à la tangente uu point B (n° Î8l); d'où l'on peut déjà conclure que L sera le moment de la torsion extrême, où la valeur de r relative à ce i Digitized by Google
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 191 Cela posé pour l'équilibre de la partie K. de la verge élastique, il faudra que la somme des nioniens par rapport à chaque axe, de toutes lesforces qui agissent sur ses différentes trunches et à ses extrémités, soit égale à xéro; ce qui donne ces trois M C09 T + x, + V + » (* - y) - Q (c - = o, dt dy cm y - r -(-1 -t- il + r ;c — m) — R (a — x) = 0 , dt cos fc — r — + Z, + R' + Q (a — *) — P (6 — y) = 9 , dt 318. D'après les formules du uu 19 , on a ydt* étant la racine carrée de lu somme des carrés des trois numérateurs. Il en résulte co.f = dyd» s — dsd* y *oV ' d. /u c osf=dyd. /*d« s xdx» - dsd.-^, xd#> ' oot g = dsd> s — dsd* s A M co s 9 = Jz d. - dxd.i±-', xdi> x
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    192 TRAITÉ DE 1ÉCAHIQUE. Supposons, pour fixer les idée», qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique, soit encastrée par un bout , et qu'on applique à son autre extrémité deux forces égales , parallèles et contraires, agissant à distances égales et de deux côtés différens; cette verge restera droite ; mais elle se tordra sur elle-même, proportionnellement à sa longueur et au moment de ces deux forces par rapport à son filet moyen, lequel moment sera la voleur de la quantité L. J'ai trouvé, en outre, dans le Mémoire déjà cité(n» 306), que si la section normale de cette verge est un cercle, la quantité de la torsion sera proportionnelle, toutes choses d'ailleurs égales, à la quatrième puissance de ion diamètre; ce qui est conforme à l'expérience. 319. Deux des équotîons (4), ou deux combinaisons quelconques de ces équations, après qu'on y aura substitué la valeur de m et mis L à la place der, serviront à déterminer la figure de la verge en équilibre. Si elle est droite dans son état naturel , et que toutes les forces qui y sont appliquées soient comprises dans un même plan , les trois équations [b) se réduiront h une seule qui sera celle de la courbe plane formée par le filet moyen. Prenons le plan de ces forces pour celui des x et y; nous aurons m = 0 , cos f — 0, cos g = 0 , c=0, c' = 0, R = 0, cos>'=0; d'où il résultera X, = 0, Y, = 0, P=0, Q» = 0, r = L=0, et les deux premières équations (•) s'évanouiront. A cause de r = oo , la valeur de /. se réduira à — ; f on aura aussi cos I = ± l ; «nais en ayant égard au sens de l'action de T sur la partie R de la verge (n° 314), il est aisé de voir qu'il faudra prendre cos h = — 1 dans la troisième équation (b), qui deviendra, de cette i M f [V(s< -s)-V (y' -y)} >W C + R' + Q(a_*)_P(*-y) = et l'on remarquera qu'en conservant les notations du o° S14, le coefficient € i Lorsque les forces X et Y seront nulles , cette équation (e) coïncidera avec l'équation (1) du n° 308, en observant que dans celles-ci, les forces P et Q agissent à l'extrémité même de la verge, ce qui rend nul leur moment R'. Dans tous les cas, on fera disparaître par des diGTérentiations, les intégrales contenues dans cette équation (c), qui te changera par la en une équation différentiel le *du quatrième ordre. La figure de la verge étant déterminée par l'équation (c), il faudra en outre que les forces données qui y sont appliquées, satisfassent aux conditions d'équilibre du n° 261 , qui se réduisent à trois, à cause que ces forces sont toutes comprises dans un même plan. Désignons donc par D et E les sommes des forces particulières qui agissent à l'extrémité A de la verge, parallèlement aux axes des* et y, et par F' leur moment par rapport à ce point A, de manière que D , E, f, soient a l'égard de ce point, ce que P, Q, R', «out relativement à l'autre extrémité B; les trois éq.ialions dont il s'agit seront D + P+ jyy>u>d.> = o, l + q + f\ y *'ds> = 0 , F'+ R'+ Q (o— *) — P(*-y) 0 - y)] >'-'*' = 0, où l'on mettra pour * et y les coordonnée» du point A. Lorsque le» deux bouts de la verge seront entièrement libres , les forces extrêmes et leurs moment seront donnés. Si la verge est encastrée à son extrémité A , les forces D et E , ainsi que leur moment F', seront indéterminés ; mais on connaîtra dy les valeurs de x, y, —, relatives! ce point A. Si la dx verge est seulement retenue par le point fixe A, les forces D et E seront encore indéterminées ; leur résultante sera égale et contraire à la charge de ce point d'appui , dont elle exprimera la résistance, et l'on aura F' = 0 pour leur moment : on connaîtra alors les valeur» de * et y , mais non plus dy celle de -. Le» même» remarque, s'appliquent dx au point B. 320. Supposons , par exemple, que la verge soit Digitized by Google
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    STATIQUE, PARTIE. 193 homogène et naturellement prismatique ou cylindrique; ce qui rendra constantes les trois quantités y , m , C. Supposons , en outre , qu'elle ne soit soumise qu'à des forces perpendiculaires à sa longueur, qui l'écartent très peu de sa position primitive; et prenons pour l'aie des *, le filet moyen cette position ; on aura alors D=0, X = 0, P = 0; ce qui fait disparaître la première équation (d). En dy de —, on aura aussi . . 1 * y = dx, — = — -; dx' et l'équation (c) te réduira à (n- 14) On a aussi différentiant une lieu de d», on aura donc 41 y - Yd#; fois , et niellant dx Les quatre constantes arbitraires que contiendra l'intégrale complète de cette dernière équation , se détermineront d'après les conditions relatives aux deux bouts de la verge , et en observant que la valeur de y tirée de cette équation devra satisfaire aux deux précédentes pour toutes les valeurs de x. Or, l'équation (/" résultant des deux autres parla différentiation , il suffira, pour cela, que celte valeur de y satisfasse a celles-ci pour une valeur particulière de x; il suffira donc qu'on ait R'. drJ Qi f9) pour * = o; conditions qui résultent de l'équation (•) et de sa différentielle première , en y donnant 1 x cette valeur particulière. Si Ton y donne à x la valeur relative au point A, et qu'on ait égard aux équations (d), on aura dlT * mais ces équations n'expriment pas de nouvelles conditions distinctes de celles que renferment les équations (d) et (y), que l'on sfunn a , si l'on veut , remplacer par le système des équations (y) et (h). 32t. Ces formules comprennent le cas de la verge pesante. Alors , je suppose le point A fixe , et j'y place l'origine des coordonnéi-s x et y; je suppose aussi que l'axe des x, qui représente la direction naturelle de la verge, soit liorixontal ; je prends l'axe des y positives dans le sens de la pesanteur , et je représente cette force par y. On Y = y, et l'intégrale de l'équation (/) ,_9y 24 X* + C* + Cx« + C"x; (1) C, C, C", désignant trois constantes arbitaires, et la quatrième étant nulle, à cause qu'on a * = 0 et y = 0 au point A. Supposons la verge encastrée à cette extrémité; dy il faudra qu'on ait aussi — sa 0 quand x = 0; d'où dx il résulte C" == 0. Supposons, en outre, que le poids Q soit attaché immédiatement à l'autre extrémité B, de sorte que son moment R' soit xéro ; en vertu des équations (y ) , qui répondent b ce point , ou à x = 0, on aura 1 + UC« + 2C»=0, + OC =-Q. Je lire de là les vo'eurs de C et C, je le . substitue dans l'équation (l), dont je supprime le terme C x; j'appelle q le poids de la verge, de sorte qu'on ait q — syma; il vient 1 1,1 *=£;-;«>+«",+7(,>+7') équation qui coïncide avec celle du n° 310, quand on néglige le poids de la verge , et qu'on y met Qc» à la place de C. Dans les deux cas de Q = 0 et q =0, on a b = SC 3C pour l'ordonnée du point B, qui exprime la flexion totale de la verge. En supposant Q = q , on voit donc que les flexions produites par un poids Q suspendu à l'extrémité libre d'une verge horitontale encastrée par son autre bout , et , par ce même poids, réparti uniformément sur toute la longueur de cette verge , sont entre elles comme 8 est à 3. 322. Si le point B est fixe comme le point A, ot situé sur la même horizontale, il faudra qu'ont ait y= 0 quand * = a; ce qui change l'équation (!) en celle-ci : Cy = ( x» - •>) + C ( x. - o» ) + C'x ( x - o) , (*) 25 Digitized by Google
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    104 TRAITÉ DE MECANIQUE. q étant toujours le poids de U verge. Ira cas 5 u iv ans. 1° Quand la verge est encastrée à ses deux boots, dy il faut qu'on ait — =0 pour x = 0 et pour * =o,on tire de là et l'équation (8) devient _ g*' (* ~ «)' V ZÂa ' En appelant f la flèche de la courbe formée par cette verge , c'est-à-dire, la valeur de y qui répond à son milieu, ouà* = ^oJ on 7 16.24. C " parles points fixes A et B, les charges de ces points d'appui seront les forces E et Q, prises en sens contraire de leurs directions , et leurs momens T et R' seront nuls (n« 310). En vertu des premières équations (j) et *y (fc), on aura — = 0 pour * = 0 et pour x = 0; ds* d'où l'on conclut C == q, Cas 9. 12 On aura alors gx ( o - s ) ( c» + as - x» ) cy — , et la flèche f sera f- *1* c'est-à-dire , quintuple de celle qui avait lieu dans le premier cas. D'après les dernières équations (y) et (*), on aura aussi E = Q = ~f9; qui ont aussi lieu dans le premier cas , et qui sont évidentes en elles-mêmes. !■ Enfin , lorsque la verge est encastrée à son extrémité A, et seulement retenue à son autre dy d'y bout , on a — = 0 pour x = 0, et = 0 pour dx dr> s = o; ce qui donne C = 1 48 V° II ou moyen de quoi l'équation (2) devient hasg 0 ~ «) (*» ~ 2*) Les secondes équations (3) et (à) donnent en même Ce qui montre qne le poids de la verge se partage inégalement entre les deux points d'appui, et que la charge de l'extrémité encastrée est plus grande que celle de l'autre , dans le rapport de 6 à 3. 323. En supposant toujours les pointa A et B fixes et situés sur une même horizontale, et la verge homogène et prismatique , considérons le cas où les autres points sont chargés de poids inégalement distribués dans toute la longueur. Soit donc 1 >.Y = — •* ; a ex étant une fonction donnée qui s'évanouit quand .t — 0 et quand x =0, et q désignant le poids , ce qui suppose exdx — a. Cette fonction ex pourra être continue ou discontinue, c'est-à-dire que son expression analytique pourra changer une ou plusieurs fois entre les valeurs extrêmes x = 0 et * = o; ou, autrement dit , si on la représente par l'ordonnée d'une ligne dont x soit l'abscisse , cette ligne pourra se composer de plusieurs portions de courbes différentes. Si l'on désigne par t une ligne d'une longueur aussi petite qu'on voudra, nous pourrons supposer, par exemple , que «x soit xéro depuis x = 0 jusqu'à x= —a — i1, et depuis x = — a -\- J jusqu'à x = a, de sorte que cette fonction n'ait de valeurs différentes de séro que dans une très petite étendue t de part et d'autre de x = a. Ce cas sera celui d'un poids q agissant au milieu de la verge "élastique , que nous examinerons tout à l'heure en particulier. Quelle que suit la fonction ex, continue ou discontinue, pourvu qu'elle soit nulle pour x = U et pour x u, on aura, depuis x = 0 jusqu'à x = o ex = — 2 si"-^- ^ sin-^-; M n étant un nombre entier et positif, et la caractéristique 1 indiquant une somme qui s'étend à toutes les valeurs de n, depuis n sa 1 jusqu'à n = 00 , Cette formule est due à Lagrangc , qui l'a donné*» Digitized by Google
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    PARTIE. 196 nous la démontrerons plus bas. En en t l'équation (f) devient '£=^(/>^)-.?, et en intégrant et observant que y = 0 pour * = 0 et pour s =z a, on aura + *(«-*) [Cx + C (a _ ,)J. W *r*' ,. Si, C «t C' étant des constantes arbitraires que l'on déterminera comme dans les trois cas du numéro précédent. 324. Eiaminons en détail te cas où le poids g est suspendu an milieu delà verge , c'est-à-dire , le cas où, comme on vient de le dire , la fonction fx est nulle pour toutes les valeurs de*' qui différent un tant soit peu de - a. On pourra alors faire a dans le facteur S1Uqui que renferme l'intégrale relative à *'; ca et fera disparaître tous les termes de 1* somme 1 P«irs n. Je désigne qui répondent à des nombres pur s' un nombre pair ou impair ; je fais W — "l et j'étendsl. somme S à toute, les valeur, des, de! puis s=i jusqu'à s=ao . A cau.e de tiSUlSl^ -(-!> , l'équation (4) devient * Cy=,(a_x) [Cs + C'(a_x)] «* s-(5m3i,,n — - — Hais d'après une formule connue, on a comme on le verra plus bas , 2— tllL ainft»— 1U --^î * pour toute, les valeurs de depuis • = 0 jusqu'à 1 1 w* - «r.Sidonc ona «< — a, on fera • = — et „ 1 a m 1 on aura «1 , au contraire , on a #>— a, on fera « — « a et comme on a sin (M — 1) ir (o — s) (8< — 1) ** ■ — = un ' y (~ 1)* (tt—l),x .4 (2.-1)4 ,M1 J =»6fl7[4(a -^-3»' («-»)]. l'une ou l'autre de ces deux équations : C9= *{*-*) [Cm + C («_,)]_! (4x1 _ 30» = ic + o (o_x)J_ I [4f> _ s? _ 3ai (IJ line donc plus qu'à déterminer les conC et C dans les trois cas suivans : 1° La condition — = 0 pour x=0 et pour x=a, qui a lieu quand la verge est encastrée à se* deux 1 , donne C = C = _ 16 i,9H* Ml. Cy=T(3nx.-4,5), (o - ,)._4(«-x).]J dy au milieu delà verge , on aura — =0, comm dm Digitized by Google
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    extrémités ; et la flèche f, ou l'ordonnée correspon dente à *= i- a, sera ça» TRAITÉ DE MÉCANIQUE d'où Ton 4.48.C Dana le second cas du n<> 322, le rapport de f à f 8 c'est-a-dire, double de celle qui avait lieu dans le premier cas dp n° 322. 1 lions (y) et (*), on aura aussi 2» Dans le cas de la verge simplement retenue *y par ses deux bouts, où l'on doit avoir— —= x=0 et pour r=a\ il en résulte C = 0, C = 0. et, par conséquent, Cy = !(!««., -4s* ), 48 C, = l[3a» („_*)- 4 («-*)»]• La tangente au milieu de la courbe est boritontale, et les valeurs de Q et E sont — 1/2 g, comme dans le premier cas ; mais la flèche f 0 pour valeur J - 48.C 1 en aorte qu'elle est quadruple de la précédente , et plus grande dana le rapport de 8 à 6, que celle du aecond caa du n° 322. Si l'on mène une tangente à la courbe élastique , par l'un ou Vautre dea pointa A et n, que l'on oppelle * son inclinaiaon, et qu'on désigne par /' l'ordonnée verticale du point de cette droite qui répond à l'abscisse égale à 1/2 a, on aura 3" Enfin, si la verge est encastrée à l'extrémité A et seulement appuyée à l'autre bout B, on dy d'y a — =0 pour x=0, et— =w pour *=a ; on et» dx dx» déduira 7 9 C» = , C = ; 16 32 et les équations (1) deviendront Cy = - (9«'- 11*» ), 96 0 Cy — — ( 5*5 — Ifiox» + I2a'x — 2a» ). =1/2 0, la même valeur de y, 9 ~ 8.96.C 1 mais ce n'est pas la plua grande ordonnée. On aura a m aorte que le poids o ae partagera dana le rapport de 11 à 6 entre lea pointa d'appui A et B. 326. Noua allons maintenant démontrer la mule de Lagrange, citée | 1 - a» ung * - "ieT' f' ~1 a tang • ; 1 - 2h cos 6 + M ' qui est une fraction rationnelle par rapport à 1 , et dans laquelle I désigne un angle réel. Son développement suivant les puissances de » sera 1 + 2h cos » + 2»« cos 21 + 2»» cos 31 + 2»* cos 4( + ele; cause de 1 — 2» cos I + »» = (t - »)' + 4ksin« ~ i , nous aurons donc, dans cette hypothèse, = l + 2S»«cos«»; -il ce qu'on peut aisémer.t vérifier; car si l'on multiplie cette série infinie par le dénominateur 1—2 *cos • + »» de la fraction , on retrouve aon numérateur, en observant qu'on a 2 cos al cos » = cos (» + l) • + cos (a - 1) I, quel que soit le nombre ». Si J» est moindre que l'unité , abstraction faite du signe, cette série sera convergente , et la fraction sera rigoureusement égale à non développement prolongé a l'infini ; à (l_fc). + 4» shv la somme 2 s'étendant à toutes les valeurs du nombre entier », depuia »= l jusqu'à »=» . Quelles que soient la fonction/» et la courante réelle », /•« L1 ~ »' II™ - = f*fldi+ «S* /"/» «H « (• ~ •] * J (| _ /,). -|- 4A »ui> ± (» — •) J o J « 0 » Digitized by Google
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. l»7 Soit g une quantité positive et infiniment petite, cette équation subsistera encore en y faisant h = 1 — g, puisqu'elle a Heu pour toute valeur do A de n, on *•=(!- *>= i; pour des valeurs infinicsdecet exposant, h' pourra n (• — .) dt = — fi sin n (» — •] n sin n (8 — •} dt ; f: en sorte que si fi ne devient pont infinie entre les limites (=0 et 1=*, ni pour ces limites, l'intégrale J/k cot«(l_.) dt, qui multiplie *« , s'évanouira pour m=x ; d'où il résulte qu'on pourra toujours remplacer h- par l'unité sous le signe 2. Au numérateur de la fraction comprise sous le signe f, on aura 1 — k* = 2g, en négligeant g* par rapport a 2g; dans le second terme du dénominateur, on pourra mettre l'unité an lieu de h ou 1— g ; et, de cette manière, i gfldi g* + 4 sin* J», (• — •) (») Le coefficient de dt sous cette dernière intégrale est infiniment petit, eicepté pour les valeurs de 6 infiniment peu différentes de •, qui rendent son dénominateur infiniment petit ; cette intégrale est donc infiniment petite ou nulle , tant que la différence * — » est une quantité finie; ce qui aura lieu toute l'étendue de l'intégration, lorsqu'on i< 0, ou •>«-; donc toutes les fois que la constante • tombera en dehors des limites léro et a-, on aura l'équation ^f*f*» + cos »(•-.) dt = 0. (2) Si , eu contraire, on a « > 0 et < » , il y aura des valeurs de I qui différeront infiniment peu de en faisant donc | SB ■ + v, dt = du, l'intégrale dont il s'agit s'évanouira encore pour les valeurs finies de mais non plus pour les infiniment petites de cette variable, positives ou négatives ; à l'égard de celles-ci, on aura /!=/., sinl (•-.)=!„; par conséquent, le second membre de l'équation (1) devient y'* g du lorsque «tombe entre téro et t. Or, cette intégrale étant nulle pour tonte valeur de y qui n'est point it petite, nous pouvons maintenant l'é• , sa ns en altérer la valeur, à des valeur» quelconques de u, positives ou négatives, et la prendre, si nous voulons, depuis st= — ao jusqu'à « = oo : et finale /— g* +«. —J**ftdt + %f*f* COi «(• — *)* = »/«• (3) Ce raisonnement conviendra encore au cas où m coïncide avec une des deux limites xéro ou x ; mais •i l'on a * = 0 , on ne pourra donner à h que des valeurs positives , et seulement des valeurs négatives , si Ton a • = «■, afin que dans ces deux cas , la variable l qu'on a faite égale à • -J- * * ne sorte pas des limites de l'iutégration. De cette manière, l'intégrale relative à si se trouvera réduite à la moitié de sa valeur, ou à -i « ; et si l'on représente par tf et y les valeurs de /* qui répondent à • = 0 et a as », il en résultera (4) — /'* ftdt + 2 /'* /• cos nt dt = — »C , 2 ./ » J » a — f fié* + 2 (— Vf / */• co* »'■■• = — »>• Digitized by Google
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    198 TEAITÉ DE KECA1UQCE. I = , dh = j et soit aussi La quantité t étant positive et moindre que la i r ié + i * r ^ 2a*/ » o »/ • et en retranchant ce* deui équations l'une de TauIre, il tient 7i(y.,',sin-,i'),inT=''; ce qu'il s'agissait de trouter. 32B. Cette forum ! i- représente les valeurs de la fonction ex , pour toutes les valeurs de la variable x, qui sont positives et moindres que a, et même pour x sa 0 et x = a, lorsque a s sera nulle pour ces valeurs extrêmes. Il est important d'observer que la série indiquée par 2, finira toujours par être convergente ; car pour de très grandes valeurs de m, l'intégrale relative i x' deviendra une très petite quantité , qui diminuera de plus en plus à mesure que n augmenterait qui sera tout-à -fait nulle pour n = oo , comme on l'a vu plus haut au moyen de l'intégration par partie. Cette remarque est néa , mettons à la place de », i a rx l'équation (2) et - dans l'équation (3) ; en a relatives à x' seront îéroet a, a ~ ^x , sire et suffit pour justifier l'emploi qu'on fera de la formule précédente. Les différentes formules par lesquelles on peut ainsi représenter en séries de quantités périodiques, toujours convergentes , des portions de fonctions arbitraires continues ou discontinues , se déduisent des équations (fi), que nous venons d'établir. Je me contenterai de donner ici deux de ces formules , qui nous seront utiles dans la suite; pour de plus grands développemens sur cette matière , je renverrai à mes Mémoires sur le Calcul intégral, qui font partie du Journal de PÉcoU Polytechnique , et où l'on trouvera une théorie complète de ce genre de transformations. Après avoir ajouté les équations (5) et retranché la première de la seconde, j'y mets 21 au lieu de a, puis x -\-ltls1 + 1* la place de x et s', et ensuite ex et ex» au lieu de e(x + /) et •(*' + 1) ; les limites des intégrales relatives a x' deviennent + /, et ces équations sont remplacées par celles-ci : Partageons chaque somme S en deux autres , dont i bre entier quelconque ; et faisons successivement l'une se rapporte aux nombres n pairs , et l'autre I n = 9it n = 2s' — 1 ; noua aurons aux nombres n impairs. Pour cela, soit s* un nom- | cos — (— \f cos — , sin = (— i> s.n-y , cos - _(_ 1), .,„ ,.,n - __(-l).co. , mr les sinus et cosinus compris sous les signes /; par conséquent , on aura If {fi y « if *• ) c»±i 1 _. / , (ai — i) «' ,\ (a» — i) «x et de •x = Digitized by Google
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE 18» les sommet S «V tendant à toutes les valeurs de i, depuis s'= 1 jusqu'à s = oo . Ces équations auront lieu pour toutes les valeurs de s qui prises entre les limites -± L Cela posé, si la fonction ax eat telle que Ton ait • (—*)= — »x, il en résultera %x> oV = 0, / ( M1 coi — dx'= 0, j t M «-os £ d,' = t», e4,en ^ sin —J- ds = 2 / sin — aV, /.« , (M — 1) »aT* . j* . (»s~ l)»»' . . de quoi la seconde équation (0) coïncidera avec la formule (a), en y changeant a en I; et la première ae réduira à =7*c/: (a» — i) ** sin (2s - 1) wx tx' sin ^ d*')_ (?) Si, au contraire, la fonction •* est telle que l'on ait •(—*) = fx, on aura (2» — 1) *x' 2/ oV = 0,^ ( »x» sin ^ dx' = 0; et les autres intégrales pourront s'étendre seule- I l'équation (7), en y mettant / — x au lieu de et ment depuis # = 0 jusqu'à * = /, en doublant les j ex ù la place de • (/ — *). La première équation (8) résultats. La seconde équation (*} rentrera Ces formules (7) et (8) représenteront les valeurs de «x, depuis * = 0 jusqu'à x = /; celles qui s'en déduiront, en les difTérentiant par rapport à *, cii le même intervalle, les voleurs de •x = 0 pour dax x = l; la formule (8) esige que dax que ces conditions ne sont pas remplies, ces formules ou leurs différentielles n'ont pas lieu pour les valeurs eitrèmes de x. 327. Réciproquement, les formules de ce -rn refont connaître les sommes des nombreuses séries périodiques que l'on a obtenues par différens moyens. Ainsi, par exemple, pour en déduire lu somme de lu série dont on a fait usage dans le n° 324, j'ajoute les équations (2)et (3), après avoir mis — • à la place de • dans la première ; il en l'on ait = 0 pour x — 0 et pour x — l. Lorsy*/»d» + 2 2 Ç j ' C°% " Wl) 
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    200 « = 0 jusqu'à » = * inclusivement. Si I on y fait m. ss~ * -J. m, on mira sio (2* - 1) * = - (- 1> cos (Cs- 1) et, par conséquent; (-1>cos(2,-l> _ */ _ _^ X — ïh=ïj> -Bv 4*;lis • = — -j- «■ jusqu'à • = «. Je multiplie TRAITÉ DE MÉCANIQUE, parité et j'intègre de ; il en résulte (-îysin (2s- 1)» _ nJ ~> » (2i— 1)4 ~ 24 32 1 ce qu'il s'agissait d'obtenir. 328. Si l'on met Sa au lieu de a, et ensuite t'-\- a et * + n à la place de * et s1, dans la seconde équation (5), et qu'on fasse • (o -f- *■) = F* , on Ft 2a pour toutes les valeurs de * comprises entre ± o. En faisant «V, L'a celte équation pourra s'écrire ainsi F* ezLj^W oV+ - 2 |^/^ Fx cos si {$? - *)J ,; u étant un multiple de et la somme Is'étenJant à toutes les valeurs de w, depuis « = • jusqu'à s» = » . Or, ai la constante a devient infinie, la différence i des valeurs consécutives de «deviendra infinimeut petite , et la somme 1 se changera en une intégrale prise depuis «=i, ou s» = 0, jusqu'à « = ce . En faisant donc a — 00 et ■ rs du, mettant le sigue j au lieu de S , et supprimant la premier terme de la formule précédente, nous auts =- y \/Zm F*''°S "(*'-*) 
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    STATIQUE , SECONDE PARTIE. 201 lies contenues d»ns une même chape, et formant une moufle fixe , et B, B', B",... une autre suite de poulies oussi contenues dans une même chape , et formant une moufle mobile. Supposons qu'un fil soit attaché à la poulie inférieure de la moufle fixe, et s'enroule successivement sur toutes les poulies, en passant alternativement d'une moufle à l'autre. A l'extrémité libre de ce fil, suspendons un poids P qui feue équilibre à un poids R suspendu à la poulie inférieure de la moufle mobile. La tension du fil sera la même dans toute sa longueur, et égale au poids P; de plus, si les diamètres des poulies sont très petits , eu égard à la distance qui sépare les deux moufles , les cordons qui vont de Tune à l'autre seront sensiblement parallèles et verticaux : la force qui soutient le poids R sera donc égale à la somme de leurs tensions , ou à m fois le poids P, en appelant n le nombre de ces cordons; par conséquent , dans l'état d'équilibre, on aura R = «P. Or, si l'équilibre se rompt, et que le poids R monte ou descende d'une quantité «, tous les cordons qui aboutissent a la moufle mobile se raccourciront ou s'allongeront de cette même quantité. La longueur totale du fil devant rester la même, la partie a laquelle est attaché le poids P s'allongera ou se raccourcira de n fois cette quantité « ; donc , en désignant par C la quantité dont le poids P s'élèvera ou s'abaissera, on auraC = n«, et, conséquemment , R» = PC ; ce qui renferme le principe qu'on vient d'énoncer. 2° ABC (fig. 80) représente la roue d'un treuil, et A ' ffC l'intersection du plan vertical de cette roue et de la surface du cylindre; 0 est le centre commun de ces deux circonférences , et AOC et AOC sont leurs diamètres horiiontaux. Un fil s'enroule sur la roue, et s'attache à l'un de ses points; un autre fil , attaché a l'un des points du cylindre, s'enroule de même sur sa surface. On suspend un poids P au premier fil , et un poids R au second ; ces deux poids tendent à faire tourner le treuil en sens contraire, et sont supposés en équilibre. Cela posé, si l'on applique au point C deux forces R' et R", verticales , égales et contraires, l'équilibre ne sera pas troublé; ai, déplus, ces forces sont égales à R , la force R" et le poids R se feront équilibre , puisqu'il n'y aurait pas de raison pour que leur action simultanée fit tourner le treuil plutôt dans un sens que dans le sens opposé; il faudra donc qu'il y ait aussi équilibre entre le poids Pet la force R', perpendiculaires à AOC, et qui agissent aux extrémités de ce levier, dont 0 est le point d'appui. Donc en appelant r le rayon AO de la roue, et / le rayon OC' du cylindre, l'équation d'équilibre aéra Pr = Rr\ i cause de R=R. Maintenant, si l'équilibre se rompt, et que le poids R monte ou descende d'une quantité •, tandis que le poids P descendra ov montera d'une quantité C , il est évident, par la nature de la machine, qu'on aura Cr> = «r; d'où l'on conclut PC = R., conformément à l'énoncé du principe qu'il s'agissait de vérifier. 3° Supposons qu'une et» verticale soit chargée d'un poids R à sou extrémité supérieure; qu'une roue horizontale, ayant sou centre dans l'axe de celte vis, soit adaptée à son extrémité inférieure ; qu'un fil soit enroulé sur cette roue et attaché par un bout à sa circonférence, et qu'on applique à son autre bout une force horizontale F qui agisse suivant une tangente à la roue , et fasse équilibre au poids R. On pourra, si l'on veut , placer sur la direction de cette tangente une poulie fixe et verticale, plier le fil sur cette partie, et remplacer P par un poids P égal à cette force et attaché à l'extrémité libre de la partie verticale du fil. En appelant k la hauteur du pas de 1j vis, et e la circonférence de la roue, on aura Pc = RA, d'après la condition connue de l'équilibre dans celte machine. Les deux poids R et P tendront à fairo tourner ta vis en sens contraire; si l'équilibre vient à se rompre , l'un de ces poids montera, et l'autre descendra ; et si le poids R s'abaisse ou s'élève d'un pas A do la vis, le poids P s'élèvera ou s'abaissera d'une hauteur égale à lu circonférence e do la roue; d'où il résulte qu'en appeluut, en général, • et C les espaces parcourus simultauémmt par les deux poids R et P, on aura ac=-C«, et, pur conséquent, Ks||, conformément au principe dont nous nous occupons. 4° Considérons encore deux poids P et R posés sur deux plans inclinés, et attachés l'un à l'autre par un fil passant sur une poulie fixe, située en haut des deux plans qui sont adossés l'un a l'autre. La figure 81 représente une section verticale de ce système; AC est la longueur du plan sur lequel est posé le poids R,BC celle du plan qui supporte le poids P, AB une droite horizontale, et CD une verticale qui représente la hauteur commune des deux plans. Faisons AC ma a, BC = 6, CD = A; h la composante de R suivant CA sera R— , et celle a k de P suivant CB aura P — pour valeur. Pour l'équib libre , il faudra que ces deux composantes soient égales ; en sorte que l'on aura Pa = M. 211 Digitized by Google
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    303 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Si l'équilibre te rompt , et que le poids R glisse d'une quantité y snr le plan CA, le poids P glissera de la même quantité, mais en sens contraire, sur le plan BC ; et en appelant « la hauteur verticale dont le! poids R se sera élevé ou abaissé, et C celle dont le poids P se sera abaissé ou élevé , il est aisé de voir que l'on aura < d'où il résulte PC = TU, comme dans les ciemples précédons : mais ici • et C sont les projections verticales des espaces décrits simultanément par les poids R et P, tandis quet dans le cas précédent, • et C étaient ces espaces mêmes. 330. D'il près ce qu'on a vu dans le n° 49, deux forces qui se font équilibre par l'intermédiaire d'un levier quelconque , sont en raison inverse des espaces infiniment petits , projetés sur leurs directions respectives, et qnc peuvent décrire en même temps leurs points d'application. Cet énoncé est celui qui convient à tous les cas. Ainsi , en appelant P et R la puissance et la résistance en équilibre par l'intermédiaire d'une machine queloonque, supposant qu'on imprime un mouvement infiniment petit à cette machine , et désignant par C et • les projections sur les directions de ces forces, des espaces qui seront décrits en même temps par leurs points d'application , on aura tonjours PCz=Q.; à quoi il faut d'ailleurs ajouter que l une des projections devra tomber sur la direction même de la force correspondante, et l'autre sur son prolongement, ainsi que cela a lieu dons le levier. Dans la pratique il suffira que le mouvement imprimé à la machine soit seulement très petit. En mesurant les longueurs des projections C et a, on en conclura immédiatement lcrnpporlde la puissance à la résistance, sans rien connaître de la composition particulière de la machine. 331. Non seulement cet énoncé convient à une machine quelconque , mais il s'étend aussi à un nombre quelconque de forces en équilibre. Soient donc, en général, M, H', M", etc. (fig. 82), un système de points matériels liés entre eux de telle manière qu'on voudra ; supposons que des forces P, P', P", etc., agissent sur ces points, suivant les directions HA, S'A', M" A", etc.; faisons subir à ces points des déplaccmens infiniment petits et compatibles avec les conditions du système, de sorte qu'ils soient transportés en N, V, N'', etc. ; projetons N, N', N", etc., sur les droites MA, M'A', M"A", etc, en a, a', a", etc., et posons Ma = p, M'a' = p>, M"a" = p", etc. En considérant ces projections p, p1, p", etc., comme des quantités positives ou négatives, selon qu'elles tombent sur les directions des forces correspondantes, ou sur leurs prolongement, noua aurons Pp + Py + P"p" + etc. = 0 , lorsque l'équilibre aura lieu ; et réciproquement il y aura équilibre, quand cette équation subsistera pour tous les déplaccmens compatibles avec lea conditions du système. Lesdroitesinfinimentp«UtesMN,MTl',M''N",etc., sont ce qu'on appelle les vitesses virtuelles des points M, M', M", etc.; dénomination qui provient de ce qu'elles sont considérées comme les espaces qui seraient parcourus simultanément par les points du système , dans le premier instant où l'équilibro viendrait à se rompre. Ou doit observer que le principe des vitesses virtuelles , contenu dans la formule qu'on vient d'écrire, donne seulement les conditions d'équilibre qui peuvent être exprimées par des équations, mais non pas celles qui sont relatives à la direction decertaines forces, et à l'étendue dans laquelle elles doivent rencontrer un plan fixe (n° 2M). Les) mouvemens compatibles avec les conditions du système , qui donnent lieu à des équations d'équilibre, sont ceux dont les mouvemens directement contraires sout également possibles. Mais, par exemple , si un point matériel est posé sur un plan fixe, le mouvement sera possible dans ce plan, suivant chaque direction et suivant la direction contraire ; et perpendiculairement à ce plan , il ne pourra avoir lieu que dans une seule direction. Or, la considération des mouvemens dans le plan, donnera I ieu aux conditions d'équilibre qui s'exprimer t par des équations , et la considération du mouvement perpendiculaire déterminera seulement la direction delà force narmale, qui doit être contraire à celle du mouvement possible. Dans l'énoncé dit principe des vitesses virtuelles, on suppose implicitement que chacun des mouvemens compatibles avec les conditions du système, et le mouvement directement contraire, sont également possibles; en appliquant successivement l'équation précédente à ces deux mouvemens, les quantités p,p'^\ etc., changeront toutes de signes, et il n'en résultera qu'une seule équotion d'équilibre. Si la force P, est la résultante de plusieurs forces données Q, Q', Q", etc., et qu'on représente par o, y', g'', etc., les projections de Ma sur leurs directions, on aura(n° 34) PP = Qï +QY + QV + etc; en sorte qu'on pourra remplacer dans l'équation précédente, le terme Vp relatif a la force P, par cette somme de termes de la même nature, qui répondent à ses composantes ; et de même , par rapport aux forces P,P', P", etc., si elles sont aussi les résultantes de plusieurs autres forces. Le principe des vitesses virtuelles, dans le ci* Digitized by Google
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    STATIQUE, SECONDE PAK1IR. 203 d'un point isolé en équilibre, e»t, comme on l'a vu dans le n° 30, une conséquence de cette dernière équation, soit qu'il s'agisse d'un point entièrement libre , ou qu'il soit aasnjetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée. Il s'agit actuel* lement de démoutrer ce principe géuéral, dans le cas d'un système quelconque de points matériels H, M', H", etc. 332. Supposons ces points liés entre eux par des «erg es inflexibles ou par des fils flexibles, dont les un» soient Gxeroent attachés à ces points, tandis que d'autres les traversent comme des anneaux mobiles. Dans ce dernier cas , ces pointa ou anneaux ont la liberté de glisser le long des fils qui les traversent, et que l'on suppose , pour cela , parfaitement flexibles. Après qu'on a appliqué les forces données P, P', P\ etc., aux points 1, M', M", etc., et que l'équilibre s'est établi, il est cbir que les fils qui joignent ces points deux à deux, éprouveront chacun une tension particulière, c'est-à-dire, que chacun de ces fils sera tiré à ses deux extrémités par des forces égales et contraires, dirigées suivant ses prolongemens, ainsi qu'on l'a déjà dit dans le cas du polygone funiculaire (n° 286). L'intensité de cette force sera la mesure de la tension inconnue que ce fil éprouve. Un fil qui ne serait pas tendn, ne contribuerait pas à l'équilibre^ l'on pourrait en faire abstraction. La tension peut varier d'un fil à un autre; mais •'il s'agit de deux fils qui sont le prolongement l'un de l'autre à travers un anneau , la tension est la même dans ces deux parties d'un même fil qui doit nécessairement éprouver ane égale tension dans toute sa longueur (280). Ainsi, par exemple, si H est un anneau traversé par le fil M'MM", la tension de Ml' sera égale à celle de MM". Lorsque plusieurs fils viennent se croiser dans un même anneau , la tension est la même dans les deux parties de chaque fil, et peut varier d'un fil à l'entre. Si donc , outre le fil M'MM", il passe encore nn fil M'"MM", dans l'anneau M, la tension sera la même dans les deux parties MM'" et MM" de ce dernier fil , et , en général , elle sera différente de celle des deux parties MM' et MM ', du premier fil. Et ai un autre fil , tel que MM* vient aboutir au même anneau M auquel il soit fixement attaché , ce fil aura sa tension particulière, généralement différente de toutes celles des autres fils qui aboutissentau même point M. Observons encore que si M' est un anneau ainsi que M , et que le fil M 'MM' , après avoir traversé l'anneau M, passe encore por l'anneau M' pour aller abontir eu point M"', la tension sera la même dans Us trois fils M"M, MM', M'M"'; car alors ces trois fils n'en font qu'un seul M"MH'M". En général, lorsqu'un fil est partagé en plusieurs parties, par des anneaux mobiles , la tension est la même dans toutes ces parties. A l'égard des verges inflexibles , quand l'équilibre existe, elles sont tirées ou poussées dans le sens de leur longueur , par des forces égales et contraires, agissant à leurs extrémités. L'intensité commune de ces deux forces , pour chaque verge , est la mesure de la tension ou contraction qu'elle éprouve. S'il en existe une ou plusieurs dans le système , qui ne soit ni tendues , ni contractées , elle sont inutiles à l'équilibre, et l'on peut les supprimer. Ainsi, dans ce qui va suivre, nous supposerons tous les liens physiques qui existent dans le système, tendus ou contractés suivant leurs longueurs par des forces inconnues. L'avantage du principe des vitesses virtuelles est de donner l'équation d'équilibre dans chaque cas particulier , sans qn'on ait besoin de calculer ces forces intérieures ; mais comme la déoionstra* lion que nous allons donner est fondée sur la considération, de ces forces, de grandeur inconnue , voici la notation dont nous ferons usage pour les représenter. Nous désignerons par [m, es'], la tension ou la contraction du fil flexible ou inflexible qui joint deux points quelconques M et M' du système. De celte manière [m, m"], [*»', s»"], etc., représenteront les tensions ou contractions des fils qui joignent M et H ', M' et M", etc. 333. Nous aurons aussi à considérer les variations infiniment petites qu'éprouvent les distances des points M, M', M", etc., pris deux à deux, soit qnond l'un de ces points change seul déposition, soit quand ils sont déplacés simultanément. Alors, nous désignerons par (m , m') la distance de deux points quelconques M' et M'; en sorte que (sa, m"), (m'f m"), etc., soient de même les distances de M et M ', M' et M", etc. Nous emploierons la caractéristique lt , pour indiquer les variations de ces distances, relatives au déplacement du point M; la caractéristique t,', pour indiquer celles qui ont lieu quand c'est le poiut M' qui se déplace j la caractéristique tt'\ pour indiquer les variations provenant du déplacement de M"; et ainsi de suite. Enfin, nous réserverons la caractéristique X, sans aucun accent, pour indiquer la variation de la distance de deux points, résultant de leurs déplscemens simultanés. Puisqu'on suppose, par exemple, que M a été transporté de M en R et M' , de M' en N', nous aurons t (as, m') = MM' - IW , I, (m, •*/) = ■■'- ïll\ //(«,, m') = MM' — W ; Il est important d'observer que la variation totale, indiquée par t, est égale à la somme de variations partielles , iudiquées par X, et // ; de manière qu'on a , pour deux poinU quelconques, X (sa, .V)=4 [m, m') + X/ >, «'); équation qui résulte de ce que les déplacemens de M et M' sont infiniment petits, et qui n'a lieu que dans cette hypothèse. En effet (m, m') est une
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    TRAITÉ DR MÊCAIfIQUI. des coordonnées de ces déni points ; cet) variables prennent des occroissemens infiniment petits , positifs ou négatifs , quand H et M' sont transportés en N et S'; or, en rejetant les puissances île ces aocroissemens supérieures k la première, il est évident que l'accroissement total d'une fonction quelconque de ces coordonnées, est égal k U k la variation de chaque coordonnée isolément; par conséquent , la variation totale de ( s», sa' ), indiquée par la caractéristique /doit être égale à la somme de ses variations partielles qui répondent k f et I/. 334. Tout ce qui précède étant admis , considérons le point quelconque H , auquel est appliquée la force donnée P. Ce point est lié nus autres par les fils MJ1', MM", etc.; il est donc tiré ou poussé, dans le sens de chacun de ces fils , par une force égale k la contraction ou k la tension que ce fil éprouve ; en sorte qu'outre la force donnée P, la lis k l'action «fautant d'autrès forces qu'il y a de fils aboutissant k ce point. Après qu'on a eu égard k ces forées intérieures , il faut faire abstraction des fils qui lient M au> autres points du système, et le considérer comme un point isolé, autour duquel les forces [m, m' [. [as, ai"], etc. , et la force P, doivent se faire équilibre. Si M est un point lue , il n'en résultera aucune équation de condition; mais s'il est entièrement libre, ou s'il est seulement assujetti k rester sur une surforces l'équation des vitesses virtuelles , déjà démontrée pour l'équilibre d'un point matériel isolé. Pour former cette équation , prenons un point W infiniment voisin de M, et appartenant k la surface ou k la courbe sur laquelle ce point H est astreint à demeurer , s'il n'est pas entièrement libre. Soient p,  (as, mf) du système, on aura pour chacun d'eus une équation pareille k celle-ci; ces équations seront IV + K. m). *y (m', m) + [.', m"], J/ (m', as") + [mf, m"), (as', m" ) + etc. = 0, P«p" + [m», «]. //'(m», «) + [»", m']. (as", m') + [„", a, "] l," (as», as"') + etc. = 0 , P"'p"' + [as1 as]. */■ (as"" m) + [m'", mf]. //"(m'", m') + [m"', as"]. l>» (as'»', m") + etc. = 0, f*, p", p"', etc , étant les vitesses virtuelles de M', M", M'", etc., projetées sur les directions des forces tonnées P', P", P* ",etc, quiagissent sur ces points matériels. Ajoutons toutes ces équations : en observant que \m, m'\ et (m, ai') sont la même chose que [m', m] et (as', as), et de même pour toutes les notations semblables; et en substituant la variation totale de chaque distance k la somme de ses variations partielles, nous aurons Pp + Py + P"p" + P»y» + etc. + [es, m'], t (as, m') + [m, a,"]. / («, m") + [«, m"'). I («s, «'«) + etc. + [«', mf]. t (a.', as") + [m-, „«''], l (y, W") + et,.. S {a) 4- [«", m'"], t (as», as'") + etc. -f-yelc. sa 0 Digitized by Google
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    STAÎ1QIR, l,l'R,,M"n",etc. (fig.88), .ont indépendans entre eux ; et l'équation(a) suppose seulement que ces points n'ont pas quitté les surfaces ou les courbes données, •t» lesquelles ils sont obligés de rester ; mais si nous supposons, en outre, qu'en vertu de ces déplacemens , les points du système qui sont joints par une verge ou un fil tendu , ont conservé les mé*(*»,«•') = 0, *(m, «,'') = <>, f(a.',m") = 0, etc., «t l'équation (fl)se réduira a celle-ci : Pp + py + p"p" 4. vy + etc. = 0, (*) qui est précisément celle du principe des vitesses virtuelles (n» 331). Si dans les dépheemensdes points 9, 31', M'', etc., ceux qui sont des anneaux ont glissé le loug des fils qui les traversent, l'équation b) aura encore lieu, pourvu que les longueurs totales de ces fils n'aient pas varié. Supposons , par exemple, que M est un anneau qui a glissé le long du fil M'MM'j alors on n'a pins séparément m') = 0 et I («a, as") = 0, mail on a toujoura I (as, m') + t (m, m») = 0, puisque la longueur totale du fil reste constante. Hais , dans ce cas, les tensions [m, m'] et [m , as"] des deux parties de ce fil sont égales; les termes qui renferment ces tensions dans l'équation (a) peu(m, WJ. [* («, «0 + ' («•, ■»")], et, par conséquent, ils se détruisent. En général, on conçoit que si un fil flexible passe à travers un nombre quelconque d'anneaux , les tensions égales de ses différentes parties dispnraiPp + Vf + P>» + etc. + ou simplement Rr + RV + RV -f etc. as 0, (c); en vertu de l'équation (b), qui a lieu par hypothèse. Cette équation (c) existant pour tous les mouvement infiniment petits compatibles ovec les conditions du système des points M, H', H", etc., nous pouvons choisir pour leurs vitesses virtuelles les espaces réellement décrits HN, M'y, M"N", etc., dons un même instant; mais comme ces lignes sont comptées sur les prolongemens des directions de R, R',R' , etc., il s'ensuit que toutes les projections r, r1, r", etc., seront négatives (no 331), et égales , abstraction faite du signe, à ces mêmes lignes MS, M'Y, M"N", etc. Alors, tous les termes de I équation (c) étant de même signe, leur somme ne peut être nulle, à moins que chaque terme ne soit séparément égal à xéro ; on aura donc R .111 = 0, rj'H'cO, R" M" a" = 0, etc. Iront de l'équation (•) toutes les fois que la longueur totale de ce fil ne variera pas. Concluons donc, enfin , 1» Que l'équation résultante du principe des viinfiniment petits qu'on peut donner à un corps solide, libre ou géné par des obstacles fixes; cardans aouvemens les dislances respectives de* de ce corps sont invariables. £e Que cette équation a aussi lieu pour tous les mouvemens infiniment petits que peut prendre un système de points ou d'anneaux liés par des fila flexibles, pourvu que ces fils restent droits ou tendus. Quand cette condition n'est pas remplie, les tensions ne disparaissent pas toutes dans l'équation (a), et, contéquemment, l'équation (b) n'a plus lieu. 336. Il fout encore démontrer que, réciproquement , quand l'équation (b) a lieu pour tous les mouvemens infiniment petits qu'on peut faire prendre au système des pointsB, M', M", etc., les forces données P, F, P", etc., sont en équilibre, ainsi que nous l'avons énoncé précédemment (n°331). Supposons pour un moment que l'équilibre n'ait pas lieu. Les points H, M', M", etc. , ou une partie d'entre eux, se mettront en mouvement , et , dana le premier moment , ils décriront simultanément des droites telles que Mit, MW, M"W, etc.} on pourra donc réduire tous ces points au repos , en leur appliquant des forces convenables, dirigées suivant les prolongemens de ces droites, en sens contraire dea mouvemens produits ; par conséquent , si nous désignons ces forces inconnues par R, R', R", etc., l'équilibre aura lieu entre les force* P, V, P", etc., R, R', R", etc. ; en sorte que r, r', r", etc., désignant les vitesses virtuelles projetées sur les directions de ces nouvelles forces R, R', R", etc., on aura , d'oprès le principe des vitesses virtuelles qui vient d'être démontré , Rr + RV + R»r» + etc. = 0 , Or, pour que le produit R. MN soit nul, il faut qu'on ait , ou R = 0 , ou MN = 0 ; ce qui signifie , dans l'un et l'autre cas, que le point M ne peut prendre aucun mouvement : il en est de même à l'égard de tous les autres points; par conséquent, le système entier est en équilibre ; et c'est ce que nous nous proposions de démontrer. 337. Lorsqu'il sera question des fluides, nous ferons voir, en partant de leur propriété fondamentale, que le principe des vitesses virtuelles a aussi lieu dans l'équilibre d'un système de forces dont les actions se transmettent par l'intermédiaire d'un fluide contenu dans un canal ou dans un vase de forme quelconque. De cette manière, la démonstration du principe général de l'équilibre aura toute l'étendue que l'on peut désirer; car les verges inflexibles, les fils tendus, les fluides contenus dans des canaux , sont les différentes sortes d'intermédiaires qu'on peut établir entre des points Digitized by Google
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    TRAITÉ DB MÉCAMQUE. matériels , séparés les uns des autres , pour transmettre l'action des forces de l'un de ces points à un outre; et si d'ailleurs , parmi ces points, il y en a qui soient immobiles, d'autres parfaitement libres, et d'autres assujettis à rester sur des surfaces ou sur des courbes données , on aura le système de points matériels le plus général qu'on puisse avoir besoin déconsidérer. Toutefois, je vais donner une autre démonstration du même principe , que l'on doit à Lagrangc, et qui repose sur des notions plus élémentaires que la précédente; elle est fondée sur la possibilité de remplacer toutes les forces appliquées à un système quelconque de points matériels, par un seul poids agissant comme on va d'abord l'expliquer. 338. Si un point H (fig. 84) est sollicité par une force P dirigée suivant la droite MA, on peut d'abord supposer que cette force soit appliquée au point A, et agisse ou moyen d'un cordon MA attaché à co point M. On peut ensuite remplacer ce cordon par un fil qui s'enroule alternativement sur une moufle fixe et sur une moufle mobile, et soit attaché par l'un de ses deui bouts à l'une ou à l'autre de ces deux moufles ; celle qui est fixe répondant ou point A , celle qui est mobile au point M. En suspendant verticalement un poids K à l'extrémité libre du fil, la tension sera égale à K dans toute sa longueur. Si les dimensions des poulies sont regardées comme infiniment petites , les tensions do toutes les parties de ce fil , qui aboutissent à la moufle mobile , auront la même direction ; en appelant sieur nombre, leur résultante sera égale k i K . et agira sur le point M suivant la direction MA ; par conséquent , •i l'on a »K. = P, on pourra remplacer l'action de la force P par celle du poids K. Il en sera de même à l'égard des autres forces P', P", etc. , appliquées h des points M', M", etc., suivant des directions M'A , M"A \ etc.; chacune d'elles pourra être remplacée par un poids égal a un sous-mulliplc de son intensité, agissant comme on vient de l'expliquer pour la force P. De plus, il est aisé de voir qu'on pourra toujours faire passer suc* eessivement, comme le représente la figure 85, un seul et même fil sur toutes les moufles fixes en A , A', A", etc., et sur toutes les moufles mobiles attachées aux points M, M', M", etc. Supposons donc que s', i, s", etc. , sont des nombres entiers , et qu'on ait »K =P, ffi—V, »*K. = P", etc. (d) En suspendant verticalement le poids K. à l'extrémité libre de ce fil, le système des forces données P, P', P", etc. , se trouvera remplacé par ce seul poids , dont l'action sera transmise aux points X, M', M", etc. , par l'intermédiaire de ce fil , et des moufles fixes et mobiles. A la vérité, les équations ( etcM 1°* projections de M.\, M V, M 'R", etc., sur les directions de P, P', P', etc., ou sur leurs prolongement. Le point N étant projeté en a sur la droite MA , chacun des cordons qui vont de A à M sera raccourci d'une quantité AM — API , pour laquelle on pourra prendre Ma, en négligeant les infiniment petits du second ordre ; ce cordon serait , au contraire, allongé de Ma, si le point a tombait sur le prolongement de AM ; d'où l'on conclut qu'à raison du déplacement de M, le poids K descendra dans le premier cas, et montera dans le second, d'une quantité égale au produit de Ma et de s; ce qui revient è dire, d'après le signe dep (n° 331), que la variation positive ou négative de sa hauteur ver* ticale sera exprimée por s/», a raison de ce seul déplacement. Il en sera de même par rapport à tous les autres points M', M", etc. ; par conséquent , si Ton désigne par { une quantité infiniment petite , qui représente, selon qu'elle sera positive ou négative, la quantité totale dont le poids K descendra ou montera, par suite des déplacemens simultanés de tous les points du système, nous aurons f = ip + »>' + i'p" + etc. Or, le poids K. tendant à descendre, etcUnt la seule force qui agisse sur le système, il est évident que rien ne l'empêchera de produire le mouvement que nous considérons, si cette valeur de { est positive; et que, si elle est négative, rien n'empêchera le poids K du produire le mouvement directement contraire , qu'on suppose également possible, et pour lequel; changera de signe. Pour que l'équilibre ait lieu, il est donc nécessaire que { soit xéro. Réciproquement , le poids K ne pouvant produire aucun mouvement quelconque, sans descendre d'une quantité infiniment petite daus lu premier instant, il s'ensuit qu'il n'en produira aucun, et que l'équilibre aura lieu, si l'on a { = 0, pour tous les déplacemens des points M, M', M", etc., infiniment petits et compatibles avec les conditions du système. Maintenant, si l'on multiplie par K l'équation ip + ,y + ,
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 207 riel isolé. Si le systèmo te réduit à un seul point H auquel «ont appliquées le» forces P, P", P", etc., données en grandeur et en direction , on substituera à leur action simultanée celle d'un seul poids K, comme dans le n« 338; et, dans le eus de l'équilibre de ces f or res , le principe des vitesses virtuelles se déduira de cette substitution par le raisonnement qu'on vient de foire : or, ce principe fournira immédiatement les équations d'équilibre &a point M , assujetti à rester sur une surface ou sur une courbe, on entièrement libre (11° 39). Dans ce dernier cas, en considérant l'une des forces données comme étant épale et contraire à la résultante de toutes les autres, on en déduira les règles de ion et de leur décomposition , et le : du parallélogramme des forces. En appliI ce principe a l'équilibre de trois forces parallèles, dont Tune est , par conséquent , égale et contraire à la résultante des deux autres , on en conclura également les règles de la composition et de la décomposition des forces parallèles. On déduit aussi , sans difficulté , du principe général des vitesses virtuelles , les équations d'équilibre d'un corps solide entièrement libre, que nous avons trouvées d une autre manière dans le n° 260. En efTet , nous pouvons d'abord supposer que tous les points de ce corps décrivent des droites égales entre elles et parallèles à l'un des axes des coordonnées. En appelant h la longueur de ces droites, et », •', •",etc, les angles que leur direc; fait avec celles des forces données, p = h cos p =k cos •', p" = k cos a", etc. pour les vitesses virtuelles des points M , M', M", etc., du corps solide, projetées sur les directions des forces PjP^P'', etc., appliquées à ces points ; donc, en substituant ces valeurs dans l'équation [b), et supprimant le facteur A, comme à tous les termes, on aura l'équation d'équilibre P cos «j 4- P' cos + P" cos + etc. = 0. En considérant successivement les mouvemens du corps parallèlement aux deux autres axes des coordounées, on obtiendra de même 1rs deux autres équations d'équilibre scmblublesa celle-là, Nous pouvons aussi faire tourner le corps autour de l'un des axes des coordonnées. Pour former l'équation qui correspondra à ce mouvement, je représenterai les coordonnées des points M , M', M", etc. , et les angles que font les directions des forces P, P7, V , etc. , avec celles de ces coordonnées , par les mêmes lettres que dans le n° 260. En supposant que la rotation ait lieu autour de l'axe des s, chacun de ces points décrira nn arc de cercle parallèle au plan des x et y, qui aura pour rayon la perpendiculaire abaissée de ce point sur cet axe. De plus, par la nature du corps solide, l'angle décrit par c< lté perpendiculaire sera le même pour tous ses points. Si donc on le suppose infiniment petit, qu'on le désigne par », et par r, r1, r'\ etc. , les distances des points H , ■', H", etc. , à l'axe de» %, on aura r«, r*», r"#, etc. , pour leurs vitesses virtuelles; et en appelant aussi t, J", etc. , les angles aigus ou obtus que font les directions de ces vitesses avec celles des forces P, P', P", etc., il en résultera p = rmcx>»l, p' = r>m cos »V'= r"« cos t", etc., pour les projections de ce» mêmes vitesses sur les directions de ces forces ou sur leurs prolongerons. Soient, en outre , a, bt e, les angles compris entre la direction de la vitesse r» et des parallèles aux axe» de» *, y, », menées par le point H; les même» angles relatif» à la direction de la force P étant «, C, y% on aura cos l = cos a cos « -f- cos b cos C -f- cos e co» y ; mais à cause que la vitesse r» est tangente en 1, au cercle du rayon r qui a son centre dans l'axe des », il est aisé de voir qu'on a * y cos 6 = ± — , cos a = qp — cos c = 0 , r r et, par conséquent, p = rm coa t = ± (a cos < — y cos •) ». On aura de même p1 = ± (*' co» C — y' cos «' ) . , = ± (,» cos C»-y"co»."j etc. Les signes dépendront du sens de la rotation ; et Ton devra prendre, à la fois, les signes supérieurs ou les signes inférieurs dans toutes ces valeurs ; en les substituant donc dans l'équation (1) et supprimant le facteur ± m, nous aurons p (x cos C — y cos •) + pf (s' cos C — y' cos •') + etc. = 0. Cette éqoation d'équilibre est celle des par rapport à l'axe des a , autour duquel le ment a eu lieu; on obtiendra de la même manière le» équations des momens par rapport aux axes des x et des y, en faisant tourner successivement le solide autour de ces deux droites. 341. On peut donner à l'équation {b), une forme différente qui en rendra les applications pins faciles. Pour cela, soient s , y , s, le» coordonnées du point H dans sa position d'équilibre; * + Ix , y 4/ ty, a + t s, ce qu'elles deviennent quand on transporte ce point matériel dans une position N infiniment voisine; X, Y, Z, le» composantes de L Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. force P suivant le* prolongemess des s, y, », dans le sens positif, ces quantités infiniment petites ts, ty, iz , seront les projections de la vitesse virtuelle HN sur les directions de X, Y, Z; et pétant toujours sa projection sur la direction de P, on aura (n» 331) Vp = Ils + YXy + Us. En désignant par les mêmes lettres avec des accens,les quantités analogues qui répondent ans points M', ■", etc., on aura aussi py = X'ts' + y'Jy' + l'ls\ Vf sa X'tm" + Y»V + l"l»", et si Ton ajoute ces équations et la précédente , on Pp + j»f> + Vp" + etc. =2 (XI* + Yly + Us) ; la somme 2 attendant à tons les points S , 1', M", etc. , du système , et se composant, par conséquent, d'un nombre de parties semblables, égal à lière, l'équation (l> prendra la forme : 2(X* + Yly + Z/.)=0, (.) qu'il s'agissait de lui donner. Or, quelle que soit la liaison des points du système, on peut toujours l'exprimer par une ou plusieurs équations entre leurs coordonnées. Soient donc L , L , L", etc., des fonctions données de s t y, s, s', y1, etc. , ou d'une partie de ces coordonnées ; et supposons que ces équations soient L = 0, L' = 0, L" = 0, etc. (/) Les déplacemens simultanés de toua les points du système devant être compatibles avec les conditions auxquelles il est assujetti , il faudra que les coordonnées s, y, s, s', y', etc., de I, H', M", etc., et les coordonnées x -f- t s, y -f- s y, ; + tm «* 4* *to., de N , N', N", etc., satisfassent successivement à ces équations , par conséquent , en négligeant les inGniment petits do dL dL dL * + ** + ~ ds dy Z dx> dV dV dV dV tx + 7 * + ts + ds dy 7s dx< dL' dL" * + dL" dL" ds~ ** +"3~ds~ etc. 0, 0,) (f) Si l'on ebange en même temps le sens des déplacemens de tous les points du système, les signes de tx, ty, t s , tx1, etc., changeront tous à la fois , et ces équations seront encore satisfaites; en sorte que le mouvement infiniment petit auquel elles répondront , et le mouvement directement contraire, sont également compatibles avec les conditions données, comme le suppose implicitement l'énoncé du principe des vitesses virtuelles (n° 331). Cela posé , au moyen de ces équations (y), on éliminera , dans chaque cas, de l'équation (a), un nombre des quantités ts , ty, ts , tx', etc., égal à celui des équations if); celles de ces quantités qui resteront ensuite dans le premier membre de l'équation (a), seront indépendantes entre elles ; on devra donc égaler séparément leurs coefficiens a zéro; ce qui fournira toutes les équations d'équilibre du système, dont le tiombre sera égal è trois fois celui des points matériels M, M', M", etc., moins le nombre des équations f i Lorsque les positions de ces points, c'est-à-dire, les vuleurs de leurs coordonnées s, y, s, x\ etc., seront données, il faudra que les composantes des forces P, P', P", etc. , satisfassent à ces équations d équilibre; quand, au contraire, on donnera ces forces en grandeur et en direction, et que les positions des points du système seront inconnues, ces mêmes équations, joiutes aux équations f , serviront à déterminer toutes leurs coordonnées. 342. Les équations (#) et (y) étant linéaires par rapport à ts, ty,ls, ix , etc., l'élimination d'nne partie de cea quantités pourra se faire , d'après la méthode connue, en ajoutant ces équations après avoir multiplié les équations (y) par des facteurs indéterminés, et en égalant à xéro, dans cette somme, les coefficiens de celles des quantités tx, ty, ts, ts', etc., qu'on voudra éliminer. Les coefficiens des quantités restantes devant ensuite être aussi égaux à xéro, il s'ensuit qu'on devra égaler à téro les coefficiens de toutes les quantités ts , ty, ts, ts* , etc., indistinctement, dans la somme dont il s'agit; d'oùil résultera un nombre d'équations égal à celui des coordonnées, entre lesquelles il restera, dans chaque cas, à éliminer les facteurs indéterminés, pour avoir les équations d'équilibre du système. Eu désignant par a, a', A ', etc., les facteurs par lesquels on multipliera les équations (y), on aum , Digitized by Google
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    STATIQUE , dl dl> dl' - + *'+ a" ds dx dx dl dV dl" - + x'_ + a»  dl* + — -f a'_ 4. a" + ds' ds' d*> T pour celles qui proviennent dei coefficiens de JaV, 'f** et ainsi de suite. Au lieu d'éliminer simplement a, x», a", etc., on pourra tirer de ces équations les valeurs de ces inconnues ; nous allons eipliqoer comment on en dédnira ensuite, en grandeur et en direction les forces provenant de la liaison des points du système, qui agissent sur tous ces points et font équilibre aux forces données P, P», P", etc. La détermination de ces forces inconnues est une partie importante du problème de l'équilibre, dont la solution complète et générale se trouvera ainsi comprise dans l'ensemble deséquations (/), («), (A'), etc. 343. Si l'on suppose que tous les points du système, moins le point M , soient rendus fixes, l'équilibre ne sera pas troublé. En vertu de l'équation L = 0 , le point H sera alors astreint à se r sur la surface dont L = 0 est l'équation , l dl s t dx* , 1 dl' i «I = , cos b, = •> dx „ 1 dl" i cos a, sa ■, cos b, = — ds etc. ; et dans laquelle les coordonnées x, y,*, seront seules variables. Or, en désignant par p fa résistance de cette surface , laquelle sera dirigée suivant une des deux parties de la normale en M, on pourra remplacer cette surface , ou l'équation de condition L = 0, par cette forée inconnue. De même, on pourra remplacer L'=0 par une force/-, normale à la surface qui répond à cette équation ; L" = 0 par une force normale à la surface correspondante ; et ainsi de suite. Donc, enjoignant a la force donnée P, ou à ses composantes X, Y, Z , ces forces normales a,«i , m, , etc., on pourra ensuite considérer le point H comme entièrement libre et isolé. Par conséquent , si l'on désigne par a, », c, les angles que fait la directinn de la force (* ■veo des parallèles aux axes des *, y , s, menées par le point kl ; par a. , b, , c» , les mêmes angles relatifs à la force />t ; et ainsi de suite, nous auX + Mcosa + ^, cos a, +Mt cos a, +etc.=0, Y + ^cosi+A». coso, +Ml cos*, +etc=0, l + ?. cos c + cos c, + Mi cos c, + etc. = 0, pour les trois équations d'équilibre du point M. De plus , si l'on fait , pour abréger, ■-"'©'♦©■♦(s)-. -"©"♦(S)"*©' etc., i, par les formules connues {iv 21) , 1 dl dy dl' dy' dl.' cos c = , • ds 1 dl' cos c, = , ds 1 dl" r, ds d'équilibre en 1 ce qui changera les trois celles-ci : #• dl s», di.' M» dV *+--+- - + + etc. = 0, t dx ds ds M dl m. dl' M dl." *+-- + -- + - ~- + etc. = II, t dy r, dy t, dy t* dl M, dl' M, il" 1 + h H 1- etc. ss n. » ds »j dz r, ds Or , en les comparant aux trois équations {g) avec lesquelles elles doivent être identiques, on en conclut M = hi — »i x', u, as u x", etc. Ainsi, par rapport au poiut N , les forces provenant de sa Imison avec d'autres points du système, sont exprimées par les produits »a, r,x', »,a", etc. : ces forces devant être des quantités positives , on donnera aux radicaux »,►, , r» , etc. , les mêmes signes qu'aux quantités x , a', a", etc. , et leurs di27 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCASIQIE. empiétement déterminée! équations (i). Si l'on appelle de même s»', f*i,Mt, etc. , les force» provenant delà liaison du système, qui agissent sur le point M' et tout normales aux différente* surfaces sur lesquelles H est obligé de se mouvoir, quand tous les autres points M, M", M"', etc. , sont i, on trouvera pareillement avec les M' = r'x lAt' = raX», etc. On obtiendra de même les expressions des relatives aux points H", M'", etc. 344. Eu comparant les vuleurs de /a et «r*, on a de sorte qu'elles sont entre elles comme les quantités » et »'. Lors donc que deux points matériels 1 et M' sont liés entre eux , et, si l'on veut , à d'autres points en nombre quelconque, par une équation L = 0 , il en résulte, dans l'état d'équilibre, des forces .« et /*' appliquées à II et H', dont les »mme ret/, et qui font 1 dl l dl 1 dl . dx pour la force n , et 1 dl i d% I dl 1 dl ,' dx> ,< oy r» ds' M1. Le sens et la grandeur de ces forces dépendent du signe et de la grandeur d'une quantité \ qui se déduit, dans chaque cas, des équations d'équilibre. La considération des surfaces sot lesquelles ebacun des points d'un système conserve la liberté de se mouvoir, lorsque tous les autres sont supposés fixes , détermine les directions normales des forces provenant de la liaison de ces mobiles, pour chacune des équations par lesquelles cette liaison est exprimée (n° 290) ; ma is on n'en peut conclure aucun rapport entre les forces relatives à deux points matériels liés par une même équation; et c'est le principe des vitesses virtuelles, ou les équations (A), (V), etc., qu'on en a déduites, qui fait connaître ce rapport à priori, dans le cas de l'équilibre. 345. Pour donner une application de ces formules, reprenons l'exemple du polygone funiculaire que nous avons considéré dans le § ltr du chapitre précédent ; et supposons que les points matériels M, M', M", etc., soient les sommets successifs de ce polygone. Si Ton appelle /, f, t\ etc., les longueurs dondes côtés MM', M'a»', W'W". etc., les équa(/)»' L = ]/{x - x' y + y -» + (* -*')•- t = 0, d'où il résultera L' L"= \/~lF' etc.; il dx " dl dl ds et toutes les autres différences partielles de L, L', L", etc., qui entrent dans les formules précédentes, seront égales à xéro. Eu considérant les deux points M, et M', ou aura . = .' = ±1, M = *' = ±*, où l'un prendra les signes supérieurs ou inférieurs, *" )' + (y' - y" )* + (*' -*')•-*• = », ,'»). _|. _ y'»;. + [fi _ j'"). - fa», dl g s' dl' dl' s' - x< dx1 l » dx'~ ds" ~ e dl y f y dl' dl' y1 - y" > d~y'~ ~ «y = t afL s — s' dl' di> »' — s" ds' l 1 ds' ~ ds" ~ [ I clc » , ctc,. , etc. selon que la valeur de * sera positive ou négative. On conclut de là et des équations précédentes , que les points M et M' seront sollicités par des forces égales et contraires, dirigées suivant la droite MM' ou suivant ses prolongerocns, et dont la quantité A, abstraction faite du signe, sera la grandeur commune. Il en sera de même à l'égard des points M' «-t M", M1' et M'", etc.; en sorte que dans l'état d'équiDigitized by Google

  

  
    Page 237
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 27.46% accurate
    STATIQUE , SECONDE PARTIE, libre, les quantités x, x', x", etc^ exprimeront les | MM', M'M", etc. au on aura d'après le* cos a = ± x — x' -, cos , COS C = ± • et qu'on devra prendre les signes supérieurs ou inférieurs, selon que la valeur de x sera positive ou négative, on en conolut, par exemple, que la force appliquée au point M sera dirigée de M vers M', et exprimera une contraction du côté MM', quand cette valeur sera négative, et que cette force agira dans le sens opposé et exprimera une tension, lorsque la valeur de x sera positive. L'un ou l'autre de ces deux cas sera possible, si les côtés du polygone sont des verges inflexibles , jointes par des charnières ; et le second cas pourra seul avoir lieu, si les côtés sont des fils flexibles. Les équations (*), (V), (V), etc., pourront s'écrire ainsi : _*(*>- x) A- " , « ..*(Y -») T _ 1 • / X^-*) X' (*'■-*■) + J = J, , * (y" - y') F L T ï = P > + t T> ' Y" + _„ , f«"-s')_x»(s"'-s»; * + T' r ' (y" - y1) _ *" W — y"> — j, • Les trois premières montrent que la tension x sera la résultante des forces X, T, Z. En lès ajoutant-aux trois suivantes, on aura x + v = i^illt T + v = il^l2, . , x' (s" — s') l + V = — — - L; ce qui fait voir que la tension x' sera la résultante de V, Y', Z», et des forces X, Y, point M', parallèlement à elles-mêmes. En continuant de môme, on aura pour la tension d'un côté quelconque la même valeur que dans le n° 287. Le nombre des sommets M, M', H", etc., étant désigné par u, celui des équations précédentes sera 3n, et celui des- tensions x, x', xi', etc., égal k n — 1. En éliminant ces quantités , on aura donc 2»+ 1 équations d'équilibre, lesquelles, jointes aux n — 1 longueurs données /,f, etc., des côtés du polygone, su (liront pour déterminer les 3« coordonnées de ses sommets, et, par conséquent, sa figure d'équilibre. Mais ce calcul n'aurait aucune utilité; et il vaut mieux, comme nous l'avons fait dans le n» 286, tracer successivement les côtés du polygone funiculaire, d*après les grandeurs et les directions données qui agissent à ses differens sommets. 340. Dans le cas d'un système quelconque de points matériels M, M', M", etc., si les forces données, qui sont appliquées à ces points, proviennent de leurs attractions ou répulsions mutuelles, et de forces semblables qui émanent d'un ou plusieurs centres, on aura ï{Xds + Ydy +Zds) =o> (*, y, », x-', y*, s', etc.); » désignant une fonction donnée des coordonnées de M, 1', 1", etc., dépendante de la loi de ces forces par rapport aux distances. En effet, a l'égard des forces provenant des centres fixes, cela résulte de ce qu'on a va dans le n» 158. Supposons, en outre, que U exprime l'action mutuelle de M. et M', qui sera attractive, pour fi ver les idées. Soit aussi st leur distance mutuelle, de sorte que 0 soit une fonction donnée de si, et qu'on ait «.= (,'-,). + (y- _,).+ (,•_ s> . Les cosinus des angles que fait la droite MM' aveu des droites menées psr le point M, suivant les diy, s, positive*, 1 *' — y- -y s — s en les multipliant par U, on aura les composantes de cette force appliquée au point H et dirigée suivant MM'. Celles de la même force U, appliquée au point M' suivant la direction M'M, seront égales et contraires; et de là on conclut - \(x> - x) [dx - dx>) + (y' - y) (dy - dy') + (»' - s) (ds - dâ')li Digitized by Google
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    au TRAITÉ DE MECANIQUE l'action et delà réaction de M et H'. Or, en = («» - .) (eV -ai») + (y» - y) («y - a» + (*• - ») («V - ds); ce qui réduit la quantité précédente à — Udu, c'està-dire, à le différentielle d'une fonction de H. Il en tera de même pour les parties de la tomme 1 provenant des actions mutuelle! des antres points du système; par conséquent, sa valeur entière secom> termes qui seront tous des différentielles i et cette valeur sera aussi la différentielle d'une fonction donnée des coordonnées de tous ces En vertu de l'équation (s), cette fonction , qne nous représentons par a, sera un maximum ou un nées qui répondent a une position d'équilibre du système ; et, réciproquement, si Pon détermine le maximum ou le minimum de la fonction e, en ayant égard aux équations (f) qui peuvent être données entre les coordonnées, les valeurs qu'on obtiendra pour ces variables répondront a des positions d'équilibre. Ou conclut de là que quand le système des points M, M', M", etc., est en mouvement, de sorte que onnées, et, par suite, la quantité a, i fonctions du temps , cette fonction e atteindra son maximum ou son minimum , tontes les fois que le système passera dans une position où il resterait en équilibre, si les points qui le composent n'avaient pas de vitesses acquises. 347. Il y aura entre le maximum et le minimum de la quantité a une différence essentielle, à laquelle il. importe d'avoir égard, et que nous allons expliquer. On dit que l'état d'équilibre d'un corps ou d'un système de corps est s table , lorsqu'en écartant un tant soit peu ces mobiles de leurs positions , ils tendent à y revenir , eu faisant de petites oscillations que les frottemens et les résistances des milieux finissent toujours par éteindre ou rendre insensibles. L'équilibre est non stable ou instantané, lorsque le corps ou le système de corps qui est dans cet état, tend de plus en plus à s'en éloigner, et finit par chavirtr, dès qu'on l'en a un peu écarté. En ne supposant aucun frottement qui puisse, jusqu'à un certain point, retenir les corps dans leurs positions, ce second état d'équilibre est un cas purement mathématique, qu'on ne saurait jamais observer , puisque la moindre force perturbatrice suffirait pour le détruire Cela posé, les équations fournies par le principe des vitesses virtuelles, ou, ce qui est la même chose, par la condition du maximum ou du minimum de la fonction t , sont communes à ces deux états; mais le maximum convient à la stabilité, et le minimum à l'équilibre instantané; et c'est, en effet, ce que nous ferons voir dans un autre chapitre , on nnns considérerons la nature du ment qui a lieu lorsqu'un système de points matériel» a été très peu écarté d'un état d'équilibre quelconque. I la attendant, nous allons donner des exemples de ces deux états d'équilibre dans le cas d'un système de corps pesant, et faire connaître d'abord une propriété de son centre de gravité. 348. Supposons donc que la pesanteur soit la seule force appliquée aux points M, M', H", etc., lesquels seront les centres de gravité de corps dont nous représenterons les poids par «, V, m" , etc. En prenant la pesanteur verticale et dirigée dans le JCRa5 © cet i"^rC"C ^ tiou^ ^ïirom l = «, V = or*, V = «", etc.; o> = ««h + m>dl' + V'da" + etc. Hait en appelant II la tomme tlet poids at, V. «", etc., et ti l'ordonnée de leur centre de gravité, verticale et dirigée dans le sens de la pesanteur, on a aussi (n<> 64) n,, = m» + «V + «"s" + etc.; • = • + Ht, ; c étant une constante arbitraire. Or, on conclut de là, 1" que l'ordonnée a, est la quantité qui devra être un maximum ou un minimum, lorsque le système sera en équilibre , et réciproquement} 2 > que le maximum de Si dra au cas de l'équilibre stable , et i au cas de l'équilibre instantané. Ainsi, la condition d'équilibre quelconque de corps pesans , consiste en ce qne le centra de gravité du système entier soit le plus bas ou le plus haut possible ; le plus bas quand l'équilibre est stable , et le plus haut quand il n'est qu'instantané. 349. D'après ce théorème, si une chaîne pesante, attachée par ses deux bouts à des points fixes , est en équilibre , son centre de gravité sera le plos bas possible ; ce qui s'accorde avec le résultat du Si un point matériel pesant est posé tur une courbe , et qu'en plusieurs points la tangente soit horizontale, l'ordonnée verticale du mobile, compdans ceux de ces points où la courbe est concave par en haut , et un minimum dans ceux où elle tourne sa concavité par en bas; par conséquent , les premiers seront des positions d'équilibre stable, et 1rs derniers des positions d'équilibre insDigitized by Google
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    STATIQUE, SECONDE PARTIE. 213 Si l'on pote un ellipsoïde homogène et pesant , sur un plan fue horizontal, ton centre de gravité, ou de figure, ter* le plui bas possible lorsque l'ellipsoïde touchera le plan fixe par Tune des deux extrémités du plus petit de ses trois axes ; et alors l'équilibre sera stable. Quand il le touchera par l'une des extrémités du plus grand deses trois axes, son centre de gravité sera le plus haut possible; et l'équilibre ne sera qu'instantané. Enfin , si le point de contact est une extrémité de l'axe moyen , l'élévation du centre de gravité sera un minimum pour une partie des sections du corps , et un maximum pour les autres sections; par conséquent, l'équilibre sera stable ou non stable selon que les déplacemens auront lieu dans le sens des premières sections ou dans lé sens des dernières. Tout cela étant évident, à priori, peut servir de vérification au théorème du numéro précédent. Supposons encore qu'on ait versé dans un vase deux liquides homogènes et pesans. Si la surface de séparation et celle qui termine le liquide supérieur sont toutes deux horixontalea , et que ce liquide soit celui qui a la moindre densité, le centre de gravité de ces deux liquides sera le plus bas possible; car il est aisé de voir qu'en inclinant ou courbant l'une ou l'autre des deux surfaces , on élèvera toujours le centre de gravité du système. Ces deux surfaces étant toujours horixontales, si le liquide le moins dense est au-dessous de l'autre , on verra de même que le centre de gravité du système sera le plus haut possible. Par conséquent , pour l'équilibre de deux liquides superposés , il est nécessaire et il suffit que chacun d'eux soit terminé par un plan horisontal ; mais , pour la stabilité , il faut, de plus , que ce soit le liquide le plus dense qui occupe la partie inférieure du vase. Quand la différence des deux densités est peu considérable , il est possible, avec beaucoup de précaution , de faire surnager le liquide le plus dense ; mais cet équilibre non stable ne peut se maintenir asset de temps, pour être observé, qu'à raison du frottement des deux liquides contre les parois du vase. Digitized by Google
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    LIVRE QUATRIÈME. DYNAMIQUE, SKCONDE PARTIE. chapitre; prrmif.r. PIUNCIPB GKNKBAI. DE LA DYNAMIQUE. 360. Lorsque des points matériels, soumis à des forces données , sont liés entre eux d'une manière qnelconque , ils prennent , à chaque instant , des vitesses infiniment petites, différentes de celles que ces forces leur imprimeraient s'ils étaient Hbres. Ces forces étant connues , ces dernières vitesses le sont aussi ; et le problème général de la Dynamique consiste a en déduire, en grandeur et en direction , les accroissemens de vitesses qui ont réellement lieu. Sa solution dépend d'un principe très simple que Ton doit à D'Alembert , et d'après lequel on ramène toutes les questions relatives au mouvement , a de simples questions d'équilibre , toujours résolubles par les régies exposées dans le livre précédent. Pour énoncer ce principe d'une manière précise, soientm la masse d'un des points matériels que l'on considère , et m la vitesse que la force qui le sollicite lui imprimerait, s'il était libre, dans un temps r infiniment petit. Appelons qr l'accroissement de vitesse qui aura également lieu pendant ce même instant, et dont la direction différera , en général , de celle de la vitesse donnée ut. Par la règle du parallélogramme des forces, qui s'applique également aux vitesses (n° 14S), décomposons «r en deux autres vitesses , dont l'une soit qr, et l'autre sera représentée par pr. La force motrice appliquée au mobile aura le produit mst pour mesure ; celles qui seraient capables des vitesses fr cipr, auront pour valeurs mq et mp; et nous pourrons regarder la force donnée mu comme la résultante de la force mq, à laquelle est dû l'accroissement de vitesse qui a réellement lieu, et de la force mp, dont l'effet est détruit par la liaison des points du système. Nous appellerons cette dernière la force perdu». Désignons par les mêmes lettresavec des accens, savoir, q', p
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 361. On peut changer cet énoncé général en an outre qui sera souvent plus commode. Observons, pour cela, qne SJM étant la résultante de mij et mp , chacune de ces composantes , la seconde par exemple, est aussi la résultante de mu et de l'autre composante mq , prise en sens contraire de sa direction ; en remplaçant ainsi chacune des forces perdues mp, m'p', m"p", etc., par les deux forces dont elle est la résultante, nous voyons que le principe de D'Alembert revient à dire qu'il ; a constamment équilibre entre les forces données, qui agissent sur tous les points d'un système de points matériels en mouvement, et les forces auxquelles sont dus les accroissemens infiniment petits de vitesse qui ont lieu à chaque instant , ces dernières forces étant prises en sens contraire de leurs directions. On remplacera , si l'on veut , les premières forces par les quantités de mouvement **«r, m'u'r, m'Vr, etc., et les dernières par mer, *sYr,s»"a"r,etc., en donnant à chacune des vitesses q, v[ , q'' , etc. , une direction contraire à la sienne , et laissant à u, u", etc., leurs propres directions. Ce second énoncé a l'avantage de conduire immédiatement à des équations entre les inconnues q, î*> ^"t etcM e* 1" données du problème, qui sont les vitesses si v!', etc. Ces équations résulteront, soit des conditions d'équilibre, soit des liaisons qui auront lieu, dans chaque cas, entre les points du système ; elles seront toujours en même nombre que les coordonnées de tous ces points (n° 342), et, conséquemment , en même nombre que les composantes des vitesses q , i/t q"t etc., parallèles aux axes de ces coordonnées ; en sorte qu'elles feront connaître, en grondeur et en direction , les accroissemens de vitesse de tous les mobiles à chaque instant; ce qui est, comme nous l'avons dit , la solution générale du problème de la Dynamique. Remonter ensuite de ces accroissemens infiniment petits aux vitesses et aux coordonnées du mobile en fonctions du temps, est une question de calcul intégral. 362. Lorsque les forces mq , m'tf , m"o", etc. , auront été détermiuées, si on les prend eu sens contraire de leurs directions , et qu'on les compose avec les forces mit , roV, m"sj", etc. , on aura les forces perdues mp, m'p', m'p", etc. C'est à ces dernières forces que sont dues les tensions des fils , des verges élastiques et de toui les liens physiques qui peuvent exister entre les différons points du système, ainsi que les pressions exercées sur les surfaces et les courbes donuées qu'ils peuvent être obligés de parcourir; et, d'après le premier énoncé du principe de D'Alembert , ces pressions ou tensions se détermineront, dans l'état de mouvement de système, par les règles de lu Statique appliquées aux forces perdues (nu 343). Pendant le mouvement, une partie de la force donnée, qui agit sur cbuque mobile, est donc employée à faire varier sa vitesse, et n'a aucune influence sur les pressions ou tensions dont il s'agit ; 216 et l'autre partie, qu'on regarde comme détruite ou perdue, produit ces tensions ou pressions , et n'influe nullement sur la vitesse. Lorsque le système est parvenu à un état permanent dans lequel tous les points qui le composent se meuvent uniformément, la première partie de chaque force est nulle, et la force entière est détruite, c'est-à-dire, employée à produire les pressions contre les obstacles fixes , et les tensions des liens physiques , comme si ce système était en équilibre. Supposons , d'après cela , qu'une corde soit en mouvement suivant sa longueur, et que des forces données agissent à ses deux bouts suivant ses prolongemens. Si ce mouvement demeure uniforme , les deux forces seront égales , et leur valeur commune exprimera la tension de la corde; si, au contraire , les deux forces sont inégales , l'excès de la plus grande sur la plus petite sera employé à accélérer ou à retarder le mouvement de la corde , et sa tension aura pour mesure la partie de la plus grande force détruite par la plus petite, ou égale et contraire à celle-ci. Pur exemple, lorsqu'un cheval traîne un fardeau sur une route , et que le mouvement du système demeure uniforme , l'effort du cheval, parallèlement à la route, est égal au poids du fardeau décomposé suivant cette direction, plus le frottement du fardeau contre la route; il est constant quand l'étut de la roule et son inclinaison ne varient pas; si ou lesuppose transmis au fardeau par le moyen de plusieurs cordons parallèles entre eux et à la route, l'effort total sera égal à lu somme des tensions de tous ces cordons; et, dans la pratique , on mesure l'effort exercé suivant chaque cordon par l'extension d'un ressort interposé suivant sa longueur. L'inclinaison et l'état de la route ne changeant pas, si les efforts de l'animal augmentent ou diminuent, le mouvement du système s'accélère ou se ralentit, sans que les tensions éprouvent aucune variation. Lorsque la route est horixontale , le frottement insensible, et le mouvement uniforme , le cheval n'a d'autre force a développer que celle qui est nécessaire pour sa proprn marche ; il n'exerce aucun effort suivant les cordons attachés au fardeau , et leurs tensions sont constamment nulles. 3ô3. Le principe de D'Alembert a aussi lieu relativement aux quantités de mouvetnens finies, perdues par des corps liés entre eux d'une manière quelconque, et sur lesquels on exerce des percussions simultanées , qui ne sont autre chose que des forces motrices agissant sur les mobiles avec de très grandes intensités et pendant de très courts intervalles de temps (n° 126). Ainsi, supposons qu'une force de cette nature agisse sur le point dont la masse est m, pendant un temps fini, nuis asseï petit pour que le poiut m et tous les autres points du système ne changent pas sensiblemeut de position dans cet intervalle de temps. Représentons-le par», et par U la vitesse de grandeur finie que cette force imprimerait au point Digitized by Google
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    216 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. m, s'il était libre; et toit aussi Q U vitesse qu'elle lui imprime réellement, de sorte qu'au bout du temps • il se trouve animé de la vitesse qu'il avait auparavant, de la vitesse Q, et de celle qui lui est communiquée, pendant le même temps, par les forces motrices qui peuvent agir sur le système, indépendamment des percussions. Décomposons la vitesse U en deux autres, l'une égale à Q, et l'autre que je représenterai par P. Faisons des suppositions semblables à l'égard des autres points m', m", etc., du système, et désignons, par rapport a ces points, par L\ Q', V; L", Q", P", etc., les quantités analogues à U, Q, P. L'équilibre existera dans le système, soit au commencement, soit à la fin du temps entre les quantités de mouvement perdues mP, «P'.as'PVlc. En effet, décomposons la durée «des percussions en un nombre infini d'instans infiniment petits, Soient r l'un de ces insUns, m*r, m'm'r, «.'Vr, etc., les parties infiniment petites de asP , nt'P' , ta"P",etc, perdues pendant cet instant, et, comme précédemment mpr, m'fVr , as"p'V , etc., les quantités infiniment petites de mouvement, provenant des forées motrices, et perdues dans ce mémo instant. D'après l'énoncé du n° 360, il y aura équilibre, dans le système, entre ces deux groupes de quantités de mouvement; chacune des équations relatives à cet équilibre sera de la forme : Am«r -f A'mVr + A"m'V'r + etc. + Bwpr + B'myr + B'Wy'r + etc. = 0, en désignant par A, A', A", etc., B, B', B", etc., des coeflkiens dépendens des positions des mobiles; et cette équation subsistera pendant toute la durée • des percussions. La somme des valeurs de son premier membre qui répondent à tous les instaus de cette durée, sera donc égaie k séro; mais, dans cette sommation, on pourra regarder les coefliciens comme invariables, puisque, par hypothèse, les positions des points as, sa', as", etc., ne changent pas sensiblement pendant toute la durée des percussions ; de plus, les sommes des valeurs de m-*r, roVr, sVV'r, etc., seront les quantités de mouvement asP, m'F, e»"P", etc. ; cello de mpr, mïp'r, m'y r, etc. , pourront être négligées par rapport aux premières , parce que les effets des forces motrices, telle que des poids et des attractions dirigés vers des centres fixes ou mobiles , pendant tes durées des percussions, sont généralement insensibles porrapport aux effets de ces autres forces ; par A«iP + A'm'P' + àW + etc. = 0. Il en sera de même à l'égard de toutes les équations d'équilibre du système, qui subsisteront toutes entre les quantités de mouvement perdues «P, as'P', m"P", etc.; ce qu'il s'agissait de faire voir. A cause de l'invariabilité des coefliciens A, A', A", etc., pendaut la durée des percussions, ces •ment ou à la fin du temps t. Pour plus de commodité, on a supposé cette durée la même pour toutes les percussions ; ce qui est permis évidemment, pourvu que • soit la durée la plus longue dee percussions que l'on considère en même temps. Les percussions proviendront, en général, dea chocs des mobiles entre eux ou contre des obstacles fixes. Il pourra arriver que pendant le temps t, ces corps gliasentun tant soit peu l'un contre l'autre oss contre ces obstacles ; ils éprouveront alors des f m t temens qui leur enlèveront de certaines quantités de mouvement : or, ou ne peut pas négliger ces quantités comme celles qui proviennent de la pesanteur et des attractions; car le frottement est une force proportionnelle à la pression, c'est-à-dire, au stant, des quantités de mouvement infiniment petites , proportionnelles à celle que la pression pourrait leur imprimer dans le même instant ; d'où il résulte que les effets des frottemens, pendant le temps •, peuvent être comparables à ceux des percussions. Ainsi, quand il y aura un glissement des mobiles pendant la durée des percussions, il faudra établir l'équilibre entre les quantités de mouvement perdues par les frottemens et celles que nous avons représentées par «P, m'P', s»"P», etc. On pourra, si l'on veut, remplacer les vitesses P, P1, P", etc., psr leurs composantes, c'est-à-dire par des vitesses égales et contraires à Q , Q', Q", etc., et par les vitesses U, 1", U", etc., ] propres directions. Cette extension du principe général de la ] mique aux quantités de mouvement de grandeur finie, servira à déterminer les vitesses des corps d'un système, soit k l'origine du mouvement, soit pendant sa durée, quand ils se rencontrent ou qu'ils viennent choquer des obstacles fixes , et , généralement, lorsque les vitesses des mobiles éprouvent ce qu'on sppelle des changement hrusquu. 354. Les différentes applications du principe général de la Dynaoique, que nous aurons à faire dans la suite de ce Traité, seront relatives à des mobiles entre lesquels il existe des liens physiques quelconques, qui agissent, en outre, l'un sur l'autre par voie d'attraction ou de répulsion à distance, et qui éprouvent des percussions à des ïnstsns particuliers. Hais avant d'aller plus loin, je crois utile de donner, dans ce chapitre , un exemple simple de trois circonstances , pour servir de ax généralités qu'on vient d'exposer. Considérons d'abord, comme dans le quatrième cas du n° 329, deux corps pesans, attachés aux extrémités d'un fil qu'on regarde comme inextensible, et posés snr deux plans inclinés, adossés l'un à l'autre. Soient h la hauteur communede ces deux plans, l la longueur de l'un deux, t celle de l'autre, m. la masse du corps posé sur le premier, m' celle du corps posé sur le second, et g la gravité. Si l'on fait abstraction du frottement, la force accélératrice du Digitized by Google
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    T DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 817 premier mobile sera égale à la composante de la pesanteur soirant le premier plan, laquelle est du second moi bile sera de même — .Désignons, au bout du temps f, par v la vitesse commune à tous les points de m, et par v' celle de tous les points de s»1; et oonvecomme négatives, selon que les mobiles descendent ou s'élèvent. Pendant l'instant dt, v et »' augde dv et aie'; mais, pendant ce même les forces accélératrices imprimeraient aux s'ils étaient libres, les vitesses positives 9h 9* — ittt—di: en vertu de la liaison des deux / 9 corps, les vitesses qu'ils perdent pendant l'instant gh gh dt sont donc — dt — dvti — dt — oV. Or, pour l V que les deux quantités de mouvement eorresponDe plus, les deux vitesses t> et v' sout égales et de signe contraire ; car, dans le mouvement dont il s'agit, l'une des deux masses descend et l'autre s'élève, en parcourant des espaces égaux sur les pions Je d'où je *' = — t>, oV = — aV cette valeur de dv dans l'équation (1); dv = (m/ il) k (as + as') if ,«7, et, en intégrant, (m/' m r r . (m 4- m') U 9* + Oi e étant U constante arbitraire. Si l'on multiplie par dt et qu'on intégre de nouveau, on aura l'espace parcouru par m sur son plan incliné; mais cette valeur de «suffit pour montrer que son mouvemont est uniformément accéléré ou retardé, selon qu'on a ml > m'ioa W< tn'l. En vertu de l'équation e' = — s», le coutraire a lieu à l'égard de as1. J'appelle T la tension dn fil auquel les deux mobiles sont attachés , laquelle est due à la force perdue à chaque instant par chacun de ces deux corps. Cette force motrice a pour valeur l'une des quantide l'équation (1), divisée par «U; on a et, en vient mettant pour de sa valeur précédente , il _ fj + l ) mm'hg (
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    818 TRAITÉ DE EÉCAIUyUE. même nature et se nière que précédemment. On peut sussi remplacer le. deux corps que l on vient de considérer, par une chaîne pesante, posée sur les deux plans inclinés. En la supposant homogène et d'une épaisseur constante , ot désignant, „„ bout du temps », p«r * et s1 les longueurs de ses deux part.es, leur. masse, seront entre elle. comme ces quantités, de lorte qu'il faudra d abord remplacer , dans l'équation (!),« .et ?L A plus , pendant l'insUnt dt , la partie, augmente de l'élément dx , qui prend la vitesse v commune à tou» se. poinU ; pour cette rai.on, la quantité de mouvement perdue par celte partie «era diminuée d'une quantité positive ou négative , et égale à vds. Par une raison semblable, la quantité de mouvement perdue par la seconde partie de la chaîne pendant le même instant, devra être diminuée d'une quantité égale à v'dx' : il faudra donc, eu outre, retrancher vds et v'dx' du premier etdu second membre de celteéquation (1), Si l'on appelle x la longueur constante de h chaîne entière , on aura , + *• = *, dx + d*' = 0i le. vite.se. * et r* de .c. deux parties .eroot d'ailleurs dx dx' v = -, V = dt dt d'où il résulte dx' = - dx eteds = t/«V ; et , leld*1 de l'équation du d> x . . dt* tm l'on a fait , pour abréger , tH' + O---, - = c. L'intégrale complète de cette équation linéaire csl Réciproquement, si cette conditiou est remplie à un instant déterminé, et qu'à cet instanlles points de la ohalne ne reçoivent aucune vitesse , l'équilibre lieu ; car la proportion donnantl + l .tant dont il s'agit, ae" + 4eet la vitesse étant pour la valeur de x , ou aura , à Tinds dt en désignant par « la base des logarithme, népériens , et par a et b les deux constante, arbitraires, dont ou déterminer, les valeur, d'après celle, de * et — , qui répondent à I =0. Lorsque toute la chaîne se trouvera sur un même plan , c'est-à-dire, lorsque la différence s - *' »era devenue égale à ± x, le mouvement changera de nature, et deviendra uniformément accéléré. Pour que la chaîne demeurât en repos , il fau drait qu'on eût a = 0 et b = 0 ; d'où l'on ~ X B5 x' = 7+7' ce qui fait voir que dans l'état d'équilibre les deux partie»' x et *' de la chaîne sont eutre elles comme les longueurs / et C des plaus inclinés sur lesquels elles sont posée»; en sorte que se» deux extrémités M trouvent dan» une même droite horixontale. d'où il résulte a = 0 et b = 0. 367. Pour second exemple de l'application du principe général de la Dynamique , considérons le mouvement de deux points matériels soumis à leur répulsion mutuelle; et, pour réduire la i au cas le plus simple, supposons qu'on ne i prime aucune vitesse initiale, perpendicu! droite qui va de l'un à l'autre; en sorte que leurs mouvemens aient lieu sur une même ligne droite, donnée de position. Soient «n et m' leurs masses; au bout du temps t , désignons par * et x' leurs distances à un point Exe , pris sur celte ligne , et par v et «" ses , de sorte qu'où ait , à cet instant, v =. — dt dx' V> = -. dt En même temps , soit R la force répulsive agissant en sens opposés sur as et m', et qui tendra , pour fixer le. idée. , à augmenter la di»tance *' et à diminuer la distance sr. Pendant l'instant dt, celte kdt force motrice imprimera une vitesse — à I* m' masse m'; et , comme l'augmentation de vitesse de Wi est réellement oV, ,1 s'ensuit que sa vilesse et Digitized by Google

  

  
    Page 245
    

  
  
    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 210 sa quantité dé mouvement perdue» pendant cet Rrft instant seront dV itRdt — m'dc La quanm> lilé de mouvement perdue par «a, dans le même «en» et dans le même instant , sera auasi — Rdf — mdm. Or, ces deux points matériels étant d'ailleurs entièrement libres, il faudra, pour l'équilibre de ces quantité» de mouvement , qu'elles soient sep ! nulles ; par conséquent, ou aura + Rdr = 0, « do* — Mt s= 0. Soit r la distance comprise entre les deux points V - s = r. dx' - dx = dr. à!ds = wtteid*' = p'dt, on tirera des «dr+m'de' = 0> 2mrdv + SmVaV = 2Rdr. En intégrant et désignant par e et c' le» deux constante* arbitraires , on aura donc mv + m'v< = c, mv> + mV» s= 2/RaV + c", La force R sera une fonction donnée de r; on pourra donc obtenir l'intégrale/ Rrfr exactement ou par approximation ; et si l'on désigne par* la valeur de r à l'origine du mouvement, et qu'on suppose cette intégrale nulle quand r = », sa valeur, à un insUut quelconque, sera une fonction de r et « que je représenterai par f(r , »). Soient aussi a et a* les vitesses initiales de m et m': on aura, à la foi», r — m, /(r, •) = 0, v = a, «,' = a', et, conséquemment , « = "■« + m'a', ©* = ma» + m'a'* ; d'où il résultera , à un instant quelconque , mv -f «V =ma + mV, 1 Ma» + m'p'. = 2f{r, .) + ma> + m'a'* . f Ces dernières équations feront connaître, à chaque instant, les vitesses des deux mobiles en fonctions de leur distance mutuelle : on en conclut que toutes les fois que eelie distance redeviendra la même, les carrés t» et «'» reprendront aussi les mêmes valeurs, et que chaque mobile une égale vitesse , dans le mémo sens ou en («) pour déterminer, par une nouvelle intégration, la valeur de r en fonction de r, ou réciproquement. D'ailleurs, en multipliant la première des équatioiu(l)par di, intégrant et désignant par * la constante arbitraire, il vient mx + m s' ^ (ma + «V; t + b. Ou connaîtra & d'après les positions initiales des deux mobiles; et cette équation, jointe i V — * = r, fera connaître leurs positions a un instant quelconque, c'est-à-dire , les valeurs de * et *' en fonctions de r ou de t, ce qui sera la solution cornpléte du problème. Si l'action mutuelle des deux mobiles était attractive, il faudrait changer le signe de R, et par suite celui de/"(r, •), dans le» formule» précédentes. Si cette force était une répulsion a certaines distance», et une attraction à d'autres distance», on prendrait pour R une fonction de r qui changerait de «igne dans l'étendue de» valeurs de la variable. Dans tous les cas, il résulte de l'équation précédente que l'action mutuelle des deux mobiles n'altère pas le mouvement de lenr centre de gravité ; car son premier membre, divisé par m mf, exprime la distance de ce centre à l'origine fixe des r et s'; en sorte que le mouvement du centre de gravité est uniforme et indépendant de ta force R. 3S8. Les équations (1) conviennent aussi au mouvement de deux corps solides, de grandeur quelconque, soumis à la force R, et dont les masses sont m et m', pourvu que les vitesses de tous les points de ces deux corps soient constamment parallèles à une droite donnée. Cette force R, répulsive ou attractive , peut alors provenir d'un ressort qui se dilate ou se contracte entre les deux i contre lesquels il est appuyé par ses ou bien encore , on peut supposer que la force R provient d'un fluide élastique qui se développe entre ces deux corps, et les repousse en sens contraire l'un de l'autre. Ce dernier cas est celui du mouvement du boulet et du canon, pendant que le premier parcourt l'ara» de la pièce. On prendra alors pour m la masse du boulet , et pour m' celle du canon. 11 faudra , ser que la totalité de la poudre se réduit en gax à l'origine du mouvement. La longueur de la okary» sera la distance initiale» des deux mobiles; et quand cette distance sera devenue r, la force R exprimera la pression que le gas, ainsi dilaté, exercera sur chacun de ces deux corps. Il faudra, en outre, faire une supposition sur la valeur de R en fonction der. Or, si la température du gax demeurait constante pendant sa dilatation, la force R f d'après la loi de Bariotte , serait en raison inverse des espaces qu'il occuperait dans l'intérieur du non. Soit donc * la pression rapportée à l'unité de surface, exercée par le gax à l'instant où la poudre vient de s'enflammer et où il occupe encore le même espace que la charge. Désignons par m la section de la charge perpendiculaire à sa longueur, qui est aussi la section intérieure de la pièce ; k* sera la valeur de R à l'origine du mouvement ; et , dans le cas de la tcnipératuro constante , nu aurait »■—, Digitized by Google
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    220 TRAITÉ DE 1ÉCAMQUE. à V i as ta nt qui répond à U distance r des deux mobiles ; car, k cet deux époques, les espaces occupés par le gai sont entre eux comme les longueurs « etr. Cette expression de R est celle qu'on a généralement adoptée, quoiqu'elle soit fondée sur deux hypothèses inexactes : la totalité de la charge ne se réduit pas en gaz avant le départ du boulet ; et pendant sa dilatation dans Pâme de la pièce, le gas formé doit éprouver de tris grandes diminutions de température Hais ces deux causes influent en sens contraire sur le décroissement de la valeur de & :1a seconde tend évidemment à rendre ce décroissèment plus rapide, tandis que l'effet de la première doit être de le ralentir, à raison des nouvelles quantités de gas qui viennent successivement s'ajouter à la quantité initiale. On suppose que cet deux causes contraires se compensent k peu près, et l'on fait abstraction de leur influence sur l'expression de R en fonction de r. Cela étant, d'après la valeur de R qu'on vient d'écrire, on aura r en observant que l'intégrale /' (r, •) est supposée nulle pour r = •. On regarde comme nulles les vitesses initiales du boulet et du canon *; en faisant donc a = 0 et a' = 0 dans les équations (1), et y substituant cette valeur de f(r, »), nous aum + s»V = 0, «n» + e»V» = 2*.« log — . r Soient l la longueur de l'ame, V la boulet k la bouche du canon, V la v pondante du recul on aura, k la fois, r = /, p = V, V = V; et l'on déduira des équations précédentes V» m (m -f- m') log — ce qui fera connaître la vitesse de projection V. Abstraction faite du signe, celle du recul sera égale m k cette vitesse V multipliée par le rapport—. m' En égalant à séro la différentielle de V» par rappart h », on déterminera' la longueur de la charge qui répond , toutes choses d'ailleurs égales , au ïière, log - = 1 ; ce logarithme est nëjiér * r,.;tn l'cianira d> et point d« U «jom «lu Jmr—I i* rlirfU r-.>r.,,,,, 191. ien, il s'ensuit «-••» U 21* cthi«r qu'en désignant, à l'ordinaire, par » la base de ces logarithmes, ou aura f ss •» ; de sorte que la valeur de «. dont il s'agit surpassera un pen le tiers de la longueur l de la pièce. 339. La masse as' comprenant celle de la pièce et de l'affût, est toujours très grande par rapport à celle du bôulet, en réduisant donc à m' le diviseur m -|- as' de U valeur de V ■ , on anr V- = log-. (2) Pour faire usage de cette formule, U i taire de connaître la constante Jk, qui représente la force élastique de ls poudre réduite an gat . a l'instant de sa plus grande intensité. Soit pour cela, D la densité de la poudre dans son état naturel ; la masse de la charge sera D** ; en supposant son poids égal au tiers du poids du boulet, on aura et l'on tirera de l'équotion (2) 3DV» * = — r 2logCette quantité Jt sera U pression wtaxima du gas de la poudre, rapportée k l'unité de surface; pour la comparer k la pression atmosphérique , soient « cette autre ptession, h la hauteur barométrique, (à, la densité du mercure, cl j la gravité ; on aura Soient aussi M le modèle des tables de logarithmes l ordinaire*, et a le logarithme de — pris dans ces ■ ubles, de sorte qu'on ait x = I log — ; il résultera de ces * _ 3MDV» A la température ordinaire d'environ 18», je prends pour les densités de la poudre et du on a aussi etk U D = 0,833*, M=13,«48; S = fl1» ,80896, h — 0-.76 , de H = 0,4342945, k V» - = {0,0063761) — Digitized by Google

  

  
    Page 247
    

  
  
    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 321 le cas de le pièce de 24, chargée au tiers du V = et il en résulte 1142. 1388 la pièce de 12, on a de même V = 403 1 — 1248 1187. ce qui En prenant la moyenne de ces deux valeurs de A, qui devraient être égales si la théorie était rigoureuse et que les données fussent exactes, nous au* = 1165. t employer dans la formule (2); mais cette expression de V* ne peut être regardée que comme une formule empirique, d'abord à raison des hypothèses sur lesquelles elle est fondée, et, en outre, parce que dans le calcul direct du mouvement du boulet dans l'am c de la pièce, il aurait fallu avoir égard à la masse de la poudre réduite en gas. En même temps que ce fluide pousse en sens opposés le boulet et le canon, une partie de la force qu'il développe est employée à transporter sa propre masse, qni n'est pas négligeable par rapport à celle du projectile ; et l'on conçoit qu'il en doit résulter une vitesse de projection moindre que si, la force élastique de la poudre restant la même , sa masse était insensible, comme le suppose l'analyse précédente. Cette remarque, due à Lagrenge, prouve la nécessité de considérer à la fois les mouvemens de la poudre et des deux masses m et m', pendant que le boulet est dans la pièce ; mais alors la question se compliqoe, et ta difficulté du calcul ne permet guère d'arriver à aucun résultat utile pour la pratique. Cest donc a 1' expérience qu'il vaudra mieux recourir pour déterminer les vitesses de projection des corps lancés par les bouches à feu. Indépendamment de la considération des portées, que nous avons déjà indiquée (n° 216), il existe un autre moyen d'obtenir eea vitesses, dont il sera question dans un dea chapitres suivans. 360. Appliquons encore le principe de D'Alembert au cas le plus simple du choc des corps , et supposons qu'il s'agisse de deux sphères homogènes, dont les centres se meuvent sur une même ligne droite, et dont tous les poinU décrivent dea Soient m et m' les masses de ces deux corps, désignons par e et »' leurs vitesses, lorsqu'ils commencent a se toucher, c'esl-n-dire, au premier in. atant du choo : o et e' seront de même signe ou de signes contraires, selon que les deux mobiles iront à la suite ou au devant l'un de l'autre. Dana les deux cas, nous regarderons la vitesse a comme positive ; «t, après le choc, la vitesse de chacun des deux mobiles sera positive ou négative, suivant qu'elle sera dirigea dans le sens de celte vitesse de m avant la choo ou en sens contraire. Quelque durs que soient les deux mobiles , ils sont toujours plus ou moins compressibles ; à raison de la différence de leurs vitesses v et e*, ils vont donc se comprimer, en s'appujant l'un contre l'autre ; et , pendant cette compression , la vitesse de l'un des deux corps , de m , par exemple, diminuera par degrés infiniment petits, et celle de as' augmentera de même , jusqu'à ce que ces deux vitesses soient devenues égales. Or, à partir de cet instant, il y aura deux cas distincts à considérer. 1° Si les deux sphères sont entièrement dénuées d'élasticité, elles cesseront d'agir Tune sur l'autre à l'instant où leurs vitesses se seront ainsi nivelées , et continueront de se mouvoir avec une vitesse commune, en restant juxtaposées et couservant les formes que la compression leur aura données. 2° Si , au contraire , les deux sphères sont élastiques , elles tendront a reprendre leur forme naturelle; en y revenant, et s'appuyant toujours l'une contre l'autre, la vitesse de m continuera de décroître graduellement , et celle de m' continuera d'augmenter : il y aura enfin un instant où ces deux corps se sépareront, et ce sera lo fin du choc. Or, dans le cas d'une parfaite élasticité, on suppose que la seconde partie du choc est tout-à-fait semblable à la première; qu'à la fin du choc , les deux corps ont repris exactement leur forme sphérique, et une vitesse commune à tous les points de chacun d'eux ; et que , pendant sa seconde partie , ils perdent ou gagnent des quantités de mouvemeot égales à celles qu'ils ont déjà perdues ou gagnées pendant la première. Le problème du eboe de deux sphères ne présenterait aucune difficulté nouvelle , et rentrerait dans celui du n 367, si leurs rayons étaient infiniment petits. Pour le résoudre complètement, lorsque leurs rayons ont une grandeur finie , il faudrait avoir égard à la propagation du mouvement dans leurs masses , et déterminer l'état des deux corps à un instant quelconque de la durée du phénomène; ce qu'on peut regarder comme impossible , dans l'état actuel de la science. Nous admettrons donc les suppositions qu'on vient d'expliquer comme étant les données de la question dont nous allons nous occuper; et en combinant ces données avc
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. • orps durs reviennent à leur forme primitive, lorsqu ils ne sont pas brisés par le choc. 361. Dans le cas des corps mous, soit m la vitesse après le choc, laquelle est commune aux deux sphères ; la vitesse perdue par m sera v — u , et la vitesse gagnée par m' sera « — e*. Si donc ces deux corps allaient au devant l'un de l'autre avec ces vitesses r — « et v — v1, il faudrait, d'après le principe du n° 353, qu'ils se fissent équilibre; ce qui exige (n° 127) que les quantités de mouvement intes à ces vitesses soient égales. Bous d'où l'on tire + m'y' (•) pour U valeur de ti qu'il s'agissait d'obtenir. Si ai' est en repos avant le choc , et qu'à raison de sa densité, cette masse soit extrêmement grande et comme infinie, par rapport à m, on aura sensiblement si = 0. La masse m' représentera alors un obstacle fixe ; et le corps , dénué d'élasticité, sera réduit au repos par le choc contre cet obstacle. On appelle foret vive d'un point matériel , ou , plus généralement , d'un corps dont tous les points out la même vitesse, le produit de sa masse par le carré de cette vitesse. La somme des forces vives de m et m' est donc mv* -f> m'v'* avanl choc , et mat' -f- m'u» après le choc. Or, il résulte de la formule (o) que la secundo somme est toujours moindre que la première ; car, sans altérer leur différence mv* + mV> - mu* - m'u' , on peut en retrancher la quantité 2u (mv 4" m'r'' — mu — m'u), qui est nulle, en vertu de l'équation (a) ; et cette différence devient alors m (v — u)» -f m' (m — »')* , qui est une quantité positive. Il y a donc toujours perte de force vive dans le choc de deux sphères dont la matière est dénuée de toute élasticité ; et cette perte est égale, comme on voit , à la somme des forces vives dues aux vitesses v — n et w — !•', perdue et gagnée par ces deux corps. Ce résultat est un cas particulier d'un théorème général qui est dû à Carnot , et que nous démontrerons par la suite. 362. Dans la première partie du choc, c'est-àdire , jusqu'à l'instant de la plus grande compression , les deux sphères se comportent toujours de même , quel que soit leur degré d'élasticité ; en sorte que la vitesse u qu'on vient de déterminer, est toujours celle qui leur est commune ii cet instant. Pendant celte première partie, la diminution de la vilesîc de m et l'augmentât' on de relie de m' ■ont donc v — u et « — v*. Or, si ces deux sphère* sont parfaitement élastiques , m éprouvera , daua la seconde partie du «hoc, une seconde diminution de vitesse égale à la première, et, conséquemment, sa vitesse à la fin du choc sera r — 2 (v— m) ou 2 m — v. En même temps, m' éprouvera une seconde augmentation de vitesse égale mu — v't et sa vitesse finale sera v* -f* 2 (« — r*) ou 2u — v'. Si donc on appelle V et V lea vitesses de as et m', après le choc, on aura V = tu — », Tsa *» — 9*i la valeur de m étant toujours donnée par la formule (n). Eu retranchant ces vitesse* l'une de l'autre, on a V — V» = • — v; ce qui montre que dans ce choc la vitesse relative des denx mobiles change de signe et conserve la même grandeur. Si la masse m' est regardée comme infinie, à raison de sa densité , par rapport à la masse as, et qu'on ait v' — ( l, on aura m = 0, et , par conséquent, V = — »; d'où il résulte que quand une sphère , douée d'une élasticité parfaite, vient frapper un obstacle fixe, elle est réfléchie avec une vitesse égale et contraire à celle qu'elle avait avant le choc. S'il s'agit , par exemple , d'une sphère pesante, qui tombe dans le vide , aur un plan horisontal et inébranlable, elle devra remonter à sa hauteur primitive. La somme des forces vives sera la même avant et après le choc t ou , autrement dit , on aura me» + m'v'* = m (2u — v)* -f- m' (2u — v')* ; équation qui se réduit à 4u (ma + m'a — mv — m'v) = 0, et qui est identique , en vertu de la formule (a). Il n'y a donc aucune perte de force vive dans le choc de deux sphères parfaitement élastiques; et ce résultat, comme celni que présente le choc de deui sphères non élastiques , est compris dans un un autre chapitre. 363. Si l'on supposa «' — m, on aura 2at = « + r'. V — r', V = r. Il y a donc échange de vitesse dans le choc de deux sphères parfaitement élastiques, dont les masses sont égales; et si l'une des deux est en repos avant le choc , l'autre demeurera en repos après le choc, et la première prendra la vitesse primitive de la seconde. Il suit de là que si l'ou a une série de billes égales en masse, et dont les centres soient rangés en ligne droite ; que la première soit seule en mouvement , et que sa vitesse, qui sera désignée par », soit dirigée suivant cette droite et du côté des autres billes ; celte première bille sera réduite au repos en Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECOPIDE PARTIE. choquant In deuxième, celle-ci prendra la vitesses», avec laquelle elle ira choquer la troisième, et sera ensuite réduite au repos ; la troisième prendra la visesscv, qu'elle perdra en choquant la quatrième; et ainsi de suite, jusqu'à la dernière, qui conservera la vitesse 0. Après cette suite de chocs, toute* les billes seront donc en repos , escepté la dernière, qui se trouvera animée de la vitesse que la première avait primitivement; et comme ce résultat est indépendant de la grandeur des intervalles compris entre les billes consécutives, il est naturel d'en conclure qu'il aura encore lieu quand ces intervalles disparaîtront , et que les billes, choquées par la première , seront en contact. Ainsi, lorsqu'une série d'un nombre quelconque de billes parfaitement élastiques , en repos , juxtaposées , égales en masse , et dont les centres sont en ligne droite , sera choquée par une autre bille élastique, égale à chacune d'elles, et en mouvement suivant la ligne des centres, celle-ci se réunira à la série qui demeurera en repos , excepté la bille placée à l'outre extrémité , laquelle se détachera seule avec la vitesse de la bille choquante : c'est, en effet, ce qu'on a souvent l'occasion de vérifier, avec des billes de billard, par exemple. En général , les lois du choc des corps sphériqnes, mous on durs , qui sont les conséquences des hypothèses du n° 360 , ont été confirmées par de nombreuses expériences, faites sur des billes égales ou inégales, de même matière ou de matière différente , et dont les vitesses avaient eutre elles différen s rapports. 364. Le mouvement du centre de gravité d'un système de corps n'est jamais altéré par le choc ou toute autre action mutuelle des mobiles. On démontrera parla suite, dans toute sa généralité, cette importante proposition , dont on u déjà vu le cas le plus simple dans le n° 367, et qu'on peut aussi vérifier dans le choc des corps sphëriques , mous ou parfaitement élastiques. Pour cela , soient s et au bout du temps t, les distances des centres de m et m' à un point fixe de la droite sur laquelle ila se meuvent. Soit aussi, à cet instant, s, la dislance au même point du centre de gravité de m et m' ; nous aurons (n« 66) (m -f m') s, = mx + mV. ci*, dx dx ("» + »•) - = - ~ + «' -i (*) dt dt dt sj dx, équation qui fora connaître la vitesse — du cendt tre de gravité , correspondante aux vitesses des deux sphères. Or, avant le choc, on a dx dx' dt dt dx, _ mv -f m'r* ~dï ~ m + m' • Après le choc, on a dx dx' dt dt dans le cas des corps mous , et dx dx1 — = 2u — v, — — ?h — dt dt dans le cas des corps élastiques. En substitusnt successivement ces valeurs dans l'équation (*), et dx ayant égard à l'équation (a), on en déduit — = m dt dans les deux cas; ce qui est la même valeur qu'avant le choc, en vertu de cette équation (a). Pur conséquent , le choc de deux sphères ne change rien au mouvement de leur centre de gravité. Comme la vitesse de ce point est toujours la somme des quantités de mouvement des corps, divisée par la somme de leurs masses, cela revient à dire que dans le choc de deux corps sphériques , mous ou élastiques , la somme des quantités de mouvement ne change pas , en ayant égard , dans cette somme, aux signes des vitesses. Si la vitesse r' de «m' est nulle, et que cette masse soit très petite par rapport à m, la quantité de mouvement imprimée à m' et enlevée à m, sera , à très peu près, mv ou 2m r , selon que ces corps seront dénués d'élasticité ou parfaitement élastiques. 366. Jusqu'à présent, 00 a assimilé la résistance des fluides à une suite de chocs du mobile contre les molécules du milieu qu'il traverse; quoi, que, selon mot , la théorie de la résistance fondée sur cette considération doive être abandonnée , il est bon, cependant, de l'expliquer ici en peu de mots. Supposons que le mobile soit un cylindre droit qui se meut dans le sens de sa longueur. Soit • l'aire de sa base, perpendiculaire à cette dinienla masse du mobile, et » la densité du fluide , liquide ou aériforme , dans lequel il se meut. Au bout du temps if appelons v sa vitesse, et m la distance de sa base antérieure à un point fixe, pris sur la perpendiculaire à ce plan , de sorte qu'on ait dx = vdt. Dans l'iustant dt , cette base parcourra l'espace dx ; le mobile frappera donc tous les points matériels du fluide , compris dans une tranche dont la base est « , la hauteur dx , et U masse fmdx. Or, on considère tous ces points comme isolés et n'ayant aucune action sur le fluide environnant; et, dans cette hypothèse, ou prend pour la diminution de lu quantité de mouvement épronDigitized by Google
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    224 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. vée par le mobile pendant cet instant dt , le produit de sa vitesse v et de la niasse frappée f*dx, ou le double de ce produit , selon que Ton compare ce choc à celui des corps dénués de toute élasticité, •iu qu'on l'assimile au choc des corps parfaitement élastiques. La première valeur Tfiêdx est celle qui s'écarto le moins de l'expérience ; en l'adoptant donc , et observant que mdv éprouve la variation de la quantité de mouvement de la masse s», dans l'instant*, nous aurons mdv = — Tf*dx ; et en mettant pour dx sa valeur vit , et divisant par*, il en résulte pour la force motrice provenant de la résistance exercée sur une surface platie , perpendiculaire a la direction du mouvement. Cette résistance est , comme on voit , proportionnelle à la densité du fluide , a la surface sur laquelle elle s'exerce , et au carré de la vitesse du mobile. En appelant h la hauteur due à celte vitesse , et g la gravité , c'est-à-dire , en faisant e» = 2aA, sa valeur devient 2af«A; en sorte qu'elle est égale au poids d'un cylindre du fluide qui aurait pour base la surface perpendiculaire a la direction de la vitesse , et pour hauteur le double de celle dont un corps pesant devrait tomber dans le vide , pour acquérir cette même vitesse. Si la direction du mouvement n'est pas perpendiculaire à la surface plane qui éprouve la résistance, on décompose la vitesse du mobile eu deux autres, l'une perpendiculaire , et l'autre parallèle à ce plan ; ou suppose que la vitesse parallèle ne donne lieu qu'à un frottement dont on fait abstraction , et que la résistance proprement dite est la même que si la vitesse normale existait seule : c'est pourquoi l'on substitue cette composante à la vitesse r dans la valeur précédente de la résistance, qui devient alors »*.r>» cos » t§ s étant l'angle que fait la normale à la surface m, avec ta direction de la vitesse ». 366. En admettant ce résultat , et l'étendant aux élémens infiuiment petits des surfaces courbes , on en conclut, par le calcul intégral , la résistance éprouvée par un corps solide de forme quelconque. Pour plus de simplicité, supposons qu'il s'agisse d'un solide de révolution , dont tous les points décrivent, avec la vitesse », dis parallèles à son axe de figure. Soient AB cet axe ( fig. 86}, et AHB ta courbe génératrice ; prenons cet axe pour celui des abscisses ; et appelons s et y l'abscisse CP et l'ordonnée PM d'un point quelconque M de cette courbe. Supposons que la plus grande section du solide, perpendiculaire à l'axe de figure , soit celle qui répond au point C, origine des coordonnées, et que CD soit , en conséquence , lu plus grande ordonnée de la courbe AHB. Le mouvement ayant lieu de B vert A, la portion de la surface qui éprouvera la résistance du milieu sera celle qui répond k la partie DMA de cette courbe. Soit dt l'élément différentiel de cette courbe au point quelconque M ; pour le cosinus de l'angle que la normule en ce point, fait avec l'axe des s, c'est-à-dire, avec la direction du mouvement ; et cet angle sera le même dans toute l'étendue de la xone engendrée par dt ta tournant autour de AB , dont la surface est Zrydt. Chacun des élémens plans de cette xone éprouvera donc une résistance normale qui sera égale au produit de cet élément , multiplié par •»» cos* ». En décomposant cette force en deux autres, I' une perpendiculaire et l'autre parallèle à Taxe AB, il est évident que les composâmes perpendiculaires à AB se détruiront deux à deux ; d'ailleurs, chaque cornposante parallèle à AB aura pour valeur la résistance normale à la xone, multipliée par cos s"; par conséquent, la somme de ces composantes, pour la xone entière , sera égale au produit de la surface Zwyds, detr» cos s, et de cos s', ou ù 2»»»« y dt* d'après la valeur de cos s*. U suit de là qu'en appelant R la résistance totale éprouvée par le solide en sens contraire de ton mouvement, et faisant CA = a, nous aurons pour la valeur de cette force motrice. Si le mobile est une sphère, le point C sera son centre , et a son rayon. En désignant par I l'angle MCA, on aura y ss a sin I, ay = « cos Ml, dt sa aafl ; et il en résultera R = 3*rp. 0«y . * cosi I sin Ml = -)- ffat vt . ce qui montre que la résistance éprouvée par une sphère est la moitié de celle qui aurait lieu sur le cylindre circonscrit, dont ma* serait la base perpendiculaire à la direction du mouvement. 367. C'est à Newton qu'est dû ce premier essai sur la résistance des fluides; et c'est lui qui a déterminé , le premier, le mouvement des corps soumis à une force dépendante de leur vitesse. En comparant le résultat de son calcul au temps observé de la chute d'une sphère qui tombe dans l'air, d'une grande hauteur, il a reconnu qu'il faudrait, pour accorder l'un avec l'autre , réduire à moitié la valeur précédente de R. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDK PARTIE. cette valeur doit être se u i; ce qui 3 ■ = — 10 En appelant D la densité delà sphère, ta ilBpl ; et ai l'on divise R par oetl appelle a la force accélératrice qui en t = ce qui est , effectivement , l expression de la résistance qne les auteurs de Balistique ont adoptée le plus généralement, et i le n<> 216. En ter lu de la formule (e), la solide de révolution qui éprouve la moindre résistance , consiste à trouver la courbe génératrice de àf est / * 7~ »; problème qu'on résoudra sans difficulté par les règles du calcul des variations, et dont Newton a donné la solution avant que d'autres géomais sans indiquer la méthode qu'il a Cette théorie de la résistance repose , comme on Ta vu , sur une comparaison vague de l'action dn fluide au choc des corps, et sur la supposition inadmissible que, dans ce choc, les molécules du fluide agissent isolément sur le mobile et nullement Tune sur l'autre. Elle est démentie par l'observation , quant à la grandeur absolue qna le calcul donne à peu près double de celle qui résulterait de l'expérience ; elle l'est aussi par rapport è la loi de la résistance en fonction de la vitesse, qui serait toujours proportionnelle au carré delà vitesse, suivant cette théorie, tandis qu'il résulte du décroissement observé des amplitudes, dans les très petites oscillations du pendule (n<> 187), que cette tites vitesses. La résistanœ qu'un fluide, liquide ou aériforme, oppose au mouvement d'un corps solide, se compose d'un frottement contre la surface, et de la résultante des pressions que ce fluide exerce sur cette surface tout entière. Pour déterminer convenablement cette seconde partie , qui est la résistance proprement dite , il faut considérera la fois les mouvement du corps et du fluide , comme je l'ai fait dans le mémoire déjà cité (no 191). Cette force peut être différente dans le mouvement oscillatoire et dans le mouvement progressif , dans les liquides et dans les gat ; et, dans ceux-ci , elle peut dépendre de leur I et non pas seulement de leur densité; ce « important à vérifier par l'expéri CIÏAPITRE II. DETERMINATION DFS MOMBNS DINERT1E ET DES AXES PRINCIPAUX. 368. Dans les chapitres ■« immenses de molécules. Quoique ce corps soit formé de molécules disjointes, les sommes relatives a ses psrties insensibles pourront être changées, sans erreur appréciable, en intégrales définies , comme dans le no 08 ; et , dans tout ce qui va suivre , on pourra traiter les parties dont il •'agit* Les intégrales définies que les équations du mouvement renfermeront seront an nombre de neuf, savoir : Jxdm, Jydm, f -dm, Jitjdm, f : idm , fytdm, fs* d», ff* dm, fs* dm; dm étant l'élément différentiel de la messe , qui répond aux trois coordonnées rectangulaires s, y, a, et les intégrales s'étendant a la masse entière du 29 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. centre de gravité; et si l'on appelle *i , y» » *> t aea trois coordonnées, on aura (n° 91) fxdm = Hx, , fydm = My, , fzdm = M*> } ice. intégralei sera nulle, lorsqu'on données. Quelle que soit cette origine , on prouvera plut • qu'on ait fxydm = 0, fixdm = 0, fysdm = 0. Les trois axes rectangulaires des s, y, m, qui font ainsi disparaître ce* trois intégrales, s'appellent des axe a principaux. Quant aux trois dernières des neufint on les exprimera au moyen de trois autres que t représentons par A, B, C, et qui seront d'où l'on tire t/nAisA + l-C 2/y dm = C + A - B, 2/ir» des = B + C - A. On appelle, en général, moment d inertie d'un corps par rapporta une droite quelconque, la somme des élémens de sa masse , multipliés par les carrés de leurs distancra à cette droite. Ainsi, A , B,C, seront les momensd'inertic du mobile par rapport aux axes des or , y , s ; car, par exemple , y* -f- s» est le carré de la distance de- dm à l'axe des*. Lorsque ces droites seront des axes principaux, noua appellerons A , B , C , des momeii6 d'inertie princiLe centre de gravité et les oses principaux ont l'avantage du simplifier les équations du mouvement , en faisant disparaître une partie de leurs termes, quand on les prend ponr origine et pour axe* des coordonnées; ils jouissent, en outre, de propriétés très importantes dans la Dynamique, ainsi qu'on le verra par lu suite. 369. La détermination des momens d'inertie est un problème de cnlcul intégral , que l'on résoudra toujours exactement ou par la méthode des quadratures. L'exemple le plus simple est le calcul du i d'inertie d'un parallélipipède rectangle et 1 gène, par rapporta l'une de ses arêtes. Prenons trois de ses arêtes adjacentes pour axes des x, y, %, et désignons par 
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. parallélipipéde en élément infiniment petits dans leurs trois dimensions. Les limites de l'intégrale relatif e à s seront les deux valeurs de cette variable qui sont données par l'équation (a) ; cette intégrale définie exprimera , en fonction de x et y, le moment d'inertie de l'un quelconque des paralléiipipèdes. L'intégrale relative a y aura pour limites les deux valeurs de cette variable , qui répondent à la même valeur de s , dans l'équation do la section de l'ellipsoïde par le plan des * et y ; elle exprimera le moment d'inertie de la tranche parallèle ou plan y et s , qui se trouve à la distance m de ce phn. Enfin , l'intégrale relative a * sera prise depuis x — — a jusqu'à * = a , et elle exprimera le moment d'inertie de l'ellipsoïde entier. En intégrant par rapport à s , il vient ( s» -f" y* ) s 
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    TRAITÉ DE 1ECAMQTJE. d'inertie de la iphère , savoir . — (a±da, exprimera S . le moment d'inertie de la couche sphérique , dont Ici rayons intérieur et extérieur sont a eto -f da. Miiintenant , supposons que la sphère ne soit pas homogène , mais qu'elle soit seulement composée de couches concentriques et homogènes, de manière qu'en appelant r le rayon d'une couche quelconque, la densité p soit une fonction donnée de r. Pour avoir le moment d'inertie de la sphère entière, il faudra intégrer celui de cette couche 8ir quelconque , savoir, — fndr , par rapport à r, et 3 étendre l'intégrale au rayon entier de la sphère ; donc , en désignant ce rayon par c, on aura 8* 3 le Si on d'inertie demandé. à celui d'une sphère homogène du même rayon , et dont la densité soit égale a la densité moyenne de celle que l'on considère , il est aisé de voir qu'il devra être, par la définition des momens d'inertie, et qu'il sera effectivement, d'après son expression, plus grand ou plus petit, selon que la densité f croîtra ou décroîtra continuellement du centre ù la surface. 372. Le calcul du moment d'inertie d'un corps homogène, terminé par une surface de révolution, se réduit à une seule intégration dépendante de la courbe génératrice , quand on le prend par rapport à l'aie de figure. On décomposera alors le solide en anneaux circulaires, d'une épaisseur et d'une largeur infiniment petites, dont chacun ait son tre dans l'axe, et soit compris, d'une part , entre deux plans perpendiculaires à l'axe, et d'une autre part, entre deux surfaces cylindriques, dont cette droite sera l'axe commun. En appelant r le rayon de la surface intérieure . r + dr celui de la surface i, et di l i distance des deux plans, le i d'un anneau sera w (r -f- dr >dx — *r>dx, ou 2*rdrdx , en négligeant le terme infiniment petit du troisième ordre. Sa masse sera donc 2*frdrdxi en désignant par f la densité du corps ; et comme tous les points de cet anneau sont à la même distance r de l'axe de figure , le produit Zir^drdx, de cette masse et de n, exprimera son moment d'inertie par rapport à cet axe. Doue ai cet axe et la courbe génératrice sont la droite AB et la ligne AMB (fig.86), et qu'on fasse AP = », PM = y, on aura le moment d'inertie de la tranche infini ment mince du solide de révolution, perpendiculaire à AB et correspondante au point P, en intégrant 2wfr» drdx depuis r = 0 jusqu'à re= y, ce qui i ~ *fyi dx. Donc aussi, si l'on désigne par I 1* longueur de l'axe AB, et par p le i nertie du solide entier, on obtiendra la valeur de /» en intégrant cette différentielle — «-ry* dx , depuis * = 0 jusqu'à * = l, et il en résultera 1 ni 2 J • Si l'on désigne par « et C des valeurs donnéesdex telles que l'on ait « < C et C < J, il suffira d'intégrer depuis * = • jusqu'à • m C, pour avoir le moment d'inertie de la tranche du solide comprise entro les deux plans perpendiculaires à l'axe, dont • et C sont les distances au point A. Si ce corps est un solide creux , compris entre deux surfaces de révolution qui ont le même axe AB , on aura son moment d'inertie, en regardant ce corps comme la différence de deux solides de révolution , dont on retranchera , l'un de l'autre , les momens d'inertie relatifs à l'axe commun. Enfin , si l'on dede révolution , comprise entre deux plans menés par l'axe de figure , il est évident que ce moment , par rapport à cet axe , serait à celui du solide en tier comme l'angle des deux plans est à quatre angles droits. 373. En prenantlademi-circonférenced'un cercle pour la génératrice A1B , et désignant le rayon par o, on aura y» = 2a* — #» , pour la valeur de y* qu'il faudra substituer dans la formule [b] ; et si l'on demande le moment d'inertie du segment sphérique dont la flèche est », pria par rapport au diamètre perpendiculaire à sa base, il faudra intégrer , dans cette formule , depuis s = 0 jusqu'à m = ce qui donne >-f„(
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    PARTIE. de m Dans le cas d'un cône entier , on fera b — 0; et s par rapporté un ne passant par le centre de gravité , on en conclut aisément le moment d'inertie du mémo corps , rapporté à tout autre aie parallèle au premier. En effet , plaçons l'origine des coordonnées au centre de gravité, et prenons le premier axe pour celui des s. Soient * et C les oordonnées du point où le second axe coupe le plan des * et y , auquel ce second aie est aussi perpendiculaire. Désignons par a la distance du centre de gravité au second axe; par r la distance d'un élément quelconque dm du corps au premier axe ; par r' la distance du même point matériel au second axe. Le moment d'inertie connu sera fr* dm, et celui qu'on demande sera fr » dm; ces intégrales s'étendant à la masse entière du solide. Or , r'» = (m - •)» -|- (y -, C)» == *• + y» — 2*x - 2Cy + + Quand le cône tronqué se changera en un cylindre, on fera b = o; et la masse étant toujours M , il en résultera 374. en multipliant par dm , intégrant et observant que *» + yi = I* , •> + Cs B ai , f^dm = fr»dm — 2mfsdm — 2Cfydm + a'/d, m , mais les intégrales fxdm et /y dm sont nulles , à cause que le centre de gravité est sur l'axe des a (u° 368); de plus, fdm est la masse entière du corps, que je représenterai par H ; par conséquent , l'équation précédeute se réduit à />'• dm = /r» dm + Mo* . Ainsi l'on aura le moment d'inertie demandé, en ajoutant à celui qui est donné la masse du corps , multipliée par le carré de la distance du centre de gravité au nouvel axe. D'après cette règle , on aura immédiatement le moment d'inertie d'une sphère homogène ou un axe quelconque, puisque ce moment est connu par rapport à tous les oxes passant par le centre de figure , qui est aussi le centre de gravité. Dans un corps quelconque , le moment d'inertie par rapport u un axe passant par son centre de gravité, sera plus petit que par rapport k tout autre axe parallèle à celui-là. Les moment d'inertie d'un même corps seront égaux , par rapport à tous les axes parallèles entre eux , et également lu centre de gravité : leur mune augmentera à mesure qu'ils s'éloigneront de ce point. 37S. Non seulement le moment d'inertie d'un corps varie avec la position absolue de l'axe auquel on le rapporte , mais il change aussi avec la direction de celte droite. Pour montrer comment celte direction influe sur la grandeur du moment d'inertie d'un corps quelconque, proposons-nous de trouver celui de la masse ■ par rapport à un aie mené par l'origine des coordonnées , et qui fasse avec les axes des *, y, s, les trois angles donnés *' Soient p la perpendiculaire abaissée de l'élément dm sur le nouvel axe, D la distance de ce point matériel à l'origine des coordonnées, t l'angle compris entre la ligne D elle nouvel axe. Les coordonnées de dm étaut jr, y, a, les cosinus des angles que fait la direction de son rayon vecteur D s y a avec les axes de ces coordonnées, seront—,—,—; D D D (u» 9) cos t = — D » -f- — cos C -f- — cos y. D D D'ailleurs, on a p = D sin l, p» = D» — (D cos *)» en sobtituant donc pour D cos S la formule précédente, multipliée por D, et mettant a» 4-y» s» au lieu de D' , il en résultera d'où l'on conclut p* = x> si ii* • -|- y» sin* C -{- a* sin» y \ — 2xy cos « cos C — 2*3 cos • cos y — 2ya cos C cos y; fp* dm = sin» «. fs* dm + sin» C. /y> dm + sin' y. /s» dm — 2 
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    230 TRAITÉ DE d'inertie fp* dm, relatif à un axe de direction et passant par l'origine des coordonnées, quand on connaîtra les six intégrales/*» dm.ff dm, f" dmjxydmj^dmjyxdm, étendues àla «nasse entière du corps , et relatives aux axes de» coordonnées. Si ces trois droites sont des axes principaux, les trois dernières intégrales seront nulles (n° 368), et la formule précédente se réduira à sin» m. fs* dm + sin» C. fy* dm -f. sin* y, fi* dm. Hais, en vertu de l'équation cos» » + cos» C -J- cos» y sin» • = cos» C -f. cos» y , sin1 C = cos* y -f- cos» «, sin' y es cos' « -j- cos' C , ce qui change la voleur de fp* dm en celle-ci : fp* dm = (/y» dm + /s» dm) COS' m. , + (/**«*» + fx*dm) cos»C, + {fs*dm + fy* dm) coVy; donc en réunissant chaque couple d'intégrales en une seule, et désignant par A, B, C, comme dans le n» 368, les momens d'inertie par rapport aux aies des *,y, s, nous aurons finalement fp* dm = A co». • -f- B cos' C + C cos» y. (c) Ainsi, il suffira do connaître les trois momens d'inertie relatifs aux trois axes principaux qui se coupent en un point donné, pour en conclure immédiatement le moment d'inertie correspondant à un axe quelconque , passant par ce point; et en combinant ce résultat avec celui du numéro précédent, on voit que le calcul de tous les momens d'inertie d'uu même corps se réduira ù déterminer les trois momens d'inertie principaux qui répondent à sou centre de gravité. Ayant calculé, par exemple (n° 370), les voleurs «Je ces trois momens d'inertie, dans le cas de l'ellipsoïde homogène, nous pouvons regarder comme connu le moment d'inertie de ce corps, pur rapport à un axe quelconque. 376. Le plus grand et le plus petit des trois momens d'inertie principaux A, B, C, qui entrent dans la formule (c), sont aussi le plus grand et le plus petit de tous les momens d'inertie du même corps, par rapport aux axespassaut par l'origine de» Soit, en effet, A la plus grande des trois quantités A, B, C; en mettant 1 — cos » C — cos » y a la place de cos » • duns l'équation (c), on aura fp* dm = A - ( A — B) cos» C — (A — C) cos» y; d'où l'on conclut que fp* dm est moindre que A, quels que soient les angles Cet y. De même, C étant la plus petite des trois quantités A, B, C, si l'on met l'équation (c) sous la forme Jp> d« = C + (A - C) cos. . + (A - B) cos» C , on voit qu'on a constamment fp* dm> C. Dans le cas particulier où les trois quantités A, B, C, sont égales, on a ausssi fp* »« — j», soit la direction de l'axe auquel le moment d'inertie/p' dm est rapporté; donc alors les momens d'inertie sont égaux par rapport à tous les axes passant par l'origine des coordonnées. Ce cas est celui de la sphère homogène ou composée de couches concentriques, lorsque l'origine des coordonnées est placée a son centre ; il a également lien pour le cube, l'octaèdre régulier et d'autres corps homogènes , dont les trois momens d'inertie principaux ne peuvent différer entre eux, en plaçant tougure. Si l'on a duiraa A = B, l'équation (c) se réJp* dm = A sin» y + C cos» y ; et cette valeur de fp* dm étant indépendante des angles a et C, le momeut d'inertie sera le même par rapporta tous les axes menés par l'origine des coordonnées, qui font un même angle y avec l'axe des s. Ce cas est celui d'un solide de révolution homogène, quand cette droite est son axe de figure. D'après ce qu'on a déjà vu dans le n» 374, nous pouvons dire maintenant que le plus petit de tous les momens d'inertie qu'un même corps puisse avoir, répond à l'un des trois axes principaux qui se coupent à son centre de gravité. Ainsi, par exemple, le plus petit de tous les momens d'inertie d'un ellipsoïde homogène , se rapporte au plus grand de ses trois diamètres conjugués rectangulaires. 377. Nous allons actuellement démontrer l'existence des axes principaux que nous avons supposée jusqu'à présent, et déterminer leur direction pour chaque point d'un corps de forme quelconque; mais, pour cela , il est nécessaire de rappeler les formules générales de la transformation des données, dont nous aurons besoin, d'ailleurs, i d'autres occasions. Soient s, y, s, les trois quelconque H, rapportées aux Ox, Oy, Oj, (fig.87 ). Désignons par xn y„ »tt les coordonuées du même point, ayant la même origine, cl rapportées aux trois axes 0x„ Oy,, 0s(, qui sent aussi perpendiculaires entre eux. Du point X, abaissons des perpendiculaires Mi> et 31 K sur l'axe Ox et sur le plan des *, et y„ et du point K, une perpendiculaire KH sur l'axe 0* ; en sorte qu'on ait 0P = x, OM^r,, KH = y„ HK := xc Digitized by Google
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    DYKA1 SECONDE PARTIE. 23! La projection sur l'aie 0*, de la ligne brisée MkHO, sera OP ; les projections de ses parties OH, U, seront égales à ces droites , multipliées par les cosinus des angles que les axes des *n Vn *n font l'axe Ox; en en faisant la naura " • as x, «M xOx, + y, cos xOy, + t( Cos xOa(. La figure suppose ces trois angles aigus , et les trois coordonnées x„ y„ s(, positives ; auquel cas leors projections tombent sur la direction même do Ox, et doivent s'ajouter en grandeur absolue; maia il est facile de s'assurer que cette équation subsistera dans tous les cas, en ayant égard aux signes des coordonnées r„ y„ *„ des cosinus, et de l'abscisse x. Par exemple, on verra aisément que si l'abscisse x, est négative, et l'angle xOx( aigu, ou bien, si cette abscisse est positive, et cet angle obtus, la projection de OH tombera sor le prolongement de Ox, et la valeur absolue de cette projection devra être retranchée ; et l'on verra , au contraire, qu'elle devra être ajoutée, quand cette abscisse x, sera négative , et qu'en même temps l'angle xOx, sera obtus ; ce qui s'accorde, dans les deux cas, avec le signe du produit *( cos xOxr On verra de même que les projections de la ligne brisée ULHO sur les axes t'y et Os, ou sur leurs prolongemens, sont toujours égales a y et s. Cela étant, si nous aurons * = axi + h,< + es,, y = «'x, + 4y, + c'a, , M = a"*, + b"y, + c"*,. cos xOx, = a, cos xOy, = 4, cos *0s, = c, cos yOx, = a', cos yOy, = b', cos y0 j, = e', cos sOx, = a", cos *0y, = b", cos aO», = c",  • » • » détermineront , sans arabiguité , U position des axes des x„ y„ a(, par rapport Ces neufs cosinus a,4, etc., sont liés entre eux par six équations, savoir: a> + o" + o"» = I, sj| + ab' + o"4" = 0, ) 4. + 6'. + 4». = , , ac + flV + oV, = 0> ( . c« + c'. + c". = 1 , be + 4 V + |V = 0. \ La première, par exemple , résulte de ce que a, o', o", sont les cosinus des angles que fait une même droite Ox, avec les trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oa; et la quatrième, de ce que cette droite Ox «t la ligne Oy(,à laquelle répondent les cosinus* 4, 4", sont perpendiculaires l'une à l'autre. On obtient aussi ces six équations en substituant I. s valeurs dex, y, s, dans l'équation + r + *• = av + y, + a,. , dont les deux membres sont le carré de OM, et qui doit être identique. En ayant égard aux équations (2), les équations (1) donnent, réciproquement, », as as + n'y + a" s , Vl = bx + b'y + 4", , a, = ex + c'y + c' a ; ) et l'on peut remplacer les équations ( 2 ) Dar celles-ci : ' V + 44' + ce' = 0, + 44" + ce' = 0, + 4'4" + c'e" = 0. à ceux des s, y, s, pourvu que Pou convienne préalablementdu sens dans lequel cesongles seront comptés. Pour plus de commodité, je supposerai que le plan des s et y soit horixontal, et que l'axe vertical des s positives soit dirigé dans le sens de la pesanteur. L'angle I s'étendra depuis xéro jusqu'à 180»; selon qu'il sera aigu ou obtus, l'axe Oa, sera situé au dessous ou au-dessus du plan des x et y : pour I — o, O*, coïncidera avec Oa, et pour » = 180», Os, tombera sur le prolongement de Oa. Dans le mouvement d'un corps solide autour du point O , les oxes Ox„ 0y(, Ost, seront des droites fixes dans son intérieur et mobiles avec lui, et les axes Ox, Oy, Oa, seront des droites fixes dans l'espace. Il pourra alors arriver que les angles 4 et a soient positifs ou négatifs, et qu'ils comprennent une ou plusieurs circonférences ; mais, a un instant quelconque, on aura toujours + = •«* + «, * = 2.V + t>, en désignant par u et s des nombres entiers, positifs Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ou négatif* , ou xéro, el par «et » des vnriablei positives et moindre» que 2«. Or, l'angle u sera compté, h partir de la droite 0*, dans le sens indiqué par la flèche t; de aorte que , par exemple , la droite ON coïncidera avec 0* pour « = o, arec le prolongement de Oy pour « — 90», avec celui de 0* pour « — 180-, et arec Oy pour « = 270». L'angle v sera compté , à partir de ON , au-dessus du plan des * et y , de manière que l'axe 0*, se trouvera au-dessus de ce plan , quand v sera moindre que 180», et audessous quand cet angle surpassera 180». Pour *=0, Taxe 0* , coïncidera avec la droite ON , et pour v = 180° , avec le prolongement ON' de ON. Dana tous les cas , l'angle I , aigu ou obtus , sera l'angle dièdre dont l'arête est ON , et dont les faces sont les angles NOx el NOx, , réduits à leurs parties u el e. La figure suppose que le* trois angles ♦»,»,», «©«ont aigus. Cela posé , lorsque l'angle 4 sera donné , on portera sa partie* sur le plan horiiontal, à partir de l'axe 0*, et dans le sens de la flèche a j ce qui déterminera la position de la droite ON. L'angle e étant aussi donné, on portera d'abord sa partie «sur le plan horiiontal , à partir de la droite ON , et dans le sens de la flèche **, c'est-à-dire , en sens contraire de ensuite, on fera tourner le plan de l'angle • autour de ON , de manière que la partie de ; adjacente a ON s'élève au-dessus du plan horiiontal. Quand ce plan aura décrit l'angle donné • , l'autre côté de l'angle a sera la véritable position de l'axe 0* , au-dessus ou au-dessous du plan horiiontal, suivant qu'on aura v < 180» ou v > 180». En aug • mentant, dans son plan, l'angle u de 90°, on aura la position de l'axo Oy,; et après avoir mené une perpendiculaire à ce plan, on prendra pour Ox, la partie de cette droite , comprise au-dessous ou audessus dn plan horixontal, selon que l'angle • sera oigu on obtus. Les trois axes 0*,, Oy„ Os,, étant ainsi complètement déterminés par rapport aux axes 0*, Oy, Ox, au moyen des angles 4 , t , • , il f«ul que »es »è«f cosinus o, 6, etc., soient des fonctions de ces trois a : b c a' : b' : e' : a" b" c" , on a cos • sin 4 sin • + cos 4 «* •> cos • sin 4 cos * — cos 4 sin a, : sin • sin 4i cos t cos 4 sin ♦ — »in 4 c0» •> cos I cos 4 cos | + sin 4 sin a, ^ (5) cos • cos 4 » : - sin I sin a , — sin • cos ■ , cos On vérifie aisément que ces valeurs de a , b , etc., reudent identiques les équations (3) et (4) , et qu'il n'en résulte aucune relation entre les angles 4- •) 379. Quoique ces formules (5) soient généralement connues, il ne sera pas il manière suivante d'y parvenir. On sait que a. C, y , étant les tmis angles d'un triangle sphérique quelconque , et A l'angle opposé au côté on a cos m = cos A siu C sin y + cos C cos y. Or, si nous imaginons unesphère décrite du point O comme centre, et d'un rayon quelconque, nous aurons d'abord sur cette surface un triangle formé par les trois arcs qui répondent aux angles NOx, N0x„ **0x„ dans lequel l'angle opposé au dernier côté sera égal à I; donc, à cause de NOx = 4 «' NOx,=t, on aura cos xOx, = a = cos • sin 4 *>" • + c01 4 co* Cette équation ayant lieu pour des valeurs quelconques de e et 4, on peut supposer que a devienne s 4- 90°; alors, l'axe 0», prendra la place de Oy„ l'angle rOtt deviendra xOy„ et l'on aura cos xOy( = b as cos i sin 4 cos » — cos 4 •'"> *>. De même, en mettant 4 + 90° à la place de 4, dana l'équation précédente, l'axe 0* ne changera dana Taxe Oy, et l'angle xOx, deviendra yOx, ; de sorte que l'on aura cos yOx, — a' = cos I cos 4 »'n • — 4 004 •• Et si l'on met à la fois dans cette équation précédente 4 + 90" et a + 90° au lieu de 4 et a, l'angle xQx, sera remplacé par l'angle yOy„ et il en résulcos yOy, = b' = cos I cos 4 cos t + sin 4 sin a. Considérons de même le triangle sphérique dont les trois côtés répondent aux angles NOx, NO*„ sOs,. L'angle opposé au dernier côté est 90» — de plus, on a N0*=4 et NOx, x= 90". En faisant A = 90« — I, C = 4,>=90», le se réduira donc à cos xOx, = c = sin • sin 4 î d'où l'on conclut aussi cos yOx, = e" == sin • cos 4 > en mettant 4 + 90° à la place de -l; ce qui change l'oxe Ox dans Oy, et l'angle xOs, dans l'angle y0*(. Enfin, dans le triangle sphérique dont les cotés répondent aux angles NOs, N0*„ *0x„ l'angle opposé au dernier côté est égal à • + 90», et l'on a N0*=90° et N0x,=a. Si donc on fait A=90«+ i, C = 90», y — a, • = »0x„ dans l'équation générale, on aura cos sOx, = o" = — »in • stn *. En mettant a + 90» a la place de a, dans ce résultat, l'axe Ox, se changera en Oy„ et l'angle «Ox, en sOy,; par conséquent, uous aurons aussi cos »0y, = V = - «m • cos a. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. Quant au neuvième cosinus c", on • e" = cos sOit es co» I. 380. Supposons maintenant que le* axes des coordonnées *„ y„ a„ soient lésâtes principaux qui se coupent au point O; d'après leur définition (n« 388), on aura fs$dm == 0, = 0, /y,s,dai = 0; («) et il s'agira de prouver que ces trois équations donnent toujours pour les angles 4, I, des valeurs réelles. En faisant, pour abréger, S SB m COS -if — y sin 4, Y = a cos • sin 4 -f* y cos I oos 4 — » lin I, et substituant les formules (6) dans les équations *, sa Y sin | + X cos e , y, = Y cos a — X sut • , s, m m sinêsin4 + ysinlcos4 + scotl. Au moyen de ces valeurs, U première équation (a) " ifo sin 2a/ (Xi - Y» ) dm = 2 cos Uf XYrfm (b) et les deux dernières deviennent cos a/Ya/bn — sin s J \* dm = o, Sin »/ï;Jrn -J. COS p/Xt^m == 0. En ajoutant ces dernières équstions après les avoir • cos t et sin a, on par — sin a et oos a, /Ya4Jm = 0, = 0, qni ne eontiennent plus l'an pie a. J'y mets peur X, Y, s„ leurs valeur, .et je fais *»-=/; /y*» «y, /Vem^A, /ys*. = fi /sa*. = y', /srysta = Vj ces six intégrales s'étendant à la masse entière du lien résulte Or, ,i i faisons (/"sin» 4 + 2A' sin 4 cos 4 + y cos* 4 - A) sin • cos • + (y» sin 4 + f cos 4) (cosi I — sin* •) = 0, [»• (cos» 4 — sin» 4 ) + — y ) sin 4 cos 4 ] sin • + («' cos 4 — f «n 4) cos • = 0. tang 4 = u, sin 4 s= cos 4 == 1/1 + «» et la tang I = (r [(/•-»)«. 2A's, + y- A] tang » + y'« + r = (j'« + /-,)Ung» Eny [(/-*) - + 2A'« + y _ *] (/'«-y') + P c i - - ) + ( f - f ) - j V « + H = fc^±il£^i^ , 10a premier membre est la même chose que [Ay« - yy' + fh> - ( kf' - tf» + ,'A') «] ( l + a» ) ; par conséquent, on aura finalement W - V - f *' + (V - /"/"' + y'*') a] [V (l - «» ) + (/•- y) «J + (*,« + n(/r'«-*')» 0. Ainsi , les équations (o) sont remplacées par les équations (6), (a), (d). Or , cette dtrnière étant du troisième degré , elle aura au moins une racine réelle; 00 aura donc une valeur réelle de « ou tang I , a laquelle répondront un angle 4 moindre qne £-*,et un aotre égal au premier augmenté de», M qui appartiendront aux deux parties ON et ON' de l'intersection du plan inconnu des a, et y,, avec le plan donné des m et y. A cause du radical \/\ -f- w> , l'équation(e) donnera ensuite deux valeurs de tang I, égales et de signe coutraire , qui appartiendront à un angle aigu et à son supplément , et , consé30 Digitized by Google
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    234 TRAITÉ DE MECANIQUE. t , à l'aie 0», et à son prolongement. Enfin , on tirera de l'équation (a) une valeur réelle de tang 2a , à laquelle répondront deux valeurs do a , dont l'une sera moindre que — « , et l'antre égale à la première augmentée de -j- ». La première étant prise pour la de l'angle M)*,, lai sera celle de l'angle llOy, ; et , en effet , tout étant semblable par rapport aux deux axes Ox, et Oy, , ils devaient être déterminés par une même équation. On voit de même que les trois racines de l'équation { , t, deviennent identiques , et alors les axes principaux sont en nombre infini. Nous pourrions déterminer ces cas particuliers par l'e équations dont il s'agit; maison y parvien facilement par les considérations suivantes. 881. D'après les formules (l) et les équations (a), qui caractérisent les axes principaux 0x„ 0y„ 0a„ on a évidemment fxydm — aa'Jx,*dm + W fy*dm-\- ce'fx,*dm, fxxdm = aa"Jx*dm + M" fy*dm + ee"fx,*dm , Jyxdm=a>a"fx*dm -f- W'Jy'dm + cV/s,»*» . Or, si les trois intégrales fs,*dm,fy,* dm, fx* dm, sont égales, ces valeurs dejxydm, fxxdm, fytdm, se réduisent à téro, en vertu des trois dernières équations (4); par conséquent, dans oe cas , les droites Os, Oy, Ox, forment un second système d'axes principaux; et comme leur direction reste absolument indéterminée par rapport aux axes 0x„ 0y( , Oz , il s'ensuit que tous les systèmes d'axe* rectangulaires qu'on peut mener par le point O , sont des axes principaux. Ce cas est celui où les trois momens d'inertie principaux sont égaux ; car, de ce qu'on suppose f*,' *» = àm — fa dm, il en résulte /(»,« -f y/) dm = /(*,• + ) •» =y(y,*+ V ) Si deux seulement des trois momens d'inertie principaux sont égaux, par exemple, ceux qui se rapportent aux axes 0x( et 0yn de manière qu'on ait /(y,« + x* ) dm = J ( V + a,. ) dm, il existera encore un nombre infini de systèmes d'axes principaux, qui auront tous unoxe commun, savoir , l'axe 0*,. En effet , dans ce cas, les deux intégrales fy* dm et/*,» dm seront égales; et, en vertu des dernières équations (4) , les valeurs de fxydm , fxxdm ,fyzdm , pourront se mettre sous la Jxydm = ce' {fx* dm — fx* dm), fxxdm = ce" {fx,* dm — fx* dm), /,.** = c'c'< {fx* dm - fs* dm). Or, si l'on fait coïncider l'axe Os avec l'axe principal 0s„ les angles xOx, et yOx, seront droits ; on aura donc c = 0 et c' = 0 , et par conséquent , fxydm = 0, fxxdm = 0, fyxdm = 0. l'axe 0a, arbie» de deux autres axes rectangulaires, trairement par le point 0 dans le plan *f,Oxtt sera un système d'axes principaux. Enfin , lorsque les trois momens d'inertie principaux sont inégaux, on peut être certain qu'il n'existe qu'un seul système d'axes principaux ; car, soit A le plus grand de ces trois momens inégaux; supposons, pour un moment, qu'il existe un second système d'axes principaux , et désignons par A* le plus grand des trois momens qui s'y rapportent : il faudrait, d'après le théorème du n<> 376, qu'on eût à la fois A> A' et A'> A ; ce qui est impossible, et rend inadmissible la supposition d'un second système d'axes principaux. 382. Les points d'un corps, quand il en existe, pour lesquels les trois momens d'inertie principaux, et, par conséquent, tous les sont égaux , jouissent , comme on le verra par la suite, d'une propriété remarquable, relativement à la rotation de ce corps. Il est donc utile de les déterminer; et voici comment on y parvient. Supposons que l'origine des coordonnées x ,y,x, soit placée au centre de gravité du mobile, et que ces coordonnées soient rapportées aux trois axes principaux qui se coupent en ce point; désignons par A , B , C, les momens d'inertie relatifs à ces axes des*, y, x; nous aurons ( n» 368 ) fxdm = 0, fydm = 0, fi dm = 0, fyxdm = (1, jzxdm = 0, fxydm — 0, /( y* + x* ) dm = A, / ( *• + a. ) dm = B, /( x* + y* ) dm = C, Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. toute» ce» intégrale» «'étendant à U dn mobile. Soient C , y , les coordonnées il des points demandés, rapportées aux aies des s, y, a, de sorte qu'on ait, pour ce point particulier, * = « , y = C , * = >. Transportons-y l'origine des coordonnées, sans changer la directiou des axes; lescoordonnéesde l'élément dm détiendront s — *, /(*-•) (y -e)dm=fsfdm f{% — >) (* — m.) dm = fis dm fty-C){>-y)dm=Jysdm ans qui se réduisent a «C = 0, >• es 0, Cy = 0, l précédentes. Or , pour satisfaire a ces , il est nécessaire que deux des trois quantités*, C, y, soient nulle». Si donc le point demandé existe, il ne peut se trouver que sur l'un des aies de» coordonnées * , y , s , c'est-à-dire , sur l'un des qui se coupent au centre de Je fais C = 0 et y = 0; ce>qui revient à supposer 4e point demandé, sur l'axe de * , à une distance « de ce centre. Alors les momens d'inertie relatifsà ce point , seront A , par rapport à l'axe des * , et, en ▼ertu du théorème du n° 374, B-j-M«« etC-f-H*» , par rapport aux parallèles aux axes des y et des a , en désignant par X la masse du corps. D'après la condition du problème , on aura donc D + aV = C + H«> = A; mais pour que ces équations soient possible», il faut qu'on ait B = C ; et quand ces deux quantités seront effectivement égales, on aura H.» = A - C; y — < , » — y. lai» si l'on veut que les moment d'inertie relatifs à toutes les droites qui passent par cette nouvelle origine soient égaux, il faut que toutes ces droites soient des axes principaux , puisque, d'après le numéro précédent , Tune de ces conditions est une suite nécessaire de l'autre. Les axes des coordonnées * — » , y — C, s — y, étant donc des axe» principaux , on aura — mfydm — Cfxdm + u.Cfdm = 0, — yfxdm — mfsdm + yfdm = 0, — Cfldm - yfydm + Cyfdm = 0; les momens d'inertie seront égaus, et dont les posi. lions sont déterminées par la formule (a). 383. En appliquant ces résultats à l'ellipsoïde homogène , on voit que s'il s'agit d'un ellipsoïde quelconque dont les trois diamètres principaux sont inégaux , il n'y aura aucun point , en dedans ou en dehors du corp» , par rapport auquel tous les momens d'inertie «oient égaux ; mai» si l'on considère un ellipsoïde de révolution engendré par une ellipse tournant autour de son petit axe, il y aura deux points sur cet axe ou sur son prolongement f qui jouiront de la propriété dont il s'agit; car, dans ce cas , deux des trois momen» relatifs aux diamètres principaux seront égaux , et le moment inégal répondant au plus petit diamètre, sera le plus grand des trois. Si l'on appelle a et b les demi-axes de l'ellipse génératrice, et qu'on suppose a < b , de «orte que a soit le demi-axe de révolution , on i B = C i qu'on ait A > C, afin que la i « «oit réelle. Cela étant, on aura pour a deux valeurs réelles , égales et «V signe contraire, — C M par conséquent, il existera deux points qui jouiront de la propriété demandée, et seront situés sur l'axe des x , à égale distance de part et d'autre du centre de gravité. Ainsi , lorsque le» troi» momen» d'inertie A, B, C, d'un corp», relatifs aux axes principaux qui se coupent à son centre de gravité , sont égaux, il n'existe aucun autre point du corps pour lequel les momens d'inertie soient tous égaux; mais si deux de ces trois momens sont égaux , et que le moment iuégal toit le plus grand des troi» , il existe , sur l'axe du at, deux points pour lesquels tous A=|Mi., B = C=fl(«.+ 4.), en faisant b — c dans les formules du n° 370 : d'après la formule (•), on aura donc pour la distance des points demandés au centre de l'ellipsoïde. Selon qu'on aura 6» > 6a« ou ô» < 6a' , ces points se trouveront sur le prolongement de l'axe de révolution , en dehors du corps , ou sur l'axe même, en dedans du corps; dans le cas de i* = 0

     ),M(c» + «» ), H(a* -\- b* ). De cette manière , on aura B = 7 H étant toujours la masse du parallélipipède, dont le volume est maintenant abc. Je suppose donc ■ (•»+«.), C = f ■(«.+ *.); qu'on ait b = c , afin de rendre égaux les mometi* d'inertie Bet C,ct; de plus, a < b, pour que A Digitized by Google
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    TRAITÉ DB MÉCANIQUE. aoit plut grand que C. L'équation (•) donne alors et selon qu'o deux poinU i,ksa *>8«, 6 = ta, * < Es , les seront situés en dehors du CHAPITRE III. DU MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR DU!» AXE FIXE. $ 1er. Mouvement d* rotation uni forme 384. Lorsqu'un système de points matériels, liés entre eux d'une manière invariable , tourne autour d'un axe fixe, auquel ils sont aussi invariablement attachés, ils décrivent des cercles perpendiculaires k cet axe , et qui ont leurs centres sur cette droite. Les arcs décrits dans le même temps par deux pointa de degrés ; leurs vitesses absolues sont entre elles comme leurs distances à cet axe; et Ton appelle rites te angulaire du système, la vitesse absolue des points dont le distance k Taxe est l'unité. En la désignant par », et la distance d'un point quelconque k Taxe de rotation par r, la vitesse absolue de ce point sera r». Cette quantité «, commune a tous tes points , variera avec le temps, quand les points du système seront sonmis k de* forces motrices qui constante dans le cas du mouvement uniforme , produit par des percussions exercées simultanément sur les différentes parties du système, qui aura ensuite été abandonné k lui-même. C'est de ce dernier cas que nous allons d'abord nous occuper. 385. Soient m, m', m", etc., les masses des points matériela que nous considérons , et r, r', r", etc., leurs distances k l'axe de rotation. Supposons que des percussions simultanées soient exercées sur tous ces points {chacune de ces forces se décomposera en deux antres , l'une parallèle k Paie , l'autre dirigée dans un plan perpendiculaire k cette droite; et l'on pourra faire abstraction de la première, dont l'effet sera évidemment détruit par la résistance de l'axe fixe. Soient dono v, r', r", etc., les vitesses dirigées dans des plans perpendiculaires à l'axe fixe, qui seraient imprimées « m, «V, m", etc., si res points matériels étuient libre». En désignant par • la vitesse angulaire du système qui en résultera, ces points prendront des vitesses r», r1» , r"« , etc. , perpendiculaires k l'axe et aux rayons r, r*, r", etc. , et, d'après le principe du n° 363 , il y aura équilibre entre les quantités de mouvement asr, m v\ mV, etc., prises dans leurs directions données, et les quantités de mouvement circulaire s*r», s*V», mrV» , etc., prises en sens contraire lieu. Pour former l'équation de cet équilibre , projetons les points m, as', m", etc., et les directions des vitesses que nous considérons, sur un plan perpendiculaire k Taxe fixe. Soit Os cet axe (fi - . 89) ; faisons passer le plan de projection par le point 0; sur ce plan , soient P la projection de as, PA la projection de la vitesse v, et PN celle de la vitesse n», laquelle est perpendiculaire au rayon r ou OP. Soit aussi p la perpendiculaire OF, abaissée de 0 sur la droite PA ; les momens des forces «w et mrm , projetées suivant PA et Pli , seront mep et s»*» ; et si l'on appelle aussi tV, p", etc. , les perpendiculaire* abaissées du même point 0 sur les | autres vitesses s»', e", etc., on aura mr» « -f- «V» « -f» asV» « -f- etc. = mvp + wlv'ff + ssV'jr" + etc., pour l'équation d'équilibre demandée (n° 867). Lorsque parmi les percussions simultanées, il y en aura qui tendront k faire tourner le système dans un sens, et d'autres dans le sens opposé, il faudra prendre, avec des signes contraires, les momens des unes et des autres dans le second membre de cette équation. Le système tournera dans le sens des forces qui donneront la plus grande somme de momens , abstraction faite du signe. En représentant par L In somme, positive ou négative, Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 237 de tout cet moment prit avec de* ligne* i blet, on tirera de l'équation précédente S indiquant une tomme qui t'étend k tons les points du système. Si toute* les vitesses », »', r", etc., sont égale* , I. sera le produit de leur valeur commune » et de la somme mp + m'pf -f m"p" + etc.; si, de plut , ce* vitesse* tont toutes parallèles entre elles , et qu'on mène par Taie 0*, un plan parallèle k leur direction commune , p, p', p", etc., seront le* distances de* points m, m', m", etc., à ce plan; et, d'après let signes qu'on donnera aux terme* de L , il faudra le* considérer comme positive* ou comme négalivet , selon que les points m, m', m", etc., seront situé* d'un côté ou de l'autre de ce plan. Par conséquent, H désignant la somme des masses m, «V, m", etc., et g la distance positive ou négative de son centre de gravité s ce même plan , non* auront (no 66) mp + my + mY' + etc. = M,i il en résultera L = Ir^, et la valeur de m devien■sy ■ ~~xm7*' Si la vitesse » est imprimés seulement k une partie de* points du tyttème, et qu'on ne communique directement aucune vitesse a l'autre partie , on de • = ïi7rJ ^ étant 1s tomme des roassea qui ont reçu la vitesse r. et /la distance du centre de gravité de cette psrtie du système au plan mené par l'aie fixe, parallèlement a la direction de v. 386. Supposons actuellement que le système des points m, m', m", etc., soit un corps solide; il suffira alors de changer, dans les formules précéden. tes , la masse m d'un point quelconque dans l'élément différentiel de la masse du corps , que nous représenterons par dm , et la somme 1 en une intégrale. La quantité Jrar» deviendra donc l'intégrale fr* dm, étendue k la masse entière du corps, et elle exprimera son moment d'inertie par rapport k l'axe de rotation ; par conséquent , la dernière formule se changera en celle-ci : fr* dm x 1 Cette formule se rapportera au cat d'un corps solide retenu par un axe fixe, et frappé par un autre corps qui s attache au premier, de sorte que ces corpt n'en forment plut qu'un seul , tour nant autour de l'axe fixe avec la vitesse angulaire «. La mette du corps choqnant est /», ta vitesse avant !« choc, qui était commune à tousses points et perpendiculaire a la direction de l'axe fixe, este, et /' exprime la distance de ton centre de gravité k un plan parallèle k cette vitesse et psttant par l'axe de rotation. L'intégrale jr* dm devra l'étendre aox deux masse* réunie* après le choc. Si le corps choquant ne restait pas attaché à l'autre après le choc, la détermination de la vitesse angulaire de celui-ci serait un problème différent, < perons dans un autre chapitre. qué simultanément par plusieurs masses f*, (*", etc., animée* de vitesses », c*, s", etc., perpendiculaire* à la direction de l'axe , qui se réuniront k ce corps après le choc , on aura , pour la vitesse angulaire qui sera produite , pif + «Vf + rVV'r + «te- . - = Jnlm ' l'intégrale s'étendant k la masse totale, et/,f, P', etc., désignant les distances des centres de gravité de ft , /»', /»"» «te » • des Ptan» mené* par l'axe de rotation, parallèlement aux vitesses», s', »",etc. Ayant pris avec le «igne -\- le premier terme du numérateur de cette formule , on prendra les autres termes avec le signe -f- ou avec le signe — , selon que les percussions correspondantes tendront k faire tourner dans le sens de celle qui répond au premier terme , ou dans le sens opposé ; et selon que la valeur de « se trouvera positive ou négative, la rotation aura lieu dans le sens de cette force ou en sens contraire. Quand on aura • = 0, le système restera en repos, et toutes les percussions se feront équilibre. Au lieu d'être simultanées, si elles sont successives, la valeur de • , après tous le* choc* , sera encore donnée par la formule précédente ; car après un premier choc le mouvement est le même k chaque instant , que si ce choc avait lieu actuellement; par conséquent , on peut supposer qu'il ait lieu k l'instant du second choc, pour déterminer la vitesse angulaire aprè* la seconde percussion ; et ainsi de suite. 387. Lorsque le mouvement de rotation cornmence autour d'un axe fixe , cette droite éprouve des percussions qu'il est important de déterminer ; elles sont dues aux quantités de mouvement perdues, à cette époque, par les différens points du mobile, qui se font équilibre au moyen de l'axo fixe, et doivent , conséquemment , se réduire k des percussions dont les directions rencontrent cet axe, ou lui sont parallèles. Le* percussions parallèles se déterminent immédiatement; ce sont les composantes, suivant cette direction , des quantités de mouvement qui ont été imprimées au mobile : nous en ferons abstraction , comme dons le n*S86; et Digitized by Google
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    238 TRAITÉ DE laire à la direction de Taxe fixe , et auquel répond la formule (1). Prenons le point P pour le centre de gravité de as et la droite PA pour la direction de sa vitesse avant le choc , de manière que f soit la distance OF de cette droite à Taie Os. Dans le plan perpendiculaire à cet axe fixe , et comprenant la droite PA , menons par le point 0 de cet axe deux autres axes rectangulaires Or et Oy. Soient s, y, s, les trois coordonnées de dm, rapportées aux axes Os , Oy , 0* ; la vitesse rm de ce point matériel étant perpendiculaire au rayon r et parallèle au plan des s et y , il est aisé de voir que les cosinus des angles qu'elle fait avec ces y * trois axes sont , — etiéro,en supposant que la r r rotation ait lieu dans le sens indiqué par la flèche «; par conséquent, elle se décomposera en deux vitesses — y« et x» , parallèles aux axes 0* et Oy. Les composantes des quantités de mouvement de tous les points du corps suivant ces directions, seront donc — mjydm et ufxdm, ou, ce qui est la même chose, — »Xy,et «Xx^en désignant toujours par H la masse entière après le choc , et représentant par x, et y, les valeurs de x et y qui répondent k son centre de gravité. Les sommes des raomeus de toutes ces quantités de mouvement , par rapport au plan des x et y, seront — mfysdm et mfstdm; elles devront être égales ( n° 54) aux momens des forces totales — mfydm et mfxdm, par rapport au même plan, c'est-à-dire, à — «My,*' et en appelant *' et a" les distances de ces deux forces à ce plan ; on aura donc My/ = fyidm, Mx,a" = fxidm , (2) pour déterminer ces deux quantités a' et a", positives ou négatives. Cela posé , les quantités de mouvement perdues par tous les points de la masse M , et qui se font équilibre au moyen de l'axe fixe, pourront être remplacées par une force «My„ parallèle à l'axe des x et située à la distance *' du plan des x et y, par une force — «Ix,, parallèle à Taxe des y et située à la distance s" de ce plan, et par la force /*vt à laquelle on conserve sa direction, du point P vers le point A. Ces trois forces se réduiront au moins à deux, qui rencontreront l'axe fixe, et exprimeront les percussions qu'il éprouve , perpendiculairement à sa longueur. Quand elles se réduiront à une seule , l'axe éprouvera une percussion unique, et il suffira que le point où il sera rencontré par cette force soit supposé fixe , pour que cet axe puisse résister. 388. Si la droite Os est un des trois axes principaux de H , qui se coupent au point 0 , on aura fxidm es 0, fyxdm = 0. Les distances s' et s" seront donc nulles ; et les forces «My, et — «Xx,, ainsi que la force /ur, étant toutes trois comprises dans le plan des * et y, la percussion unique , à laquelle elles se réduiront , passera par le point 0. Pour en déterminer la grandeur et la direction, soient R cette force, a et 6 les angles qu'elle fait avec les axes Ox et Oy , • et C les angles que fait la droite PA avec des parallèles à ces axes , menées par le point P; nous aurons R cos a = f*x cos a, -f- «Xy, , R cos b = i*v cos C — mMs, ; et comme la valeur de » est donnée par la formule (l) , et que les coordonnées x, et y, du centre de gravité de H sont aussi connues , il n'y aura rien d'inconnu dans ces valeurs des deux composantes de la force R. Puisque cette résultante doit passer par le point 0 , il faudra que la somme des momeus de ses trois composantes , par rapport à ce point , soit égale à téro. Or, en désignant par y' et x1 les distances aux axes 0* et Oy des forces «Xy, et — «XxJ( parallèles i ces droites, et ayant égard au fens dans lequel ces deux forces et la percussion /*» tendront a faire tourner autour du point 0 , on en conclura f étant toujours la perpendiculaire OF abaisséo du point M sur la droite PA. C'est, en effet, ce qu'il est aUé de vérifier; car en considérant les momens par rapport aux plans des x et a et des y et s , de toutes les quantités de mouvement parallèles à ces plans , dont les sommes sont — «Xy, et «Xx„ on aura *yy = fy% dm > =fx*dm, et ces valeurs, jointes à celles de », rendent identique l'équation précédente. Pour que Taxe fixe n'éprouve aucune percussion, il est aisé de voir qu'il faut d'abord que les distances s' et a" soient nulles; en vertu des équations (2), cela ne peut donc arriver que quand la droite Os est un des axes principaux qui se coupent au point O , ainsi que nous venons de le supposer. Cette condition remplie, il faut , en outre , que la force R soit nulle; ce qui exige qu'on ait lit cos a = — »Xy, , mo cos C = Mx,. On en déduit équation qui exprime que la droite PA doit être perpendiculaire au plan passant par l'axe fixe et par le centre de gravité de H. De plus, en désignant par r, la distance de ce point a cet axe , les équations précédentes donneront M« *• = *> M» ( x,' + y,» ) = •« ■« V i et si l'on met pour « sa valeur fournie par la formule (l) , on en conclura _ fn dm Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 2.10 Ainsi , quand nn corps solide , retenu par un axe fixe, est frappé par un second corps dont la nuise demeure attachée à celle du premier, il faut, pour qu'il n'y ait aucune percussion sur Taxe fixe, 1° que le choc soit dirigé dans le plan de deux droites qui font, avec l'axe fixe, un système rectangulaire d'axes principaux du corps formé des deux masses réunies ; 2» que sa direction soit perpendiculaire au plan du centre de gravité de ce corps et de l'axe fixe ; 3* que cette direction PA rencontre ce plan en an peint dont la distance/1 à l'axe de rotation est donnée par la formnle précédente. Ce point est ce qu'on appelle le centré de percussion. 389. Pendant qu'un corps solide tourne autour d'un axe fixe, les forces centrifuges de ses différons points exercent sur cet axe des pressions que nous •lions déterminer , et qui sont les seules qui aient lieu dans le mouvement uniforme où les points du mobile ne sont sollicités par aucune force motrice. En conservant les notations précédentes, on aura r«> dm (n<> 169) pour la force centrifuge de l'élément dm, dont la vitesse est rm , et qui décrit un cercle du rayon r ; et comme cette force est dirigée suivantleprolongementde r, les cosinus des angles * y qu'elle fait avec les axes des x, y, *, seront — , — et r r xéro. Si donc on la transporte au point ou sa direction rencontre l'axe Os, elle pourra être remplacée par deux forces comprises dans les plans *0s et yOs, parallèles ans axes 0* et Oy, et égales à xm* dm et y«* dm. La même chose ayant lieu pour tous les élémens du mobile, on en conclut que l'axe Om sera tiré , suivant ces directions , par des forces qui auront pour valeurs «* fxdm et «• /y dm , ou, ce qui est la même chose , «> M j , et •» Iy„ d'après les notations précédentes. On voit aussi que les distances s' et s" de ces deux pressions totales, au plan des x et y , seront données par les équations M z = fsidm, M y , s" =: /y zdm, (3) inverses des équations (2) relatives aux percussions. Lorsqu'on aura s' == s", les deux pressions*»» Mxj ; m* My„ seront appliquées en un même point de a ce corps , il y a donc toujours trois droites rectangulaires, passant par ce point, autour desquelles le corps peut tourner , sans que ces axes de rotation se déplacent , et comme s'ils étaient entièrement Taxe Om; elles se réduiront à une seule force pendiculaire à cette droite , dirigée dans le plan qui I le centre de gravité du mobile, et dont •> Mr,sera la valeur*, r, tre à l'axe fixe. Ce cas aura lieu tontes les fois qoe Os sera un des trois axes principaux qui se coupent au point 0. Dans ce cas, les seconds membres des équations (3) seront nuls, et l'on aura s' = 0 et s" = 0. La pression unique que l'axe éprouvera pendant le mouvement de rotation passera donc par le point 0 ; en sorte qu'il suffira que ce point soit fixe, pour que cette pression soit détruite , et que l'axe demeure immobile. Quel que soit le point fixe 0 appartenant à un corps solide, ou lié invariablement Telle est la propriété relative au mouvement uniforme de rotation , dont jouissent les droites que nous avons nommées axe$ principaux . Elle leur appartient exclusivement; car si le corps tonrne autour d'une droite Os, qni ne soit pas un des trois axes principaux relatifs au point fixe 0 , les deux pressions •> Mar, et •» My, seront, en général, irréductibles à une seule , ou bien, si elles se réduisent à une seule, k cause de*' = s", cette pression unique passera par nn point différent de O ; par conséquent, il faudra qn'un second point, ou l'axe entier, soit supposé fixe, pour que les pressions dues aux forces centrifuges soient détruites , et que l'axe de rotation ne soit pas déplacé pendant le raoovement. Quand on corps retenu par un point fixe 0 , et qni n'est soumis i aucune force motrice , aura commencé h tourner autour d'un des trois axes qui se coupent en ce point, le mouvement continuera indéfiniment autour de cette droite. Cela aura lien, par exemple, si le mobile est rais en mouvement par un choc dirigé dans le plan des deux autres axes principaux relatifs à ce point 0, puisqn'alors, d'après le numéro précédent , les percussions qu'éprouvera l'axe, dans le premier moment , se réduiront à une seule qui passera par ce point fixe , et sera détraite par sa résistance. Si 0 est un des points particuliers pour lesquels tous les momens d'inertie sont égaux, l'axe autour duquel le corps commencera à tourner sera nécessairement un axe principal ; et, de quelque manière que le corps soit mis en mouvement autour de ce point fixe, l'axe de rotation demeurera immobile. Ainsi, un ellipsoïde de révolution, ou un parallélipipède , retenu par un des points dont nous avons déterminé précédemment la position ( n° 383) , tournera toujours autour d'un axe immobile. Il en sera de même à l'égard d'une sphère dont le centre est fixe j ou d'un cube retenu par le point situé à l'intersection de ses trois diagonales ; et de plus , dans ces deux derniers cas , le point fixe étant le centre de gravité , l'axe de rotation demeurera encore immobile, quoique le corps soit pesant. Dans le cas général , les forces motrices qui agiront sur le mobile, produiront, comme les forces centrifuges, des pressions sur l'axe de rotation , qui contribueront à le déplacer, quand elles ne se réduiront pas à une seule force passant par le point fixe. 390. Si la droite 0s est un des trois axes principaux qui se coupent au centre de gravité G du corps que l'on considère, elle sera encore un des trois axes principaux do ce même corps au point quelconque 0 de sa direction. En effet , soit y la distance OG de ce centre au point 0. Sans changer la direction précédente des coordonnées * , y, s, transportons leur origine au point G ; celle de l'élément quelconque Digitized by Google
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    240 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. dm deviendront * , y , s — y ; et , d'après U défini tion des axes principaux , on aura Jx (x — y) dm — fxsdm — y fxdm = 0, fy (s — y) dm = fyxdm — y fydm = 0. Do plus, le point G étant sur l'aie des », on a fxdm = 0 et fydm = 0 ; il en résulte donc fxidm = 0 et /ysdm = 0 ; d'où l'on conclut que Os est un des trois axe» principaux qui se coupent au point 0. On déterminera la direction des denx autres oxes principaux dans le plan des * et y, par la transformation des coordonnées. Soient m' et y' celles de dm par rapport à ces deui autres axes ; il faudra qu'on ait fx^dm = 0, fs'xdm = 0, fy'xdm = 0 ; mais si l'on appelle • l'angle compris entre Taie des s' et celui des * , on aura *' = s cos I — y sin • , y' = x s i n t -}- y c o s 8 , or, en substituant ces valeurs dans les équations précédentes, les deux dernières disparaissent à cause de fxidm = 0 et jyxdm = 0 ; la devient (ces» 6 - sin. I) Jxydm + sin I cos I (/#. dm - dm) = 0; fixe 0s (6g. 90). Par un point 0, pris arbitrairement sur cette droite, menons deux autres axes fixes Os et Oy, perpendiculaires entre eux et a l'axe 0a ; et au bout du temps queloouque t. désignons par * , y, m, les trois coordonnées de dm, rapportées à ces 0*, Oy, Os. Au même instant, les composantes et i'on en tirera la valeur de ». Les intégrales que cette équation renferme pourront changer de valeur avec la position du point 0; en sorte que le long de l'axe 0s, les deux autres axes principaux ne seront pas, en général, parallèles à eux-mêmes. /,dm = 0, fxxdm = 0, /ydm = 0, /y»dm = 0, ayant lieu en même temps, il suit des deux premières que les pressions parallèles et comprises dons le plan des * et s , qui proviennent des forces centrifuges, se réduisent à deux forces égales et directement opposées; et en vertu des deux dernières équations, la même chose a lieu à l'égard des composantes comprises dans le plan des y et s. Par conséquent , lorsqu'un corps tourne autour de l'un des trois axes principaux qui se coupent à son centre de gravité, les forces centrifuges de tous ses points ne produisent aucune pression sur l'axe de rotation ; et si le mouvement a commencé autour d'un tel axe, il continuera indéfiniment , sans que cette droite ait aucun point fixe, en supposant toujours qu'aucune force motrice n'agit sur le mof.c résultat est évident dans le cas d'un ellipsoïde tournant autour d'un de ses trois axes de figure ; car tout étant symétrique autour de chacune de ces droites, il n'y aurait pas de raison pour qu'elle éprouvât une pression daus un sens plutôt i le sei §11. 391. Soit toujours dm un de la masse du mubile, tournant autour de l'axe de la vitesse, parallèles à ces droites, seront — , dt dy dt — , — . Or, quelles que soient les forces appliquées dt dt à l'élément dm , je les décompose parallèlement k ces mêmes axes j et , au bout du temps t, je désigne par X , Y, S , les composantes suivant les * , y , s , positives, de la force accélératrice donnée qui agit sur ce point matériel. Si ce point était libre, les dx dy ds composantes — , — , — , de la vitesse , augmendt dt dt te raient de Xdf, Yd/, Idt , pendant l'instant dt (u» 147) ; mais ces fonctions du temps augmentent ds dy dx -,d.-,d.-; dt dt dt stant dt, suivant les directions des coordonnées , sont dx dy dx Xdf-d.-, Ydr-d._, Idt-dt. — dt dt dt En les multipliant par dm, et divisant par dt, on (-?r> pour les composantes de la force perdue par l'élément dm , pendant cet instant dt, à raison de sa liaison avec les antres points du corps et avec l'axe de rotation. Donc , en vr-rtu du principe du n» 360, l'équilibre devra avoir lieu autour de cet axe fixe , entre de semblables forces appliquées à tous les points du mobile. Pour former l'équation de cet équilibre , il suffira 
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    DTPIASIIQUB , SECONDE PARTIE. £41 lo premier terme de l'équation (5) du n» 266, et d'égaler ensuite à séro la somme des valeurs de cette quantité, pour tous les points du corps , laquelle somme sera une intégrale étendue à la r entière. En faisant passer les différentielles dans le premier membre et les forces données dans le second , nous aurons , de cette /(4r -s s5*»-/V«-«*% m pour l'équation demandée , qui sera celle dn : vement de rotation autour de Taxe des «. 392. Soit « la vitesse angulaire au bout du temps t; et supposons que l'on considère cette quantité comme positive ou comme négative, selon que le mouvement de rotation aura lieu dans le sens indiqué par la flèche », ou dans le sens opposé. Soit aussi rie rayon du cercle que décrit dm, ou la perpendiculaire abaissée de ce point sur l'axe 0* j sa vitesse absolue sera r», et l'on cette droite , on pourra faire abstraction de la première, qui ne peut contribuer au mouvement do rotation ; la seconde , que j'appellerai a, sera la résultante de X et Y. Je projette les trois forces X , Y, a, sur le plan des * et y; je suppose que PC soit la direction de a ainsi projetée; et j'appelle h la perpendiculaire OH abaissée du point 0 sur PC on sur son prolongement. En considérant les i par rapport au point 0, on aura (n° 46) - = - r-, -- = *•> dt dt pour les valeurs de ces deux composantes. En effet, si P est la projection de dm sur le plan des * et y, et qu'on tire le rayon OP et la perpendiculaire QPP' à OP, Inquelle coupe en Q et Q' les axes 0* et Oy, on aura OP — r, cos srQP : cos yO/P' = — ; r r et comme la vitesse r» sera parallèle à la droite QPP*, ce sera par ces cosinus qu'il faudra la multiplier, pour avoir les valeurs de ses ds dy — et—. dt dt t que a» + y» = r» , on déduit de sdy — ydr = r» mdt. (2) Je différent ie par rapporté 
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    TRAITÉ DE MECANIQUE, de toutes ce» En appelant U et Vie» sommes rces.on aura , d'aprè. »• °° 391 1 et si Ton désigne par « et v le» distance» de» force» totale» U et V an plan de. • et y , on aura aussi (u» 64) ds dy En vortu de» «leur, précédente» de — et —, d» s dt* dm dy dm 7t ~~ * dt ~ ' di d*y * "* °* dp dt dt dt dm J'élimine- au moyen de l'équation (3) ; je gne par x, et y, le. au centre de gravité du i de sorte qu'on ait fsdm = M*„ fydm = My,; d,x *y en substituant en.uite le» valeur, de - et — do dt* V — Quand la vite.se angulaire « sera connue, ce. équations feront connaître les pressions U et V parallèles aux aies 0* et Oy, que l'axe 0» aura à supporter, et le» distances m et » comprises entre le point 0 et les points d'application de U elV sur cet axe. Lorsque les forces X et Y sont nulles, ces résultats coïncident avec ceux du n« 389. Quand la droite 0» passe par lo centre de gravité du mobile, on a s, = 0 et y, = 0, et , conséquemment , U =J\dm, Y = ftdm , en sorte que la charge totale de l'axe fixe est la même que dans l'état d'équilibre; mais elle est, en général , autrement distribuée. Si l'axe fixe est, en outre, un des axes principaux qui se coupent au centre de gravité, on a aussi fstdm =fyxdm I ; il en résulte U*»=/*Xde.i V. =frtdm, et U charge de l'axe se trouve partagée, dans l'état de mouvement, comme dans l'état d'équilibre. 394. Appliquons actuellement l'équation (3) au cas d'un corps pesant , tournant autour d'un axe horizontal. Si l'on désigne par g la pesanteur, et qu'on suppose l'axe Oy vertical et dirigé dans le sens de cette force , on aura X = 0, Y = y, et, à cai duira à de Jxdm = M*„ l'équation (3) se té— fr* dm = yMx, dt Au bout du temps *, désignons par • Panglecempris entre le plan mobile qui passe par le centre de gravité du corps et le plan fixe des y et m ; angle négatif, selon que le plan mobile se trouvera, relativement au plau fixe , du côté de l'axe des x positives ou du côté opposé. Soit a la distance co stante du centre de gravité à l'axe 0* } on aura de la vitewe positive ou i et, d'après le galiv«,on ce qu'on déduit également de l'équation (a), appliquées centre de gravité, c'e»t-a-dire, aux valeur* x sin I, y co» • , a, de *, y, r. Soit enfin MA» le moment d'inertie du corps par rapport à un axe passant par son centre de gravité et parallèle à Ox ; k sera une ligne de grandeur donnée; et, d'après le théorème du n° 374 , nous aurons fr* dm = H [a* + *• ), Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECOKDB PARTIE. d'inertie par rapport à Taxe de roAu moyen de ces * ni eu m de wn », fr*dm, 1 équa(4) devient rf. t ça «in I HT" a»+*« En multipliant par 2dl, et intégrant, on aura donc dl» Zga cm I AT" a. + *. ~e; • étant la constante arbitraire. Si Tôt qu'on ait , k l'origine du mouvement , m c = n» — 2 a coa et il en — + ,lun Zga (coa • — M Cette équation est celle du mouvement d'un pendule de forme quelconque , tournant autour d'un axe horizontal. Dans son état d'équilibre, le plan passant par son centre de gravité et par l'aie fixe est horizontal , et l'on i. = 0,n = 0, » = 0. On écarte le corps de cette position , de sorte que ces deux plans comprennent un angle donné •. Si on l'abandonne ensuite à lui-même, on auraft=0j si, au contraire, le mobile éprouve une percussion k l'origine de son mouvement, la vitesae initiale Cl devra être déterminée par les règles du n° 386 , ou donnée d'une manière quelconque ; et, dans tous les cas, l'équation (a) fera connaître la vitesse angulaire du mobile à un instant quelconque d'après la position de son centre de gravité. En la résolvant par rapport à dt, et intégrant , on aura la valeur de t en fonction de I, ou réciproquement ; ce qui déterminera la position variable de ce centre, et , par 396. Si ce corps pesant se réduit a un point matériel , attaché k l'axe Os par un fil ineitensible et inflexible, dont on néglige la masse, et qui soit perpendiculaire iOf, on aura le cas du pendule simple , d'après la définition du n° 179. En appelant/sa longueur, onouraa = /;M sera la masse du point matériel; et le moment d'inertie M ( a» + *• ) devra se réduire au produit de cette masse et du carré de sa distance / k l'axe fixe. On aura donc k = 0 ; t, l'équation (o), appliquée k ce cas d»» *9 1- — (oos • — cos »] = n* df i et , en effet, il est aisé de vérifier qu'elle s'accorde avec l'équation (1) do n° 180, relative au mouvement du pendule simple. En comparant les équations (a) et (6) , on voit que ce mouvement coïncidera avec celui d'un pen2j-, par lesquels ces deux équations 2g — et / •« + *■ différent l'une de l'autre , seront égaux , c'est-kdire, lorsqu'on aura >=• + -■ M Cestdonc d'après cette formule que l'on calculera , ainsi que nous l'avons annoncé dans le n° 179, la longueur du pendule simple , correspondant k un pendule donné ; les deux quantités a et A qu'elle renferme pourront toujours se déterminer exactement, ou par approximation, au moyen des règles connues, quand on connaîtra la forme du pendule composé. Lorsque ce pendule fera de très petites oscillations , il en sera de même k l'égard du pendule i pie. Si l'on désigne par T la durée d'une < , on aura donc (n« 182) En comptant , pendant un temps considérable , le nombre des oscillations du pendule composé, et divisant le temps total par ce nombre , on aura la valeur de T ; et en la substituant , dans cette dernière formule, avec la valeur de/ correspondante bu pendule qu'on aura employé, on en conclura , comme nous l'avons déjà expliqué (n° 193), la mesure de la pesanteur g avec une extrême précision. Les longueurs du pendule simple étant entre ellea comme les carrés des durées des petites oscillations , si l'on appelle x la longueur du pendule k secondes , et qu'on prenne la seconde pour unité , on aura aussi I * tV pour calculer la valeur de a d'après celles de / et T. 39fl. Si l'on trace dans l'intérieur du pendule composé, au-dessous de son centre de gravité et dans le plan de ce centre et de l'axe de rotation , une droite parallèle k cet axe, dont / soit la distance k ce même axe , le mouvement des points de cette parallèle ne sera ni accéléré ni retardé par leur liaison avec les autres points du corps. Parmi tous les points decette droite, on appelle proprement centre d'oscillation le point situé sur la même perpendiculaire k l'axe que le centre de gravité. Soient ABD (fig. 91)la section du pendule perpen . diculaire k l'oxe de rotation et passant par se de gravité , G ce centre , et C le point où celle i Digitized by Google
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    244 TRAITÉ DB MÉCANIQUE. tion est coupée par Taie ; prolongeons la droite CG jusqu'en 0, de sorte qu'on ait ft» CG t= o; GO c= — , o et , conséquemment , à* CO a a + - «= 1 o Le point Osera le centre d'oscillation; et après avoir fait osciller le pendule donné autour de Taxe perpendiculaire à la section ABD et passant par le point C, si on le renverse et qu'on le Tasse osciller de nouveau autour de Taxe passant par le point 0 et perliro à cette même section , le point C dele centre d'oscillation ; théorème que l'on énonce ordinairement en disant que les centres C et 0 de suspension et d'oscillation , sont réciproques l'un de l'autre. Eu effet, dans les deux cas , le moment d'inertie HA» est le même, puisqu'il se rapporte toujours à l'axe perpendiculaire à ABD et passant par le point G; en sorte que la quantité k* ne changera pas. De plus, soit 0' le point du prolongement de OG qui sera le centre d'oscillation , quand 0 sera devenu le centre de suspension ; en uppelant /' la distance 00', sa valeur se déduira de la formule (c), en y mettant A» OG au lieu de CG , c'est-à-dire , — au lieu de o, on f = - + o = J, 00»«=CO| o et, conséquemment , le point 0* coïncidera aveo le point C. 397. La durée des oscillations très petites , autour des deux axes perpendiculaires à ABD et passant par les points C et 0, est la même et égale à — ; /étant toujours la distance CO. Ré9 t, si la duréo des oscillations très petites est la même autour de deux axes parallèles, dont le plan contient le centre de gravité G , et qui n'en sont pas équidistans, leur distanco mutuelle sera la longueur / du pendule simple qui oseille aussi dans le même temps. En effet , soient a et o' les distance* inégales du centre de gravité h ces deux droites parallèles , et , conséquemment, a -f- a' leur distance mutuelle; soit aussi M*» le moment d'inertie par rapport à Taxe parallèle passant par le centre de gravite. Puisque la durée des oscillations est la même autour des deux droites, il faudra qu'on ait |s fti >' + - = - +-i a' a d'où l'ou tire é es a ou ai dono , en rejetant la première valeur de o', nous I* a + o» m o + — . a Par conséquent, ai l'on mesure la distance a -f- o des deux axes synchrones, on aura la longueur du pendule simple qui correspond à la durée commune Ce moyen a été employé avec succès , en Angleterre, pour déterminer la longueur du pendule simple , sans aucun calcul relatif à la forme du pendule composé •» 398. Il y a une infinité d'axes différons autour desquels les petites oscillations d'un même corps sont d'égale durée. D'abord, il est évident que lo valeur de / et la durée des oscillations seront les mêmes pour tous les tans du centre de gravité , puisque , pour tous ces axes , les quantités * et a, comprises dans la formule (c), ne varient pas. On peut aussi changer la direction de ces axes et leur distance au centre de gravité , sans que la valeur de / soit changée; car si l'on appelle », C, les ongles que la parallèle à l'axe de suspension, menée par le centre de gravité, fait avec les trois axes principaux qni se coupent en co point, et que l'on désigne par A , B , C , les momens d'inertie relatifsà ces axes, et par MA» , comme précédemment, celui qui répond à la parallèle, on aura , d'oprès l'équation (c) du n° 376 , MA» = A cos» » -f B cos» C + C cos> y, et, par conséquent , A cos» • + B cos» C 4- C cos» > , = 0 + ^ Or, on peut évidemment donner à a, », C, y, une infinité de valenrs différentes, pour lesquelles cette valeur de l restera la même. Si l'on voulait que cette fonction l fût un minimum par rapport aux variables a, », C, y, il résulte de sa forme qu'en supposant A la plus petite des trois constantes A, B, C, il faudrait d'abord qu'on eût • = 0, C = 90°, y = 90", et , conséquemment , , - Ma' + A ■ 1 SZ » d'où l'on conclut, par la règle ordinaire a = — pour la valeur de a qui répond au minimum, fM = z\/^ — pour ce minimum. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 84.5 309. Nous savons que la réslstanco  la réR = Ai cos _# — 1 JÊ A'f m cos Je désigne par f* et ? les angles que fait la nori intérieure au point I , avec des parallèles aux axes des x et des y t menées par ce point ; les composantes de la résistance suivant ces droites seront R cos ftde et R cos »dd cos . - y* cos t* = #, et cette quantité aura pour expression : A-* /{, * cos* «> + A» cos*' «fc + «te. Il est visible que ; est la longueur de la plus courte distance entre l'axe de suspension et la direction de la vitesse p» du point H , comprise dans un plan perpendiculaire a cetaxo; ; ncdcpenddono pas du temps , non plus que l'angle • et le rayon p ; par conséquent, si l'on fait ftf cos* ida ta y,ft*' cos*' .dV « y\ eto., ces intégrales y, y\ y", etc., seront des constantes dépendantes de la forme du corps , et dont les valeurs pourront être différentes dans deux oscillations consécutives. Pour déterminer leurs limites, on circonscrira au mobile, dans sa position d'équilibre, un cylindre perpendiculaire au plan vertical passant par l'axe fixe; la courbe de contact de ce cylindre avec la surface du corps divisera cette surface en deux parties , dont l'une éprouvera la résistance de l'air, pendant que le mobile se mouvra dans un sens, et l'autre, pendant qu'il se mouvra dans le sens opposé; ces intégrales devront donc s'étendre a l'une de ces deux parties pour une oscillation entière, et à l'autre partie pour l'oscillation suivante; et quand ces deux parties seront différentes, les valeurs dey, y', y", etc., le seront aussi dans deux oscillations consécutives. Ces valeurs ne changeront pas, dans le cas d'un mouvement révolutif. Cela posé , après avoir ajouté la quantité précédente au second membre de l'équation (3), ou, ce qui est la même chose , après avoir retranché cette quantité divisée par le moment d'inertie d'» H (a» + *»), do le valeur de — du u° 894 , nous df* aurons + *» H (a» + *» ) pour l'équation do mouvement d'un pendule quelconque dans un milieu résistant. On aura do même £1 — _ L 8in | B.* - R'-* -etc., d<> , pour l'équation du mouvement du pendule sim9 ga Ky («■ + *») pic dont la longueur est /; B, B', B", eto., désignant des coefhciens i Les vitesses et les positions initiales des deux mobiles étant supposées les mêmes , ai l'on veut que leurs mouvemens le soient aussi , il suffira et il sera nécessairo de prendre a» + *• B = Br = etc. Digitized by Google
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    TRAITÉ DE lÉCASIOUB. ce qui détermine la valeur de I, qui coïncider* aveo la formule (e), et celles deB, B», B", etc. , pour toute la durée de chaque oscillation. Ainsi, quelles que soient la forme d'un pendule et la lot de la résistance du milieu dans lequel il se meut, on voit qu'il y a toujours un pendule simple dont le mouvement est le même que celui du pendule donné ; que la résistance du milieu dans lequel le pendule simple doit se mouvoir, se déduit de celle du milieu donné , et de la forme du pendule composé ; et que la longueur du pendule simple ne dépend que de cette forme , et nullement de la résistance. Toutefois , il n'en résulte pas que la longueur de ce pendule correspondant à un pendule donné, soit la même dans l'air et dans le vide : la perte de poids que le pendule composé éprouve dans l'air, et qui n'est pas la mémo dans IVtnt du mouvement que dans l'état de repos , influe sur la longueur du pendule simple , réduite au vide, ainsi que nousl'avons déjà dit (n° 191). 400. Pour déterminer le mouvement d'un treuil et de deux poids suspendus, l'un à la roue et l'autre au cylindre , on formera , comme dans le n° 391 , la somme des momens des forces perdues à chaque instant par tout les points du treuil, puis on ajoutera a cette somme les momens des forces perdues dans le même instant par ces deux poids, et on égalera a léro la somme totale de tous ces momens. Or, supposons qu'une corde soit enroulée sur la roue et a ttachée par un bout à un point de sa circonférence, et désignons par m la masse du corps suspendu verticalement à l'autre bout ; soit aussi m' la masse du corps suspendu verticalement à l'extrémité d'une seconde corde enroulée sur le cylindre et attachée par l'autre extrémité à sa surface; au bout du temps I, si l'on appelle « et s»' les distances des centres de gravité de m et m' au plan horitontal passant par l'axe du treuil , les forces perdues par ces masses pendant l'instant dt, seront "V ~ *») el1w' (y ~~ îîr); ,ear* momo^, por rapport à l'axe du treuil, se déduiront de ces forces en multipliant la première par le rayon de la roue que j'appellerai c, et la seconde par le rayon du cylindre que je désignerai par c' ; et parce que ces forces tendent à faire tourner le treuil en sens contraire l'une de l'autre , il faudra donner le signe -f au moment de l'une , et le signe — - au moment de l'autre. PourGxer les idées, je supposerai que ce soit la première force qui tende à faire tourner le treuil dans le sens où il tourne réellement , ou , autrement dit, je supposerai que ce soit la masse m qui descende et la masse m' qui s'élève. On en i de l'équation (3) se trouvera augmenté de gme — gm'c', et son premier d'tt d'u membre, de m—— a — m— — c'; d'ailleurs Tindt* dt* tégrale que contient le second membre sera léro , parce qu'elle doit s'étendre a tous les point» du treuil, dont le centre do gravité est aur l'axe de ;c d» u d* %p -77, — "v-^r =s(™«-«'c')i — ffdm 4- me dt du treuil et des pour l'équation du deux masses m et m'. Pendant toute la durée de ce mouvement, la vida tesse — de m est égale à la vitesse c« du point de la dt où la corde commence à se détacher de sa circonférence, et dont le rayon est horizontal ; la vioV tesse — de m' est de même égale et contraire a U dt vitesse c'm du point de la surface du cylindre , dont le royon est aussi horisontal, et qui est situé d» l'autre côté de l'axe : on a donc == Cm du' — = — &. dt (U. + „c. + «V. ) - = g[mc - mV), dt en désignant par H la masse du treuil, et par MA* son moment d'inertie par rapport à l'axo de rotation. Si l'on suppose nulles, pour plus de simplicité, les vitesses initiales du treuil et des masses m et m', on aura, à un instant quelconque, (me — tw'c') gt " MA* me» -4- m'o'» ' et, sans aller plus loin, on voit que le mouvement du treuil sera uniformément accéléré. Les tensions des cordes auxquelles les masses sa et m' sont attachées, auront pour mesure les forces perdues par ces masses; en les désignant parT etT', on aura donc et si l'on appelle p, p*, P, les poids de ces corps et du treuil, de sorte qu'on ait p—mg, ft = m'g, p = Ho , T = P (pc — ptc')pc P*. + pc» + pV. T ■ =p> + P*' + PC + P'c" Digitized by Google

  

  
    Page 273
    

  
  
    UYNAMIQl'E, SECONDE PAITIE. 247 A cause que le poids p descend, ce qui suppose pc > p'e', la tension T sers moindre que ce poids , qui serait sa «leur dans l'état d'équilibre, etla tension T' sera plus grande que p1. Les pressions exercées sur Paie du treuil par les forces centrifuges de ces difFérens points, se détruisent évidemment deux à deux, b cause de la symétrie de ce corps autour de cette droite. La ebarge totale que l'axe éprouvera pendant le mouvement, se composera donc seulement du poids du treuil et des tensionsT et T'; de sorte qu'en appelant H cette force verticale , on aura n = p + t + r. En substituant pour T et T' leurs valeurs, il en résultera (pc — pc')* ce qui montre que cette ebarge est toujours dre que celle qui o lieu dans l'état d'équilibre, et qui est égale à P -f- p + p'. 401. On appliquera ces différentes formules à la macbine tfAthood, en ; faisant c' = c, et elles feront connaître toutes les circonstances du mouvement des deux poidsinégauxpelp', dont l'un monte et l'autre descend dans cet appareil. Si l'on appelle , par exemple , h la bauteur dont le poids p descend dans un temps donné I, oo aura |a valeur de * en intégrant celle de du ou de cmdt, depuis 1=0 jusqu'à fc=l; ce qui donne h = 7 (P - PV 5»' P*» + (P + P>« " Les poids P, p, pt, ainsi que le rayon de la roue, sont donnés ; la quantité *» peut être calculée d'après U forme de U roue ; et l'on peut mesurer la hauteur h. Par conséquent, si le temps • est donné par l'observation , celte formule fera connaître la valeur dec. Hais quelque soin qu'on apporte dans cette expérience , elle ne sera jamais susceptible d'une précision comparable à celle du pendule; car, dans celleci , la durée de chaque oscillation s'obtient en divisant le temps pendant lequel le pendule a oscillé, par le nombre très grand des oscillations qu'il a faites , ce qui rendra toujours l'erreur à craindre, sur la durée d'une seule oscillation, beaucoup moindre que l'erreur inévitable sur la mesure do temps I dans la machine VAthood. On fait ici abstraction de la masse du fil auquel sont suspendus les deux poids p et p"; il serait facile d'y avoir égard de la même manière que dans le problème du n° 356; mais alors la loi du mouvement serait plus compliquée. On néglige aussi la résistance que l'air oppose aux mouvemens des deux poids p et p' : pour en atténuer l'effet, et aussi pour rendre le temps I plus facile à mesurer, on ralentira ces mouvemens, eu diminuant l'excès de l'un de ces poids sur l'autre. 402. On a aussi employé le pendule pour déterminer la vitesse des projectiles de l'artillerie. Cette machina est ce qu'on appelle le pendule de Robinê, du nom de l'ingénieur qui en a le premier fait usage : die consiste en une masse très considérable, boulet dont on veut connaître U vitesse , pénètre dans cette masse sans la traverser, et met le pendule en mouvement; on mesure la grandeur de l'arc que décrit un point déterminé de la masse totale ; d'où l'on conclut facilement sa quantité de mouvement , et, conséquemment , le vitesse du boulet è l'instant où il a atteint le pendule. Soient, en effet, AEBF (fig.92) une section du pendule par un plan perpendiculaire à l'axe fixe et par son centre de gravité, G ce centre, O le centre d'oscillation (o° 306), G le point où cette section coupe l'axe, île sorte que CGO soit une droite verticale, dans l'état d'équilibre. Soient aussi B le point ou le prolongement de cette droite rencontre la surface inférieure du pendule, BB' l'arc de cercle qui sera décrit par ce point B et dont C est le centre, E le centre de l'ouverture circulaire que le boulet fait à la surface du pendule , ou , plus généralement, la projection de ce point sur le plan de la section AEBF. Appelons p la masse du boulet, t> sa vitesse à l'instant du choc, f\n perpendiculaire abaissée du point C sur la direction de v, projetée sur le plan de AEBF, H la rousse du pendule et du boulet, a la distance du centre de gravité de H à l'axe fixe, M (a* -f k' ) son moment d'inertie par rapport à (n» 386) n — («•+«•)* pour la valeur de fl qu'il faudra substituer dans l'équation (a) du n<> 394, dans laquelle on fera aussi « — U, puisque le pendule part de sa position d'équilibre. Il s'en écartera jusqu'à ce qae la vitesse angulaire soit nulle ; par conséquent, si Ton désigne psr C l'angle BOB*, on aura, d'après cette équation (a), M* V1 f* g étant la gravité. En désignant par b la corde de l'arc BB', et par c le rayon CB, nous aurons cos C = l - JL. Je substitue cette valeur dans l'équation précédente , et j'en déduis ensuite celle de r> ; ce qui donne n> gai* (*+*•). n étant le rapport de M à /u, qui sera un très grand Digitized by Google
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    248 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Toutes le» autres quantités contenues dans cetto formule seront aussi connues. La distance e se nie* suro immédiatement -, la corde b est donnée au moyen d'un ruban attaché au point B, et passant dans un anneau fixement attaché au terrain : la partie de ce ruban qui se déroule et traverse l'anneau pendant l'élévation du pendule , est effectivement égale à 6. Si le tir est horixontal, la quantité/* est la distance de l'axe de la pièce à l'axe de rotation ; si le tir s'écarte nn peu de l'horixontalité, auquel cas la droite qui va du point E à la bouche du canon n'est plus horizontale, il est facile Je calculer, avec une approximation suffisante, la quantité qu'il faut ajouter à la distance des deux axes, ou qu'il en faut retrancher, pour avoir la valeur de/". Quant aux quantités a et Jfc, on peut les calculer d'après la forme du pendule et les densités de ses parties; mais leurs valeurs s'obtiennent aussi par l'expéOn attache une corde à la partie inférieure du pendule; on fait passer cette corde sur une barre fixe , parallèle à l'axe de ce mobile, et élevée à ta même hauteur, au-dessus du terrain; puis, à l'autre bout de la corde, on suspend un poids qui soulève le pendule jusqu'à ce que son centre de gravité se trouve au niveau de l'oxe et de la barre. Dans cette position, si l'on appelle M' le poids suspendu & la corde, et a' la distance donnée do la barre à l'axe, on a cette proportion : qui fait connaître la valeur de a. Si l'on fait faire au pendule de petites oscillations, et qu'on appello T la durée d'une oscillation entière, et I la distance du centre d'oscillation à l'axe de suspension, on aura (n« 396) a y t a» + *' i t = » \y —, / = — — — i d'où I on tire oT» a et la valeur de k sera connue d'après celle de a. Au moyen de cette valeur de a' -f A» , on aura, plus M noTao '~— ■ pour l'expression de la vitesse du boulet. 403. Si la bouche du canon n'est pas très éloignée du pendule, la voleur de e, donnée par cette formule différera peu de la vitesse de projection du boulet; et en supposant connu le coefficient de la résistance de l'air, il sera facile de calculer an moyen de la formule (5) du n° 312, la quantité dont on devra augmenter cette quantité c, pour avoir la vitesse de projection. Maison obtiendra immédiatement la grandeur de cette dernière vitesse, en attachant fixement le canon au pendule : la quantité de mouvement imprimée au pendule, ainsi composé, sera alors la masse /a du boulet, multipliée par la vitesse du boulet à la bouche du canon, dont le recul, k raison de la compressibilité de la matière, ne commencera pas sensiblement avant que le projectile ait parcouru toute la longueur de la pièce ; par conséquent, la valeur de r, donnée par la formule (a), sera celle de la vitesse de projection, sans aucune correction, et sans qu'on ait besoin de connaître le coefficient de la résistance. En tirant successivement à différentes distances données du pendule, ovec un même canon , chargé de la même manière, on aura autant de valeurs de e, dont les différences entre elles et avec celle que l'on obtient quand le canon fait partie du pendule pourront servir à vérifier la loi de la résistance de l'air, sur laquelle est fondée la formule («) du n« 212, et & déterminer le coefficient de cette résistance. On a fait, en Angleterre, nn grand nombre d'expériences au moyen du pendule de Robins, employé des deux manières que nous venons d'indiquer *. Une des conséquences les plus générales qu'on en a déduites, consiste en ce que, toutes choses d'ailleurs égales, les carrés des vitesses de projection sont à peu près entre eux comme les poids des charges, et que ce rapport approche d'autant plus d'être exact, quela longueur de la charge est moins considérable , relativement à celle du canon. * Kmttrtlti êTpérùntf t de l'injUi., I. M. . par Ch. Huttoat. parti, par YilUntrojrf, et la Digitized by Google
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    CHAPITRE IV. DU MOUVEMBNI DUR CORPS SOLIDE AUTOUR DUR POINT FIXE. $ I". Formules préliminaires. 404. Considérons d'abord en loi-même, et indépendamment des forces qui le produisent , le mouvement de rotation d'un corps solide de figure quelconque, autour d'un point fiie appartenant à ce corps, ou qui y soit invariablement attaché. Soient 0 (fig. 88) ce point; 0*, Oy, 0*, trois axes fixes et rectangulaires, choisis arbitrairement; 0*,, Oy,, Os,, trois autres aie* rectangulaires, fixes dans le corps , et mobiles avec lui autour du point 0. Dans la suite, nous supposerons que ces dernières droites sont les axes principaux du corps; mais mainlenaut leurs directions sont entièrement arbiient aussi * , y, s , les coordonnées d'un quelconque M du corps, rapportées aux preaxes , et *„ y,, *„ ses coordonnées rapportées i0*„0y(, Os,, du n» 377, * = •*> + + "it y = a'x, + 4y, + c>»n a=o",,+ 4"y,+ C'a,; et les neuf coefficiens a , 4 , etc., seront liés entre eux par les équations (2) , ou par les équations (4), de ce numéro. Il est évident que ces quantités a , b , etc. , sont les mêmes, à chaque instant , pour tous les points du corps; mais elles varient pendant le mouvement, et l'on doit les considérer comme des fonctions du temps. Au contraire, les coordonnées xlt y() «() *». rient d'un point k un autre du mobile; mais elles restent constamment les mêmes pour un même point, et ne varient pas avec le temps. En représentant donc le temps par #, et différentiant par rapdx da db de T = *' T + + — . dt dt dt dt dy da' aV de' ï = ''â + ''* + *';£• dm da!' db" de" dx dy dx Ce» valeurs de — , — , — , exprimeront, à un dt dt dt instant quelconque, les composantes parallèles aux axes 0*, Oy, Oa, de la vitesse du point M. Si donc on veut connaître les points du corps dont la vitesse est nulle à cet instant , on les déterminera en égalant ces quantités à xéro; ce qui donne *,eu + y(d4 + s, = 0, xlda"+yldb"+ a,«V'=0. Or, en ajoutant ces équations, après les avoir multipliées par e , a», c"; faisant , pour abréger, cdb + e'db' + c"d5" = pdt, cda + c'da' + c"do" = — f* ; et observant que l'équation c» + e'» + c"» ss 1 donne ede + e'dc1 + c" oV' = 0 ; il vient py, - qx, es 0. Si l'on ajoute ces mêmes équations (1), après les avoir multipliées par 4, b', b", on trouve rx, - P'-t = », en faisant , pour abréger, Mo + Vda< + b"da' = rdt , et observant que l'équation b* -f- -f. 4"» — i donne bdb -f l'df -f b"db" — 0 , et que, d'après l'équation 4c + 4V + 4"c" = 0 du n» 877 , on a bdc + b'de' + 4'oc" = — cdb — c>db' — e"db" = — pdt. 32 Digitized by Google
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    TRAMÉ DE MÉCANIQUE. i , les équations (1) étant multipliée» par a , a1, a", et ensuite ajoutées, il en résulte ?*, = rg, = 0; car on a a
  
    Page 277
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 29.85% accurate
    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 251 dx dy dx d'après le* valeurs précédentes de — , — , — ; et dt dt dt l'on aura , pour sa distance à l'axe de rotation , ain IOs, = l/l — cos» 10*, = vitesse absolue par cette dis\/ do* + de'* + de". pour la vitesse angulaire. Or, — pdt = bdc + Vdc' + 6"dc", qdt tsa oio + «»aV + o"d«" j d'où l'on déduit, en ayant égard aux équations du n° 377, (p* + g« ) dt* = de* + dV» + de"' - (ede + c'd* + c"dc"> ; quantité qui se réduit à de» •f-dc'» + dc"» , à cause de ede + e'dc' + e"de" = 0. Donc , en appelant si la vitesse angulaire au bout du temps f , et la considérant comme une quantité positive, on aura simplement • = |/V + î' + r* . On voit que cette vitesse sera constante toutes les fuis que la position de Taxe de rotation sera invariable; mais la proposition inverse n'est pas également vraie ; et il est possible que l'axe instantané change de position , sans que la vitesse angulaire change de valeur, ou , autrement dit, il est possible qne les quantités p, g, r, soient variables, et que la valeur de « demeure constante. 407. On appelle p, qt r, les composantes rectangulaires de la vitesse de rotation » autour des axes Ox, , 0y(> Os,; et l'on dit aussi que chacune de ces trois quantités est la vitesse angulaire du mobile aotonr de l'axe correspondant. Or,les équations (3) peuvent être remplacées par p = .cosI0*n ?=*cosI0y,, r = „cosI0j(; et l'on peut écrire les équations (4) sous cette f« • cos I0# = ap + bq -f er, • cos IOy = dp + b q + cV, - cos 10* = «<>+ i"y+ c"r,d'où l'on conclut que la décomposition des vitesscs do rotation suit les mêmes lois que celle des vitesses de translation, en remplaçant les directions de celles-ci par les directions des axes de rotation. La résultante « étant une quantité positive, et ayant pris la partie déterminé 01 de la droite 10V pour l'axe auquel elle se rapporte, les composantes p, qt r, dont les axes sont 0*,, 0y(, 0*(, seront positives ou négatives , selon que ces droites feront dis angles aigus Ou obtus avec l'axe 01; et généralement , on devra regarder comme égales , mais de lignes contraires, les composantes de » rapportées aux deux parties d'une même droite , ou dont les a\es seront le prolongement l'un de l'autre. 408. Non seulement on peut, au moyeu des trois quantités f>, ç, r, déterminer la vitesse angulaire do corps et la position de son axe de rotation , par rapport aux axes mobiles 0x„ 0y„ Os,, mais on peut aussi exprimer les vitesses et les forces accélératrices de ses différens points , décomposées suivant ces trois axes; ce qui nous servira, comme on le verra bientôt , à trouver de la manière la plus directe, les équations de son mouvement de rotatiou. En effet, les composantes de la vitesse du point H dx dy ds étant — , — , —, par rapport aux axes fixes 0* , dt dt dt Oy , Os, il s'ensuit que les composantes de la même vitesse, par rapport aux axes 0x„ 0y„ 0*„ seront dx dy dx a - + a' - + o" -, dt dt dt dx dy dx *- + *- + •"-, dt dt dt ds dy dx • - + «' - + «" - . dt dt dt d'après les notations du n° 377 , et parce que la composition des vitesses suit les mêmes lois que celle des forces. Or, en substituant dans ces cxdx dy dx pressions les valeurs de — , — , —, du n° 404, dt dt dt et effectuant des réductions qu'on a déjà faites dons ce numéro , on trouve dx dy dx a - + a' - + a" - = qx, - ry„ dt dt dt ds dy dx b - + *' - + A" - = dt dt dt ds dy ds c - + c' - + c" - = py, - 1'» dt dt dt par conséquent, les trois quantités çs, — ry(, rx, — pzt, py, — qsn qui sont nulles pour tous les points du corps situés sur l'axe instantané de rotation , expriment, pour un autre point quelconque I , les composantes de sa vitesse , parallèles aux droites Os-,, Oy,, 0»,. Digitized by Google
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    On tire de cet TRAITÉ DE MÉCANIQUE. , en ayant égard à celle* do n° 877, — = o {çm, - ry,) + I (r*, - ps,) + o fa - qxt), ai * - = a' (9s, - ry,) + b< (rx, - ps,) + c> (py, di dl = a''(ç,( _ ry,) + V{r*t - pmt) + «"G*, - 9*»); d* et en différentiant par rapport à I, il vient d«s — = a [Mflq — y,dr) + 6 (*ylr - s,dp) + e (y,dp - * cJj) + (9«, - «*« + (»», - P») + fa, _ g,,)rfc". d«jr d*y d»s accélératrice du point H ; si donc on désigne par p„ qn r„ les composantes de la même force , | tes parallèles aux axes 6*es Ox, Oy, O*, de la force l lèles aux axes 0#,, Oy„ O*,, on aura P. 9, d* s d* y d> s = • dir+a'ir + 0"dïr' Or, en celles du n° 404 , oo trouve P,* = *A 9,* = *,«V d*x de ■— » dl« yA + (py, */d? + (rx, d»y d,; 9*,) 9d* + {p*, ry,) r* + (ç«( P*,) Pàt + (ry, rx,) rdl, 9«j — (9*1 — ry,)y,l*", M = /1(9*i - m,)*, — (py. — 9*>i]*"i N = /[fpyj — 9x/)y, — (r*< — p*i)ai]Jm '■> les intégrales s'étendant à la masse entière du mobile. On simplifiera ces valeurs en prenant pour Ox, , Oy(, Os, , les trois axes principaux du corps qui se coupent au point O ; ce qui rendra nulles les trois intégrales /x(y,dm, /V,d cl en Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 263 désignant par A, B, C, les trois , da sorte qu'on ait /( y,* + v )*» = a , /( V + )*» = B, /( •/ + y,» ) = — , cos mOy, = G le sens opposé , le moment L (o» 274) et par suite la vitesse r, seront des quantités positives, ou des quantités négatives; et , réciproquement , le signe de r fera connaître, a chaque instant, lé sens de rotation autour de Os . D'après les théorèmes du n* S8l , si Ton désigne par G le moment principal des quantités de moui,on aura G = |/ A» p» + D» q* + C« rs ; en regardant ce radical comme une quantité positive» si la droite Om (fig. 93) est l'axe de ce moment, sa direction par rapport aux axes mobiles 0*,, 0y„ 0s„ sera déterminée par les formules Bç Cr — , eos mOs, = — ; (5) G G et pour déterminer s* direction par rapport anx «et fixes Ox, Oy.Os, on aura G cos mOx = A/M + Bqb + Oc, J G cos mOy = àpa' + Bo* + Cr*, (fl) G cos mOs = Apa"+ Bqb» + Oc"; ) équations dont les seconds membres sont les momens des quantités de mouvement du mobile par rapport aux axes fixes Ox, Oy, Os. 410. La position de ce mobile a chaque instant , par rapport aux axes fixes, dépend des trois angles 4, », du n° 378; car au moyen de ces angles, les trois sections du corps que l'on a prises ponr les plans mobiles des coordonnées x, . y t , » , , sont déterminées de position à l'égard de ces plans fixes ; et il suffit même de connaître la position de deux sections non parallèles d'un corps solide, pour que les positions de tous les points de ce corps soient entièrement connues. D'ailleurs, quand les angles 4, I, a, seront connus, les coefficiens a, 6, etc., le seront aussi, et l'on connaîtra, par conséquent, les coordonnées x, y, a, d'un point quelconque du mobile. Le problème du mouvement de rotation autour d'un point fixe se réduit donc , en dernière analyse, à déterminer eu fonctions du temps, les valeurs de 4, », Or, quand les valeurs dep, q, r, sont connues, celles de ces trois angles dépendent de trois équations du premier ordre , que l'on obtiendra en substituant les valeurs de a, ô, etc. (n» 378), en fonctions de 4, », •, et celles de leurs différentielles, dans les valeurs de pdt t qdt, rdt , savoir : pdt — — bdc — Vdd — A"dc" , qdt = ade + a'dtf 4. a"dc"t rdt = bda + b'da' + b»da". Les valeurs de c , tf^e", ne contenant pu* l'angle a, il s'ensuit que celles de pdt et qdt ne contiendront pas sa différentielle; et comme les valeurs de b, 4», 6", se déduisent de celles de a. a', a", en augmentant a d'un angle droit, la valeur de — pdt se déduira de même de celle de qdt. Le coefficient de d» sera l'unité dans la valeur de rdt; car, d'après les formules du n° 378, on a da da' da" d'où il résulte da da' jun 6 _ + 4» _ + y =i. + V* 4- V = 1, da de 
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    254 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. 411. Il existe entre les cosinus a, 6, etc., et les i utiles dans beaucoup d'occasions, et qui sont exquantités p . o , r, des relations qui peuvent être | primées par les équations différentielles de sb (09 — bp) dt, de' = (d'y — b'p) dt, de'1 = {a"q — b"p) dt , ) db = \cp — ar) dt, db> r= {c'p — a'r) dt, db'' = (c"p — a"r) dt, l (8) da = (br — co) dt, da! = {Vr — c'a) dt, da» sa (b"r — c"q) dt. \ On obtient les trois premières de ces équations , en ajoutant les équations ado + a'dc' + a"dc" = qdt, bdc + i'dc' + b"dc" =-pdi, ede + c>dc< + e>'de" = 0, après les avoir multipliées respectivement, soit par a , b , c , soit par a' , b', c', soit par  268), qui seront, relativement à ces forces, - f*) *, - (X, - p,) y,] dm = 0, /Pi -F*) »|- (Z, -r,)#,]d» = 0, f[h ~ O y, - (Y, - qt) *>] dm = 0; les intégrales s'étendant à la masse entière du mobile. La considération des axes principaux simplifie les termes résultant de la substitution des valeurs de p(, 5,, rM sous les signes J En observant qu'alors les intégrales / s y dm , jz r dm , j'y z dm, sont nulles, et désignant par A, B, C, les trois roomens d'inertie principaux du mobile, de sorte que A , B , C , représentent les mêmes intégrales que dans le n>409, et qu'on ait, par conséquent, f{*t — y,* ) dm == B — A. /( V — *,» ) dm = A — C, /(y,. - V)*» = C-B, les trois équations précédentes deviendront Cdr + (B — A) pqdt = Hdtt 1 Bdq + (A - C) rpdt = Qdt, (o) Adp+(C-B)?rd/ = PA, ) où l'on a fait , pour abréger, /(*.*, -y,X,)dm = R, f(M,X, - *,Z,) dm == Q, f[yl, ~ %TJ dm = P. 413. Les composantes X„ Y,, Z(, étant celles des forces données, suivant les axes mobiles 0x(, Oy(, Om,, leurs valeurs dépendront de la direction de ces droites dans l'espace , ou des trois angles 4 , I, a ; les quantités P, Q , R , seront donc des fonctions de 4 , • , • , données dans chaque cas particulier; par conséquent, le problème du mouvement de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe, conduit m six équations différentielles du premier ordre , entre les six inconnues p, q , r, 4, », », et la variable!, savoir, les trois équations (a), jointes aux trois équations (7) du n° 4 1 0. En éliminant, dans les premières équations, les trois inconnues p,q, r, au moyen des dernières équations, on obtiendrait trois équations différentielles du second ordre, relatives à 4> •> qui sont les inconnues définitives duproblémc ; mais il vaut mieux conserver les six équations du premier ordre. Digitized by Google

  

  
    Page 281
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 28.28% accurate
    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. Nons nous borneront a considérer' le cas ou la pesanteur est la seule force qui agisse sur les points du mobile. Prenons , dans ce cas , l'axe Os vertical et dirigé dans le sens de cette force constante que nous représenterons par g ; ses trois suivant les axes 0x„ 0y„ 0*„ seront X, = ,a», Y, = gb", t, = gc'\ de 377) o" = cos «Or, , A" es cos *0y„ c" cos %Qa, ; et si l'on désigne par H lu mnsse du mobile, et par • , C , y, les trois coordonnées constantes de son centre de gravité , par rapport à ces axes mobiles , a" = — fin • sin », b» = — 414. On parvient facilement à intégTer les équations (A), lorsque leurs seconds membres sont nais j ce qui a lieu quand on fait abstraction delà pesanteur, ou bien , lorsque le point fixe O est le centre de gravité du mobile , et où l'on a , conséquemmeut , m = 0, C = 0, y = 0. Les équations (A) se réduisent alors A = MC, fltdm s M7, Ca") My, -c") My, yV = h; (*) A étant une constante arbitraire. Si l'on ajoute ces mêmes équations, après les avoir multipliées par Cr,By,Ap, il en résulte Oror+B. qdq -J- A» pdp c= 0; d'où l'on tire, en intégrant, O r» + B. 9. + A» p. = A- } (j) A» étant une seconde constante arbitraire , qui ne peut être qu'une quantité positive , uiusi que la première. Ces équations [•) et(/") donnent _ A' - AA + (A — C) O' (B — A) B Eo substituant les valeurs de p cl o dons la première équation (d), et la résolvant à d/, on a Jt ±J/7b. Cdr dt = ; r [k» _ BA + (B - C) Cn ] 7 [AA — ** + (C — A) Cr» ] ~ ile par (y) On regardera le dénominateur comme une quantité constamment positive : et Ton preudra , au numérateur, le signe + ou le signe — , selon que la différentielle dr sera positive ou négative , afin que le temps soit toujours croissant , et sa diB'ércntielle toujours positive. En intégrant cette formule g . on aura la valeur de t en fonction de r; d'où l'on conclura , réciproquement, la valeur de r en fonction de t : les valeurs des trois quantités p, g, r, peuvent donc être censées connues en fonctions de cette variable, ou du moins elles ne dépendent plus que d'une seule intégrale, qui se réduira toujours aux fonctions elliptiques *. On obtiendra cette intégrale sous forme fiuie, * Ttjn, Kir c* point, W d. U TU-ri. ... sans le secours de ces fonctions, lorsque deux des trois moment d'inertie A, B, C, seront égaux, ou lorsque la conttaute A> sera égale à l'une des trois quantités AA, BA, CA. 415. Si l'on examine avec attention la forme des équations (d), et qu'on ail égard aux formules (8) du n» 41 l,on parvient à découvrir d'autres équations immédiatement intégrales. En effet, j'ajoute les équations (d), après les avoir multipliées par c, o, a ; ce qui donne [cdr+(ao — Ap) rd
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    256 TRAITÉ DB MÉCANIQUE. On trouvera Cd. c'r + Bd. Vq + Ad. a'p = 0 , Cd. c'V + Bd. Vq + Ad. o"f = 0. En intégrant, on aura donc Cr0 + Hqb + Apa =1, M + Bçft' + Apa' = l\ (A) Oc'' + BoA " + Aj»o" = f, ) /, f, étant dci constantes arbitraires. Ces trois intégrales ne sont pas des équations distinctes entre elles j car si l'on ajoute leurs carrés, on trouve, en ayant égard aux équations du n8 377, C» r« + B» g» + A» p* = l* + /*» -f f '» ; résultat qui rentre dans l'équation / : . et d'où l'on conclut, entre les constantes A, l, t, l ', la relation /• + t* + f • =s A» . Si l'on substitue dans ces équations (A), à la place de a, 6, etc., leurs valeurs en fonctions de4, I, • (n° 378), on obtiendra trois équations entre les six variables 4i •» *> F, î> r» cl ,es constantes arbitraires /, t qui devront être des intégrales des équations (?) du n» 410; et c'est en effet, ce qu'il est aisé de vérifier. Comme ces trois intégrales n'équivalent qu'à deux équations réellement distinctes, il s'ensuit qu'il doit exister une troisième intégrale des équations (7); mais avant de la chercher il est nécessaire de voir ce que signifient les équations (A). 416. D'après ce qu'on a vu dans le n° 409, elles montrent que lesmomens desquantités de mouvement de tous les points du mobile, par rapport aux axes fixes Or, Oy, Os, sont constans et égaux n /, t , t", pendant toute la durée du mouvement. En les comparant aux formules (6) de ce numéro , et observant qu'en vertu de l'équation (/), le moment principal G est égal a la constante A, regardée positive, on cos mOx l l f — , cos mOy = — , cosmOat= — , pour déterminer la direction de l'axe Os* de ce moperpendiculaire à cette droite. La position de l'axe Om changera par rapport aux axes mobiles 0x(, Oy„ 0*, on la retrouvera, A chaque instant, moyen des formules (5) du n° 409, dans lesquelles on peut supposer connues les quantités p, q, r. On pourra donc assigner, A un instant quelconque, le point où cette droite rencontre la surface du bile, et la trace, sur cette surface, de la section ■ plan mobile perpendiculaire à cette droite. Ainsi, 1 point fixe, en vertu d'une ou plusieurs impulsions primitives, sans qu'aucune force motrice agisse sur ses points, il existe un plan passant par le point fixe, qui demeure invariable pendant le mouvement, et dont on peut déterminer la position, A chaque instant, par rapport aux plans mobiles des axes principaux du corps. Nous aurons occasion, dans la suite, de généraliser ce théorème ; maintenant, il va nous servir A trouver la troisième intégrale des équations (7). 417. L'axe Oui étant immobile , nous pouvons le prendre pour l'axe fixe Os, dont la direction est arbitraire p cos m09, = cos xOy, = V\ cos mOs, = cos *0s, = c", A cause de G=A et des formules (6) du n» 409, il en résultera Ap " - T A Cr sin 8 sin ; , k sin 6 cos • = Cr cos 6 = — : M elles s'acrorderont entre elles , en vertu de l'équation (/"), et serviront A déterminer les angles » et I, en fonctions du temps, d'après les valeurs de /». ?, r. Maintenant, si l'on élimine dt entre les deux premières équations (7) du n° 410, on aura sin1 Idl — sin I sin • pdt -f *>n • cos * tdt \ d'où l'on tire, en vertu des équations précédentes, H = _ AP' ± »£. ftft, ^ A* — C« r» * donc, à cause de l'équation (•), on aura A — Cr» d4 = *t _ O r» kdt; [k) et en substituaut la formule (g) à la place de dt, il en résultera une valeur de dj, dont l'intégration se réduira aussi aux fonctions elliptiques, et qui s'obtiendra sous forme finie dans les r' que l'intégrale de dt. De cette manière, on connaîtra donc la valeur du troisième angle 4 en fonction de r, et, par conséquent, en fonction de i. Les quantités A— Cr» et A» — C» r» étant positives, en vertu des équations (a) et (f), et A étant aussi une quantité positive, il en résulte que ta vid4 tesse angulaire — sera toujours négative, et que le mouvement de la droite ON aura constamment lieu dans le même sens. A cause que l'angle 4 .-, t compté dans lesens indiqué pur la flèche *(n° 378), Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. i te fera en sens contraire, c'est-idire de Taie Os vers Taxe Oy ; sa direction constante dépendra donc dn sens do l'axe Oy, que nous 418. Les valeurs des six variables/), q,r, ^ , 4, ?, résultant de notre analyse, seront des fonctions du temps, qui contiendront, en outre, quatre constantes arbitraires, savoir, kt h, et les deux constantes qui seront introduites par l'intégration de* formules (y) et (A). Les intégrales complètes des équations (7) et (af), dont ces valeurs dépendent, devraient renfermer six constantes arbitraires ; mais le choix que nous venons de faire, de Taxe Om du nées x , y, », a fait disparaître deux de ces constantes; car, Om coïncidant avec Os, les angles mOs* et a«Oy sont droits, et, d'après les formules dun°410, il en résulte 1=0 et t'=0. Mous n'avons donc plus, pour achever la solution complète du problème, qu'à déterminer, au moyen des données initiales du mouvementées quatre constantes restantes, et les parties des droites passant par le point 0, auxquelles répondent les angles variables, pendant toute la Pour cela, supposons que le mobile dont on considère le mouvementée rotation, soit formé, comme dans le n» 388, de deux corps, dont l'un était en repoi et retenu par le point fixe 0, et dont l'autre, i d'une vitesse donnée, est venu frapper le r, et s'y attacher. Soient t* la masse du corps t, via vitesse commune à ■vaut le choc, FF. la direction initiale de son centre de gravité, HEK la section dn mobile par le plan de cette droite FE et du point 0, et / la longueur de la perpendiculaire OL, abaissée de ce point tur cette droite. La percussion qui a produit le mouvement de rotation sera dirigée suivant FE, et égale a ftv. D'après le principe du n» 309, si Ton prend en sens contraire de leurs directions les quantités de mouvement de tous les points du mobile, qui auront lieu immédiatement après le choc, l'équilibre devra exister entre ces quantités de mouvement finies et la force fie prise dans sa direction ; or, pour cet équilibre, il faudra (n° 282) que le moment pvf de cette force soit égal au moment principal de cet quantités de mouvement, et que les axes de cea deux momens soient dans le prolongement l'un de l'antre. Puisque ce moment principal, qu'on a appelé G, est constamment égal à A (n° 416), donc d'abord k = rf, pour la valeur de cette constante positive. De plus, si Ton mène par le point 0 l'axe du du mobile , cette droite sera aussi l'axe du moment principal, que nous avons pris pour l'axe Os; les directions Os-,, Oy„ Or„ des trois axes principaux du mobile, seront également données à l'origine du mouvement ; les angles que font ces droites avec Os seront donc connus ; et d'oprès le numéro pré* cos sOs. A en» sOy, k cos sOs, P= Â ' ? = 5 ' r= — » « de p, q, r. En les («), on aura la valeur de la tuant dans l'c constante A. On prendra arbitrairement pour les droites Os-,, Oy(, Os,, les parties qu'on voudra "1rs axes principaux du mobile qui se coupent au point 0; mais après les avoir choisies, et avoir fixé les points de la surface du mobile où ces portions de droites viennent aboutir, elles ne devront plus changer pendant le mouvement. Le sens de la percussion exercée sur le mobile, suivant la direction FE, déterminera celui de la rotation autour de chacun des axes O r , Oy„ Os,, à l'origine du mouvement, et, par conséquent, les signes des valeurs initiales de j>, q, r (n° 409). On saura donc aussi, d'après les équations précédentes, si les angles sOr,, sOy„ sOs„ sont d'abord aigus ou obtus ; et il suffira d'avoir égard à l'un de ces angles, plus petit ou plus grand que 90°, pour déterminer la partie de la perpendiculaire au plan de la section HEK, qu'on devra prendre pour l'axe Os on Om, et qui sera, pendant toute la durée du mouvement, l'axe du moment principal des quantités de mouvemens de tous les points du mobile. L'intersection NON' du plan de la section HEK. et du plan des axes Or, et Oy(, sera aussi connue, à l'origine du mouvement. Pour connaître la partie ON de cette droite, à laquelle répondent constamment les angles 4 et t> , il suffira donc de savoir si, a cette époque, a ou ÏNOx est un angle aigu, ou un angle aigu augmenté de 190°; et comme on a cos sOs, == -i. sin i sin t, cos sOy, = — sin I cos s, il suffira d'avoir égard au signe de l'un de ces < nus, ou de la valeur initiale d'une d< et q La droite fixe Os est entièrement arbitraire dans le plan de la section HEK. Pour plus de simplicité, je supposerai qu'elle coïncide avec la position initiale de ON. En faisant 4 =0 dans les valeurs de a', f, c', du n° 378, on aura, à l'origine du i cos yOx, = cos t sin f, cos yOy, = cos • cos • , cos yl)s, = sin I. 33 ». QigiJi
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. les valeurs initiales dos angles • et », aigus ou obtus, il suffira Jonc de considérer le signe de cosyOjr, ou cosyOy,, pour connaître la partie de la perpendiculaire h Ox ou ON, qu'on derra prendre pour l'aie fiie Oy, et, par conséquent, le sens «•4 de la vitesse —, qui aura lieu de OH vers Oy, et di restera le même pendant tout le mouvement. Toutes choses restant d'ailleurs les mêmes, si le sens du choc primitif est seul changé, les valeurs initiales dep, o, r, changeront toutes trois désigne ; en supposant que les angles primitifs 1 et 9 fussent aigus axant ee changement, ils deviendront» — * et w -f- et les droites Om et ON se changeront dans leurs prolongemens. En mettant r — • et «■ -f • au lieu de I et • dans les équations précédentes, il n'en résultera aucun changement pour les valeurs initiales des angles yO*,, yOy,, yOs,. La droite Oy résultera donc la même; mais la vitetso angulaire — étant dt toujours négative et dirigée de Ojc vers Oy, et Otr coïncidant actuellement avec ON', le sens de cette milite. Enfin , on déterminera les constantes arbitraires qui seront njoutées aux intégrales des formules (y) et (A) , de manière qu'on ait t — 0 et 4 = 0 , à l'origine du mouvement , e' est-à-dire , pour la valeur initiale et donnée de r. 419. Maintenant, nous ferons remarquer quelques propriétés générales du mouvement que nous venons de déle rminer. 1» D'après les formules du n" 408, le carré de la vitesse de l'élément dm du mobile, à un instant quelconque, a pour expression (8*< — 'a,)* + irx, — P-3.)* + (Pf, ~ ïx/j* • En multipliant relie quantité par dm , on aura la force vive de ce point matériel ( n" SOI ) ; et en intégrant ensuite , d.nis toute l'étendue de la masse du corps, on obtiendra la somme des forces vives dont il est animé au bout du temps 1. Or, en supprimant les tenues multipliés par Jx^dm, fw/tÀm^ fy : z dm , à cause que les coordonnées yr z , sont rapportées à des axes principaux, et ayant égard aux valeurs des moinens d'inertie A, B, C , on a , pour celte et si l'on élimine — entre celles-ci , on aura Aj>* -f Bo« + Cr» ; donc , eu vert II de l'équation (e), la somme des forA (À. - A A) + B (A» — B»; y'» + C (A« - Cft) a* = 0 ; cet vives de tout les points du 1 pendant le mouvement. 2° Si l'on appello • la vitesse angulaire 1 de Taxe du moment principal, qui coïncide stfliament avec Os, cette composante de la vitesse m , relative à l'axe instantané , se déduira de eelleci , en la multipliant par le cosinus de l'angle que fait l'axe instantané aveolaxe Om , d'après le n« 407 1 on aura donc • - a"p + **, + Cr; et si l'on substitue pour a", 6'', c", leurs valeurs trouvées dans le n» 417, et qu'on ait égard* l'équation (a), il en résultera A ' ~ ~k La vitesse angulaire du mobile, parallèlement au plan dans -lequel la percussion primitive a eu lien, est donc constante et égale à la somme des forces vives de tous les points du corps , divisée par. le moment de ceUe percussion par rapport au centre fixe. 3° Soient y\ s', les d'ordonnée* d'un point quelconque de l'axe instantané, rapportées aux axes Ox„ 0y„ Os„ et « la distauce do ce point à leur p q r origine 0. En observant que — , — , — , sont les co• m m sinus des angles que font ces droites avec l'axe instantané (n» 407), on aura 9' = -, ru ■ sidenc eu multiplie les équations (•) et (f) pur — , elles deviendront A*'« + By'« + Ca«. = A» «*• + B» y'« + O *'» d'où l'on conclut que l'axe instantané de rotation demeure toujours sur la surface d'un cône du second degré, que l'on peut tracer dans l'intérieur du mobile , lorsque les constantes h et A sont connues. Ce cône se change en un plan , qnand le carré de A est égal .. l'un des produits Kh , B&, CA; il devient un cône droit à base circ ulaire, ayant pour axe l'un des trois axes principaux relatifs à ce point, toutes les fois que deux des coefliriens de l'équation précédente sont égaux. 4-> L'axe Om ou O* du moment principal de* quantités de mouvement, étant immobile, la suite des droites suivant lesquelles il traverse le corps pendant le mouvement, se trouvera sur un cône — -- j
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. qui a h point 0 pour sommet. Or, ce cône est aussi du second degré , comme le précédent. En effet, si l'on appelle y", s", les trois coordonnées d'un O x , 0y„ Os,, et si Ton désigne par t ce point à l'origine 0, on aura *" = a"u„ y» = b'm, a» = c"n„ et, par conséquent , Ap = — , Bo = Cr = — . En les équations (•) et * ■ s"» A» y"» * ■ et par + y"t + *"» = «,« ; de si,» , on en conclut : *» — AA „ A» 7 + — BA „ *» — CA — »'*• + — S «"• = «>, le la surface du cône dont il s'agit. 6° Pour que ce cône et le précédent ne soient pas imaginaires, il faudra que les quantités A* — A A, A> — BA, *• — CA, ne soient pas toutes trois de même signe. Cela étant , si A est le plus grand et C le plus petit des trois momens d'inertie principaux, 1rs denx quantités A» — AA et A» — CA devront être rie signes contraires. Or, selon que la troisième quantité A« — BA aurn le même signe que A» — AA ou A» — CA, les sections de ce* deux cônes seront des ellipses perpendiculaires à l'axe du plus grand ou a Taxe du plus petit moment d'inertie. Par conséquent,, pendent touta la durée du mouvement, l'axe instantané de rotation ne s'écartera de l'un de ces deux axes principaux , que de quantités limitées ; et , en même temps , cet axe principal no s'écartera non plus que de quantités limitées , de Taxe Om perpendiculaire au plan de la percussion primitive et du point 0. 420. Lorsque l'axe instantané de rotation 01 (flg. 88) s'écarte très peu de l'un des trois axes principaux, par exemple de l'axe 0*,, pendant toute la durée du mouvement, on peut déterminer sa position et celle du mobile à un instant quelconque, d'une manière très simple, et sans recourir aux fonctions elliptiques. A la vérité, cette autre solution du problème n'est qu'approchée ; mais on pourra pousser l'approximation aussi loin qu'on voudra : celle à laquelle nous nous arrêterons suffira pour compléter ce qui a été dit dans le n° 389, sur les propriétés mécaniques des axes principaux, (n» 406) .in ios( = yr+* : Vf* + 9' + rs l'angle 10*, étant très petit par hypothèse , p c t q seront deux fractions très petites de r ; si Ton néglige leur produit, la première équation (d) se rédoit à dr — 0, et donne r = n ; n étant une constante erbitraire qui exprimera la vitesse de rotation du corps , ou la voleur de \/ p« -i- qi + r* , en né1 les carrés de p et q. Les deui autres équations (d) deviendront Bdo+ (A-C)«pdl = 0, > Kdp + (C - BjnodJ = 0. f (l> Pour les intégrer, je fais p=C.i„(^ + >), o = C'co. (*',+ >); C, C, y, n', étant des quantités constantes. En substituant ces valeurs de p et ç'dans les équations (1 ), et supprimant ensuite le sinua ou cosinus qui se trouve facteur commun à tous leurs termes, il vient BC'«'-(A-C)Cn = n, ACn'_(B-C)C»:=0; d'où l'on tire l / (A-C) (B-C) y ab » C = . tx A (A — C), C = • B (B — C); • étant une constante qui restera arbitraire, ainsi que y. Si donc on fait , pour abréger, (A C) g - C) , ~a! - ' il en résultera p = . L/ B (B - C) sin (ftif + y), i 9 = • V A (A - C) cos (*»< + >), \ (2) pour les intégrales complètes des équations (1). Si l'on projette l'axe instantané 01 sur le plan des jr, et y(, et qu'on appelle ( l'angle que fait cette projection avec l'axe des y,, on aura 9 tang f = — ; P de plus , lu valeur de sin IOs, se réduit à 1 j sin ios, = - + n au degré d'approximation où l'on s'est arrêté; par Digitized by Google
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    TRAITÉ DE 1ECA1UQVB. conséquent, le* valeurs précédente* de p et q feront connaît ru immédiatement, à chaque instant, la position de Taxe de rotation dans l'intérieur du mobile. On va voir les conséquences qui en résul431. Si , à l'origine du mouvement , cette droite a coïncidé exactement avec l'aie 0;, , il faudra qu'on ait p = 0, et q = 0, quand t = 0 j ce qui exige que la constante • soit nulle. Alors on aura constamment p = 0 et q — 0 ; et Taxe instantané 01 coïncidera , pendant toute la durée du mouvement , avec l'aie 0 1 , qui demeurera immobile ( n° 405 ). Lors donc que le corps retenu par le point fixe 0 sura commencé à tourner autour de l'un des trois aies principaux qui se coupent en ce point, il continuera indéfiniment à tourner autour de cet axe, comme s'il était entièrement fiie , ce qui est la proposition du a- 389. Mais, si à l'origine du mouvement l'aie 01 s'écartait un peu de 0* , les valeurs initiales de p et q, et, conséquemment, la constante « , seront seulement très petites. Or, pour que les valeurs de p et q demeurent toujours très petites , il faut que la constante /soit réelle; car, lorsqu'elle est imaginaire, le sinus et le cosinus contenus dans les équations (2) se changent, par les formules connues, en exponentielles réelles, et les valeurs de y et g, qui en résultent, croissent indéfiniment avec le temps t. La réalité de / exige que le moment principal C soit le plus grand ou le plus petit des trois momens d'inertie A , B, C. Donc , quand l'aie instantané de rotation a été un tant soit peu écarté de l'aie principal qui répond au moment d'inertie moyen , cet écart augmente avec le temps , et ne reste pas renfermé entre de très petites limites ; et, au contraire, lorsqu'on l'a un peu écarté de l'axe principal auquel répond le plus grand ou le plus petit moment d'inertie , il s'en éloigne très peu, et ne fait que de très petites oscillations pendant toute la durée du Il y a donc une différence essentielle entre les trois axes principaux du mobile qui se coupent ao point rue 0 : en supposant que A soit la plus grande, et C la plus petite des trois quantités A, B, C, le mouvement de rotation est stable autour des axes Or, et Oz , et ne peut être qu'instantané autour de l'axe 0y(. S'il s'agit, par eiemple, d'un ellipsoïde homogène, retenu psr son centre de figure, le mouvement est stable autour du plus grand ou du plus petit de ses trois diamètres principaux, et non stable autour de son diamètre moyen. 422. Dans le cas de l'instabilité du mouvement , les formules (2) n'exprimeront les valeurs approchées de p et q que pendant les premiers instans du mouvement, et tant qu'elles seront très petites, comme le supposent les équations (1), dentelles sont déduites.Pour avoir les valeurs de» q, r, à un instant quelconque, il faudra alors recourir à la solution rigoureuse do problème. Dans le cas de le stabilité , les valeurs approchées de p et q , donnée* par les équations (2) , subsisteront pendant toute la durée du mouvement; et l'on déterminera de le manière suivante celles des trois angles 4 » • » •Je supposerai , comme dans le n» 418 , que le mouvement a été produit par le choed'une masse f», dont tous les points avaient une vitesse », parallèle a une droite FE (fig. 93), passant par le centre de gravité de et comprise dans le plan des s et y. Les équations (a*) auront lieu comme précède ment ; et en désignant toujours par f la < celte droite au point 0, ta quantité k qu'elles i ferment sera encore le moment/*»/ de la percussion initiale. Ao moyen de r = n et des formule. (2), ces équation, (s), sin • sin » s= sin I cos • = cos t B [/A (A — C) cos (M + >), } (3) Le. angle. » et r étant donnés à l'origine du mouvement, si l'on fait <= 0 dan. le. deux première, de ce. équation. , on en déduira le. valeur, des dc*u constantes « et y. Ces deui équations feront ensuite connaître les valeurs de s et I & un instant quelconque, après que la constante is aura aussi été déterminée. Il faudra que • soit une quantité très petite, pour que les valeurs de p et g, données par les équations (2 J, soient très petites, comme on l'a supposé. Cela étant , • sera constamment un très petit angle, et l'aie principal Oz , dont s'écarte très peu l'aie instantané de rotation, très peu de l'axe 0* perpeudiculaire à la direction FE de la tive. En négligeant le carré de 1,1a tion (3) se réduit a t*vf = Cn, sera , a ce qui fera connaître la constante N , qui très peu près, la vitesse angulaire du i de l'axe instantané. La troisième équation (7) dun° 410 se réduiia ndt = de - e*4 { Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. d'où Ton tire 4 = e + • - *f; c étant une constante arbitraire, que Ton déterminera d'après les valeurs initiales de • et 4 - Cette dernière équation fera ensuite connaître l'angle 4 » un instant quelconque ; ee qui complète la solution du problème. 423. Lorsque le mobile est un solide de révolution, dont Os, est Taxe de figure , on a B = A ; la première équation (d) se réduit! aV = 0; r est donc une constante arbitraire n ; et toutes les formules du n > 420, ainsi que les équations (3), ont lien rigoureusement. L'angle I n'est plus assujetti à être très petit; mais , en vertu de la troisièmo équation (3), sa valeur est constante pendant le mouvement; en sorte que l'axe de figure du mobile décrit un cône droit à base circulaire, autour de la droite Os perpendiculaire à la direction FE du choc primitif. En désignant par » la valeur constante et donnée de cet angle I, on aura tàvf cos • = Ca, pour déterminer la constante ». D'après les deux premières équations (3), on aura aussi *i« *» fi tin* • = •» A* (A — C), pour déterminer la constante »; et en vertu des équations (2) la vitesse angulaire « autour de l'axe instantané sera (n» 408) • sj/«. + iiiitaTilî • ce qui montre que celte vitesse sera constante , de manière que le mobile tournera uniformément, soit autour de l'axe instantané, en vertu de cette vitesse , soit autour de son axe de figure, en vertu de la vitesse n. Les deux premières équations (3) donnent aussi tant; » sa toog (JM + >), • = + y. La troisième équation (7) du n» 4t0 devient ndt — . 3 ndi m cos idy j en désignant par e une constante arbitraire , on en déduit cos t A par conséquent, l'ongle #, compté sor un plan perpendiculaire k l'axe de figure, et l'angle 4» compté sur le plan du eboe primitif et du point 0, varient l'un et l'autre uniformément. 424. La stabilité du mouvement autour des axes principaux du plus grand et du plus petit moment d'inertie, ayant été conclue des équations (2), qui ne sont qu'approchées, on pourrait conserver quelque doute sur l'exactitude de celte conclusion } mais on démontre rigoureusement la stabilité dont il s'agit, au moyen des intégrales exactes (e) et (f) des équations du mouvement. En effet , en multipliant la première par C, et la retranchant de la seconde , on a A(A-C)p.+ B(B-C)r = D;(4) D désignant , pour abréger, la constante A» — CA. Si donc l'axe instantané s'écarte très peu de l'axe principal Os, à l'origine du mouvement, de sorte que les quantités p et q soient très petites a cette époque , la constante D sera aussi très petite ; d'où je conclus que les valeurs de p et q devront rester très petites pendant tonte la durée du mouvement, lorsque les deux différences A — C et B — C seront de même signe ; car il faudra , en vertu de l'équution( 4), que leurs carrés , multipliés par des quontites de même signe, et ensuite ajoutés, donnent constamment une somme très petite. On peut même, dons ce cas, fixer des limites aux voleurs de p et 7 , et l'on voit qu'on aura toujours D D f% < A(A-C)' *' < B (B - C)" Hais si les différences A — C et B — C sont de signe contraire, et que la constante D soit encore supposée très petite, on conçoit que l'équation (4) pourra néanmoins être satisfaite , sons que les valeurs de p et f soient astreintes à demeurer constamment très petites; et, en effet, l'analyse du n° 420 montre qu'alors ces valeurs ne sauraient être supposées très petites pendant toute la durée du mouvement. Au reste, les axes principaux relatifs on point fixe 0 sont les seuls axirs qui puissent rester les mêmes dans l'intérieur du mobile , et demeurer en repos , quand ils ne sont pas entièrement fixes , ainsi qu'on l'a déjà vu dons le n» 389. Cela résulte actuellement des équations (d). En effet, pour que l'axe instantané de rotation conserve toujours la même position , il faut que les trois quantités p, tf, r, soient constantes. On a donc dp = 0, dq = 0, dr = 0 ; ce qui réduit les équations (d) à (B-A)pg = 0, (A-C)rj»=0, (C-B) qr=0. Si les trois roomens d'inertie A , B , C, sont inégaux, il faudra supposer nulles deux des trois quantités p, g, r, pour satisfaire à ces équations; et alors l'axe instantané coïncidera avec l'un des trois axes Or,, Oy„ 0*,. Si deux de ces trois momens d'inertie sont égaux , de sorte que l'on oit B = A, par exemple, la première équotion disparaîtra , et l'on satisfera aux deux autres en prenant r — 0. L'axe instantané sera donc alors situé dans le plan des deux axes 0*, et Oy, ; mais ou sait que, dans un pareil cas , toutes les droites comprises dans ce plan , et passant par le point 0, sont des axes principaux ; l'axe de rotation immobile sera donc encore un oxc principal. Enfin , lorsqu'on a
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    TRAITE Dl MÉCAlflQUI. A = I = C , cet trou équations tout identiques , ri l'on peut prendre le» valeurs de p, ç , r, arbitrairement; mois aussi, dans ce cas particulier, toutes les droites qui passent par le point 0 sont des axes principaux ; par conséquent , dans tous les cas, l'axe de rotation , s'il demeure immobile, ne pourra être qu'un axe principal. $ 111. Solution d'un cas particulier do moueomtent d o rolotiond'unoorvtpesint. 425. Lorsque le point fixe 0 n'est pas le centre de gravité du mobile, et qu'on ne fait point abstraction de la pesanteur, on n'est parvenu, jusqu'à présent, à intégrer le système des équations (7) et 5) des n°> 410 et 413, que quand le mobile est un solide de révolution, et que la point 0 appartient à son axe de Bgure. C'est ce cas particulier que nous allons maintenant considérer. Supposons que l'axe principal Oc, soit l'aie de figure, et qu'on ait, par conséquent, B = A. Sun* posons aussi que le rentre de gravité G du mobile (fig. 94) appartienne à l'uxedea i( positives, de sorte qu'on ait (n« 413) « = 0 et C = 0 , et que y soit une quantité positive et donnée , qui représente la dislance OG. L'axe Os étant vertical et dirigé dans le sens de la pesanteur, l'angle t ou sOs, sera aigu ou obtus , selon que le point G se trouvera au-dessous nu au-dessus du plan borixontal mené par le point 0. Daus ces deux cas, les équations (4) deCdr = 0, Kdq- (C - k) rpdt = ya»*gdt , ( (1) Mp + (C - A) « - yvmgd* , I les quantités a" et 4" qu'elles renferment étatlt , d'après les équations («), a" = — lin ( sin f , 4" = — «in 6 cos Ifous appellerons èquatevr du mobile la section perpendiculaire a son axe de figure , et passant par le point 0. Soient NEIf'E' cette section , et ROîf' la droite suivant laquelle elle coupe le plan horizontal mené pur ce point fixe. Toutes les droites qiai passent P >r ce point et sont comprises dans cette section, étant des axes principaux, l'angle e pourra se rapporter a l'une quelconque d'entre elles ; et E étant un point déterminé du mobile, on pourra prendre pour a l'angle NOE. L'angle 4 , dont la troisième équation (7) renferme la différentielle, sera l'angle INOx, compté à partir d'une droite fixe ()*, menée arbitrairement dans le plan horisontal. On aura donc, à un instant quelconque, »Os, = e, ÎSOE = a, KO* = 4; et Ion a suffisamment expliqué , dans le n" 378, comment la position du mobile sera déterminée, sans aucune ambiguïté, au moven des trois angles 4, • et • I 42e. En désignant par ir une constante arbitraire, on aura r = n , d'après la première équation (1). Le mouvement de rotation du corps sera donc uniforme, parallèlement à son équateur. Pour d'Unir la direction de ce mouvement , nous supposerons que le point N soit le nœud ascendant de l'équalcur ; en sorte que, quand le point E parviendra au point- N, ton rayon EO s'élèvera audessus du plan horizontal , en vertu de la vitesse angulsire n, qui sera alors nne quantité positive. En effet , d'Après la troisième équation (7) du n» 410, on aura dp = ndt + cos tsty. (2) Lorsque le point E est en If, l'angle • estxéro ou un multiple de 2»; et, dans l'instant suivant, il s'élèvera ou s'abaissera , selon que l'angle p augmentera ou diminuera (n° 378) ; donc , pour qoe le point E s'élève comme on lé suppose , en ayant seulement égard au mouvement du corps parallèlement à son équateur, il faudra que le premier terme de dp soit positif. Cela étant, si son second terme est aussi positif, il augmentera la valeur de dp , qui sera donc plus grande que si le nœud If était immobile; par conséquent, son mouvement projeté sur l'équateur sera rétrograde, ou en sens contraire du mouvement du corps , parallèlement a ce plan. Le contraire aura lieu, et le mouvement du nœud sera direct, lorsque le second terme de la valeur de dp sera négatif. Dans le second cas , si le second terme l'emportait sur le premier, la valeur de dp serait négative, et le point E, parvenu en N, s'abaisserait au-dessous du plan horizontal , au lieu de s'élever au-dessus; mais cela n'empêcherait pas que If ne fût toujours le nœud ascendant , eu égard au mouvement du corps autour de son axe de figure. Ainsi , le sens du mouvement du nœud ascendant If dépendra du signe qu'aura , à chaque instant, le produit de cos 6 et o\}. ; et ce mouvement sera direct ou rétrograde, selon que cos • et a%\ seront de signe contraire ou de même signe. 427. En ajoutant les équations (1), après les avoir multipliées por c", 4'', a'', les seconds membres des deux dernières se détruisant, et Ton trouve, comme dans le n° 416, Crf.rcV + kd.qb" + Ad. pa" = 0 ; donc , è cause de r = s», c" = cos I, et des valeurs de a" et 4", on aura , en intégrant , Cm cos I — A (psint sina-J-çsinl cose)=/, (3) / étant une constante arbitraire , qui exprimera , comme dans le numéro cité , le moment des quantités de mouvement de tous les points du corps par rapport à l'axe Os. Dans le mouvement que nous considérons , le moment de ces quantités de mouvement est donc une quantité constante, mais seulement par rapport à l'axe vertical, et non plus par rapport à tous les axes passant par le point 0. Digitized by Google
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    DTilAIIQrE, SECONDE PARTIE. 26» lu deux dernières équations (l), «près les avoir multipliées para et»; ce qui donne A (pdp + 0#V) = y (p »io • cot • - ,,n I tin 9) Vgdt. i en vert ii des deux premières équations (7) du n«4l0,en ■ co. 1+4. (4) D'après les équations (?) qu'on vient de citer, on d'arlleors «* p sin I sin 9 + ï ••«• • co» • — »»"' • — i à* . , d4« tfti 4- g- = i-^ + ^-, au moyen de quoi les équiitions (3) et (4) être changées en celles-ci : Cm cos • — A siu» I — = /, a (d±* di* \ (•) Les équations (2) et (A) donneront des valeurs de Jondent à 1 = 0 : celle de I sera donnée; on prendra, si l'on veut, 4 = 0 et 9 = 0, pour les valeurs initiales de 4 et 9. 428. Quelles que soient les quantités de mouvement que prendront les points du corps à l'origine du mouvement, leur moment principal relatif au point 0 , et la direction de son axe , seront connus , d'après les percussions qu'on aura exercées sur le mobile à cet instant, et auxquelles ces quantités do mouvement inconnues , prises en sens contraire de leurs directions, devront faire équilibre (n° 353). Par la règle du n° 281 , je décompose ce moment principal en trois autres moroens, dont les axes rectangulaires soient la partie Os, de l'axe de figure qui comprend le «estera de gravité G, une droite perpendiculaire a Os et contenue dans le plan vertical de Os et 0*,, et une droite horizontale perpendiculaire à ce plan. Ces trois droites étant des axes principaux, le moment par rapport à Os, aura Cr ou Cm pour valeur (n» 409) ; il ferait donc connaître la valeur de m; mais je supposerai, au contraire, cettn vitesse donnée directement , et je prendrai Cm pour ce moment. Je désignerai par 1» le moment par rapport au second axe, et par m le moment par rapport à l'axe horixontnl; en sorte que la valeur initiale du 1 ment principal sera [ C» m* 4- M' 4* "»* , " cause de B — A et r = m , son carré est A> ; > 4- '/' ) 4-C»Mi(n» 400), a un instant quelconque; si donc on appelle * la valeur initiale de l'angle I , on aura, en vertu de l'équation ^4), (2B«> cos ■ 4- A) A = m» + «•• , à l'origine du mouvement ; ce qui 1 * aa M' 4- ■« — 2ïo> ens a. L'axe du moment désigné par /» fera un angle m 4- 80* avec O*; l'axe du moment m étant perpendiculaire à celle verticale, ce moment n'influer* pas sur le moment / par rapport à 0s ; d'après l'expression générale de E du nu2Sl, nous aurons donc simplement / = Ce cos • — fê sin m. On devra se rappeler que dans ces valeurs de h et/, l'angle* sera aigu ou obtus, selon qu'à l'origine du mouvement , lu centre de gravité G du mobile se trouvera au-dessous ou au-dessus du plan horixontal , passant pur le point O. 420. Pour vérifier ces différentes formules, je suppose que la masse M du mobile soit concentrée a son centre de gravité, et qu'il se change en un pendule simple dont y sera la longueur. Dans ce cas, on n'aura point à considérer l'angle 9, et le mouvement dépendra seulement des angles 4 et I. Si le point matériel G a reçu , à l'origine , une vitesse A' perpendiculaire à GO et dirigée dans le plan GOs, et une vitesse A perpendiculaire à ce plan, on aura On aura aussi C = 0, A = M) ' Il en résultera h = (Ai 4- À - - Sn nos ») H / = - Vyk siu . ; Digitizeb by Google
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    284 TRAITÉ DE KÉCAMQFE. ions (A . ili'vicnilront y siii» • — = * lin dt (dl> dit \ •i",£-+â-) = 4, •Tec les équeel il est aisé de les Taire lions (5) et (8) du n° 205. Lu première, rnuitipliée par— ydt, exprime que l'aire décriteautnur du point 0 pendant l'instant dt, pnr la projection horizontale du rayon vecteur GO du mobile, est constante et égale a sa valeur initiale — yAsin*. Le premier membre de la seconde est le carré de la vitesse de ce point matériel, au bout du temps  (CM • — cos •) ; En vertu de la seconde , la différence cos • — cos • est toujours positive; en vertu de la première, la différentielle d \ le sera donc aussi ; par conséquent (n» 486), le mouvement du nœud ascendant H sera direct, quand cos I sera négatif , ce qui suppose 1* centre de gravité G au-dessus du plan horizontal passant par le point 0 ; et ce mouvement sera rétrograde , lorsque G sera au-dessous de ce plan , ce qui répond a cos I positif. Quand ss sera léro , la différentielle à\ , et par suite la différentielle d> donnée par l'équation (3), seront xéro; les angles 4 «* • seront donc constans, et pourront être supposés nuls; le mouvement se changera dans celui du pendule ordinaire, autour d'un axe horisontal par rapport auquel le moment d'inertie est A ; et, effectivement, en faisant d\=-0 dans la seconde équation (6), elle se réduit a l'équation (a) du n° 394 , quand on suppose dans celle-ci la vitesse initiale égale à xéro. *Vr L'élimination de — entre les deux équations (6) dl* , dt* 2Kgy («) «US • . sin' • d<< *9 dt* x en faisant pour abréger , My 1 A A où l'on peut remarquer que A est la longueur du pendule simple qui ferait ses oscillations dans le même temps que le mobile, si la vitesse m était nulle. Eu même temps, la première équation (6) détiendra [lias $ _ 2f. (eus • — cos •)] (cos • — cos •), (7) soit très petit ; l'angle • le sera aussi , puisqu'on a toujours cos S > cos *; et , en négligeant les quatrièmes puissances de» et i dans les développement de cos a et cos I, les éqnotions (7) et (8) deviendront sin> I d4 dt = ÏC l/^costen regardant C comme une quantité positive et donnée. Les valeurs approchées de » et < qu'on tirera de ces équations (7) et (8) , et celle de • qui résultera de l'équation (2), s'exprimeront aisément sous forme finie, dans les deux cas dont nous allons nous oeeuper. 431. Je suppose d'abord que la partie Os1, de l'axe de figure qui contient le centre de gravité G du mobile ait été très peu écartée de la verticale Os à l'origine du mouvement , de sorte que l'angle a i. - = - [(l + C») S» _ C—] - •'), dl* A La première montre que I , qui doit toujours être une quantité positive (n» 378), n'excédera jamais m, U et ne sera pas moindre que . — .En la résolvant par rapport à dt, on a Al — 9 _ L^[(i + C» )•■ — 
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    une quantité positive, et Ton prendre le signe inférieur ou le ligue supérieur , selon que é croître ou décroître. Pour faciliter l'intégration , je fais DYNAMIQUE, SEC03DB PARTIE. il en résulte a sin u cos d. COS M * V 1— ( 1+C )CM'« En intégrant, on aura donc c i arc (sin = \/ 1 -f- C» COS) «) j c étant la constante arbiUire. Pour t = 0, on a • = ■ et cos « = 0 ; l'angle qui répond au sinus séro est téro ou un multiple quelconque de tr ; on a donc c = »*, en désignant par s* un nombre entier positif, négatif ou séro ; et en remettant pour cos u sa i..= . jusL'engle I décroissant d'abord ^ |/T+7T'on prcndr' lc ets==0; croissant ensuite depuis cette dernière tqleur jusqu'à !=•, on prendra le signe inférieur et s==l; décroissant de nouveau, depuis • = • jusqu'à quation précédente, !•=•» — »> 1 + C» sin» 9 ( 1 + Ct ) et ainsi de suite. C'est de cette manière qu'on doit déterminer la constante arbitraire, ajoutée à un arc de cercle que l'on considère comme une fonction de son sinus ; mais il est plus simple de passer de Tare au sinus, avant cette détermination. A un instant quelconque, on aura, d'après l'éEn appelant T le temps pendant lequel l'angle! passera de sa plus grande valeur « à sa plus petit* valeur, qui suit immédiatement, ou reviendra de la plus petite à la plus grande, on en conclut Au moyen de cette valeur de , celle de d4, qui est donnée par la seconde équation (9), sera n = qu'on ait4 = 0 t — 0, ou en déduit = arc I tang = I ~ " K ~ i L l/T+cT J a formule qui déterminera le mouvement rétrograde du nœud ascendant N sur le plan horisontal passant par le point 0. Si la constante C n'est pas nulle , les voleurs de l'arc compris dans cette formule seront arc (tong = ao ) = w , arc (tang = 0) = », arc(Ung= - co ) = f», etc., i, ui uucino, troisième, etc., intervalles de temps T, par conséquent, l'arc parle premier intervalle s de temps T, sera 1 4 = ---. a V i + c pendant les deux premiers intervalles T, il sera an bout des trois premiers, on aura - wC ■ 4 - , » V 1 + C 34 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et ainsi de mite. Il en résulte que les rus par le nœud N pendant les intervalles T successifs seront tous égaui entre eux, et auront pour va( C + [/\ + C )|/1+C»' laquelle est d'autant moindre, que la constante C sera un plus grand nombre. Quant a la valeur de e, si l'on néglige le carré de • dans l'équation (2), et qu'on suppose • = 0 quand t = 0, on aura • = nt + 4; ce qui achèvera de déterminer la position du mobile à un instant quelconque. 432. Quel que soit l'angle «. supposons actuellement que l'angle I demeure à peu prés constant, et par conséquent très peu différent de «, pendant toute la durée du mouvement. Fat I = « — «, o*l = —  (cos • -f- 55 ) En intégrant et observant que « = 0 quand t = 0, il vient Pour que la variable «soit toujours très petite, comme je l'ai supposé , il faudra que la quantité C soit très grande ; ce qui exige, en général, qu'on ait imprimé au mobile une très grande vitesse de rotation autour de son axe de figure. On pourra alors mettre 4C» à la place de cos •-j-4C» , et l'on aura, plu. u m sin a sin 1 En mettant • — « au lieu de I dans l'équation (8), négligeant le carré de «, et supposant que l'angle a ne soit pas nul, ce qui permet de supprimer le facteur sin» a, dt C x x d'où l'on tire En vertu de l'équation (2), on aura, en même temps, a = nt + 4 cos *, en supposant les angles a et 4 nuls à l'origine du mouvement; et la position du mobile, à un instant quelconque, sera complètement déterminée. On conclut de » = m — u, et de cette valeur de 4» 1" quê quand le mobile que nous considérons a reçu une très grande vitesse de rotation autour de son axe de figure, après que cette droite a été écartée de la direction verticale, son équateur conserve une inclinaison à peu près constante, sur le plan horizontal passant par le point 0, pendant toute la durée du mouvement qui en résulte; 2» qu'en même temps l'intersection de ces deux plans prend un mouvement à très peu près uniforme, très lent par rapporta la rotation du mobile, et qui est direct ou rétrograde, comme on l'a déjà dit (n<> 430), selon que le centre de gravité du corps est au-dessus ou au-dessous du plan horizontal. Pourvu que l'angle « ne soit pas xéro, l'angle 4 et le mouvement du nœud sont indépendans de sa grandeur. L'inégalité «de l'inclinaison de l'équateur, et celle quia lieu dans le mouvement du nœud, sont d'autant moins sensibles , que la rotation est plus rapide, et la quantité C un plus grand nombre. Il existe, dans beaucoup de cabinets de physique, une machine de Bolinenbergcr, qui représente fidèlement toutes les circonstances de ce mouvement de rotation, de même que la machine d'Athood montre aux yeux toutes les circonstances du mouvement des corps graves. I.c mouvement de rotation est produit au moyen d'un fil enroulé sur l'équateur du mobile, et attaché à l'un de ses points, que l'on déroule rapidement, comme dans le jeu de la t.-upic. On remarquera que quand a est xéro, I l'est aussi ; ce qui rend l'équation (8) identique, et l'angle 4 indéterminé ; l'angle •— 4, égal à nt, représente alors le mouvement du corps autour de son axe de figure, qui demeure constamment vertical. Digitized by Google
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    CHAPITRE V. BD MOOVBMBHT DUS CORPS SOLIDE ENTIÈREMENT LIBRE. 433. Pour se représenter avec plus de facilité le ■t «l'un corps solide dans l'espace, on y ie deux autres mouvemens, l'un de rotation, autour d'un des points du mobile, et l'autre de tr uiulation, commun à tous ses points. Cela revient évidemment à regarder, à un instant quelconque, la vitesse de chaque point comme la résultante de deux autres vitesses, dont l'une soit égale et parallèle à celle du point que l'on prend pour centre du mouvement de rotation, et dont l'autre soit particulière à chaque point du mobile : en ayant sentent égard aux vitesses particulières, le corps »ur du centre, comme autour d'un point fixe ; et, en vertu de la vitesse commune, tous ses points sont transportés dans l'espacr, d'un moule mouvement de rotation. Le mouvement de translation peut être révolutif autour d'un autre corps en repos ou lui-même en mouvement. Il n'y a pas de rotation toutes les fois qu'une face ou une section déterminée du mobile reste constamment parallèle à elle-même; il y a, au contraire, rotation dans le même temps que la révolution, lorsque le mobile tourne constamment la même face vers le corps central. C'est ce second cas qui a lieu dans le mouvement des satellites au tour de leurs planètes. La lune tourne toujours la face vers la terre; et le rayon vecteur qui va i de la terre au centre de la lune, rencontre toujours en un même point la surface du satellite (n° 141); d'où il résulte que la rotation de la lune sur elle-même et sa révolution autour de la terre, ^=/ïest 27 ',32 180. On démontre, dans la Mécanique céleste, que l'égalité de ces deux mou vemens subsistera toujours, quoique le mouvement révolutif s'accélère de siècle en siècle (n°244); en sorte que le mouvement de rotation participe également à cette accélération, dont Laplace a assigné la cause. Tant qu'on aura seulement pour but de décomposer le mouvement d'un corps en deux mouvemens plus simples et plus faciles a concevoir , on pourra choisir arbitrairement le centre du mouvement de rotation ; mais lorsqu'il s'agira de déterminer effectivement ces deux mouvemens, nous prendrons pour ce point le centre de gravité du mobile, parce qu'alors, dans le premier instant, ces deux mouvemens se détermineront indépendamment l'un de l'autre, et qu'il en sera de même, dans plusieurs ci s, pendant toute leur durée : le choix de ce centre de rotation rendra toujours plus simples les équations différentielles des deux mouvemens, ainsi qu'on va le voir. 434. Appelons G le centre de gravité du mobile, H sa masse, et dm un élément quelconque de H. Au bout du temps I, compté depuis l'origine du mouvement, désignons par t , y , s, les trois coordonnées rectangulaires de ce point matériel, et par *i , y, , s, , celle du point G par rapport aux mêmes axes. Nous aurons Mil = fsdm, My. = fi dm, Ma, = ftdtn, en étendant les intégrales à la masse entière. Si l'on différence ces équations par rapport à /, on pourra effectuer cette opération sous les signes/. On aura, (0 et, pour en conclure les composantes de la vitesse initiale du centre de gravité, il suffira de connaître les valeurs de ces dernières intégrales à l'origine du mouvement. Pour cela, supposons qu'à celle époque des parties (*, m", etc., de M, reçoivent des vitesses qui soient les mêmes pour tous les points de chacune d'elles, et que nous représenterons partir1,»'', etc.; en sorte qu'elle prendraient les quantités de mouMe, MV, >»V', etc., si elles étaient libres. D'après le principe du nu 353, l'équilibre doit exister entre ces quantités de mouvement, prises en sens contraire de leurs directions, et prendront réellement, dans le premier tous les points du mobile, lesquelles seront, parallèlement aux axes x, y, s, les valeurs initiales de dx dy dx — dm, —dm, — dm, relativement à l'élément dm. dt dt di Or, les directions des vitesses», t>", etc., étant Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. , on pourra décomposer, parallèlement à ces «es, les quantités de mouvement qui leur correspondent. Si donc on désigne par P, Q, R, les sommes de ces composantes, suivant les directions des », y, s; positives, et si l'on observe que, par hypothèse, le mouvement est entièrement libre, il faudra qu'on ait pour l'équibre dont il s'agit, /ï—'- /?*=«• /?*■=«• pour la valeur particulière tdonc . Les équations (l) ds\ t/f/t d%\ _=p, «-1-=,, ■ _=», m à l'origine du mouvement; et l'on en conclut que la vitesse initiale du centre de gravité sera la même en grandeur et en direction, que si la masse entière H du mobile y était concentrée, et que toutes les quantités de mouvement pv, *sV, etc., ou leurs composantes P, Q, R, y fussent appliquées parallèlement à leurs directions respectives. 435. On peut supposer que r*, f*'t (*", etc., sont les masses de corps animés des vitesses r, r', v", etc., qui sont venus frapper simultanément un m repos, et y sont restés attachés, lier une masse totale 1, dont le centre de gravité G a pris la vitesse qui a pour ses trois comdx\ dyx i%\ posantes les valeurs de—, —, —, données par les dt dt dt équations (9). Le problème serait différent si lescorpschoqnans ne restaient pas attachés au corps choqué après les percussions. Concevons qu'une masse M en repos •oit frappée par un autre corps en mouvement, qui touche M en un seul point E (fig. 95) de sa surface ; supposons , de plus, que pendant la durée du choc il n'y ait pas de glissement de l'un des corps sur l'autre, ou du moins, s'il y en a un d'une très petite étendue, faisons abstraction du frottement considérable auquel il pourrait donner lieu (n» 363); osons, enfin, que EF soit la normale en E a la de H, et comprise dans l'intérieur du On verra , dans un autre chapitre , que le mouvement de H sera le même que si une certaine partie p de la masse, dont le centre de gravité se» rait situé sur EF, recevait , auivant cette direction, une certaine vitesse e, commune à tous ses points. La droite EF est donc la direction du choc ; et son intensité , c'est-à-dire , la quantité de mouvement fiv , sera déterminée , dans ce chapitre , d'oprès le mouvement du corps choquant et la forme des deux corps, élastiques ou non élastiques. Cela étant, si l'on appelle V la vitesse que prendra le centre de gravité G de H, elle sera dirigée suivant la droite GD, parallèle à EF, et elle aura pour valeur le rapport de f*v à M, de sorte que Ton aura MV = Mv. si la vitesse V do < vité est donnée par l'observation, en la multipliant par H, on aura la quantité de mouvement qui a été imprimée au corps choqué, suivant la partie intérieure de la normale k la surface , menée par le point E où le choc a eu lieu ; propriété qui appartient exclusivement au centre de gravité G , et qui n'aurait pas lieu , en général, pour la vitesse que prend le point E , ou tout autre point de I, i ou non snr la direction du choc. 43o. Afin que l'on voie plus < le mouvement de rotation d'un corps se trouve simplifié, quand on le rapporte à son centre de gravité, supposons d'abord que l'on veuille déterminer ce mouvement autour d'un point déterminé C (fig. 96) de ce corps, que nous ferons ensuite coïncider avec son centre de gravité G. Soient CA , en grandeur et en direction , la vitesse du point C, et BD celle d'un autre point quelconque B du mobile. Par le point B , tirons une droite BE égale et parallèle à CA, et achevons le parallélogramme BEDF. On pourra remplacer la vitesse BD par ses deux composantes BE et BF; et ai points du mobile , ils auront tous une vitesse commune, égale et parallèle a CA, et chacun d'eux aura, en outre , une vitesse particulière. Or, si l'on imprime au point B et i tous les autres points du corps , une vitesse égale , parallèle et contraire à CA, on réduira le point C au repos , sans altérer le mouvement de rotation autour de ce point, qui sera dû aux vitesses particulières des autres pointa, •avoir, BF pour le point B. Pour déterminer ce i vement , on pourra donc considérer C < point fixe, après avoir imprimé à tous tes du corps , des quantités de mouvement égales i produits de leurs masses et de la vitesse CA,et dirigées en sens contraire de CA. Or, la i de toutes ces forces parallèles et proporti aux masses, sera égale à leur somme, et par le centre de gravité G, comme la i forces qui proviennent de la pesanteur ; par conséquent, si l'on désigne par TJ la vitesse CA , et toujours par H la masse du mobile , il suffira de joindre aux quantités du mouvement données, qui peuventètre imprimées simultanément a différentes parties de H , une autre quantité de mouvement BttJ, dirigée suivant la droite GA', parallèle et contraire à CA. On déterminera ensuite le mouvement de rotation autour du point C , par les régies du chapitre précédent , et comme si C était un point fixe. Cette détermination exigera donc que l'on connaisse la vitesse U dn point C ; mais lorsque ce point sera le centre de gravité G , il est évident qu'après avoir appliqué an mobile la quantité de Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, 8EC0SDB PARTIE. MU, dont la direction passera par ce point G, on en pourra faire abstraction ; car une force quelconque , passant parle centre d'un mouvement de rotation, ne peut influer en aucune manière sur ce mouvement , puisqu'elle ne saurait faire tourner le corps autour de ce point, plutôt dans un sens que dans le sens opposé. Concluons donc que quand on imprime simultanément des quantités de mouvement données, en grandeur et en direction, à différentes parties d'un corps solide, le mobile commence à tourner autour de son centre de gravité, comme autour d'un point fixe, et sans qu'on soit obligé d'ajouter aucune autre quantité de mouvement à celles qui 437. En combinant ce théorème avec ce qui précède, on déterminera complètement le mouvement initial d'un corps solide de forme quelconque, de quelque manière qu'il soit produit. Pour fixer les idées , supposons que le mobile dont le centre de gravité est G (fig. 95), et dont la masse est 1 , soit frappé en un point E de sa surface par un autre corps qui s'en détache après le choc. En prenant pour son mouvement de translation celui du point G , et ayant seulement égard à ce mouvement, tous les points du mobile décriront, dans le premier instant, des droites parallèles à la normale EF; on pourra toujours, comme on l'a dit toot a l'heure, déterminer leur vi mune, qui sera lu vitesse complète du point G; mais, pour plus de simplicité, je la supposerai donnée par l'observation , et je la représenterai par V. Indépendamment de ce mouvement de translation , le corps tournera autour du point G comme s'il était fixe, et qu'une partie de la masse H, dont le centre de gravité serait sur la droite EF, reçût une quantité de mouvement équivalente à ■V. Par conséquent, dans le premier moment, la direction de Taxe instantané de rotation et la vitesse angulaire du mobile autour de cet axe, se détermineront d'après les équations (Z) du n° 418, dans lesquelles on fera A = UVff f étant la perpendiculaire GL, abaissée du point G sur la droite EF. Appelons, pour cela , m cette vitesse angulaire, et » , C, y, les angles que fait la direction de Taxe instantané avec les trois axes principaux du mobile qui se coupent au point G; soit aussi HEK la section du mobile qui renferme le point G et la droite EF ; par le point G, élevons sur ce plan une perpendiculaire, et représentons par a, 6, e, les angles qu'elle fera avec les axes auxquels répondent*, C, y : d'après les équations (/) et les formules (3) du n° 406, Km cos • = A cos a, Be eos C = A oos », C- cos > I = * cos e; A, H, C, étant les trois momens d'inertie du mobile par rapport aux mêmes axes. On en déduit A' cos» a *• cos> b k* cos* e + — r. — + A» C» Les valeurs de o, b, e, seront données dans chaque cas ; on connattra donc la vitesse • ; et les équations précédentes détermineront les angles *, C, yy c'est-à-dire , la direction de l'axe instantané. Si la perpendiculaire à la section HEK. coïncide avec l'un des trois axes principaux, de sorte qu'on ait , par exemple , a — 90°, b = 90e, e = 0 , il en résultera » = 90°, C = 90", y =s 0, et l'axe instantané coïncidera aussi arec le même axe principal; d'où il suit qu'un corps libre, qui est frappé dans le plan de deux des trois axes principaux relatifs à son centre de gravité, commencera à tourner autour du troisième axe. En mettant pour A sa valeur, celle de la vitesse initiale de roUtion sera , dans ce cas, Réciproquement , il est aisé de conclure des équations précédentes que le mobile ne peut commencer à tourner autour de la perpendiculaire au plan de la section HEK. , de manière que soient égaux aux angles a , 6, e , ou à leurs supplémens, à moins que cette perpendiculaire ne soit un des axes principaux qui se coupent au point G. Lorsque le mobile sera une sphère homogène ou composée de couches concentriques , la perpendiculaire EF passera par le point G, qui sera son centie de figure. On aura donc f— 0, A= 0, m = 0; en sorte que le mobile ne prendra aucun mouvement de rotation. Quand on parvient, par une percussion, à faire touruer sur elle-même une sphère entièrement libre, c'est toujours parce que le corps choquant glisse plus ou moins sur cette sphère , et le mouvement de rotation est alors produit por le irottement qui a lieu pendant lo durée du choc. Quelle que soit la forme du corps choqué , si le corps choquant s'y attache, les formules précédentes auront encore lieu, en y mettant la quantité de mouvement du second corps avunt le choc, à la place de MV, et prenant pour f la perpendiculaire abaissée du centre de gravité des deux masses, sur la direction primitive du centre de gravité du second corps : A, B, C, seront alors les momens d'inertie principaux du corps formé des deux masses réunies. 438. Occupons-nous maintenant du mouvement de la niasse H au bout d'un temps quelconque t, et
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    270 TRAITÉ DB MÉCANIQUE. considérons successivement ses mouvemens du translation et de rotation , rapportés l'un et l'autre à son centre de gravité. 1° A cet instant, soient X , Y, Z, les composantes parallèles ans aies des * , y, s , de la force accélératrice donnée qui agit sur l'élément quelconque dm ; les forces perdues par ce point riei, pendant l'instant cil, seront (n° 391) parallèlement aux mêmes aies. Le mobile étant entièrement libre, il faudra pour l'équilibre des forces perdues par tous ses élémens, que les intégrales de ces quantités, tiére, soient égales à léro; aura >d* y de nouveau les équations (1), on a d* x, f>d* dt* J du ' " dt* -J dt* B -J diT dm ' il en résultera donc d'où l'on conclut que pendant toute la durée du mouvement, le centre de gravité G du mobile se meut comme si sa masse entière M y était concentrée, et que les forces motrices qui agissent sur tousses points, ou leurs composantes , y fussent appliquées parallèlement à leurs directions. 2° Après avoir détruit , comme dans le n° 436 , le mouvement de translation initial du mobile , supposons qu'à chaque instant on communique à tous ses points des accroissemens de vitesse infiniment petits , égaux et de direction contraire à celui qui a lieu, au mémo instant , pour le point G. Ce point sera réduit au repos pendant toute la durée du mouvement ; et la rotation autour de ce même point ne sera point altérée. Or, cela revient évidemment à appliq uer, pendant toute la durée du mouvement, à tous les élémens du mobile, des forces accélératrices égales et contraires à celle du centre de gravité ; les forces motrices correspondantes étant parallèles et proportionnelles aux masses de ces points matériels , leur résultante passera constamment par le point G ; on en pourra donc faire abstraction , en déterminant le mouvement de rotation autour de G. Par conséquent , ce mouvement sera le même , à chaque instant , que si G était un point fixe , et que les forces qui agissent, à cet instant , sur le mobile, ne fussent pas Ces deux théorèmes sont semblables a ceux des «as 434 et 430 , qui se rapportent à l'origine du mouvement ; mais il ne s'ensuit pas que pendant toute sa durée, le mouvement de translation du mobile et son mouvement de rotation autour du centre de gravité , soient indépendans l'un de l'autre, et puissent se déterminer séparémeut, comme ii cette origine. Les équations (3) seront celles du mouvement de translation , et les équations. (7) et (a) des n°» 410 et 412, celles du mouvement de rotation , en prenaut , dans celles-ci , le centre de gravité G pour l'origine des coordonnées. Or, quand les forces motrices appliquées aux diflerens points du mobile dépendront de leurs positions absolues dans l'espace , les coordonnées de ces points , dont ces forces seront des fonctions données, entreront à la fois dans ces systèmes d'équations différentielles, qui ne pourront plus s'intégrer séparément, et les deux mouvemens qui dépendent de ces équatious, infiueront l'un sur l'autre. On ne pourra, généralement, intégrer ces équations différentielles simultanées et déterminer les deux mouvemens do mobile, que par approximation ; toutefois, ils seront indépendans l'un de l'autre dans deux cas particuliers que nous allons considérer. 439. Si le mobile n'est soumis qu'à la seule action de la pesanteur, les équations (3) seront celle* du mouvement d'un point matériel pesant, dans le vide; quels que soient la forme du corps solide et son mouvement autour de son centre de gravité , ce point décrira donc dans l'espace une parabole tangente à lu direction de ta vitesse initiale , dont le paramétre dépendra de la grandeur de cette vitesse ; et son mouvement sur cette courbe sera le même que celui d'un point matériel isolé (n° 208). D'un autre côté , le poids du corps étant une force appliquée constamment à son centre de gravité, il n'aura aucune influence sur le mouvement de rotation autour de ce point, qui sera uniquement dû aux percussions initiales, et le même que si le centre de gravité ne se déplaçait pas. Supposons , par exemple , que le corps soit un ellipsoïde homogène Huppé par un autre corp» qui le touche au point E de sa surface (fig. 96) } la Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDB PARTIE 271 droite 6D, parallèle à la normale EF, sera la tangente à la parabole que le point G va décrire ; et l'on construira aisément cette courbe , d'après la vitesse initiale du point G, que je représenterai par V. Concevons, de plus, que la section HEK du point G et de la droite EF comprenne deux des aies de figure de l'ellipsoïde ; a et I étant leurs demilongueurs , C le moment d'inertie par rapport au troisième axe, et M la masse du corps, on aura (n° 870.) C=f ■(*+*.). Or, le mobile devra tourner autour du point G , comme s'il était dénué de pesanteur, et que ce point ne prît aucun mouvement; mais alors l'axe perpendiculaire à la section HEK demeurerait tout entier immobile (n0> 380 et 437) ; et sa vitesse angulaire de rotation serait donnée par la formule relative au mouvement initial d'un corps solide autour d'un axe fixe. Donc, en la désignant par m , observant que la quantité de mouvement imprimée au mobile est équivalente à IV, et appelant / la perpendiculaire GL abaissée du point G sur la droite EF, nous aurons , d'après la formule (1) du n° 388, ou bien , en mettant ponr C sa valeur, a. + &. Les deux vitesses • et V sont ainsi liées l'une à l'autre, parce qu'elles résultent toutes deux d'une même percussion. Ainsi , tous les points du mobile décriront des paraboles parallèles a la trajectoire de son centre de figure; et, en même temps , le corps tournera uniformément autour de l'axe perpendiculaire à la section îiEK, qui sera emporté en restant constamment parallèle à lui-même 440. Si le mobile est une sphère homogène ou composée de couches concentriques , dont tous les points soient attirés ou repoussés en raison inverse du carré des distances, par les points d'autre corps en repos ou en mouvement, la résultante de toutes ces forces sera la même que si la masse entière du mobile était réunie à son centre de gravité; car chacune d'elles sera égale et contraire à la réaction de la sphère sur le centre dont elle émane. Par conséquent, le centre de gravité se mouvra comme un point isolé, soumis a des attractions ou répulsions données; et le mouvement de rotation du mobile sera indépendant de ces forces, et le même que si le centre de gravité demeurait en repos; en sorte que, dans ce cas , les deux mouvemens de translation et de rotation seront encore indépendans l'un de l'autre. Abstraction faite de la non-sphéricité parfaite des couches de la terre, elle tournerait donc constamment et uniformément autour d'un de ses diamètres, qui serait toujours le même et demeurerait toujours parallèle à lui-même ; en même temps le mouvement elliptique de son centre de gravité autour du soleil serait troublé par l'action des autres planètes, mais rigoureusement indépendant du monvement de rotation. 441. Il n'en est plus de même lorsqu'on a égard à l'aplatissement du sphéroïde terrestre. D'abord , •i l'axe de rotation n'a pas coïncidé exactement , à l'origine du mouvement , avec l'axe de figure , l'axe instantané de rotation oscillera autour de cette droite (n° 421), et rencontrera successivement la terre en difiérens points de sa surface. Lea pôles et l'équateur se déplaceraient donc à la surface du globe ; et il en résulterait, pour les différons lieux de la terre, des ebangemens dans leurs latitudes géographiques. L'amplitude de ces oscillations serait arbitraire; mais leur durée dépendrait des différences entre les momens d'inertie de la terre; et d'après ce qu'on sait sur ces différences, cette durée serait d'un peu moins d'une année. Or, dans cet intervalle de temps, les observations 1rs plus précises ne font connaître aucune variation dans la distance du tènitk d'un lieu déterminé de la terre au point où l'axe de rotation va rencontrer le ciel. Il en faut donc conclure que les oscillations dont il s'agit, si elles ont existé autrefois, sont devenues tout-à-fait insensibles à l'époque actuelle; en sorte qu'il n'existe plus maintenant que les forces permanentes , provenant des attractions du soleil, du la lune et des planètes sur le sphéroïde terrestre , qui puissent faire varier la direction de l'axe de rotation de la terre. Or, à raison de la non-sphéricité des couches de la terre , ces forces renferment une partie , à la vérité très petite par rapport aux attractions sur le sphéroïde entier, dont la direction ne passe pas constamment par son centre de gravité. C'est cette partie qui produit les perturbations du mouvement de rotation , savoir, la prèctSMÙm des iqvùtoxei U la nutatton de l'uxe de la terre. En vertu de la précession, la rétrogradation annuelle des équiuoxcs sur l'écliptique fixe de 1300 estde 50",36482 ; sur le plan de l'orbite de la terre, rendu mobile par l'actiou des autres planètes , c'est-à-dire, sur l'écliptique vraie , elle est un peu moindre , et égale à Ô0",23427, comme nous l'avons déjà dit dans un autre endroit (n« 219). La nutation est une oscillatiou de l'axe de la terre, qui s'approche et s'éloigne alternativement de la perpendiculaire au plan de l'écliptique : elle est due à l'attraction de la lune; sa période est celle du mouvement des nœuds de l'orbite lunaire, ou d'environ 18 ans; et son amplitude s'élève à 9",40 (n« 223), en supposant la masse de 1j lune égale à un soixante-quinxième de celle de la terre. Les actions du soleil et de la lune sur le spheDigitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. roîde terrestre ne produisent qu'une variation très lenlc et qui ne sera sensible qu'après une longue suite de siècles , dans l'inclinaison de l'cquateur sur l'écliptique ; la diminution annuelle do l'obliquité de l'écliptique, que Ton observe et qui s'élevait à Q",45714 au commencement du siècle, est due aux actions planétaires qui font varier le plan de l'orbite de la terre (n° 244). V ii examen approfondi de la question a fait voir que les mêmes forces qui produisent les variations que nous venons d'indiquer dans la direction absolue, ou rapportée à des lignes fixes , de Taxe de rotation de la terre, sont impuissantes pour déplacer cet axe, dans l'intérieur du sphéroïde, non plus que pour faire varier sa vitesse de rotation. Ainsi, la terre tourne constamment autour d'un même diamètre, qui est son axe de figure; et son mouvement est uniforme autour de cette droite mobile, dont la direction change continuellement dans l'espace. Le jour sidéral est donc constant, il en résulte que le jour moyen (n° 111) Test aussi, ou, du moins, il n'est soumis qu'à uue variation séculaire tout-à-fait insensible; et l'uno ou l'autre de ces durées peuvent être prises pour unité de temps. Pour tout ce qui concerne cette importante théorie, dont je n'ai pu ici qu'indiquer succinctement les principaux résultats, je renverrai à mon lémoire sur le mouvement de ta terre autour de eon centre de gravité, inséré dans le tome VU des Mèmoires de l'Académie des sciences . 442. L'invariabilité du jour est confirmée par les observations les plus anciennes , qui font voir que sa durée n'a pas changé d'un centième de seconde, par exemple, depuis 2600 ans, ainsi que nous allons l'expliquer. Si la durée du jour était variable, les longitudes et les latitudes du soleil, de la lune et des autres corps célestes, calculées en la supposant constante, ne s'accorderaient plus avec les longitudes et les latitudes observées ; le mouvement de la lune autour de la terre, à cause de sa rapidité , serait le plus propre à nous éclairer sur ce point ; et si la variation du jour était progressive , les différences entre le calcul et l'observation seraient d'autant plus grandes qu'elles se rapporteraient à des époques plus éloignées de la nôtre. Cela étant, soient / et I les longitudes vraies de la lune et du soleil à une époque déterminée. Si l'on sait qu'à cette époque il y a eu une éclipse de lune ou de soleil, la différence l — t devra s'écarter d'un multiple de 180", d'une quantité moindre que la demi-somme des diamètres du soleil et de la lune; si donc on appelle /cette différence, abstraction faite du multiple de 180° qu'elle peut contenir, il faudra que t n'excède pas un demi-degré, et soit même, en général, beaucoup au-dessous de cette limite. Or, on a calculé, dans la Connaissance dt$ Tempe de 1800, les valeurs de l qui répondent à 27 éclipses observées par les Chuldéens, les Grecs et les Arabes ; les valeurs qu'on a trouvées pour cette différence sont tantôt en plus , tantôt en moins, et toutes très petites. La plus grande, qui répond à une éclipse observée 382 ans avant l'ère chrétienne, s'élève à — 27'41"; pour l'éclipsé la plus ancienne, observée par lesChaldéens 720 ans avant notre ère, la valeur de t est 2" seulement. Cette comparaison prouve l'exactitude des tables lunaires que noua possédons, et la nécessité des inégalités séculaires que Laplace y a introduites. Elle fait aussi voir que la durée du jour, qu'on a supposée constante dans le calcul des longitudes de la lune et du soleil, n'est, en effet, sujette à aucune variation progressive. Hais pour qu'il ne reste aucun doute sur ce point important, calculons la valeur de t, correspondante à l'éclipsé la plus ancienne, qui résulterait d'une semblable variation, si elle existait. 443. Prenons pour unité l'intervalle de temps qui forme aujourd'hui le jour moyen; supposons que, depuis une époque très éloignée, cette durée ait diminué, d'un jour au suivant, de la quantité constante a, Soit n le moyen mouvement delà lune, c'est-à-dire, le nombre de degrés qu'elle décrit dans chaque unité de temps, abstraction faite des inégalités de son mouvement vrai ; les arcs parcourus aujourd'hui et les jours précédens seront a, a (1 + •), a (l + 2 a), a (1 + 3 a), et l'arc décrit pendant un très grand nombre t de jours, sera nt «m (1—1), ou, à très peu près, ax+-J «ai» Le terme ai est déjà compris dans la valeur de /, calculée d'après les tables, en considérant le jour comme constant ; la variation du jour augmenterait donc de— «ai1, la longitude vraie de la lune, i une époque séparée de nous par un nombre t de jours. Celle du soleil, à la même époque, serait augmentée de-i «n'f», en appelant a' le moyen mouvement diurne du soleil ; à raison seulement de la variatiou du jour, on aurait donc à cette époque |a (a- «•)*.= (1) et, par rapport à l'éclipsé observée 720 ans avant notre ère, ce serait toute la valeur de la différence des longitudes de la lune et du soleil, puisque cette différence calculée en supposant le jour constant, n'est que de 2", ou à peu près nulle. Soit s le nombre de siècles contenus dans le nombre /de jours; on aura t es (3652o>. C = (66o2o>, m sa (38525>, m' = (38S2ô)i»' s l'équation (l) se changera en celle-ci : 7 C> -«>••=/, dans laquelle C sera maintenant la diminution séculaire du jour, et m et m' représenteront les mouve �
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 273 «le I. lune et du leurs valeurs déterminées au tiona modernes, on a D'après géant les fractions de degrés . Or, si l'on suppose que le jour a diminué d'un dix-millionième depuis la plus ancienne éclipse chsldéenne,onaura Cs = 0,0000001, s sa £5,32; et il en résultera 34'; i l'éclipsé observée. On ne peut donc pas admettre que la durée du jour ait diminué de cette fraction, un peu moindre qu'un centième de seconde, dans un intervalle de temps qui surpasse vingt-cinq siècle*. S'il eiistait des variations périodiques dans la durée du jour, il en résulterait des illusions dans la mesure du temps, qui produiraient des inégalités apparentes dans lea moovemens des astres. Ces inégalités seraient fuciles à distinguer, parce qu'elles suivraient toutes la i le soleil et les planètes, et le leurs grandeurs seraient proportionnelles, pour iacun de ses corps, à la rapidité de son mouvelité de cette nature dans les mouvemens des corps célestes. Ainsi l'observation, d'accord avec la t h font-, prouve que la durée du jour moyen n'est sujette k aucune variation, périodique ou progressive, qui ait une grandeur sensible. 444. Revenons actuellement à l'objet spécial de ce Lorsqu'un corps solide se meut dans l'air ou dons un autre fluide, les résUtences exercées sur tous les (élément a elles-mêmes , avec le poids du corps, à son centre de gravité ; et le mouvement de ce centre est celui d'un point matériel pesant, dans un milieu résistant; la masse de ce point étant celle du corps, et sa force motrice, provenant de la résistance, une force dont les composantes dépendront de la i du mobile, des vitesses des dtfférens élémens sa surface, et des condensations ou dilatations i fluide en contact avec ces élémens. En même i le mobile tournera autour de son centre de gravité, comme si la vitesse de ce point était nulle, et que les vitesses des points de la surface fussent, néanmoins , celles qui ont réellement lieu à chaque instant. Il en résulte que la résistance du milieu influera , a la fois , sur le mouvement de translation et sur le mouvement de rotation du mobile , et que , pour un corps de forme quelconque, ces deux mouvemens dépendront l'un de l'autre et ne pourront pas être déterminés séparément. Si le mobile est une sphère homogène ou composée de couches concentriques, I laquelle on n'ait imprimé aucune vitesse de rotation k l'origine du mouvement, il ne s'en produira aucune pendant toute la durée de ce mouvement, qui sera un simple mouvement de translation, dans lequel tous les points dn mobile auront à chaque instant des vitesses parallèles et égales entre elles. En effet, si l'on mène alors par le centre de la sphère , nne tangente à la courbe qu'il décrit, il est évident que tout sera semblable antour de cette droite, soit pour lea vitesses des points de la surface, soit pour nions on dilatations du fluide environexercées sur tous les points de la surface , passera constamment par le centre de la figure, qui est aussi le centre de gravité, et elle ne pourra produire aucun mouvement de rotation. Les condensations ou dilatations du fluide en contact avec les élémens de la surface, dépendront de la vitesse commune k tous les points du mobile , et seront, d'ailleurs , différentes pour les différentes sections perpendiculaires k la tangente qu'on a menée par extérieures, qui coïncidera avec cette tangente , ne pourra dépendre que de cette vitesse, de l'étendue de la surface, et de la force élastique naturelle du fluide ; et le mouvement du centre de gravité sera celui d'un point matériel isolé, dont la masse est celle du corps, et auquel on applique la résultante dont il s'agit, continuellement dirigée en sens contraire de sa vitesse, et, en outre, le poids dn mobile. C'est ce que nous a von* supposé dans le n° tlO. à l'égard des projectiles de l'artillerie, supposes parfaitement sphériques et homogènes. Dans ce cas, le centre d'un boulet ne peut pat sortir du plan vertical passant par la direction de se vitesse initiale, et par rapport ouquel tout est semblable d'un côté et de l'autre. Eais si le projectile s'écarte un peu de la forme sphérique, ou s'il n'e pas la même densité dans toute son étendue, la résultante des résistances extérieures qui sont normales k sa surface, ne passera plus par le centre de gravité; elle _ mouvement de rotation ; et si elle n'est pas toujours comprise dans le plan vertical où le centre de gravité commence k se mouvoir, elle le fera sortir de ce plan ; en sorte que la trajectoire du projectile, rapportée à son centre de gravité, ne sera plus une courbe plane. Tout cela est facile à concevoir, k l'égard d'un projectile non sphérique ou non homogène; mais j'ajouterai que, abstraction faite du défaut d'homogénéité ou de sphéricité, si le boulet a reçu, à la bouche du canon, une vitesse de rotation, le frottement de sa surface contre l'air, pendant son mouvement, pourra encore faire sortir d'un plan vertical son centre de gravité et de figure. 445. Pour le faire voir, soient G (Gg. 07) le centre de gravité et de figure d'un corps sphérique et homogène, et AGB le diamètre tangent k sa trajectoire. Supposons, pour plus de simplicité, que l'axe 35 Digitized by Google
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    274 TRAITÉ DE MÉCAPUQCE. de rotation qui passe par le point G, soit perpendiculaire k ce diamètre. Soient ADBE la section du mobile, perpendiculaire a cet axe, et DGE un diamètre de cette section, qui coupe AGB à angle droit. Supposons aussi que le mouvement du point G a lieu de A vers B, ou dans le sens indiqué par la flèche «, et le mouvement de rotation dans le sens indiqué par les flèches placées en A, D, B, E. Le frottement de chaque élément de la surface contre l'air, qui naîtra du mouvement de rotation , sera une force tangente à la surface, et dirigée en sens contraire de ce mouvement. Sur chaque section parallèle k ADBE, il variera d'un point à un autre, à raison delà différence de densité du fluide. En avant du projectile, le fluide sera condensé; en arrière, il sera dilaté ; par conséquent, le frottement sera le plus grand du coté du point B, et le plus petit du coté du point A. On conclut de là que si Ton transporte au point G, parallèlement à ellesmêmes, toutes les forces provenant du frottement exercé k la surface , il en résultera une force dirigée suivant la partie GD du diamètre DGE. J'appellerai F cette force, P le poids de corps, et R la résistance proprement dite du milieu , transportée au point G, et dirigée suivant la partie GA du diamètre AGB. La force motrice du point G sera la résultante des trois forces F , P , R , et sa force accélératrice, ceUe résultante divisée par la masse du projectile. Cela posé, si l'axe de rotation est vertical, et compris , par conséquent, dans le plan des deux forces P et R, la direction GD de la force F sera perpendiculaire k ce plan ; elle fera donc sortir le mobile de ce plan vertical, en le poussant du coté du point D; et, dans ce cas, la trajectoire du point G sera une courbe k double courbure. Si, au contraire, l'axe de rotation est horixootal, la direction GD de la force F sera comprise dans le plan vertical des forces P et R, qui sera celui de la section ADBE; par conséquent, le point G ue sortira pas de ce plan, et sa trajectoire sera plane. 440. Dans ce dernier cas, on voit que la composante verticale de la force F augmentera ou diminuera le poids P, selon que la flèche A sera dirigée vers le haut ou vers le bas. La force F sera verticale, et cette diminution ou ougmentatioo de poids, la plus grande, quand la direction AB sera horixontale. Ainsi, dans le tir boritontal, et en supposant que le boulet tourne autour d'un axe horixontal, perpendiculaire à la direction du tir, le frottement du projectile contre l'air augmentera son poids et diminuera la portée, lorsque la partie antérieure de ce corps tournera de bas en haut; et quand cette partie tournera de haut en bas, le frottement diminuera le poids et augmentera la portée. Il pourrait même arriver, dans ce second cas, que la trajectoire devint convexe vers le terrain : il subirait, pour cela, que la rotation fût asset rapide pour rendre la force F plus grande que le poids P ; mais alors le frottement diminuerait la vitesse de rotation, la force F décroîtrait, et finirait par devenir moindre que P; ce qui ramènerait la trajectoire k sa forme concave vers le terrain, comme k l'ordinaire. Ces considérations jointes k celles du numéro précédent, montrent qu'indépendamment du défaut de sphéricité ou d'homogénéité du boulet, le frottement de sa surface contre l'air, provenant du mouvement de rotation qu'il peut avoir contracte en roulant dans l'ame du canon , est une circonstance qui peutinfluer, soit sur la justesse du tir, parce que ce frottement fait sortir le centre du boulet du plan vertical de projection, soit sur l'inégalité des portées, k cause que cette force augmente ou diminue le poids du mobile. Toutefois, on doit observer qu'aucun de ces effets n'aura lieu, si le boulet tourne autour du diamètre AB , dans le sens duquel Use meut; car alors le frottement est égal et contraire pour deux élémens opposés de chaque section de la surface, perpendiculaire k l'axe de rotation; d'où il résulte que les forces provenant du frottement exercé sur tous les élémens, étant transportées au centre de gravité, s'y détruiront deux à deux; en sorte que le mouvement de ce point ne sera pas dérangé par le frottement total, dû k la rotation.
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    CHAPITRE VI. DU MOUVEMENT DUN CORPS SOUDE PESANT SUH UN PLAN DONNE. $ I". Cas té l'on n'a pas égard au frottewunt. 447. Pour simplifier, je supposerai que le ne touche le plan donné qu'en un seul point , que j'appellerai K , et qui variera , en général , sur sa surface et sur le plan. Les forces perdues dans chaque instant infiniment petit devant se faire équilibre, il faudra qu'elles se réduisent à une seule force, passant par le point K, normale au plan donné, et dirigée de manière qu'elle tende k appuyer le mobile sur ce plan. Cette résultante sera la pression que ce plan éprouvera , et qui sera détruite par sa résistance, que je représenterai par K . En joignant au poids du corps la force R , de grandeur inconnue, on pourra faire abstraction du plan donné, et considérer le mobile comme entièrement libre. Son centre de gravité, que j'appellerai G, se mouvra donc comme un point matériel isolé, dont la serait celle du mobile, et auquel on appli; , parallèlement k leurs directions, le poids de ce corps et la force R. Au bout du temps i , je représenterai par xx yt ,*i , les coordonnées du point G , rapportées à des axes fixes et rectangulaires , et par x,/*, r, les angles que la direction de la force R fait avec des parallèles k ces aies, menées par le point K. En supposant Taxe des js> positives , vertical et dirigé de bas en haut , et en appelant g la et H la masse du corps , nous aurons R cos x pour les trois équations différentielles du mi ment du point G. Si le plan donné est fixe , les M** gles x , §è , r , seront constans et donnés ; s'il est en mouvement, nous supposerons que ce mouvement soit connu , et ne puisse pas être modifié par celui du corps : x, n,t, seront alors des fonctions don* nées de t. Le mobile étant un corps pesant, il faudra , pour qu'il ne se détache pas de ce plan , fixe ou mobile , qu'il soit toujours situé au-dessus ; en sorte que la composante verticale R cos » de la résistance du plan sera constamment positive, et r un angle aigu : les deux autres angles donnés x et fi pourront être aigus ou obtus. En même temps, le corps tournera autour du point G comme autour d'un point fixe , en vertu des forces R et Ma, appliquées aux point K et G (n° 438) , mais le poids Ma n'influera pas sur ce mouvement de rotation , dont les équations différentielles ne dépendront que de la force R. Pour les former, on prendra pour les seconds membres des équations (a) du n» 418, les momens multipliés par dt, de la force R , par rapport aux trois axes principaux du mobile, qui se coupent au point G. En appelant C , y , les coordonnée* du point K rapportées k ces axes , et x', fJ, r', les angles que fait la direction de la force R avec les parallèles k ces mêmes axe», menées par le point K , ces momens seront •R cos /»' — CR cos x' , yK cos xr — «R cos »' , CR coa i' — yK cos M CoV -f- (R M* + (A Adp + (C A) pqdt C) rpdt B) qrdt = R (• cos p R > cos = R (C cos t ! — t C cos x') dt , • COS r') rfl, y cos (*') dt ; (») A , B , C , désignant les Lai , p\ f\ et que les angulaire de rotation (n- 407 ). , q,r, delaviDigitized
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    «76 TRAITÉ DE BÈCAMQTJE. Il y faudra joindre les équations (7) du n» 410; savoir c ■pdi — sin I sin çdl — cos tdl, \ qdt = sin I cos -f- sin adf , \ (3) rdt = dp — cos «oV,. j Nous supposerons que les neuf cosinus a , b , etc., dont les valeurs en fonctions de f, 4, 6 , ont été données dans le n° 378, sont ceux des angles que font les aies fixes des coordonnées s , , y( , s( , du point G, avec des parallèles aux axes principaux relatifs à ce point , menées par l'origine de ces coordonnées ; et, d'après la signification des angles a , m , » , *\ f', »'» «1 l'équation (8) du n» 9, nous a' =r a cos a -f- a' cos p + o" cos » , cos /*' — b cos * -f 4' cos /u -\- b" cos », } (4) cos »' — c cos a + e' cos ai -f> c" cos » , pour les valeurs de cos a', cos fJ cos »', qu'oo devra substituer dans les équations (2). sera par rapport aux plans fixes des jr» , yi , si complètement déterminée au moyen de ces co ordéfinis (n° 378) ; 1a position de l'axe instantané de rotation , dans l'intérieur du mobile , et sa vitesse autour de cet axe , dépendront , en outre , des trois quantités;», q, r : la solution du problème consistera donc à déduire des neuf équations (1) , (2), (3), les valeurs de ces neuf inconnues en fonctions de t ; mais comme ces équations renferment la force R et les trots coordonnées * , C, y , qui sont aussi i n connues, il faudra encore quatre autres équations, que l'on obtiendra de la manière suivante. 448. Soit L une fonction donnée Je a. , C , y, et représentons par L = 0, l'équation de 1a surface du mobile , rapportée à ses axes principaux qui se cou•-[©♦©♦©F nous aurons (n° 81) dl dl dl co«A» = V-, cosa*'=V-, cos = V -, (6) dm dC dy où l'on prendra le signe de V de manière que les angles a', /a', r*, se rapportent a la partie intérieure de U normale à la surface du mobile, qui sera la partie supérieure de la normale au plan donné. L'une de ces équations sera une suite des deux autres. En mettant les formules (4) à la place de cos x', cos cos r'te t les joignant ensuite à l'équation L=0, on aura déjà trois des quatre équations Si l'on représente par s, y, s, les coordonnées courantes du plan donné, rapportées aux mêmes axes fixes que x, , y. , *. , et en observant que a, /a, », sont les angles que fait la normale à ce plan avec ces axes , on aura pour son équation, s cos -f y os m + x cos » = f ; { étant une quantité donnée, qui sera constante , quand le plan donné sera fixe , et, généralement, une fonction donnée de t. D'ailleurs, en supposant, que x, y, s, répondent au point K. qui appartient à ce plan, on aura, d'après les formules du n° 377, m — Xi am bC -\- ey, } 9 m y. + Clm + b'e + c'y, { (6) m = *, + **'•+ b"e + c'y ) Les valeurs de x, y, », devront donc satisfaire à l'équation précédente; en les substituant dans cette équation , et ayant égard aux formules (4) , on *, co* A + y, cos M + «. cos » + • coa a' + C coa /*' + > cos »' m pour la quatrième équation qu'il s'agissait d'obtenir. Lorsque le mobile sera terminé par une pointe, et qu'il touchera constamment le plan donné par son extrémité, les coordonnées •, C, y, du point K seront constantes, et données d'après la position de cette pointe sur la surface et ses disUnces aux plana des axes principaux du mobile, qui se coupent au point G. Bais les équations (6) n'auront plus lieu en un point de cettenature ; l' équation (7), qui exprime que ce point appartient au plan donné, subsistera toujours, et il suffira de la joindre aux équations du numéro précédent, pour déterminer les neuf inconnues du problème et la grandeur de la force R que ces équations renferment. 449. Quand le plan donné sera fixe et borixontal, on le prendra pour le plan des coordonnées * et y ; il en résultera COSA = 0, COS/* = 0, COJ»=l, f = 0j ce qui réduira les formules (4) à coa a' es a", cos M' = cot »» = c". En vertu des deux premières équations (1), le mouvement borixontal du point G sera rectiiigne et uniforme; ta vitesse, parallèlement au plan donné, dépendra de la percussion horixontale que le mobile aura éprouvée à l'origine du mouvement. La troisième équation (1) donnera n
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 877 ce qui fera connaître la de R, GrV + fB - A) pqit — été M, + (A - C) rpdt = ■ (^~+ ») ■ ') («" kdp + (C - B) orrf/ = et l'équation (7) se changera en celle-ci : », + + *"C + «"> = 0, (•) de laquelle on tirera la valeur de », , pour ta substituer dans les équations précédentes. Ainsi, dans ce cas, le problème dépendra des équations (3) et (8), qui serviront à déterminer p, q, r, a, 4» 8 > en fonctions de t, comme dans le mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe. Si le point k varie a la surface du mobile, il faudra éliminer de ces équations les quantités », C, y, au de L = 0 et des formules (6), qui seront Co") *, A êL 4L V— , A"=V — , c"=V— (10) (U dC dy Si, au contraire, K de la surface du mobile, on mettra dans les équations (8), k 1a place de *, C, y, les coordonnées constantes et données de ce point. Ce second cas sera celui du mouvement de la toupie sur un plan horhootal, abstraction faite du frottement de la pointe K contre ce plan. . l'état d'équilibre d'un , la droite GK si cet état est stable, et qu'après en avoir écarté le mobile un tant soit peu, on l'abandonne à luimême, il fera des oscillations très petites que l'on déterminera, aussi approximativement qu'on voudra, au moyen des équations précédentes. Je me contente d'indiquer cet exemple, comme un exercice de calcul. On pourra supposer, pour fixer les idées et simplifier la question, que le mobile soit un ellipsoïde homogène, ou bien une sphère dont le centre de gravité ne coïncide pas avec le centre de figure. 460. On peut obtenir deux intégrales premières des équations (8). D'abord en le* ajoutant après les avoir multipliées par c", bf't a", leurs seconds membres disparaissent , et , en intégrant, on trouve , comme dans le n°416, Ao> + U'q + U'V = l i t étant une constante arbitraire qui exprimera la somme des momens des quantités de mouvement de tous les points du corps, par rapport a un axe vertical passant par le point G. Pour obtenir une seconde intégrale de ces mêmes équations (8), je les «joute, après les avoir raultir,9,f;ce< Crdr + *qdq + Apdp = m (££ + s) M** + C(eV - *T) + y («"g - Vp)] dt , (8) du n» 411, d. », Crdr + *qdq + Kpdp = H (±±- + g ) (.«fa" + CJi» + ydc"). l'équation (0) , par rapport a t, on a  + y«V' = — (o"«U + V'dC + Or, le second membre de cette équation est nul , quand K est toujours le même point de la surface du mobile, puisque alors ses coordonnées », C, yt sont constantes. Il place à cette surface; tions (10), on a ue K se dedes o'd. + o"dC + c* ,dl dl dl x VdL ; Digitized b^GooQie
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    2 78 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. quantité nntle, à cause que l'on a L = 0 pendant toute la durée du mouvement, et, conséquemment, dL = 0. On aura donc, dans ces deui cas, *da" + Cdh> + ydc" es — 
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 279 hypothèse qui devra être confirmée à posteriori, par let valeurs que l'on obtiendra pour cet trois anEn négligeant, dan* une première approximation, la différentielle é\ que contient la troisième équation (3), et en supposant qu'on ait*=0 quand t=0, *, à un instant quelconque. An moyen a aura alors a cos x -j- a ( os fj. + a" cos - — V sin nt -f- Q cos ni, icosx -f- l cosu|i i.msi = Pcoss< — Qsinnf, où Ton a fait, pour abréger, P=cosx cos I sin 44* co* M cos I cos 4 — cos r sin I, Q=cot x cos 4 — cos f* sin 4 ; et les équations (11) deviendront Kdq + (A - C) *pdt=ly{9 sin nt + Q cos «r)«7, kdp — (A — C) nqdt = R>(Q sin nt — V cos nt)A. Or, dans la seconde hypothèse, les quantités Pet Q varieront très lentement; il en sera de même, comme on le verra tout à l'heure , à l'égard de R; en intégrant ces équations , on pourra donc considérer, dans une première approximation , P, Q, R , comme des quantités constantes , et n'avoir égard qu'à la variation de sin nt et cos nt dans leurs seconds membres. Si m est une très petite fraction de n , et que le coefficient de sin ni contienne, par exemple , un terme qui ait cos ml pour facteur, sin nt devrait être remplacé par 1 sin (n +m) t -f—t sin (« — m) 
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    280 TRAITÉ DE MÉCAJUQEE. avec la verticale , et »' l'angle que sa projection horitontale fait avec la droite d'où l'on compte l'angle 4- A cette époque, on aura (n° 8) rust— rus •, r-OS/* = siniCOSt', cos x — sin i sin i1, et en supposant que 4' p 1 *'' soient les valeurs initiales de 4 et I, il en résulter. P' = cos 6' sin . cos (.' — 4') — sin V cos . , Q' = .in,.in(,'-4'). Or, si Taie de figure a été perpendiculaire au pion donné, quand le mouvement a commencé, on aura 4' = et = d'où il résultera F=0 et Q'=0j sin *d4 Cn 453. Maintenant , il faut encore supposer que la perpendiculaire au plan donné et l'axe de figure du pendant toute la durée du mouvement. Le supplément de l'angle # sera constamment très petit; car I est l'angle obtus , compris entre la verticale menée de bas en haut par le point G, et la droite menée de G vers le point K qui est au-dessous de G. Nous négligerons le cane de sin J , et nous prendrons cos • = — 1. Les quantités cos a et cos m seront très petites ; en négligeant leurs carrés, ou aura cos » = 1. On a d'ailleurs (n° 378) c = sin I sin 4# — »"> • C0B 4> c"= cos • = — 1, En négligeant donc les produits sin I cos x et ( cos p, l'équation (12) Si s= y + t — Mi cos X — yx COS *. Si donc , indépendamment de la petitesse de cos x et cos p, les oscillations verticales du plan donné sont aussi supposées très petites , les variations de s, le seront également ; la valeur de R , donnée par la troisième équation (1), savoir, «*• s, R = V, + M —, cos ,u, sin t, il suffira de mettre Ma à la place de R , dans les équations (13). En y mettant aussi les valeurs, de P et Q, >te> (sin I - cos A sin 4 - cos ^ cos 4)4*, A = ^(ces x «M 4 - ce. M .in 4) 4l. Le» deux premières équationa (1) deviendront , en = ycos^. (14) de e d» s% 4» j/i -— = g cos k, — — s= dt» tdt* j En différentiant par rapport à t et c1, et mettant d% an lieu de 4. sin I, on a do = sin 4 J* + cos 4 sin «4 , de' = cos > d 5 — sin 4 tin 644 > et si l'on substitue dans ces formules , à la place de sin 144 et dt , leurs valeurs précédentes , il en de - cWl = - m cos m4#, dc'+ cmdi = s» cos x*, où l'on a fait, pou } Cm à Pintegration de ces équations linéaires, à coefficiens constans et du premier ordre, par rapport ans inconnues c et c'. C'est aussi en employant ces mêmes inconnues, c'est-à-dire , sin I sin 4 •* sin • cos 4i dans le problème du mouvement de la lune autour de son centre de gravité, que Lagrange a ramené à la forme linéaire les équations différent tielles de ce problème ; ce qui l'a conduit a l'explication complète du phénomène de la hbration , qu'il n'avait pas donnée dans ses premières recherches sur ce sujet. 464. En intégrant les équations (16) par la méthode ordinaire, désignant par A et A* les deux arbitraires , et remettant pour c ci c' très peu de M?; et si l'on néglige et de chacune des quantités cos x, ce que sin I sin 4 = A sin ml + A' cos ml — m sin mt J (cos t* nu mt — cos x cos mt) dt — m cos mt f (cos /* cos mt + cos x sin mt) dt, sin l cos 4 = A cos ml — A' sin ml — m cos mt f (cos /* sin mt — cos x cos ml) dt + m s.n ml y (cos m cos ml + cos* sio ml) dt. m Je supposerai que les intégrales indiquées dans ces formules commencent avec f, et je représenterai , comme plus haut , par V et 4' les valeurs initiales de « et 4 i en faisant I = 0, on aura A = sin V cos 4', A' = sin sin 4', pour les valeurs de A et A', qui seront nulles , lorsque Taxe de figure du mobile sera vertical à l'origine du mouvement, auquel cas on aura V == 0. Lorsque les \alcurs de cos x et cos /* en fonctions de I, seront effectivement donnée» , on effectuera . les intégrations indiquées, et les équationa (16) feDigitized by Google
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    DYNAMIQUE, approximation; la seconde et les suivantes n'auraient d'entre difficulté que leur longueur. 456. Le vitesse de rotation n, imprimée an mobile autour de son axe de figure, étant supposée très grande , la quantité m sera généralement très petite. Il résulte donc des formules (16) que les variations de cos x et cos u, provenant des petites oscillations de la normale au pian donné sur lequel le mobile s'appuie , seront très affaiblies dans la valeur de I. Par conséquent, si le mobile est terminé à sa partie supérieure par une surface plane perpendiculaire i son axe de figure , et qu'à l'origine du mouvement cette surface soit horitontel» et l'axe vertical , ce qui fera disparaître les termes multipliés par h et *', cette surface conservera sensiblement son horixootalité pendant toute la durée du mouvement, malgré les petites oscillefions du plan donné , et cela d'autant plus exactement que la vitesse de rotation imprimée au mobile sera plus considérable. C'est sur ce principe qu'est fondé le moyen qui a été proposé pour obtenir à la mer, indépendamment des mouvomens de revis* et de tangage du vaisseau , un borixon artificiel qui puisse servir aux observations astronomiques. sin tnt et cos mt comme des quantités constantes dans les intégrales que contiennent les formules (16). Ainsi, par exemple , en intégrant par partie,oo.ura / COS X COS nxtdt = cos mt J cos X dt + m sin mt ff < os x dfi -f etc., t les valeurs de • et 4, et , par quent, la position de l'axe de figure du mobile, à an instant quelconque. D'après la troisième équation (3), on aura, en même temps , f = nt - 4 + 4', en y faisant cos • = — 1 , et supposant »=0, 11=0. Les deux premières équations (3), lesquelles on fera simplement s = » 3fi Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. •in I pour le sinus de l'inclinaison du mobile fur le plan boriaontal , laquelle inclinaison est le supplément de l'angle t. Cec différentes formules, et les conséquences qui s'en déduisent , subsisteront tant que la vitesse « de rotation du mobile autour de son axe de figure sera très grande; mais la résistance de l'air et le frottement de la pointe K contre le plan sur lequel le mobile s'appuie , diminueront continuellement cette vitesse; et quand elle aura cessé d'être très grande , l'axe GK s'écartera de plus en plus de U direction -verticale , et le mobile finira par tomber sur ce plan , comme dans le cas de la toupie ordinaire. On doit aussi observer que les oscillations verticales du plan donné , d'où il résulte des variations alternatives de la quantité;, n'ont aucune influence sur les variations des angles 4 et I. Hais si le plan donné s'élève ou s'abaisse verticalement d'un mouvement uniformément accéléré , U quantité t comprise dans son équation (n° 448), renfermera un terme ± - g't* , dans requel g* représentera une quantité constante et positive. La valeur de R dont on a fait usage dans le n° 463, au lieu d'être lia, sera alors M {g ± g') ; on devra donc remplacer g par g + g1 dans la valeur de m; en sorte qu'un mouvement de celte nature influera sur les varialions de I et 4. Si le plan donné s'abaisse , auquel cas on devra prendre le signe inférieur devant a', il faudra qu'on ait g' < g, sans quoi la valeur de R deviendrait négative; ce qui signifierait que le mobile cesserait de s'appuyer sur le plan donné, qui tomberait plus vite que ce corps pesant, et s'en détacherait par conséquent. § II. Cas où Fon a égard au frottement. 45A. Dans l'état actuel de la science, les lois du frottemeut des corps en mouvement ne peuvent être déterminées que par l'expérience; avant d'introduire cette force, d'un genre particulier, dans les équations du mouvement d'un corps qui s'appuie sur un plan donné, nous allons donc faire connaître les résultats généraux de l'observation sur cette matière *. 1° Le frottement d'un corps solide sur un autre est indépendant de la vitesse du mobile; 2" Il ne dépend pas non plus de l'étendue de la surface frottante; 3» Il est proportionnel à la pression totale exercée sur cette surface. * !.. < «périmée» le» plut rvceotrt «or ce »ujet important tout Celle» de M Marin, officier d'artillerie alladie à l'École dt Meta, duot le u ji ail e»l iittéré dan» le tome V i al\ Cet deux deraiéres lois sont celles qui 1 lieu dans l'état de repos (n° 269), à l'instant où l'équilibre va ae rompre, et quand le contact dea corps a duré assex long-lemps pour que le frotte, ment ait atteint son maximum. Relativement à un fluide qui coule sur un corps solide , le frottement suit des lois différentes. On admet, d'après l'expérience, qu'il est alors proportionnel à la vitesse du fluide et à l'étendue de la surface, et qu'il ne dépend pas de la pression. Quand il s'agit d'un fluide aériforme , il y a lieu de croire que le frottement augmente ou diminue avec la densité , comme nous l'avons supposé dons le n« 444; de sorte qu'à température é«ale, il se trouve dépendre indirectement de la grandeur de la pression. 457. Supposons actuellement qu'un corps solide, dont la base est une surface plane d'une étendue quelconque , soit posé sur un plan fixe et horizontal, et que la verticale menée par son centre de gravité G (fig. 98) rencontre le plan fixe dans l'étendue de cette base, ce qui est la condition nécessaire et suffisante de l'équilibre. Soient M sa masse, et P son poids. En un point A de sa sorface, situé dans le plan boriaontal mené par le point G, attachons une corde qui vienne passer snr une poulie fixe R, de sorte qoe BA soit le prolongement de GA. A l'extrémité inférieure C de cette corde , suspendons un autre corps dont la masse soit ■', et le poids P1, et qui ait son centre de gravité G' sur la verticale menée par le point C. L'éqnilibre subsistera tant que le poids 1' , augmenté du poids de la portie verticole de la corde , sera moindre que le frottement de H sur le plan fixe , et de la corde sur la poulie B; et si P' augmente graduellement , l'équilibre se rompra a l'instant où P' surpassera cette somme de frottement, diminuée du poids de la corde verticale. Si l'on néglige ce dernier poids relativement à P', et que l'on désigne por F et F' les frottemens de I contre le plan fixe et de la corde contre la poulie fixe, qui ontlieu immédiatement avant la rupture de l'équilibre, on aura P' = F + F'. La pression exercée sur la base de H est le poids P de ce corps ; le frottement F est donc proportionnel à P. D'après ce qu'on a vu dans le n° 302, le frottement F' est aussi proportionnel à la force F ; par conséquent, ou a F = fP, V = /-F, en désignant par f et f des fractions indépendantes des grandeurs de P et F. Au moyen de cet valeurs, l'équation précédente devient d'où l'on tire P'^P+ZYP; f = 1 +r p p Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. • I instant ou 1 équilibre ro m m en ce a se rompre, cette équation déterminer* la valeur de f, relative au corps M et au plan lioritontal sur lequel il est posé, quand on connaîtra la valeur de fqai répond à la corde et à la gorge de la poulie. Le moyen indiqué dans le n° 269 fait connaître cette valeur de/*, indépendamment d'aucune autre quantité de même nature, d'après l'angle tous lequel le mobile commence a glisser sur un plan que l'on incline graduellement. 468. Dès que le poids P', augmenté du poids de la corde verticale , l'emportera un tant soit peu sur la quantité F + F', l'équilibre sera rompu , et, à plus forte raison, pour un poids P* encore plus grand. Le corps H glissera sur le plan horisontal , ttW descendra verticalement. Pendant ce mouvement, j'appellerai H le frottement de M contre ce plan , qui sera une fraction donnée de la pression P. Quant a la poulie B, on pourra supposer qu'elle est entièrement fisc et demeure immobile, ou bien, qu'elle tourne autour d'un axe horisontal , perpendiculaire au plan de la corde ABC Dans le premier cas, il y aura, pendant le mouvement, un certain frottement H' contre la poulie, qui sera différent de F', et devra être ajouté à H ; dans le second cas, si la corde ne glisse aucunement sur la poulie, il n'y aura aucun frottement de l'une contre l'autre; mais il faudra tenir compte du mouvement communiqué à la poulie par l'intermédiaire de la corde, comme si elle y était attachée. Je supposerai que ce soit le second de ces deux cas qui ait lieu. Pour former l'équation du mouvement, désignons, au bout du temps quelconque t, par s et s' les parties horizontale et verticale de la corde ABC, et par p et m' leurs masses. Les vitesses de H dz dm' et H', à cet instant, seront et — ; et l'on dt dt d*. eV» par a — et a! les résitdt* dt* l'air exercées à leurs surfaces ; a et a' étant des constantes qui dépendront de leur forme et de leur étendue. Si l'on appelle g la gravité, les forces motrices appliquées au système seront donc  d» 1 , + , = ,,_=_-, -5T=— y. Soient « le poids de la corde entière, et p le poids de la masse m de la poulie , on aura aussi «s «a gp = — , = * — —y 9™ — Pi on a 5M = P, 9*8 1», et parce que le poidtP, on a, en en désignant par h un ce Au moyen de cas différentes valeurs , l'équation AP, Digitized by GoogU
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. [ «s P — P< — + (« + o') 469. Elle n'est point intégrable sous forme finie, à moins qu'on ne néglige les termes qui proviennent de la résistance de l'air ; ce qui la réduit à _-_-+,. = 0, en faisant, pour abréger, P'-M> + , « +7 C et C éUnt les detii consUutes arbitraires , et a I» base des logarithmes népériens. En substituant cette valeur de s dans les terme» de l'équation du mouvement qui proviennent de la résistance de l'air, et intégrant de nouveau cette équation, on aura une valeur de s plus approchée; mais nous nous arrêterons à la précédente ; et pour déterminer les constantes C et C, j'appellerai y la os valeur initiale de * : on aura s = y et — = 0, dt quand t — 0; d'où il résulte C + C» + — = y, C - C = 0; 2 2C et, par c ' + • -) V + 7' à un instant quelconque. Si l'on appelle » le temps que le poids P emploiera à atteindre la poulie B, c'est-à-dire , à parcourir la distance y, on aura à la fois 1 = I et s = 0; d'où l'on conclut Lorsque t sera donné par l'observation , cette équation servira à déterminer la valeur de a, et, par suite, celle du coefficient h relatif au frottement du poids P en mouvement sur le plan horizon tai. Dans cette eipérience , on pourra prendre pour P' un poids quelconque, pourvu qu'il surpasse le frottement qui a lieu dans l'état d'équilibre. Si le poids « est très petit par rapport aux poids P et P', C sera une très petite fraction , et l'on pourra développer les exponentielles en séries très convergentes, suivant les puissances de C.De cette manière, on aura et si l'on néglige tout-à-fait la quantité C , on aura ce qui doit être, en effet , puisque alors le mouvement du poids P est uniformément accéléré. Quelque soit k uioutciuvnt du tystèuie que nous considérons , la tension de la partie liorixootale de la corde ABC est constamment égale à la plus petite des deux forces qui agissent à ses extrémités (n« 362), c'est-à-dire, au frottement H augmenté de la résistance de l'air, exercée sur la surface de M . Elle est donc constante et égale à H , ou *P, pendant toute la durée du mouvement, lorsqu'on fait abstraction de la résistance de l'air; et sa valeur, mesurée par l'extension d'un ressort placé dans la longueur de cette corde, peut aussi servir à déterminer le coefficient ». 460. Les valeurs que l'expérience a données pour ce coefficient , soit par l'observation du temps I , soit par la mesure de la tension de la corde , varient avec le degré de poli des surfaces frottantes et la matière des corps ; elles ne dépendent pat, comme celles du coefficient f(n° 260), du tempa pendant lequel les corps ont été en contact avant de glisser l'un sur l'autre. Qunnd celles-ci ont atteint leur maximum , elles surpassent toujours les valeurs correspondantes de h; en sorte que, dans l'état de mouvement, le frottement H est moindre que le frottement F quia lieu à l'instant où l'équilibre va commencer à se rompre ; et la tension de la oorde en mouvement est aussi plus petite que celle qui avait lieu au dernier moment de l'équilibre. Le poids P étant en repos, l'équilibre subsiste tant que le poids P' est plus petit que F ; mais on a remarqué que si P*, quoique moindre que F, surpasse notablement H , il suffit «l'agiter un peu le Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. plan horitontal , par de petitea percussions , pour que le poids P te mette en mouvement. Quand le coefficient A est connu , il «t facile de déterminer le mouvement du poids P sur un plan incliné. Je désignerai par s* l'inclinaison de ce plan •ur un plan hnriiontal, qui devra surpasser l'angle sous lequel l'équilibre commencera h se rompre , ou être tel qu'on ait tang » > f (n° 269). Les composantes de P, parallèles et perpendiculaires a ce plan , seront P sin s et P cos ». La première , diminuée du frottement H , sera la force motrice du mobile, dont! est la masse; en appelants l'espace parcouru au bout du temps l, on aura donc M £li = P sin s - H. D'aillenrs, la pression sur ce plan étant l'antre composante P cos s, on aura aussi H = AP cos s ; à cause de P= My, l'équation précédente deviendra donc ^-=(1 - A coti) 9. in »; ce qui montre que le mouvement sera uniformément accéléré, et le même que si le frottement n'existait pas, et que le sinus de l'inclinaison fût diminué dans le rapport de 1 — A cet t à l'unité. Cette quantité 1 — A cot s est positive , puisque l'on a, par hypothèse, A < /"et f cot s* < 1. 461. Le frottement H étant proportionnel à la pression, et indépendant de l'étendue de la surface frottante, il s'ensuit que les poids P et P' du n° 467, restant les mêmes , le mouvement de P sur le plan horitontal ne changera pas, quelle que soit l'étendue de sa base, pourvu qu'elle ait toujours le même degré de poli. Ainsi , en prenant pour ce corps un parailélipipède rectangle, d'une matière homogène , et dont toutes les faces soient également polies, son mouvement horitontal sera toujours le même, si on le pose successivement sur chacune de tes faces ; et il en sera encore de même , sur un plan incliné, sans le secours du poids P'. Au reste , cette proposition , que le frottement est indépendant de l'étendue et du contour de la base de P, et simplement proportionnel au poids P, revient à dire qu'à chsque point de cette base , le frottement est proportionnel à la pression relative à ce point. En effet, soient 4 cette base, oV l'un de ses élémens différentiels , et fit la pression verticale que supporte cet élément, de sorte que p représente la pression rapportée à l'unité de surface. H faudra que la résultante des pressions exercées sur tous les élémens de 4, reproduise le poids P appliqué au centre de gravité G; il faudra donc qu'on ait yp«v = p, (•) et ai l'on mène par la projection du point G sur le plan fiie, deux axes horixontaux et rectangulaires, dont l'un sera , par exemple, la projection de la droite GB, et qu'on appelle s la distance de aV a cette projection , et y sa distance à l'autre axe , on devra aussi avoir fxpd* t= 0 , fypd* = 0; (4) ces intégrales et celle que contient l'équation (a) s'étendant a la base 4 tout entière. Cela étant, supposons le frottement de l'élément oV sur le pUn fixe, proportionnel à la pression pd 870. Si i on suppose que letdeux centres de gravite Digitized by GooqIc
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    TRAITÉ DB MÉCAHIQUÏ soient sur une même verticale, on aura donc à la fois, quel que soit le coefficient h. —Jkdr, iJhU=fhsd
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    d'où l'on tire DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. qu'on ait 287 dt ~ ' en appelant c la constante Jrd. di * dïr r*» (6) Les intégrales complètes des équations (4) sont dx dy — =("- cm • , - = (o - hgt) sin , ; a et • étant les deux arbitraires. On en ■ a a — hgt j et l'on voit que le mouvement du point G sera uniformément retardé, et que a et « seront la vitesse initiale et l'angle que sa direction fait avec 1' des x. L'équation (S) devient d* » hgy* dt dt* *«(o — hytj dt * en désignant par fl la constante arbitraire, qui exla vitesse angulaire initiale. Les valeurs de son intégrale complète est donc dt « et — ou «, seront d'autant plus approchées , que dt le produit de fl et de la plus grande valeur de rsero une plus petite fraction de la vitesse si; elles montrent que les mouvemens de translation et de rotation finiront ensemble au bout d'un temps égal a a — . *9 464. Lorsqu'un corps solide se meut sur un plan fixe, en le touchant constamment par un seul point de sa surface , il peut arriver plusieurs cas qu'il importe de distinguer. 1° Le corps peut rouler, sans glisser , sur le plan fixe, de manière que les deux courbes tracées sur ce plan et sur la surface du mobile, qui sont les lieux géométriques de leurs points de contact successifs, aient constamment des longueurs égales. 2f> Le mobile peut tourner sur lui-même, en touchant constamment le plan fixe , en on même point de ce plan. 3° Le corps peut glisser sans tourner, de sorte que le point de contact soit constamment le mémo point de sa surface. 4» Enfin, il peut glisser et tourner à la fou sur le plan fixe. Dans le deuxième et dans le troisième cas, le Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. frottement du mobile contre le plan fixe est! que si le contact avait une étendue quelconque , sa grandeur est proportionnelle à la pression qui a lieu au point do contact, et sa direction contraire à celle du la vitesse de ce point. En le désignant par H, et la pression par P, on a II — M»; le coefficient A étant le même que dans le n° 468. Cette loi est une conséquence de ce que le frottement est indépendant de l'étendue du contact ; elle aurait besoin , toutefois , d'être vérifiée par des expériences directes. La force H est ce qu'on appelle un frottement de la première espèce. Dans le premier cas , le frottement du mobile contre le plan fixe se nomme un frottement de $econde #-pèc«. L'observation fait voir que cette force est généralement très petite, et peut être négligée. Dans le dernier cas, les deux espèces de frottement ont lieu en même temps; on néglige celui de la seconde espèce par rapport au frottement de la première espèce, qui est dirigé, à chaque instant, en sens contraire de la vitesse du point de contact, et toujours proportionnel à la pression en ce point. Ces résultats ne conviennent pas au cas où le point de contact est l'extrémité d'une pointe, ou quand il appartient à une arête vive ; ils auront en* core lieu lorsque le mobile sera un cylindre quitouchera le plan fixe suivant une ligne droite; et, toutes les fois que sa surface n'aura n'y pointes ni arêtes vives, ils suffiront pour former les équation* différentielles des mouvemens de translation et de rotation. L'exemple suivant montrera comment on en devra faire usage pour cet objet. 465. Je suppose que le mobile toit une sphère homogène, posée sur un plan fixe horizontal. On imprime a ce corps un mouvement de rotation autour d'un diamètre horiiontal, et à son centre une vitesse horizontale et perpendiculaire à ce diamètre. 11 est évident que le mobile tournera autour de ce diamètre, qui sera transporté parallèlement à lui-même et au plan fixe, et que le centre de figure et de gravité décrira une droite horizontale, dans le plan vertical perpendiculaire à l'axe de rotation. II s'agit de déterminer, à un instant quelconque, les vitesses de ces deux mouvemens. La figure 99 représente une section du mobile , perpendiculaire à son axe de rotation et passant par son centre G. La droite AK.B est la section du plan fixe; la parallèle CGD est la droite que décrit le point G, et le contact, au bout du temps quelconque r, a lieu au point K. A cet institut soient s la dx distance CG, comptée o partir du point fixe C; — la dt vilesse du point G, » la vitesse angulaire du mobile autour de son axe de rotation, qui sera regardée comme positive ou comme négative, selon que la rotation aura lieu dans le sens indiqué par la flèche « ou en sens contraire. En appelant, au même instant, t> la vitesse absolue du poiut K, et désignant par e le rayon KG de la sphère, ou dx v = — + e. dt Selon que cette quantité sera positive ou négative, le point R s'avancera vers B ou vers A; et le frottement qui a lieu en ce point K. en sens contraire de e, sera dirigé suivant KA ou suivant KB Quand on a v = 0,1e corps roule sans glisser, et le frotte* ment n'est plus que de la seconde espèce. Cela posé, désignons toujours par P le poids du P*. corps, par g la gravité, par — le moment d'inertie 9 par rapport à l'axe de rotation, et par fcP le frottement au point K. En supposant, pour fixer les idées, la vitesse e positive, et, conséquemment, le frottement dirigé suivant KA, les équations différentielles des mouvemens de translation et de rotation seront ; M si la car le centre G devra se i P — du mobile y était réunie, et que le frottement j 9 fût appliqué parallèlement à sa direction ; et, en même temps, le mobile devra tourner autour de son axe de rotation, comme si cet axe était fixe, et que le point d'application du frottement et le sens de cette force ne fussent pas changés. Le mobile étant une sphère, on a aussi les équations précédentes auraient encore lieu, mais avec une valeur différente de *■ , si ce corps était un solide de révolution, ou un cylindre droit à baie circulaire, tournant, dans ces deux cas, autour de l'axe de figure. Eu supposant le coefficient A constant, et intégrant les équations (o), on a dx - = a - hgt, dt a et a étant les deux constantes arbitraires qui redx présenteront les va'eurs initiales des vitesses — et •. On aura, en même temps, v = a + c* -(l + 1) h9t. Par hypothèse, la constante a-f- c* est positive ; la vitesse v l'est donc aussi pendant un temps I, au Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , PARTIE. bout duquel elle est nulle, et qui a pour valeur («. + *.)«» 1kg 1 dans le cas de la sphère. Pendant l'intervalle de L lei valeur» précédente» de —et » dt ront, et le» fonnément retardés. Au bout d'un temps égal à — , la valeur de — sera nulle, ai donc ce temps est dt moindre que 1, ce qui aura lieu si l'on a a < dt a la vitesse — deviendra négative au delà de < =— , dt hg et le centre de la sphère rétrogradera. C'est ce qui arrive par exemple, lorsqu'on frappe une bille de billard de manière à la faire tourner rapidement autour d'un diamètre horizontal et à faire dre vitesse, en sorte que les quantités a et • soient toutes deux positives et satisfassent à l'inégalité précédente. Le frottement contre le tapis détruit bientôt le mouvement de translation; mais le mouvement de rotation subsistant encore , le frottement continue d'agir en sens contraire de ce dernier mouvement; et c'est cette force, transportée au centre de gravité, qui le ramène vers son point de départ. Si, à l'origine du si Ton a 2cm la vitesse — ne deviendra pas nulle avant la vidt tesse r, et le centre G ne rétrogradera pas. Mais dans tous les cas, au bout da temps I, le point d'appui K du mobile n'ayant plus de vitesse, le frottement h? de la première espèce disparaîtra ; ta sphère continuera de rouler sans glisser; et il se produira un frottement qui ne aéra plus que de la seconde dx espèce. Le* vitesses — et » deviendront constantes, dt ou ne décroîtront plus que très lentement ; leurs valeurs seront celles des formules (6), qui répondent h i = », savoir : dx dt 5a 2c. 2cm — fia — • Ainsi, l'effet général du frottement ordinaire ou de la première espèce, est de réduire au repos les corps qui glissent sans tourner, et de réduire seulement à l'uniformité et à l'égalité, en sens opposés, les deux mouvemens des corps qui glissent et roulent en même temps. Dans un vide parfait, la roulement du mobile qui résulte de ces deux mouvemens, subsisterait indéfiniment, et le frottement delà seconde espèce maintiendrait la vitesse « nulle, dx et les deux vitesses — et • égales et contraires. dt Mais la résistance de l'air trouble cette égalité; le frottement de la première espèce reparaît , et le concours de ce» deux force» finit par réduire le mobile à l'état de repos. 37 )igitized by Google
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    CHAPITRE VIL DU CHOC DES CORPS DE FORME QUELCONQUE. 468. la position et l'état d'an coq» solide en mouvement sont complètement déterminés à un instant donné, lorsque Ton connaît, k cet instant, les coordonnées de son centre de gravité, les composantes de la vitesse de ce point, les directions des trois axes principaux qui se coupent eo ce même point, et les composantes de la vitesse angulaire de rotation autour de ces trois axes. Si ce corps est rencontré par un autre mobile, pour lequel toutes ces choses soient également connues, les composai) tes de leurs vitesses de translation et d« rotation seront changées par le choc, mais non pas les positions de leurs centres de gravité, ni les directions de leurs axes principaux ; car, quoique le choc ne «oit pas instantané , cependant la durée de ce phénonèmeest toujours assex petite pour qu'on puisse faire abstraction du déplacement des différent pointa des denx mobiles, pendant qu'il s'accomplit, ■et, par conséquent, pour qu'on puisse considérer comme sensiblement immobiles leurs centres de gTavité et les points de* deux mobiles qui appartiennent à leurs axes principaux. Le problème du choc des corps aura donc pour objet de déterminer en grandeur et en direction, leurs vitesses de translation et de rotation après le choc, au moyen de ces mêmes quantités avant le choc, et d'après la forme et la situation relotivcs des mobiles. Nous allons donner la solution générale de ce problème, dans les deux cas extrêmes où les mobiles sont mous et dénués d'élasticité, et où ces corps sont au contraire parfaitement élastique*. nombre de deux, qu'ils se touchent par un seul point, et qu'ils soient entièrement libres. Soient M et leurs masses, G et G' (6g. 100) leurs centres de gravité, K leur point de conUct, 11K1I la normale à leurs surfaces en ce point. Soient aussi Gs, Gy , G*, les axes principaux de M, et G'*' , G'y', GV, ceux de H'. Immédiatement avant le choc, désignons paru, r, v, les composantes de la vitesse de G suivant les axes G*, Gy, Gs, appelons en même temps m la vitesse angulaire de H autour de Taxe instantané de rotation, passant par le point G, et f, ç, r, les trois composantes de cette vitesse, autour des mêmes p q r axes G», Gy, Gs; en sorte que — , — , — , soient les m m m cosinus des ongles que l'axe instantané fait avec ces trois droites (n« 407), et qu'on art •* = p* + g» + r* . Cela étant, si #, y, a, sont lea trois coordonnées d'un point quelconque de H, rapportées aux axea G s-, Gy, G*, les composantes de sa vitesse, parallèles à ces axes et provenant de la rotation du mob»le(n• 418), seront gs — ry, rx — p«,py— q*i P" conséquent, on aura celles dosa vitesse absolue , en y ajoutant les composantes m, *,*>, de la vitesse du point G; ce qui donne •»+«. — ry, o+r*-j«, *c+n — 9*Je désigne par «„ *„ w„pn g„ r„ ce que deviennent «, r , te, p, q, r, immédiatement après le choc. En observant que le point dont les coordonnées sont s, y, s, ne change pas sensiblement de position pendant le choc, les trois composantes précédentes deviendront «i + fc*— ra. •i+V-Pr»! *>,+P4 — fr*i et comme les axes G#, Gy, G s, auxquels elles sont parallèles, sont anssi supposés immobiles pendant le choc, on aura les vitesses perdues par ce point suivant ces axes, en retranchant ces dernières quantités des précédentes. Si donc en désigne par dm l'élément de la masse H qui répond aux coordonnées g, y, a, nous aurons [ai — u, + (g — g> — (r — r,)y]dm , [" — »i + (r — — (P — P
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 201 choc, qu'elle» serviront à déterminer , serout le* mené*, pour la masse H, par exemple, que si l'oa appliquait à une partie arbitraire p de cette masse, ayant son centre de -ravi te sur la droite KH, une vitesse k parallèle à KH, et telle que Ton eût pJt=l(j car il est évident que la résultante des quantités de mouvement de p serait N , en grandeur et en direction : la percussion exercée sur H , suivant M, équivaut donc toujours, comme nous lavons le n» 436, à des vitesses égales, irapriIl cos « + f[m — », + (f — n cos c 4* / [• — ri + (r — N cos y + f[w — HP, + {p — N (o cos C — 4 cas ») + /[• - *i + (* - O m -/[•-«, + (9-9,) •mées, parallèlement à cette normale M, à toua les points d'une partie de M , qui a son centre de gravité sur cette droit*. 488. Cela posé , désignons par a , b , c , les trois coordonnées de K, rapportées aux axesGx,(jy, G», et par «, C, y, les angles que la droite KH fait avec des parallèles a ces axas , menées par le point K ; le* six équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues par tous le* pointa de H , se9.) » r,)* Pi) y (p (9 V y] dm P,) *] *■ 9$) *] *■ », 0, ! 0, (P — Pi) ») **■ ^ — r,) y] ydm = ». N (e co* » — a cos y) + /[« — «, + (9 — 9 — ft) y — (f — 9,1 *] xrfm îl (6 cos y — c cos C) + /[»—•»< + (P - R) F - (9 - 9») *] vrf« — /[• — »l + (P - Pi) ») Tes intégrales s 'étendant à la masse entière H. I de H, et que Gx, Gy,Gs, sont ses axe* principaux, A. caaae que le point G est le centre de gravité } ou a J*dm = 0, fydm =0, Jaatas =0, = 0, /«fdm=», fném = 0. Désignons, d* plu», par A, B, C, les qu'on ait A = /(•• + »)at», B = /(..+ «.)*., d'inertie de ■ par rapport à ces mêmes axes de sorte C =/(*»+ r)dm. .six libre se réduiront a W cos m + H (« — u,) = 0 , H cos C + ■ (r — p,) = O , H COS y+ ■(.-*,,) = 0, Il (o ce* C - ô cos .) + C (r - r.) =0, H (a cos « — o cos y) + B — qt) = 0 , N (A cos y - ccos C) + A(j» — ft)=0, 0) Par rapport à M' et k ses axes principaux O'x' , G'y' , G's' , je désignerai les quantité* qui entrent dans ces équations par le* même* lettres, avec un trait supérieur; en aorte que, par exemple, 0, y', seront les angle* que fait la droite KH' avec de* parallèles k ces axes, menées par le point K., et que a' , c' , seront les coordonnées de ce point, :s à ce* même* axes. En observant que la de II doit être U même pour les deux corp* ■ et ■', les équations d'équilibre des quande mouvement perdue* par H coa«' + M'(«'-*»/) = 0, Il co* C +■•(•»— r/) = 0, W co* y' + ■•.(»'— »/) = °» H (o' cos P — V cos •') + C (r* — r/) = 0, ri (*' cos - o' co.y') + B» (j- - « /) = 0, » (*'eo.y-«'eo*C) + A'^-p;) = 0. (*) «».. «/. f/. s»/ Pu 9i« rn p/i i! » r/i 1°° contiennent ce* douae équations (1) et (2) , elles renferment encore l'inconnue N ; elles seront donc en nombre insuffisant pour déterminer ce* treixe inconnues ; et il y faudra joindre une treisième équation , que l'on obtiendra par la considération suivante , dan* le ca* de* corps dénués d'élasticité. 460. La solution du problème serait, en effet, indéterminée, si l'on cousidérait les deux mobiles comme abeoluuient dur» , et qu'on fit abstraction Digitized by Google
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    292 TRAITÉ DE MÉCANIQUE de ta compression qu'ils éprouvent pendant la durée du choc. Mais en ayant égard à cette compression, quelque petite qu'on la suppose , on conçoit qu'elle est due à ce que les points des deux mobiles, par lesquels ils viennent se toucher, n'ont pas la même vitesse suivant la normale commune a leurs surfaces. A raison de la différence des vitesses normsles de ces deux points, les deux corps s'appuient et sa compriment graduellement l'un contre l'autre ; en même temps , cette différence diminue par degrés infiniment petits, jusqu'à ce qu'elle ait entièrement disparu ; et quand les deux mobiles sont dénués d'élasticité, le phénomène du choc est achevé à l'instant où cette différence est devenue nulle , et ces deux corps conservent la forme qu'ils ont prise à cet instant de leur plus grande compression. C'est cette égalité des vitesses normales des deux points de contact , à la fin du choc , qui fournit la treiiième équation demandée, et qui fait disparaître l'indétermination du problème. En tant que le point K appartient au corps H, ses coordonnées, rapportées aux axes G*, Gy, G*, sont a, b, c ; en les substituant à la place de s, y, s* dans les formules du n° 467, on a, immédiatement après le choc, s^+c.c— rf>, v, + r,o-p(c, w,+pb — g,c, pour les composantes de sa vitesse parallèles à ces trois axes; et comme », C, y, sont les angles que la droite KH fait avec les directions de ces composantes, on en conclut h + î,° — rfi) «» • + + r,a — F.e) c0* c pour la vitesse finale de ce point suivant cette droite. Si Ton considère le même point K comme faisant partie du corps M', sa vitesse après le choc, suivant la direction K H', sera W+fcV-r,V) «»• •'+ W + '>'- P,V) cosC + K+p/6-g»co.y. Or, pour que, dans les deux cas, la vitesse normale du point K soit la même, et dirigée dans le même sens, il faudra que ces deux dernières quantités soient égales et de signe contraire, ou que leur somme soit nulle ; par conséquent, on aura K + 9.c - r,b) cos . + («/ + o.V - r,'V) co. + (v, + r,a - p,c) cos C + (./ + r/o* - p,V) cos f / (3) + + Pi* - cos y + (U,/ + p,b' - q;a') cos y» = 0. ( Les équations (1), (S), (3), du premier degré, par rapport aux inconnues N , ut , vt , etc. , donneront ( dans chaque cas particuler , des voleurs entièrement déterminées pour ces quantités qui feront connaître l'état des deux mobiles après le choc, et les quantités de mouvement, égales et contraires, que la percussion leur aura imprimées suivant la normale commune à leurs surfaces 470. Maintenant, si les deux corps sont élastiques, il faudra distinguer trois époques successives dans le phénomène du choc : la première répondra a l'instant où les deux mobiles commencent à se toucher par un point K de leurs surfaces ; la deuxième sera celle de leur plus grande compression, où les vitesses normales du point K seront égales et dans la même sens pour ces deux corps ; la troisième sera la fin du choc, où les deux mobiles se sépareront l'an de l'autre, après avoir repris exactement leurs formes primitives, s'ils sont supposés parfaitement élastiques. Depuis la première jusqu'à la seconde époque, le phénomène est le même que si les deux mobiles étaient dénués d'élasticité. Ainsi, l'on déterminera, au moyen des équations précédentes, les doute composantes m„ vn etc. , des vitesses de translation et de rotation des mobiles à l'instant de leur plus grande compression, et la quantité de mouvement N que chacun des deux corps aura reçue, suivant KH pour H, et suivant KU' pour ■'. Depuis la deuxième époque jusqu'à la troisième, ces deux corps, en revenant à leurs formes primitives, recevront, suivant ces directions, une nouvelle quantité de mouvement, qui sera encore égale à !■, dans le cas d'une parfaite élasticité. Par conséquent , cette seconde partie du phénomène devra identique avec la première, mais exercée sur des corps animés des vitesses de translation et de rotation qui ont lieu à la fin de la première partie. D'après ce principe, conforme à ce qui a déjà été expliqué dans le n° 360, si l'on appelle à la troisième époque, U, V, W, les composantes de la vitesse du point G, suivant les axes G*, Gy , Gs, et P, Q, H , le* composantes de la vitesse angulaire de M autour des mêmes axes, on aura, pour déterminer ces six inconnues, les six équations 11 cos»+M(«( — U) = 0, N cos C -f» 1 (*, — V} = 0 , R cosy-f ■(«/,— W) = 0, H (acosC— i cos •) + €(»■, — R) = 0, R (ecos. — ocos>) + B(a( — Q) = 0, N (ocosy — ccosC) -f A(p, — P) = 0, qui se déduisent des équations (1), en y mettaut U, V, W, P, Q, R , à la place de -, , », , w,, y, , , , qn r,, j'ajoute chacune de ce* six équations à l'équation (1) qui lui correspond » Digitized by Google

  

  
    Page 319
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 29.46% accurate
    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 293 ce qui 2JI cos. + M(si-U)=0, 25 eo.C + B(e-V) = 0, an coi > + w)=o, 211 («cos C -» £ coi •) + C (r — R)= 0, «H (e co» m — ocoi y) + B (q — Q) = 0, 211 (i cos y — c cos C) + A (p — P) = 0. Cet équations (4) sont celles de l'équilibre dei quantités de mouvement perdues par M pendant le durée totale du choc, jointes k la quantité de mouvement 2N imprimée à cette masse, suivant la y mettra pour 5 la valeur de cette inconnue, qu'on tirera de l'équation (3), après y avoir substitué les valeurs des inconnues u„ vlt etc., «/, e/, etc., données par les équations (1) ot (2). Nous nous dispenserons d'écrire ici l'expression générale de cette quantité N, qui serait très compliquée, et dont on calculera, sans difficulté, la valeur numérique, dans chaque cas particulier. Si les deux mobiles n'étaient pas supposés parfaitement élastiques , N serait moindre dans la seconde partie du choc que dans la première; il faudrait prendre alors pour sa valeur, dans la seconde partie, une fraction /'de sa valeur, déduite des équations (1), (2), (3), et ractt r e ( 1 -f f) y l\ la place de 2lf dans les équations (4), Cette fraction f dépendrait du degré d'élasticité des deux mobiles, et ne pourrait se déterminer que par des expériences faites sur des corps de la même matière, dans le cas le plus simple, par rapport à leur forme et k leur mouvement primitif. Nous nous bornerons a considérer le ces de l'élasticité parfaite, en observant, toutefois, que la remarque qui termine le n° 467 a également lieu , quel que soit le degré de l'élasticité. Quant au corps H', si l'on désigne, I la fin du choc, par U', V, W, les composantes de la vitesse de G' suivant lea axes GV, G'y': GV, et par P\ Q', R', les composantes de la vitesse angulaire de H* antour de ces axes , on aura pour déterminer ces six inconnues des équations semblables aux équations (4), savoir : 2N cos •' + ■'(« — IT)=:0, 2N cosC' + r(e'-V') = 0, 2N cosy' + M'K-W^O, 2N {c/co%P — o'cos»') + C'(r*_ R') = 0, iît W cos •'— 
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. a cos € = 4 co* • , c cos m = a cos y , 6 cos y = c cos C; alors les trois dernières équations (1) et (4) donnemouvement de rotation do celui-ci, et n'influe que sur son mouvement de translation. Si la même normale passe aussi par le centre de gravité G' de M', de sorte qu'on ait a' cos C — V cos »', (f cos a.1 — a? eos y\ V cos y' — é cos C, Pi — P> ?«=?» ri = r> V=P> Q = ?» * = r; (et ,ile4iei ,]e roution disparaîtront de l'équace qui signifie que la direction de Paie instantané ««°n (3), qui se réduira à de M et la vitesse de rotation seront les mêmes im- M co§ +^.9 cos c -f- w cos y + * ' cos niédiatement avant et après le choc. Donc, toutes , , - . . '_ e, cos C + if cos v = 0 ; les fois que la normale au point de contact passe T ' • * ' par le rentre de gravité de l'un des deui mobiles maia les trois premières équations (1) et (S) ou élastiques, le choc ne change rien au If = H [(«, — u) cos ai + (e, — •) eos C + (w, — w) cos y ] , » R = M' [(«/ — *.') cos «' + (•/ — e') cos C + (w/ — »') ces >'] ; I { ' et de ces diverses équations, on conclut et en divisant ces équations par H et M* et les ajoutant ensuite à la précédente, il en résulte lf If - + - + u co. . + c cos C + w cos y +«» cos .' + *'cœC+u*,osy=0. Or, si GL et G'l.' sont les directions de G et G' avant le choc et i et r* leurs vitesses initiales, on aura • cos HGL = u cos * + ■ cos C -f- w cos y , cos H'G'L' = «' cos + r1 cos ', représentent. On aura done ■M'Qcos HGL + t' cos H'G'L') M + M' pour la valeur de H, qui devra être essentiellement positive : lorsqu'elle sera négative, qu'il n'y a pas de choc entre les De même, si G/ et GT sont les directions de G et G' à l'instant de la plus grande compression des deux mobiles, et 6 et 8', leurs vitesses au instant, on aura aussi I, cos HG/ = Ht cos IIGL 1/ roa H'G7 = -M'y cos H'G'L' i H'I'co. H'G'f — Il cos UGI H -f- M' pour les composantes des vitesses de G et G' suivant GH et G'IT. à l'instant que nous considérons. Elles sont, comme on voit, égales et contraires; d'où il snit qu'à l'instant de la phis grande compression, les centres de gravité des deux mobiles ont la même vitesse, en grandeur et en direction, suivant la normalo au point de contact K. Dans le cas des corps moui, cette vitesse normale sera celle qui aura lieu après le choc. Lorsque les deux moon aura », cos HGJ = U eos • + V cos C + W cos y , •/ co* H'G'P = U» cos .' + V cos C + W cos %, CM H(. I =«, cos* -j-f, msC -f- w, cos y , •/ cos H'G'f = ■/ cos + •/ cos C + w,' cot y\ (M — W) t cos HGL — 2M'i' cos H'G'L' M + V fM' — M) »' ens H'GL' — SH( eos HGL en supposant que les vitesses I, et 1/ et les directions Gl et Vf se rapportent 4 U fin du choc. Donc, en vertu des trois premières équations (4) et (6), et de la valeur qu'on vient de trouver pour H, nous auront I, cos HG/ (8} H'GT = I + fi' pour les composantes des vitesses finales de G et G' suivant lea directions GH et G'H'. 473. Dans le eu particulier où les deux points G' et G' se meuvent, avant le choc, sur la normale HKH', leurs vitesses perpendiculaires à cette droite seront nulles, et elles le seront encore après le choc ; ea sorte que l'on aura cos HGL = ± l , H'G'L' = ± 1 , cos HG/ = ± 1 , HG/ = ± l, selon le sens de leurs directions, en considérant, dans tons les cas, les vitesses I, I', •„ S/, comme des quantités positives. Si G et G' vont dans le même sens avant le choc, par exemple, de H' vers H, l'angle HGL sera xéro, et l'angle H'G'L' égale a deux droits; en vertu dos (7), on aura donc ,T ,„ , Ml 4- M l' : I, cm H'G'f = — l.l.r-»'— cosUGi: Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 205 Si, au contraire, G ri G' vont ou devant l'un de l'autre avant le choc», de manière que le point G ce | ûonV(" cuve de II ver» H , et le point G' de H' ven M, on fl, coi H'G'f = ± 1 , HGL = co» fl'G'L' == - I, et lea équaMl - M'â' •; = ± I + M' les aignea «upérieura ou inférieur» ayont lieu aelon que la différence Ml — M'»' sera positive ou négative. On appliquera de même le» formulea (8) à ces déni hypothèses. Ces résultats coïncident avec ceui qu'on a obtenus dana lea n" 361 et 362, relativement au choc des corps sphériques et homogènes; mais on voit de plus qu'ils sont indépendans de la forme de ces corps et de leur mouvement de rotation, et qu'ils supposent seulement que les centres de gravité de» deux mobiles se meuvent, avant le choc, sur la normale au point de contact. 474. Si l'on suppose M' =M, les équations (8) deviennent 6, cos MGl = — cos H'GI', •/ coa H'GT = — * cos HGL , d'où l'on conclut que dans le choc do deux parfaitement élastique» et égaui en masses, les vitesses parallèles à la normale au point de contact, lorsque cette normale, commune aux deux surfaces en ce point, passe à la foi» par ce» deux centres. le point G' fera en repo» avant le choc, en qu'on ait I' — 0 et que, de plo», la musse H, à raison de sa densité, sera très petite et négligeable par rapport a M', on aura, en vertu des lions (7^ l(.oSHG/=0, •/ coa H'G'/' = 0, en sorte que les centres de gravité G et G' de corps mous n'auront, dans ce cas, aucune vitesse normale après le choc. Mois, en vertu des équations (8), si ces corps sont, au contraire, parfaitement 1/ cos E'G'P = 0 , », cos HGf = - I cos HGL ; ce qui montre que le centre de gravité G' ne prendra aucune vitesse, et que G prendra, après le choc, noe vi'essc normale égale et contraire à celle qu'il avait auparavant. Il est aisé d'en conclure que le centre de gravité G sera réfléchi en faisant avec la normale an point de contact des deux mobiles, l'angle de réflexion égal I Ta ngle d'incidence. En effet, prenons sur le prolongement de GL (Cg. 102), une partie gG pour représenter, avant le choc, la vitesse de G, qui se mouvra de g ver» G ; •oit toujours GH la normale au point de contact des deux mobiles, laquelle passe par hypothèse, par le point G} décomposons la vitesse gG en deux autres, l'une aG, dirigée suivant cette normale, et l'autre AG parallèle au plan tangent : la seconde ne sera pas changée par le choc, et la première sera changée en une vitesse cG égale et contraire à aG. Donc, si l'on achève le rectangle Gédc, et qu'on prolonge la diagonale Gd d'une quantité Gl = Gd, la vitesse du point G , après le choc, sera G/, en de réflexion HG/, sera égal à l'angle d'incideuoe UGg, et, de plus, la vitesse du mobile aura la même grandeur avant et après le choc. Ce cas est celui d'un corps élastique qui vient rencontrer un obstacle fixe, doué également d'une parfaite élasticité. 476. Lorsque les mobiles sont des sphères homogènes, la condition que la normale HÏ.H' (6g. 101) passe par leurs centres de gravité G et G', est toujours remplie. Par conséquent , si ces corps sont parfaitement élastiques , ils échangeront , en se choquant , leurs vitesses dans le sens de la droite qui va d'un centre à l'autre, et conserveront, sans altération , leurs vitesses ]>erpendiculaires à cette droite; et, quand ils viendront frapper un obstacle fixe et aussi parfaitement élastique, il» se recuiront on faisant l'angle de réflexion égal à C'est sur ces principes qu'est fonde le jeu de bittard; mais il faut observer que non seulement ils supposent l'élasticité parfaite des bandes et des WUt; mais que la non-altération, par le choc, de la vitesse des mobiles, soit parallèlement à leur plan tangent commun, soit parallèlement aux bandes qu'Us rencontrent , n'a tien que quand on fait abstraction du frottement provenant de leur rotatiou et du glissement d'une surface sur l'autre. On va voir, par exemple, que l'angle de réflexion dépend de la rotation de la bille , et qu'il n'est plus égal à l'angle d'incidence, quand on tient compte du frottement de la bille contre la bande. La même chose a lieu dans le ricochât d'un boulet : le frottement de ce projectile contre le terrainet sa vitessede rotation influent aussi sur l'angle de réflexion, qui peut être, pour cette raison, différent de l'angle d'incidence. Cette questiou nous fournira l'occasion d'expliquer comment on doit avoir égard au frottement dans le choc des corps, et de compléter ce que nous avons dit, sur ce genre de résistance , dana le second paragraphe du chapitre précédent. Flous allons d'abord exposer les principes qui nous guideront dans cette matière délicate; on y est conduit par l'analogie ; mais ils auraient besoin, ainsi que les conséquences qui s'en déduisent, d'être confirmés par des expériences directes. 476. Eu formant les équations d'équilibre des quantités de mouvement pordues dans le choc, par Digitized by Google
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    200 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. les deux masses H et M', nous niions point tenu compte des quantités de mouvement produites par les poids de ces corps pendant la durée de la percussion, parce que celte durée étant très petite, ces quantités, qui lui sont proportionnelles, sont aussi très petites, et peuvent être négligées par rapport à celles que les mobiles reçoivent de leur choc mutuel. Mais il n'en est pas de même, comme nous l'avons déjà remarqué (n° 363), à l'égard du frottement qui a lieu pendant le choc, lorsque les surfaces des deux mobiles en contact glissent l'une sur l'autre. Quoiqu'on n'ait pas fait d'observations sur l'intensité de ce frottement, on peut supposer, par induction, qu'il suit les lois générale* du frottement des corps soumis à des pressions proprement dites, puisque la percussion n'est autre chose qu'une pression d'une très grande intensité, exercée pendant un temps très court. On peut donc admettre que pendant la durée du choc le frottement, • chaque instant, est proportionnel à la grandeur de la pression normale, qui appuie, à cet instant, les deux mobiles l'un contre l'autre; qu'il est dirigé , pour chaque mobile, en sen» contraire de la vitesse relative du glissement de ce mobile sur l'autre, et indépendant de la grandeur de cette vitesse; et qu'il disparait, ou devient négligeable, quand le glissement se change en un simple roulement. Or, la quantité totale de mouvement imprimée à M suivant la normale KH (6g. 100), a été représentée par H, quand ces deux mobiles sont dénués d'élasticité, ou par 2N, quand ils sont parfaitement élastiques. Si donc, pendant toute la durée du choc, la surface de M glisse, dans une même direction, sur celle de M', et qu'on appelle Q la quantité de mouvement imprimée à M par le frottement, en sens contraire de cette direction, on aura Q=*N, dans le cas des corps dénués d'élasticité, et Q = dans le cas des corps parfaitement élastiques ; A étant un coefficient qui ne dépend que de la nature des surfaces de M et M', au point de contact K, et pour lequel on pourra prendre celui qui a été déterminé par l'expérience, relativement à des pressions ordinaires (no 450). Si le glissement a lieu dans un sens pendant une partie du choc, et dans le sens opposé pendant l'autre partie, on aura Q = A (N' — N"), en désignant par N' et It" les quantités de mouvement produites par la percussion pendant ces deux parties du choc, de sorte que N ou 2N soit leur somme V -f- Pi", et en supposant W > H". Si , à la fin de la première partie, le glissement se change en un simple roulement, on prendra Q = AN', en négligeant le frottement de la seconde espèce, qui aura lieu pendant la seconde partie. En appelant Q/ ce que Q devient relativement à M', il est évident que Q' sera, dans tous les cas, une quantité de mouvement égale et directement opposée à Q ; car la pression normale que M' exerce sur M pendant toute la durée du chort , est de même grandeur que celle de M sur M', et la vitesse relative du glissement de M' sur M est toujours égale et contraire a celle du glissement de M sur M'. Il résulte de là que pour former les équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues pendant le choc par le corps M, en ayant égard an frottement , H suffira de joindre à la quantité de mouvement > on 2N, imprimée à ce mobile suivant la normale K.H , une autre quantité de mouvement Q, perpendiculaire à k II , et exprimée comme on vient de le dire ; et que pour obtenir , en même temps, les équations relatives à M', il faudra joindre à la quantité de mouvement N ou 2N, dirigée suivant KU', une quantité de mouvement Q' égale et contraire à Q. C'est ce que nous allons faire, dans le cas du choc d'un projectile sphérique et homogène contre un obstacle fixe. 477. Pour fixer les idées , je supposerai que l'obstacle fixe que la sphère M vient frapper est un plan horixontal, et que cette sphère tourne, avant le choc, autour d'un axe horixontal , perpendiculaire à la direction GH de son centre de gravité. La figure 103 représente une section du plan fixe et de M par ce plan vertical. Tout éUnt aemblable de part et d'autre de cette section, le point G ne s'écartera point de ce dernier plan pendant le choc, M continuera de tourner autour du diamètre perpendiculaire à ce même plan, et le même point de contact K glissera, pendant cette percussion le long de AB, intersection de ce plan vertical et du plan fixe. Immédiatement avant le choc , j'appelle a la vitesse horixontale de G, dirigée suivant GO, 6 sa vitesse verticale , dirigée auivant GK, et ^ l'angle d'incidence HGK, de sorte qu'on ait « tang y = —. b Le mobile M étant supposé parfaitement élastique» ainsi que l'obstacle fixe qu'il vient frapper, il perdra d'abord, en se comprimant, sa quantité de mouvement verticale MA, puis il reprendra, en revenant à sa figure primitive, une quantité de mouvement é^ale et contraire; en sorte qu'après le choc, le centre de gravité G aura une vitesse verticale t, dirigée suivant le prolongement GE de G K Si donc on appelle, à celte époque, o' sa vitesse horixontale, dirigée suivant GD, ou en sens contraire, selon qu'elle sera positive ou négative; que GH' soit la direction de ce point, et qu'on désigne par y' l'angle de réflexion EGH', on aura a' tang >' = b La droite GH' sera située à gauche de la verticale EK, comme la droite GH, ou à droite de EK, selon que la quantité a' sera positive ou négative. Pour que l'angle de réflexion soit égal à l'angle d'incidence, il faudra que cette vitesse a' soit positive et Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. égale k a; la différence y' — y de ce» deux angles sera toujours de même signe que sV — a; et le point G rétrogradera quand la vitesse o' sera négaSoit aussi * la vitesse angulaire de rotation de M avant le choc , laquelle vitesse sera considérée comme positive ou comme négative , selon qu'elle aura lieu dans le sens indiqué par la flèche $, ou dans le sens opposé. Désignons par »' ce que devient cette vitesse angulaire après le choc. Le problème consistera a déterminer les valeurs de cl et d'après celles de a et •. Selon que la vitesse absolue du point K sera positive ou négative, c'est-èdire, dirigée suivant KA ou suivant KB , pendant une partie de la durée du choc, ou pendant sa durée entière, la solution présentera différens cas distincts, que nous allons examiner successivement dans le numéro suivant. 478. Je supposerai , en premier lieu , que la vitesse du point K soit positive, ou dirigée suivant KA, pendant toute la durée du choc. En appelant e le rayon GK de H, cette vitesse sera a -f- c» a. u commencement, et a' -f- c»' à la fin ; de sorte que ces deux quantités devront être positives. La quantité totale de mouvement imprimée à M suivant GK , soit pendant que le mobile se comprime, soit pendant qu'U revient à sa figure primitive, éUnt égale à 2116 , la quantité de mouvement provenant du frottement, et dirigée suivant KB, sera 2AM6, d'après le n» 476 } par conséquent, la vitesse horizontale a' du centre de gravité G après le choc, sera la même que si la masse H y était réunie, et que les quantités de mouvement Ma et 2AM6 y fussent appliquées, en qui i a' = a — 2W. En observant que 2/5 Me» est te moment d'inertie de M par rapport à son axe de rotation, et que 2AMAc est le moment, par rapport au même axe, du frottement dirigé suivant KB , on verra , sans difficulté, que la diminution . - de la vitesse angulaire de rotation sera déterminée tion iMc (• — a») = 2AI6C; d'où l'on tire De ces valeurs de •' et .', il résultera sr* + = o + „• - 7M; le cas que nous examinons, il faudra que k îîf V*" °*' aU*'i P°»iu,rei »<>»t plus grande que on aura 7AA. Ung >' = -. — || = tang y - |ft , pour déterminer l'angle de réflexion y' d'après l'angle d'incidence y et le coeflicient A. Si la vitesse absolue du point K est constamment négative, ou dirigée suivant KB, le frottement sera dirigé suivant KA , et il suffira de gnes des termes multipliés par A, dans du cas précédent, qui deviendront a' = a + 2AA, « = « + ~, Ung y' = Ung y + 2A. Pour que ce cas ait lieu , il faudra que la vitesse initiale du point K soit en sens contraire de celle de G, ce qui suppose que la roUtion primitive ait lien dans le sens opposé à celui qui est indiqué par la flèche t. A cause de o' +■ c«' = a -f- c» -J- 7AA , il faudra, en outre, que cette quantité négative a -f- e. l'emporte sur le terme positif 7 Ai. Dans ce second cas, l'angle de réflexion surpassera l'angle d'incidence, Undis que, dans le premier cas, y' était moindre que y. La vitesse du point K étant positive au commencement du choc, si elle devient xéro à un certain insUnt de sa durée, et qu'elle reste ensuite nulle jusqu'à la fin, on prendra, d'après le n° 478, AM (A + *') pour l'effet toUl du frottement , en désignant par b' la vitesse verticale de G à l'instant dont il s'agit, et regardant A' comme une quantité négative ou positive, selon que cet insUnt arrivera pendant que le mobile se comprime ou pendant qu'il revient k sa figure primitive. On en conclura, et, par suite, Ung y' = Ung y — *(* + *) Si U vitesse du point K est xéro dès le < ment du choc, on aura b' = — 6; et le frottement étant uul, ou de la seconde espèce, pendant toute la durée de la percussion, il n'influera pas sur les valeurs de a', •', Ung y'. Si, au contraire, la vitesse de K ne devient nulle qu'à la fin du eboe, on aura b' = b, et ces formules coïncideront avec celles du premier cas. Généralement, la valeur de b' sera inconnue, et l'on saura seulement qu'elle ne peut pas dépasser ± b; mais comme on suppose nulle la vitesse finale du point K, il faudra qu'on ait a' + c.' = « + e. - ~h(b + b')=0; 38 Digitized by Google
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    208 ÎHA1TÉ DE MÉCANIQUE. d'où l'on tire et par conséquent , h (A + V) = fia — 2c« a = tung y' = Uog y — 2 (« + H 76 ' La vitesse du point K étant positive dans une première partie du cboc , si elle devient négative dans la partie suivante , et que V soit la vitesse verticale, positive ou négative, de G, à l'instant de Ce changement de signe, les quantités de mouvement imprimées à H, suivant la direction de KG, seront H [b + V) et H (4 — *') pendant ces dcui parties de la percussion. D'après le n° 476, on prendra donc Al (6 + V)—kV {b—b') pour la quantité totale de mouvement produite par le frottement suivant la direction K.B ou KA. , selon qu'elle sera positive ou négative ; et comme cette quantité se réduit à 2hMb't on en conclut que les formules relatives à ce quatrième cas se déduiront de celles du premier, en y mettant V au lieu de b. On y changera le aigne de h, comme dans le second cas, si la vitesse de K a d'abord été négative, pour devenir ensuite positive. Hais la quantité V n'étant pas donnée, ces formules ne feront pas connaître la flexion , et l'on saura seulement que l'une ou l'autre est moindre que dans le premier ou le second cas. La question serait encore plus compliquée, si le projectile tournait autour d'un aie qui ne fût pas perpendiculaire, comme nous l'avons supposé, au plan vertical dans lequel le point G ae meut avant le choc. Le frottement ferait alors sortir ce point de son plan pendant la percussion \ et non seulement l'angle de réflexion différerait de l'angle d'inces deux angles ne seraient i un plan vertical, a' cos * es V cos 479. Maintenant, pour montrer, indépend du frottement, l'influence du choc sur le ment de rotation, prenons un exemple simple, dans lequel la normale au point de contact des deux mobiles, qu'on peut regarder comme la direction du cboc, ne passe pas par le centre de gravité de l'un de ces deux corps. Supposons que dans le choc l'axe instantané de rotation de M coïncide avec l'un des axea principaux qui se coupent à son centre de gravité, par exemple, avec Taxe Ga (fig 100); on aura alors jc=0 et o = 0. Supposons aussi que le point K et la normale commune aux deux surfaces en ce point, soient compris dans le plan des axes G* et Gy; ce qui reodra nulles les deux quantités c et cos y. En faisant p=0, fs=0, c = 0, cosy=0, dans les deux dernières équations (1) ou («), on en conclut p, — 0 et qt = 0, ou P sss 0 et Q = 0 ; en sorte que, dans les deux cas des corps mous et des corps élastiques, l'axe de rotation coïncidera enen ayant égard aux suppositions précédentes, l'équation (3) se réduira à (n cos C — b cos »}r( -J- u, cos » + «*, cos C + «/ cos m! + x/t cos C -f- w,' cos y' = 0; et, en la combinant avec les équations (6), on CDdécore, après le choc, avec l'axe G s, et le choc changera seulement la vitesse de rotation i Taxe instantané, conformément à avons déjà vu dans le n° 437. Prenons pour le corps M' une sphère homogène. La direction du choc passera par son centre de gravité , on aura donc, comme dans le n» 472, e> coe = o' cos y', b' cos y' = e' oos C ; Menons par le point K des parallèles aux directions des vitesses ( et I' de G et G' avant le cboc ; soient t et f les angles que oes parallèles font avec KH ; 1 + (• cosC— Aoos •) rl + «scos«4-vcos£ MM' + « oos + v' cos * + w' cos y' = 0. -f c cos C == ♦ cos t , •'cos.' + n'cosC+se'cos y> = -¥co%¥, pour les composantes de 6 et •' suivant cette partie de la normale au point K.; et en éliminant r, an moyen de la quatrième équation (1), l'équation préN N (a cos C — b cos •)» H - + - + ' T. 1 + (a cos C b cos .)r J! M' ** + » cos t — V cos V = 0; d'où l'on lire K MM'C [{b cos • — a cos C)r -f- 6 ' cos f— t cos t] ~~ (M + M')t + M»' (i cos « — a cos C). ' Au moyen de cette valeur de 11, les trois premières équations (I) ou (4), selou que les mobiles seront mous ou élastiques, feront connaître les trois composantes u,, v,, w,, ou U, V, W, de la vitesse Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECOSDB PARTIE. de G après le cboo , et les trois premières équations (2) ou (6) détermineront de même cetles de U vitesse finale de G'. Quant à la valeur de r, ou de R , elle se déduira de la quatrième équation (1) ou (4). La quantité If doit toujours être positive, comme nous Pavons déjà remarqué ; et quand sa valeur sera négative, il n'y aura pas de choc entre lea deux mobiles. Le dénominateur de cette valeur est positif ainsi que le facteur Hl'C de son numérateur. Les quantités I et f, contenues dans l'autre facteur, sont aussi positives ; les quantités a, 6, cos «, cos C, cosf, cos*1, pourront être positives ou négatives; et leurs signes seront donnés dans chaque vas particulier. A cause de p=© et q~ 0, r sera , abstraction faite du signe, la vitesse de rotation avant le eboc. Pour savoir le signe qu'on devra lui donner dans la valeur de R, je considère un point situé Taxe G», à l'uni te de distance du point G ; la ce point, parallèlement à l'ase Gy, sera v -f- r avant le choc (n° 407) ; d'où l'on conclut que sa partie r devra être positive ou négative , selon que le mouvement de rotation primitif aura eu lieu, de Taie Gs vers l'aie Gy, ou de l'axe Gy vers l'axe Us, c'est-à-dire, dans le sens de la flèche # ou dans le sens opposé. Après le choc, la rotation aussi lieu dans le premier sens ou dans le selon que la valeur de r, ou de R sera positive ou négative. 480. Jusqu'ici nous avons supposé les corps M et M' entièrement libres; mais s'ils sont retentis par un point ou un axe fixe, la détermination jours des mêmes principes, et ne différera que par le nombre des équations qu'on aura è considérer. Par exemple, si le mobile ■ est retenu par un te G, les trois premières équations du n° 468 int plus nécessaires pour l'équilibre de M et des quantités de mouvement perdues, pendant le choc, par tous les points de ce corps. Ce point fixe G ne sera pas toujours, comme précédemment, le centre de gravité de H, et les intégrales fxdm,fydm , seront pin* nulles ; mais les sis quantités R(ocosC-ftcosa) +C(r- *•,) = (>, Il (o cos a — a cos y) + B (q — q,) = 0, R(icos>.-cco.C) + A (p on remplacera les trois équations précédentes par les trois dernières équations (4), et Ton fera usage des équations (5) au Heu des équations (2). Si le corps M est retenu par un axe fixe G s , qui ne sera plue un axe principal, la quatrième équation du n° 4fl8sera seule nécessaire pour l'équilibre de R et des quantités de mouvement perdues par B. nme Taxe de rotation coïncide alors avec G*, avant et après le choc, on aura p = 0, q — 0, p, = 0, q, = 0 ; et les trois composantes de la vi» tesse de G étant aussi nulles, cette équation se réduira encore à R (o cos C — 5 cos m) + C (r — r,) = 0 ; C étant toujours le moment d'inertie par rapport à u, », w, u, , t>„ u-(, seront xéro ; et eu prenant pour Gs, Gy, G», les trois axe* principaux de M qui se coupent en ce point G , les trois dernières équa2R (a cos C — b cos .) + C (r - R) = 0. iront comme dans le numéro cité. En y joignant les six équations (2) relatives ou corps M' , que je continuerai de supposer entièrement libre, et l'équation (3) dans laquelle on fera «7=0, Vf=°i u/,=0, on aura les dis équations nécessaires pour déterminer la valeur de >' , et les mou vemens des deux corps après le choc, lorsqu'on les supposera dénués d'élorsque les deux n tiques ; et en y joignant l'équation (3) et celles qui répondent au corps M', ou aura toutes les équations nécessaires pour déterminer R et les mouvemens des deux mobiles après le choc. 481. Au lieu de deux corps seulement, si trois ou un plus grand nombre de mobiles se choquent uultanément, on formera les équations d'équilibre des quantités de mouvement perdues, dans le choc, par chacun de ces corps , en le considérant isolément, après avoir joint aux quantités de mouvement perdues par tous ces points, d'autres forces inconnues R, R', R", etc. , appliqués aux pointa de contact de ce corps avec tous les autres, et dirigées, de dehors en dedans, suivant la normale è sa surface. Pour tous les mobiles, ces forces inconnues seront en même nombre que les points de contact de ces corps ; car elles représenteront des quantités de mouvement égales et contraires pour les deux mobiles qui se touchent en chaque point. Mais , à l'instant de la plus grande compression , c'est-à-dire, à la fin du choc des corps dénués d'élasticité, l'équation (3) aura lieu pour chaque poist de contact ; d'où il résulte qu'on aura toujours un cet instant, l'état de tous les mobiles , et les valeurs de R, R', R", etc. Quand les mobiles seront parfaitement élastiques , on obtiendra la solution du problème , pour chacun d'eux séparément, par la considération employée dans le n° 470. 482. Pour donner un exemple simple de cette solution générale, soieut H, H', #*, les masses de trois sphères homogènes, dont les ceutres sont G, G', C (fig. 104). Supposons que /* soit en repos avant le par M et A', qui ta touchent aux points K et K Si M et M1 ont un mouvement de rotation avant le choc, il ne aera pas changé par le choc ; et u n'en prenant aucun pendant cette percussion, on aara seulement à déterminer , eu gTandenr et en direction , lea vitesses de G, G', C, après le choc, au moyen des vide G et G» i Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE Désignons donc, avant le choc , par 0.6, c, les composante» de la vitesse de G, parallèles à trois axes fixes et rectangulaires Os-, Oy, Os, et par a', V, c*, les composantes de la vitesse de G', parallèles u1' , ce que deviennent ces six composantes à l'instant de la plus grande compression , et par «„ »„ w„ les composantes suivant les mêmes axes, de la vitesse de C à cet instant. Soient aussi  + W 00.^-^=0, en 1 de KG et K'C. L'équation (S), appliquée donnera, en même temps, cos • + V COS C + m cos y . m, cos 4- v, cos C + tv, cos y' — «' cos + v' cos C + w' cos y'; et l'on aura , de cette manière , les onxe équations I inconnues R, V , u, », etc. nécessaires et suffisantes pour déterminer les onxe 1 Si noas faisons points K et K', t sera l'angle GCG', et k et k' En observant que cos» a 4- cos» C 4- cos» y = 1 , les équations (a) donneront • cas. +• cosC + u, cos y =k H K' sr'eos.' + t.' cos? + »p'cos>' = *' , H' «,«>»• + *, co» C + w, cos y = -I— , • . . ■ . H' -|- N cos f «, COS COS C' + U/CPS y' = — !-- J au moyen de quoi les équations (&) deviendront «W =N (■ + M) + K'M cos t, WnV=z H' (I' + M) + W cos /, d'où l'on tire _ * (M' 4. M) Mg - VMM> cos > — (M + /*)(B' + /u)_MM'cos. * 1 y (M -f- m) M'm — KM/* co» f - (H + M)(M' + M)-llll'co».* 5 valeurs qui devront toujours être des quantités positives. Après qu'on les aura substituées dans les équations (a), on en déduira immédiatement les valeurs des neuf composantes «,«, etc., des vitescos » cos »' -f cos C cos P -f cos y cos y' = cos I, a cos • + I co» C -f- c cos y = *, a' cos .' + *' cos C + e cos y' = *', ses de G , G' , C , qui auront lieu à la fin du choc , lorsque les trois mobiles seront dénués d'élasticité. S'ils sont, au contraire, parfaitement élastiques, et qu'on désigne, à la fin ' primitives de G et G' suivant GK et G'K cos» 4. cos» C + cos» >' = 1 1 trois corps, par U, V, W, les composantes de la vitesse de G, par V, V, W, celles de la vitesse de G', par U, , \ , W , celles de la vitesse C, on aura , par la considération déjà employée dans le n« 470, ces neuf équations : H (« — U) — N cos • := 0 , H (• — V) — Il cos C = 0, ■ [w — W) — N cos y = 0 , (ir* — U') — W cos 0, M' (»/ — V) — FT 00s C = 0 , M'(u/_W) - N'cos y'— 0, Neos. + r es» .' + »(«, -UJae, H cos C + W cos C 4- /. (*, — V,) = 0 , Il cos y 4- W cos y' 4- M {w, — WJ t= 0. En ajoutant chacune d'elles à celle qui lui correspond parmi les équations (a), il vient 1 (o — V) — 2ÎI cos » = 0, M (0 — V) — 2N cos C = 0, H (c — W) — 2N cos y = 0, M'(o'-Ur) - 2N'cos »'= 0, M' (6' — V) — 2N' cos C = 0, M' (c» — W) — 2N' cos y' = 0 , 2N co» » 4- 2ÎS"' cos *' — ftV, = 0 , 2rïcosC4-2«»cosC'-/1»V1= 0, 2Ncosy 4-2N'cosy'— f.Wp 0; et il ne restera plus qu'à Digitized by Google
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    * DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. iOl nier es équations les valeur précédentes de N et N', pour en déduire ensuite immédiatement les valeurs des neuf inconnues U, V, W, U', V», W, U„ V Lelvitesse. finale, de. po ntsG G' C, seraient encore les mêmes, si les chocs de M et de H' contre ft, au lieu d'être simultanés , se succédaient k un très petit intervalle de temps, de sorte que ces pendent ce temps très court. Les durées très c ourtes des deux chocs, simultanés ou successifs, peu4» vent aussi être inégales, et l'instant de la plut KetE. P •P»ta « P° CHAPITRE VIII. SXEMPLES DU MOUVEMENT DON CORPS FLEXIBLE$ Vibrations d'une tord» fUxiilê. 483. Soit A MB (fig. 106) une corde parfaitement », très peu extensible, homogène et partout »me épaisseur, tendue suivant sa longueur par une force équivalente à un poids donné  z-d" k la place de X, Y, Z, dans les équations (1) du n° 3*8, et y substituer pour td* sa valeur précédente. Or, les quantités X, Y, Z, étant nulles, paf hypothèse, il en résulte Td (x + si) p *u ds -Jl do ' ^ T«y p *y d, I* p d* » d» d. T - _ — d» S1 T étant la tension de l'élément ub, et en < que #+ m est l'abscisse du point auquel ces équeDigitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. on les a réduitet à la forme linéaire, par la tidération du peu d'étendue de* vibration* de la corde. 484. L'élément de la longueur de la corde étant dt dans l'état d'équilibre et étant devenu dt dans l'état de mouvement, et les tensions qn'il éprouve, dans ces deux états, ayant « et T pour mesures, leur différence T — m devra être proportionnelle au rapport de «on ettensioo dê—ds a sa longueur primitive dt (n» 283); on aura dooe q étant on poids constant et donné, qui dépendra de la matière et de l'épaisseur de la corde. D'ailleurs, on a dr» = (dx + du)' + dy + ds* ; de plus, si AB'B, les pointa de la de se* dz — ea dt d* H d* « d» y ÂT^-ïrT' di^=0, — seront de très petites fractions; en négligeant dt leurs carrés, il en résultera donc dt = dx + du, T = . + ?-; dx dudf et si l'on néglige également les produits et dx dt dudt , les équations (1) deviendront dx dt dTT» HT ~a dxT> W où l'on a fait, pour abréger, P 3£ p Les variables t>, y, s. étant séparées dans ces équation* (2), ou en conclut que les vibrations de la corde , parallèles aux axes de », y, x, seront indépendantes entre elles, et coexisteront ensemble, sans s'influencer mutuellement. On voit, de plus , que le* vibration* tramrcrsaies seront le* mêmes dans 1* sens de* y et dans le sens des s; en sorte qu'il suffira de considérer les premières, par exemple. Quant aux vibrations longitudinales, nous voyons aussi, en comparant la première des équations (2) à l'une des deux deruières,qu'elles suivront les mêmes lots que les autres, dont elles ne différeront que par la grandeur du coefficient , qui surpassera a» dans le rapport de q à *. 485. L'équation aux différences partielle* du serf* y d* ds* ' a pour intégrale complète y = r(* + at) + F(x-al); (S) / et F désignant les deux fonctions arbitraire*. En effet, quelle que *oit une fonction 4, on a m* ±_oo _ , m g ï> ± g) dt' — * dx dt 4 [x±at) ( d' 4 (x ± at) dt» dx» et comme on a aussi d* y _ d- f ( r + at) ds* dx* d* f (x — at) dx* ces valeurs rendent identique l'équation donnée. Si le temps t est compté à partir de l'origine du d'où l'on conclut d* y dïT dx» + ° ds*" et qu'on quantité positive, x+ut sera une < tité positive pendant toute la durée du mouve et x—ai une quantité négative, ou une quantité positive et moindre que L Si donc on désigne par t une variable positive, il suffira, pour pouvoir faire usage de la formule (3}, de connaître les valeurs de /{ et F ( — { ), depuis {ssO jusqu'à f =oo , et celles de Ff , depuis t — 0 jusqu'à t = **. Or, ou déterminera , comme on va le voir, ces valeurs de fi et * (±0i P*r '» condition de l'immobilité des points A et B pendant tout le mouvement, combinée avec l'état initial de la corde. 488. Supposons qu'on ait, à l'origine du mouvement, à* y = *x , -=•'*; dt ces deux fonctions ex et p x seront nulles pourx=0 et pour x = J, et données, depuis x = 0 jusqu'à x = /, par la Sgure initiale de la corde et d'après les viteues imprimées, à celte époque, à ses différons point*. En faisant * = 0 dans la formule (3) et daus sa différentielle par rapporta *, on aura •x=/x + Fx, an =nX-. — a — ; et si l'on fait - fïxds a * r Digitized by Google
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    DTNAaUQUE, SECONDE PARTIE. 303 et qu'on mette { au lieu de «, on en déduira l*f, Ff = i«f. (•») La fonction *f contiendra une constante arbitraire; mais il est ét ident qu'elle disparaîtra dans la formule (3) , qui se compose de la somme des valeurs de fi et F;, relatives à deux valeurs différentes de {. On peut donc faire abstraction de cette constante , et supposer, pour fixer les idées, que la fonction 0f s'évanouisse, quand f = 0. Les équations (4) feront alors connattre les valeurs de/} et Ff, mais seulement depuis { — 0 jusqu'à t —l, puisque les fonctions 9; et *f ne sont données que dans cet intervalle. Les points A et B étant fixes, il faudra que les valeurs de y qui répondent à* = 0 et X—l, soient constamment nulles. En faisant al = f , on aura donc, d'après l'équation (3), /* + F(-0 = 0, f( /; de sorte que ces parties des deux fonctions arbitraires, dont Psj. sage de la formule (3) n'exige pas la connaissance, resteront tout-à-fait indéterminées. 487. Pour connaître la valeur de y qui résultera des équations (3), (4), (6), je considérerai successivement la partie de cette valeur provenant de la figure initiale de la corde, ou de la fonction ex, et celle qui provient des vitesses initialesde ses différens points, ou de la fonction 1° A l'origine du mouvement, soit ACB (fîg. 106) la projection donnée de la corde sur le plan des x et y, de sorte qu'en prenant sur AB la partie AD=x, l'ordonnée correspondante DC soit ax. Après avoir prolongé AB, je trace la courbe BC'A', égale à ACB, mais inversement placée, de manière que, si l'on prend BD e= BD, l'ordonnée D'C soit égale et de signe contraire à DC. Sur les deux prolongemens de A A , je répète indéfiniment la courbe ACBC'A' , en sorte que A'C'B C' A" soit la position que prendrait ACBC'A', si cette courbe glissait parallèlement à Taxe des x, jusqu'à ce que A vînt en A' et A' en A", et que AC^C^A, soit la position de A'C'BCA, après avoir glisse de même jusqu'à ce que A' vint en A et A en A, , et de même au delà de A" et de Ar Cela fait, si l'on prend deux abscisses ■ AE = * + or , AE' = x — al , dont la seconde pourra être positive ou négative, et qu'on élève les ordonnées correspondantes EF et ET', positives ou négatives, leur demi somme f (EF + E'F') , sera la partie de y dépendante de la figure initiale de la corde. 2° Supposons que les ordonnées de la courbe ACB, au lieu d'être les déplacemens primitifs des pointa delà corde, représentent maintenant leurs vitesses initiales , divisées par a; en sorte qu'en prenant 1 AD = x, on ait DC= — a'x. Traçons une autre a courbe ACH (fig. 107), telle qu'à l'abscisse AD=x 1 réponde l'ordonnée DC = - ffxdx = *x. L'in■ tégrale commençant avec x, et U fonction »'x étant aussi nulle, quand x = 0, celle courbe touchera l'axe des x au point A. Si l'on prend AB — /, et que BH soit l'ordonnée correspondante, on aura BH = iy| ,'xrfx , et la tangente en It sera parallèle à l'axe des abscisses, à cause que l'on a ♦>'* = 0, quand x = l. Je Digitized by Google

  

  
    Page 330
    

  
  
    TBAITÊ DE MÉCANIQUE. trace la courbe HC'A', égale à AGI, et placée de manière qu'en prenant Bit = BI), onaitD'C'=DC; puis je répète indéfiniment la courbe AGI C'A', fur le* deux prolongement de AA', comme daoa la construction précédente; et cela fait, ai l'on prend \K • - ot, AK ' = m — at , dont la leconde pourra être positive ou négative, et qu'on élève le* ordonnée* correspondante* KL et K L', positives ou négative*, on ai i- (KL - K'L'), pour la partie de y qui résulte de* vitesse* initiales des points de la corde. La valeur complète de y V**-, (» + rP) + i (KL -K'L'); (a) et la même construction donnera la pondante de — . En effet, on a dt d.EF dt (LKl dt d.EF d.E'F' dt «LEF — a d.KL d.K'V d.KL ** — a fd U à.tT\ _» /d.KL d.K'L'\ Or, si l'on mène par les points F, F' , L, L', (fig. 106 etl07), les tangentes F/", Vf, Li, L'f, et les droites Fsr, V'x, Lx, L'r, parallèles à l'axe des x et dirigées i le sens des s positives, on d.ET d.EF ±H = tang sTf, = Ung *F/\ •LU d.K'L' — = tang xU , -j— = Ung *LT ; il en résultera donc _ = - (Ung sYf - tang xTp) , dt 2 a + — (Ung xU + Ung xLT), laquelle les angles seront toujours aigus, mais positifs ou négatifs; ce que U figure indiquera pour chacun des points F, F', L, L'. On construira de 1. tfl de «et— . dt 488. II résulte de la construction de* courbes représentées par les figures 106 et 107, que quand le produit at augmente de», l'o  100), et que je me contente d'indiquer comme une conséquence de l'analyse, confirmée par l'observation. Si donc on désigne par T U durée d'une vibration ou oscillation entière de la corde, et par n le nombre des vibrations qui auront lieu dans l'nnité » pi Le ton d'une corde sonore est d'autant plus élevé qu'elle fait un plus grand nombre de vibrations en un temps donné ; il est donc déterminé par le nombre n, lequel est, comme on voit, indépendant de la grandeur des amplitudes, supposées très petites. Pour une même corde, ce nombre est proportionnel à la racine carrée de la tensiou «; pour cordes d'une même matière et d'une même scur, le poids t» est proportionnel à la longueur /, et le nombre n, à tension égale, en raison inverse de cette longueur; enfin, pour deux cordes de même longueur et également tendues, n est en raison inverse des racines carrées de leur poids. Ces par l'expérience. Toutefois il y a des cas dont nous parlerons bientôt, où la corde, à raison de son éUt initial, se divise en parties égales, jointes par des poinU qui demeurent immobile* pendant touU la durée du mouvement ; ce qui éléte le ton proportionnellement au nombre de ces parties aliquote*. Si les points de la corde n'ont pas de vitesses iniDigitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. tiales, on aura simplement 1 1 dy y — — EF + — ET', — 2 2 dt En considérant avec attention la forme de la courbe représentée par la figure 106 , on Terra que toutes lea fois que ai sera un multiple quelconque de /, la vitesse — sera nulle et la corde reprendra la même dt V figure, mais située dans des positions alternativement inverses l une de l'autre. ACB (fig . 108) étant ** figure, quant f = 0, ce sera encore sa figure et sa position, quand ai sera un multiple pair de/; mais lorsque ai sera un multiple impair de /, la corde prendra la position inverse AC'B, telle qu'en faisant AD' = BD, on ait D C = — DC. Dans ces deux positions extrêmes ACB et AC'B, les vitesses transversales de tous les points de la corde seront xéro; et la corde emploiera le temps» T d'une demivibration, a passer de Tune à l'autre. 489. En général, les parties des lignes que représentent les figures 100 et 107 ne sont pas les prolongemens analytiques l'une de l'autre; ces lignes forment des courbes discontinue t, c' est-a-dire, des courbes dont tous les points ne sont pas assujettis à la même équation entre l'abscisse et l'ordonnée; mai v aux points dejonction A,, Bit A, B, A', B*, etc. (fig. 106), A„ H„ A, H, A', H', etc. (fig. 107), de deux portions différentes, la tangente est toujours commune aux deux parties adjacentes. La courbe relative à la forme initiale de lu corde, et celle qui représente lu loi des vitesses imprimées a tous ses points, peu vent aussi être des courbes discontinues, ru qu'en chacun des points où leur forme ;e, la tangente reste néanmoins la même pour les deux parties adjacentes. Cette restriction est fondée sur ce que par leur nature, la force accélératrice d'un point matériel et la vitesse dont il est animé, sont toujours des quantités finies, existantes et mesurables ; en sorte que dans les problème* de Dynamique, les fonctions du temps qui expriment les vitesses et les forces accélératrices des différens points d'un mobile, ne doivent jamais devenir infinies. Ici, la condition relative aux vitesses est remplie; car les vitesses s'expriment par la formule (&), au des tangentesde certains angles, multipliées par la constante a; et par hypothèse, ces angles ne s'élèvent jamais à 90°, et sont, au contraire, toujours très petits. Quant aux forces accélératrices , elles deviendraient infinies, dans les points où deux portions de la corde se couperaient sous un angle fini, et ces forces croîtraient sans limite, prés de semblables points dejonction. En effet, soient m et m' (fig. 105) deux points de la corde, très rapprochés de M', et dont nous rendrons ensuite les distances a ce point infiniment petites. Considérons, à un instant quelconque, les = - (tang ,Tf - tang xt'f). forces qui agissent sur la portion mîl'm' de la corde, c'est-à-dire, les tensions qui ont lieu a ses extrémités, et sont dirigées suivant les parties mk et m'A' des tangentes en m et m'. Représentons ces tensions par H et H , et par u la masse de wiMW. Pour que la force accélératrice, parallèle à AB, de cette petite masse, ne devienne pas infinie, quand m »«« infiniment petite, il faudra que la différence H— H' soit très petite et au moins proportionnelle à ,a.De plus les composantes de H et H' perpendiculaires à AB et parallèles a l'axe des y, seront B «00dy dy substituant — à —, comme dana dx di le n° 484, et désignant par OD0 valeurs de— qui répondent h m rt m'. La force dx motrice qui tire vers AB, aura alors pour valeur H ©-m Pour que la force accélératrice correspondante ne soit pas extrêmement grande et ne devienne pas infinie, quand la masse /* sera infiniment petite, il sera donc nécessaire que cette différence soit aussi très petite, et au moins proportionnelle à p; et comme les quantités H et 11' diffèrent déjà très peu l'une de l'autre, il faudra qu'il en soit de même a l'égard *©•'[;]' dont In devra être infiniment petite, quand les points m et m' seront infiniment rapprochés de M'. Donc, en aucun endroit de la corde et à aucun instant, lea tangentes mk et tn'k', en deux points infiniment voisius, ue pourront se couper sous un angle fini; ce qu'il s'agissait de faire voir. Cette conclusion aura encore lieu, lorsque le corde sera composée de deux parties de matières différentes : à leur point de jonction, l'ordonnée y dy et son coefficient différentiel — devront avoir i stumnient une même valeur pour ces deux parties; ce qui fournira, comme lu fixité des points extrêmes, des équations indispensables pour la détermination des fonctions arbitraires, et sans lesquelles lu solution du problème serait indéterminée \ • rej.i, pour cclU lolulinn, U Jeurn U 4» l'Êr,'«!
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    306 TRAITÉ DE 1ÈCAMQEE. 49n. D'Alembert a résolu le premier le problème des cordes vibrantes; la solution qu'il en a donnée est celle qu'on vient d'exposer , et qui est fondée snr l'intégration, sous forme finie, de l'équation -i — -1; mais au de la formule («) du n<> 323, on peut aussi résoudre cette question Quelles que soient les fonctions données •* et f pourvu qu'elles soient nulles , quand * ss. 0 et quand * = /, on a, d'après la formule citée, t* = — 2^ysin — •«Wjsin—, 8 / l M de *, depuis * = 0 jusqu'à m=zl inclusivement, c'est-à-dire, pour toute la longueur de la corde; «' étant un nombre entier et positif, et les caractéristiques 2 indiquant des sommes qui s'étendent à toutes les valeurs de s, depuis s= 1 jusqu'à s=ao . D'un autre côté, toute «pression telle que y = (A.in^ + Bcos^)sin(.« + C)f (à) satisfait, comme il est facile de le vérifier, à l'équation donnée df dx« U , = - 2 (J j sin — m'*» ) »- — cos— 8 / /» I tV*' \ ' s*x irai + 7a I(/'i"-''*^)A, B, a, C, étant des constantes arbitraires. D'après cela, si l'on , cette valeur de y satisfera à toutes les conditions la solution. En effet, chacun des termes des sommes 2 satisfera t à l'équation (c);ptr ces sommes y satisferont aussi, puisque cette éqii tion est linéaire. Si l'on fait s = 0 ou * = l dans U formule (d) , on a y = 0 , quel que soit I ; ce qui remplit la condition de la fixité des points extré i, la formule (at)< et si l'on fait 1 = 0 dans ces dy de y et—, elles dt deviennent es et en vertu de l'équation (à) ; ce qui satisfait à l'état initial de 1» du problème est dne à lagrange, qui a aussi fait voir qu'elle coïncide avec celle de d'Alembert. Avant Lagrange, D. Bernouilli avait déjà résolu le problème des cordes vibrantes, en prenant pour y une valeur composée de termes compris dans la formule (*), et assujettis à devenir nuls, quel que t, pour * = 0 et pour» =/, c'est-à-dire, au r. y = ^A sin ïj? B cos sin — + / A lia — - l-B'cos— j-lsui — / Unat 3*at\ . + ^A'sm _ — |-B"cos— jsiii— , >(/*) elc. dans laquelle A , A' , A" , etc. , B , B* , B" , etc. , sont des constantes arbitraires. 11 manquait à cette solution, pour être complète, la détermination de ces coefticiens, d'après un état initial de la corde, donné arbitrairement ; ce qui était, sous le rapport de l'analyse, la difficulté principale de la question : cette formule :/, suffisait, d'ailleurs, pour faire connaître les différens modes de vibrations transversales des cordes sonores, et les lois de ces vibrations. 401. Les formules (d) et («) mettent en évidence les lois du mouvement de la corde vibrante, que l'on a énoncées dans le no 488; elles montrent aussi que le ton peut quelquefois s'élever, comme on l'a dit dans ce uuméro, et le nombre m des vibrations dans l'unité de temps , devenir un multiple de sa valeur générale , sans que la tension de lu corde ait été changée. Eu effet, supposons que les valeurs de ex' et «V soient telles que l'on ait /'I in*' /*» i*x' ^ •x'sin—dr^O.y o »'*' sin— oV=0, (y) pour toutes les valeurs de s qui ne sont pas des mul. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. tiple» d'an nombre donné es; conditions que Ton peut remplir d'une infinité de manières différentes. Les formules (d) et (•) ne renfermeront que des sinus et des multiples de^; queut, l'état et U position de U corde redeviendront les mêmes toutes les fois que at augmentera d'un ZI multiple de-; et d'après la de c, celle du (no 488), » ?' c'est-à-dir«, qu'il se trouvera augmenté dans le «pport de m à l'unité. Dans ce cas, la formule (d) ne y = 0 pour les points équidistaus N, R", etc., de la corde (fia;. 109), qui répondent à i U Mi *= — » = — i — — , etc. ; en sorte que ces points, m m m au nombre de m — t , demeureront immobiles , comme les points extrêmes A et B, pendant toute la durée du mouvement. Pour cette raison, on appelle les pointa II, H», R", etc., des nm*d* dt vibrations. A l'origine du mouvement, ils n'auront reçu aucune vitesse, et n'auront pas été écartés de la droite AB. Les parties de la corde ACN, NCN', YC'N" etc., situés alternativement d'un côté et de Fautre de AB, vibreront comme des cordes isolées, dont les longueurs AN, IW, NU», etcn sont toutes i I —, et dont les ribrations isochrones et ég.l ai La dit ions exprimées dre, par exemple , mrx M ss h sin —, s* = 0; a étant une constante donnée. Cela suppose que les points de la corde n'ont pas reçu de vitesses initiales, et qu'à l'origine du mouvement elle était formée de m parties égales et situées alternativement d'un côté et de l'autre de AB. Chacune de ces parties de courbe est ce qu'on appelle une trochoïd* , qui a / pour longueur —, et pour hauteur h. Dans ce cas, 1* formule (d) se réduit ou seul terme de la première partie, qui répond à s = m. En effectuant l'intégration relative à on a . mwx y = h lin _ cos _ vixat i la figure de la corde est donc composée, pendant toute la durée du mouvement, d'un nombre m do trocholdes , d'une largeur constante et d'une hauteur variable ; et elle coïncide avec la droite AB , tontes les fois que ai est un multiple impair de — . Cette solution particulière du problème des vibrantes esi celle que Taylor avait f que la solution générale fût connue. 492. Tout ce que nous avons dit par rapport aux vibrations transversales s'applique immédiatement aux vibrations longitudinales. Il suffira, pour avoir à un instant quelconque l'expression de la variable u du n» 483, de mettre dan» celle qu'on a trouvé* pour y, la constante • du n» 484 a la place de a. On prendra alors pour ex le déplacement du point 1 (fig. 106) à l'origine du mouvement, suivant la longueur de la corde, c'est-à-dire, la valeur initiale de HP; et a'* exprimera la vitesse initiale du point B, suivant MB ou MA, selon qu'elle sera positive ou négative. Ces fonctions tx et p'x seront données arbitrairement , depuia s = 0 jusqu'à fmjj et si elles changent de forme dans cet intervalle, il faudra que , pour les valeurs de * où cela arrivera , chacune de ces fonctions et son coefficient différentiel aient cependant la Il résulte de là que si l'on appelle T' U entière d'une vibration longitudinale , c'est-à-dire, l'intervalle entre deux états identiques de la corde, et »' le nombre de ces (n» 488) • 39 * pi Ce nombre »' et le ton de le corde qu'il détermine, ne dépendent pas de sa tension m ; cependant l'observation indique que le ton longitudinal s'élève un peu quand la tension augmente ; circonstance qu'on peut attribuer à ce que la longueur de la corde , comprise entre les points A et B, restant la même, son poids p diminue quand on l'étend davantage. 493. En comparant ce nombre s»' à celui des vibrations transversales delà même cordej on a en sorte que, toutes choses d'ailleurs égales, le ton aigu que celui qui répond aux vibrations transversales, dans le rapport de |/£~à Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Le poids g est la tension qu'il faudrait employer ponr doubler la longueur naturelle de la corde, en supposant que la loi de son extension fut constante. En effet, si l'on suppose que, pour une tension donnée A, la longueur d'une partie quelconque de la corde augmente dans le rapport de 1 t s l'unité, l'élément adjacent an point M, qui éprouve successivement les tensions « et T dans l'état d'équilibre et dans l'état de mouvement, augmentera dans les rapports de l + — et de H à l'unité; A A les longueurs dx et ds, dans ces deux états, seront donc entre elles comme A + tm est à A + JT ; en sorte que l'on A +f à + * d'où l'on tire ds - ds _ t (T - m) S 8=8 A~ ' en négligeant le carré de la fraction l. D'après les valeurs de ds — dx et de T — « du n° 484 , on aura donc A ,-7, par conséquent , q sera la tension qui répondrait a i ■ — . 1, ou qui doublerait la longueur de la corde, ment. Comme la tension « d'une corde sonore est toujours très éloignée de celle qu'il faudrait employer pour en doubler la longueur, il s'ensuit que le rapport {/Ldun'k n est toujours très considérable. On peut le déterminer, à priori, d'après l'allongement de la corde produit par la tension *, et t; car si l'on appelle y cet alpuisque tt est celui qui répond à la cette valeur de « et A; et l'expression de — , il d'où l'on conclut, réciproquement. pour la valeur de 1' n de — . »' Ce rapport très simple du nombre des vibrations longitudinales à celui des vibrations transversales d'une même corde, a été vérifié par une expérience que H. Cagniard-Latour a faite sur une corde très longue, dont les vibrations transversales étsient lentes pour qu'on pût les cou § II. Vibrations longitudinales d'une verge élastique. 404. Cette verge sera homogène ; et , dans son état naturel, je la supposerai prismatique ou cylindrique : lu figure 110 représente alors une section faite par le filet moyen AU, c'est-à-dire, par la droite qui passe par les centres de gravité de toute* les sections de la verge perpendiculaire à sa longueur (n» 314). Si la verge est, par exemple, un cylindre h base circulaire, AB est son axe de figure; son diamètre est très petit, et dans tous les cas, les dimensions des sections normales sont très petites par rapport a la longueur de cette droite ; mais elles sont , cependant , asseï grandes pour que la verge résiste à la flexion, et soit ce qu'on appelle une verge élastique (n«306). Dons le mouvement longitudinal de cette verge , que nous allons d'abord considérer, tous les points appartenant à une même section normale auront , à chaque instant, la même vitesse parallèle à AB ; en sorte qu'il suffira de déterminer le mouvement d'un point quelconque M de cette droite. Prenons sur cette droite un point fixe C ; et, dans l'état noturel de la verge, représentons par * la distance CM, qui sera positive ou négative, selon que 1 appartiendra à la partie CB ou à la partie CA de AB. Dans l'état de mouvement, soit M', au bout du temps t, la position que prendra ce point M; faisons MM' = si ; et considérons u comme une quantité positive ou négative, selon que ce déplacement aura lieu du coté de B ou du côté de A , de sorte qu'on ait toujours CM' = s + «. Il s'agira de déterminer la valeur de u, en fonction de * et t Appelons p le poids de la verge, / sa longueur AB, et g la gravité. Dans l'éUt naturel de la verge , le masse de l'élément qui répond au point M, et qui e pds dx pour longueur, sera Cette masse ne changera pas pendant le mouvement; et si l'élément est sollicité par une force accélératrice X, dirigée dans le sens M'B ou M'A, selon qu'elle sera positive ou négative, sa force perdue pendant l'instant dt < is par T la tension du agité sou extrémité M', et sera une quantité Digitized by Google

  

  
    Page 335
    

  
  
    DYNAMIQUE, SECONDE PABTIE. tive ou négative, selon qu'elle aura lieu du dedans dï en dehors , ou du dehors en dedans ; T + — dx di ciprimera la tension qui agira , en sens contraire de T, à l'autre extrémité de cet élément ; il sera dono tiré, dans lo sens M B, par une force égale à *rr — dx; et, pour l'équilibre de cette force et de la sisj précédente, il faudra qu'on ait — + — ( X — -— ) = 0; ce qui s'occordc avec l'équation (a) du n° 319, Aux deux bouts A et B, il faudra, en outre, que la valeur de T soit égare à une force particulière, qui agira suivant AB a l'extrémité A, et suivant le prolongement àv AB a l'extrémité B. 495. La longueur naturelle de l'élément que nous considérons étant de. et sa longueur devenant dx + du, quand il est soumis à la tension T, ou aura du A 9 = — . si Ton représente par U l'allongement total de la verge , lorsqu'elle est soumise à une tension constante et donnée A (as 493). Je supposerai qu'aucune force donnée n'agit sur les points de la verge ; on fera alors X es 0 dans l'équation du mouvement; et en y mettant pour T sa valeur, il en résultera d ' u d* U d*~ ~ °* d7? ' (1) ou ^^J^ F On aura, en outre, du du e==«7' ' = 7,' T = ÎS> en désignant par v la vitesse du point W , et par * la dilatation de la verge en ce même point. Quand la valeur de s sera négative, cette dilatation se changera en une contraction ; et la tension T agira dans le sens M'A ou dans le sens M'B, selon qu'il y aura effectivement, dilatation ou contraction. L'étal de la verge, à un instant quelconque, sera donc connu , lorsqu'on aura déterminé u en fonction de * et f; mais pour obtenir sa valeur, il faudra joindre à l'équation (1) celles qui répondent à l'état initial de la verge et à ses extrémités. Or , quand t — 0, je supposerai qu'on ait M Z= S», v = •** , de sorte que fs et p'x soient des fonctions données arbitrairement, depuis * = 0 jusqu'à *==/, en prenant pour C la position initiale de A. De plus, à chaque extrémité fixe de la verge, il faudra qu'on ait u = 0, pendant toute la durée du mouvement ; et T exprimera la pression que ce point fixe aura à supporter. A chaque extrémité libre qui ne sera sollicitée par aucune force donnée, il faudra qu'on du ait de même T ss 0, ou — = 0, pour toutes les vadx leurs de t. 496. On résoudra ce système d'équations de la même manière que celles qui répondent aux cordes vibrantes, soit en partant de l'intégrale sous forme finie de l'équation (l), soit par des formules semblables à celles du n° 490. Voici en employant ces formules les résultats qui répondent aux différentes hypothèses qu'on peut faire sur les extrémités de la verge. 1° Si les deux points A et B sont fixes, il faudra que les fonctions données ex et a'* soient nulles pour t = 0 et pour * = /, et l'on aura, comme dans le numéro cité , Toutes les fois que at augmentera de Zi, cette valeur de « et celles de v et * qui s'en déduisent , et par suite l'état de la verge , redeviendront les mêmes qu'auparavant ; par conséquent, si l'on appelle T la durée d'une vibration entière, et n le nombre des vibrations dans l'unité de temps, on en sorte que le ton sera le même que si la verge était une corde flexible vibrant longitudinalement. 2o Si le point A est fixe et le point B entièrement libre, il faudra que les fonctions •* et soient dfx nulles, quand * = 0, et que l'on ail »"»>i— = 0 quand r = /; l'expression de « sera alors Digitized by Google
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    310 TRAITÉ DE IÉCAHIQUE. le» sommes 2 l'étendant t ou j ours à tontes les valeurs du nombre entiers, depuis s=l jusqu'à s==qo . En effet, tous les ternies de cette taleur de m salisà l'équation (1); ils remplissent, quel que •oit t , les conditions u = 0 quand m — 0 et — = 0 dx quand s = / , qui répondent à ce second cas ; et , pour i = 0, on en < (=»' -JW (2s - 1) w* ce qui est effectivement vrai , en vertu de l'équation (7) du n° 329. La valeur de u et celles de « et de « qu'on en déduit, redeviendront les mêmes, toutes les fois que ai augmentera d'un multiple quelconque de 42; par conséquent, si Ton appelle T' la durée d'une vibration entière de la verge, ou l'intervalle compris en* tre déni retours consécutifs de la verge au état, on aura 4/ T' = Cette durée sera donc double de celle qui avait lieu dans le premier cas, et le nombre des vibrations dans l'unité de temps sera seulement moitié. Donc le ton longitudinal d'une verge fixe à un bout et libre à son autre extrémité, est a une octave au-dessous du ton de la même verge fixe par ses deux bouts; ce qui est effectivement confirmé par l'expérience. 3° Enfin, si la verge est libre à ses deux bouts , do* les valeurs de — devront être nulles pour x=0 et as pour * = /, et l'on aura, cos — — ex'aV I cos —j— en» — j(1), ainsi qu'à la les sommes 2 s'étendant, comme précédemment, à toutes les vnleurs du nombre entier s*, depuis *=1 jusqu'à s* = ao . Cette valeur de u satisfait , effectivement , à PéV du 1 ^ 2 - = * et s, qui seront données en fonctions de s. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. 311 m = t(* + at) + 4(0 - at) ; • et 4 indiquant le* deux fonctions arbitraires. On en déduit, à un instant quelconque , dt \ dx z - = a = *(« + «•, n«+o») = 0, f(*+««) = 0; et les équations (2) se réduiront à 1 a v = -f[x-at) f(s-at), i i 2o 2 d'où il résulte r = — a». Tant qu'on aura x > ai -f a . ces valeurs de v et a seront nulles; elles le redeviendront dès qu'on aura x < at — • ; l'ébranlement parviendra donc au point H au bout d'un temps égal à ■ *; sa du2. rée sera — ; et la partie de la barre qui sera ébran■ lée à la fois , et dont H fera partie, aura 2m pour longueur. Les mêmes résultats auront lieu du côté des * négatives. Ainsi, de part et d'autre de l'ébranlement primitif, il se produira une onde sonore, d'une étendue constante et égale à celle de son ébranlement, qui se propagera uniformément avec la vitesse a. Les vitesses propres que prendront successivement les points de la barre , ne varieront pas avec distances au lieu de l'ébranlement primitif; en i que l'intensité du son, qui dépend de la grandeur de ces vitesses, sera constante, et ne s'affaiblira pas en se propageant; ce qui lient à ce que cette propagation a lieu dans une barre cylindrique ou prismatique. Dans l'étendue d'une onde sonore, ta vitesse ne sera' pas , comme en tous les points de l'ébranlement primitif, indépendante de la dilatation correspondante : l'une sera proportionnelle à l'autre , en vertu de l'équation r = - m, qui i Digitized by Google
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    313 TRAITÉ DE EÉCAMQtlE. la vitesse r da point quelconque M eit une fraction de la vitesse de propagation , exprimée par la dilatation $ qui répond au même point, et que le mouvement propre de H aura lien en aens contraire ou dans le sens de la propagation, selon qu'il y aura en ce point dilatation ou contraction. Il est important de remarquer que c'est à raison de ce rapport entre v et *, que chaque onde sonore produitene se partage pas en deux autres, et se propage dans un seul sens. Si ce rapport existait dans toute l'étendue de l'ébranlement primitif, le mouvement ne se propagerait aussi que d'un seul côté. Ainsi , en supposant qu'on ait fx = — «F* , les équations (2) se réduiront à « = - - f(s - ■!){ a pour les valeurs de s négatives et plus grandes que — », abstraction faite du signe, on aura donc r=0 et m — (i ; en sorte que le mouvement ne se propagera pas au delà de l'ébranlement primitif du côté des s négatives. Il en serait de même du côté des x positives, si l'on supposait f* — ofx. v = I + + - n* 2 a D'après ce qu'on a vu dans le n° 490, la < de la propagation du son dans une barre indéfinie, pourra se conclure de la durée des vibrations longitudinales d'une verge élastique, de la même matière et d'une longueur donnée. En supposant cette verge fixe ou libre à ses deux bouts, la valeur de a sera égale au double de sa longueur divisée par La durée de chacune de ses vibrations, laquelle durée se déduira de leur nombre dans l'unité de temps, et , par conséquent, du ton le plus bas de la verge : on doublerait le résolut de cette division , si la verge était fixe à une seule extrémité. 499. Au lieu de s'étendre indéfiniment dans le sens des * positives, si la barre est terminée en un point B, situé en dehors de l'ébranlement primitif, le son, après être parvenu en B, sera réfléchi vers le point C ; et il se formera un icko en ce point B , soit qu'on le suppose fixe, ou qu'il soit entièrement libre. Je représente par c la distance CB, qui sera plus grande que ». Dans le cas où B est un point fixe, il faudra qu'on ait constamment r — 0 pour r = c. Or, on remplira cette condition en formules (2) par celles-ci : 1 ai) fi*e -*-•#) 2 + + «o - - *i* 2a 2a + - Fvx + ai) + - F x • 2 2 •ans que ces expressions cessent de représenter l'état initial de la barre, et sans que la val- ur de « , qui a'en déduit d'après les « imitions du du — = e, — = *, dt dx cesse de satisfaire a l'équation (I). En effet, la variable x n'étant plus grande que c pour aucun point de la barre, cl c surpassuut », on a 2e — x > » , et , conséquemment , /' (2c — *) = 0 et F (2 c — *)= 0 ; d'où il résulte r = f x et t = Fx, quand 1 = 0. A cause de e > m, on a aussi ■+- at) = 0 et F (c -f- at) =0; ce qui donne v = 0, pour * = c et quel que soit ». Eufin , on a de dê identiquement — = — ; et la valeur de u , dont la dx dt différentielle complète est rdi-j-idx, sera la somme d'une fonction de x — ut et d'une fonction de x -f ut , qui satisfera , par conséquent , à l'équation (1). Cela posé, pour un point M tel que l'on ait *>», les quantité* /> + at) et F (x -f at) seront nulh s. .,) + _ F(ïc - x - at), 1 at) f{*ç - x - at) 2a **)+- F^c - x - at , et les valeurs précédentes de e et * se réduiront à v' v, • + •„ * = H , a a en faisant , pour abréger, Lf(s-ot)-- F (*_««) = *', 2 2 a 1 — T2c — x — at) /"(2c — * — at sa r,. 2 2 La quantité r' cessera d'être nulle quand on aura ai> x — m] elle le redeviendra pour at = x + • ; le temps continuant de croître , t>, cessera d'être xéro pour at = 2c — x — », et le redeviendra pour at = 2c — x -\- » ; d'où l'on conclut que le point 11 éprouvera deux ébranlemens séparés l'un de 2(e-x+.). l'autre pnr un intervalle de temps égal à Le premier sera le son direct , et le second le réfléchi ; ils auront l'un et l'autre la même intenDigitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 313 sité, et se propageront avec la même vitesse a, et >, d'après le sens de la propagation, Pun réàt? et l'autre à — v„ on Toit qu'il y aura , pour tous les deui, le même rapport entre la vitesse propre du point M et la dilatation positive ou négative dont elle sera accompagnée. On trouvera les mêmes résultats en supposant que le point B soit entièrement libre , auqttel cas on devra avoir constamment s — 0 pour X — c. Ces lois de la propagation et de la réflexion du son dans une barre solide, ont également lieu dans le cas de l'air contenu dans un canal cylindrique ou prismatique, très étroit ; celles des vibrations longitudinales d'une verge élastique, qu'on a exposées dans le n° 4M , conviennent aussi aux vibrations de l'air renfermé dans un tuyau d'une longueur donnée , ouvert ou fermé à ses extrémités, c'est-à-dire , aux sons des flûtes } en abstraction, toutefois, des dues à l'embouchure *. $ III. Choc longitudinal des verges ilast 600. Les formules du n» 496 s'appliquent au choc de deux ou plusieurs verges élastiques, forlème matière^ ayant la même section i , et dont les Blets moyens se meuvent sur ligne droite. Pour cela, pendant toute la durée du contact de ces corps , on les considérera comme une seule verge élastique, cyliudrique ou prismatique, dont l'état, variable d'un instant à l'autre, sera déterminé par ces formules dans toute sa longueur, excepté dans une étendue de grandeur insensible, de part et d'autre des points de jonction. En effet, considérons seulement deux verges élastiques dont AE et FB (fîg. 111) soient les filets mojens. Lorsqu'en se rapprochant à raison de la ide leur* vitesses, la distance EF de leurs és E et F sera devenue insensible , et ne ssera plus le rayon d'activité des forces moléculaires , les molécules extrêmes de l'une des deux verges commenceront à agir sur celles de l'antre, et réciproquement ; cette action mutuelle i, en variant d'intensité, tant que la disEF sera moindre que le rayon d'activité; la force totale pourra être répulsive ou attractive; et c'est réellement dans cette action à distance insensible, des points extrêmes des deux corps, que consiste le phénomène du choc. Or, la loi de l'action moléculaire en fonction de la dislance nous étant inconnue, on ne pourra pas déterminer la valeur de EF en fonction du temps , non plus que les variations de vitesse que les points extrêmes des deux verges éprouveront en vertu de cette force; * V0j*% , tor ce i ni ni , mon Mémoire lur lt Kommual an M'< «(• 495 aura lieu , et l'état de ces deux parties de la verge totale se déterminera , à un instant quelconque, au moyen de l'intégrale de cette équation, suivant l'hypothèse que l'on fera sur les deux bouts A et B, fixes ou mobiles , c'està-dire , au moyen des différentes formules du n« 496 , dans lesquelles on n'aura plus qu'à mettre des valeurs convenables pour les fonctions arbitrairea e*r et e'jr. 601. Les forces moléculaires variant très rapidement avec la distance, il s'ensuit que les vitesses inconnues des points extrêmes des deux verges varieront de mènse ; de sorte qu'à un instant quelconque les vitesses des points E et F pourront différer beaucoup de celles des points s et f, quoique les distances «E et /F soient insensibles. Il en sera de même à l'égard des vitesses des points s et ft comparées l une à l'autre, que nous déterminerons d'après leurs valeurs initiales et qui seront inégales et pourront même avoir des signes différens; mais on démontrera , comme dans le n» 489, que la tenaionT, positive ou négative, devra être sensiblement la même en ces points • et /*, sans quoi la force accélératrice de la masse de grandeur insensible, comprise entre les sections normales en ces points, deviendrait infinie. Avant le choc, nous supposerons que i des deux verges a la même vitesse dans toute son étendue; dsns cet état, la tension T sera nulle pour tous les points des deux mobiles : au commencement du choc, c'est-à-dire , lorsque la distonce EF atteindra le rayon d'activité moléculaire , ou aura doncT = 0 aux points e et/, comme dans tous les autres.La tension, toujours égale pour ces deux points extrêmes, cessera ensuite d'être nulle : nous en déterminerons la valeur ; et l'on verra qu'elle redeviendra xéro après un certain intervalle de temps. Or, si à cette époque les vitesses des points s et /"permettent que les deux verges se séparent , c'est-à-dire , si ces vitesses sont dirigées en sens contraires, ou bien, si elles sont dirigées dans le même sens , et que la vitesse du point qui va devant soit la plus grande , les deux verges se sépareront effectivement , et le choc sera terminé. Hais si, à l'époque dont il s'agit, les vitesses de « et/* ne remplissent pas l'une de ces deux conditions, le choc recommencera, pour ainsi dire; la tension , égale aux points • et /", reparaîtra ; puis elle redeviendra nulle au bout d'un nouvel intervalle de temps; et aiusi de suite , de manière que les deux verges ne se sépareront pas , et vibreront comme une verge unique, dont la longue» «t AB. 40 Digitized by Google
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    314 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Ainsi , la condition nécessaire et suffisante pour qne le choc se termine , et que Tune des deux verges se détache de l'autre, est le concours de ces deux circonstances s 1° il est nécessaire que la tension soi nulle aux points e et /. afin que les deux verges ne s'appuient pas l'une contre l'autre ; 2° il Tant, en même temps, que les vitesses de ces deux points soient dirigées en sens contraire , ou bien, qu'elles soient dirigées dans le même sens, et que celle du point qui ta devant soit la plus Quant aux deux bouts A et B , nous supposerons successivement qu'ils sont libres tous les deux , et qu'un seul est libre et l'autre fiie. 602. Désignons par c et c' les longueurs AE et FB des deux verges , et par / la distance totale AB ; de sorte qu'en négligeant la distance insensible EF, on ait e + ésss I pendant toute la durée du choc. Soit H un point quelconque appartenant à AEou FB ; immédiatement avant le choc , appelons x la distance du point M à un point fixe, pris sur la droite AB, et qui sera la position du point A à cet instant. Au bout du temps t , compté de cette époque , soit x 4- u la distance du même point M a ce point fixe; non d> u ! constante qui représentera la vitesse de la propagation du son dans la matière dont les deux verges sont formées (n° 498). On aura , en même temps , du du * = -, T = , -, dt dx , pour la vitesse « du point M , et pour la tension T, positive ou négative, qui aura lieu en ce une constante donnée. La dilavitesse r se déduira deT, tation qui 1 et aura — T pour valeur Ces trois équations auront lieu pour toutes les valeurs de x , depuis * = 0 jusqu'à * = /, excepté celles qui répondraient à des points situés entre a et f, et qui dilTéreraient, conséquemment , de e d'une quantité insensible en plus ou en moins. 603. Pour t = 0, on aura u = 0 dans toute la longueur de AB; ainsi, il faudra supprimer le terme dépendant de fx , dans les formules du n° 406. Examinons d'abord le cas où les deux bouts A et B sont entièrement libres. Soit h la vitesse commune à tous les points de AE, à l'instant où le choc commence, laquelle vitesse sera supposée positive, ou dirigée de A vers B. Soit aussi A' la vitesse des points de FB, au même instant, qui sera positive ou négative, selon que les deux verges iront à la suite «iu à la rencontre Tune de l'autre. Ces constantes h et h' seront données, et leur différence h — h' devra être unequan. tité positive , afin que le choc ait lieu. Dans l'expression de m relative au troisième cas du n» 490 , il faudra prendre pour t'x une fonction qui soit égale à k , depuis * = 0 jusqu'à une valeur de * un tant soit peu moindre que c , et égale à *', depuis une valeur de m un tant soit peu plus grande que e, jusqu'à m = I, ou, f'\'x'ds'=:kc + h!c', o *V cosl^cïV = -(»-*>„_?; u = (*e + fcV) - + 2/ On et, à cause de ex1 =0, l'expression de « deviendra _ 1 **c sVx . sWa< - [h — h ) 2 — sin — cos— sin -— ; ° il * * / b toutes les valeurs du nombre entier et positifs, depuis s = 1 jusqu'à x=ao . r = L (*c + W) + 1 (* - *») X L ,in cosl^ co. — \ / w i I I t ' • *X iVof 2q 1 — l* — * ) 2 — sin — - sm — sm : *a < l l t ' et si l'on appelle m et m' les masses des deux verges proportionnelles à leurs longueurs c et c1, le premier terme de cette valeur de v est la vitesse m\ -L m'A' de leur centre de gravité. Si les deux M^iar vitesses h et h' sont égales et de môme signe, on aura constamment e = k et T = 0 ; et , en effet , les deux verges vont alors à la suite l'une de l'autre, avec primer. Les séries périodiques et convergentes qne ces formules renferment sont comprises parmi celles dont on sait déterminer les sommes exactement. Pour toutes les valeurs données de x et t , ces sommes se déduiront, sans difficulté, de la for1 t = sin t - I si„ 2» + L siu 3, _ 1 ||a 4( + etc. Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, 8EC0NDB PARTIE. 315 I est une variable renfermée entre les limites + w exclusivement. On pourra donc calculer les valeurs exactes de la vitesse e et de la tension T, à chaque instant et en un point quelconque de A« et /B; ce qui est la solution complète du problème. Il y a plusieurs manières do parvenir à la formule (3). On l'obtient, par exemple, en différentiant par rapport à *, l'équation (8) du n« 326, i y ovoir mis m* pour •* ; ce qui i — 7 ZU.' '■-— —)"» -; es que /, et dans laquelle la somme 2 s'étend à toutes les valeurs dn nombre entier s*, depuis s = 1 jusqu'à s = qd . En effectuant l'intégration par les règles on a y»i . fa* t»oV Zh . " co%—- -r = T*cot"' nn aura donc cos fa gin«*£> si • 1 ' résultat qui coïncide avec l'équation (3), en faisant «» / " 604. En vertu de la seconde équation (2), la valeur de T est nulle ; non seulement quand 1 = 0, mais aussi quand t est un multiple quelconque de — ; elle Test aussi, quel que soit», aux deux * = 0et*r=*. Si t est séro ou un multiple pair de — , la pre■ mière équation (2) donne r = _ (Ac + W) ou , ce qui est la même chose , - (Ac + IV) dee + c»=r*et cos sV = (— Or, on peut prendre pour tdans la formule (8) ; et il en résulte ^(-iy ,:„«>(c'- »)_ i" 1 21 Si l'on a * < c, c'est-è-dire, si le point H appar tient à A*, on pourra aussi prendre pour t la * W + *) tité , qui sera moindre que * ; on aura donc i -(*' + *). 2/ et ces valeurs réduiront l'équation (4) à » = A. Si, au contraire, le point H appartient i /"B, on *> eet 2/ —  — *; on t --(« »« (of + *) . i* (2i _ c* — *) sin - = - sm (4) la form ule (3) sin fa (e* -f- s) _ » (2/ — c' — x) et, au moyeu de cette valeur et de celle de , l'équation (4) se réduira s / Les vitesses initiales A et A' des deux parties A* et fB de la verge totale, sont donc ainsi vérifiées. On voit , de plus , qu'elles ont lieu non seulement quand f = 0, mais aussi toutes les fois que t est un I multiple pair de — ; et comme à ces époques T est a xéro pour la verge entière , il s'ensuit que , pour toutes ces valeurs de f, les deux parties de la verge se trouveront dans le même état qu'au commencement du choc. On peut remarquer que la première équation (2) serait en défaut , si on l'sppliquait à la vitesse initiale du point E ; car si Ton y fait # = 0 , et qu'on ait exactement * = c, il en résultera 1 2 (__iy tVo Digitized by Google
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    316 TRAITÉ Dl MÉCANIQUE. Or, d'après l'équation (3), od a 2/ on aurait donc « = V ; ce qui ne aérait vrai que de V = h, où l'état de la partie correspondante k «B ne peut différer de celui du reste de la verge. Mais nous avons dit que, dans le cas général , cette partie et celle qui répond à ff ne sont pas comprises dans les équations du i l Si (est un multiple impair de — , la a équation (2) donne il • = - (*c + IV) Or, en comparant cette valeur de* à la formule (4), on voit qu'elles se déduisent l'une de l'autre par rechange des lettres k et h\ c et c1; d'où l'on conclut , sans nouveau calcul, que quant t est un multiple impair de — , les points qui répondent à une o valeur de * moindre que c', auront la vitesse »', et ceux qui répondent à * > c, la vitesse Aj c'est-àdire , que si G est un point tel que l'on ait AG =  et GB = e, et qu'on prenne f et y' k des distances insensibles de part et d'autre de G , la vitesse h! aura lieu dans la partie Ao, et la vitesse k dans la partie o^B. 606. Il résulte de cette discussion que si Ton a c = e», la partie A* aura la vitesse V au bout du temps i =: — j et la partie /B, la vitesse k au bout a du même temps ; et comme k cet instant la tension T est partout égale k aéro, et que, par hypothèse, on a k > k', il s'ensuit que les deux verges se sépareront l'une de l'autre (n° 601) ; en sorte que , dans ce cas , la durée du choc aura été — , et a les deux mobiles , parfaitement élastiques et égaux en masse, auront fait, après le cboc , échange de leurs vitesses avant le choc. Réciproquement , si les longueurs e et c' sont différentes, le choc ne finira pas , et les deux vergée élastiques ne pourront pas se séparer ; car les époques où la tension est nulle coïncideront toujours avec celles d'une vitesse commune et égale , soit k k, soitk k\ pour les deux extrémités E et F, ou , plos exactement , pour les deux points • tif. Mais si l'on a c* > c, auquel cos le point G appartiendra k /"B, et si l'on suppose que la verge élastique soit coupée en ce point, de sorte que la partie FBsoit elle-même formée de deux parties FG et GB,qui avaient une même vitesse k' avant le choc^ la partie GB se séparera au bout du «=— .En effet, k cet instant, la a nulle, et les vitesses V et k des points g et y' permettront la disjonctio I le choc , dont la durée aura été — , a le cas de 0' = 0, la partie GB se mouvra avec la vitesse k , et les parties AE et FG , avec la vitesse commune k'. La même chose aurait encore lieu si les trois parties AE , FG , GB , étaient elles-mêmes coupées et divisées en d'autres portions égales ou inégales , pourvu qu'avant le choc toutes les portions de AE eussent une même vitesse h, et toutes les portions de FG et GB une vitesse commune k\ Ainsi, supposons, par exemple, qu'une verge homogène, prismatique ou cylindrique , soit coupée en un nombre n + n' de parties égales j et imprimons une vitesse k aux » premières parties, aveo laquelle elles viendront choquer la série dea »' autres parties , qui seront en repos avant cette percussion. Si n surpasse n', aucune partie ne se séparera , et elles seront toutes transportées dans le sens du cboc , en oscillant suivant cette direction, et faisant entendre le ton correspondant k la longueur entière de la verge, libre par ses deux bouta ; mois si l'on a n' > * , les parties antérieures, au nombre de m , se détacheront des autres, pour se mouvoir avec une vitesse commune et égale k k, et les n' autres parties demeureront en repos et juxtaposées. Ce résultat, étendu par analogie k une série de sphères , comprend le phénomène dont il a été question dans le n» 363. 606. Considérons maintenant le cas où le point A est fixe. Avant le choc, supposons que la partie AE soit en repos , et que tous les points de la partie FB aient une vitesse commune et négative, que nous représenterons par — k. Il faudra alors faire usage de l'expression de m relative au second cas du n» 496, dans laquelle on fera = 0 depuis s — 0 jusqu'à * = c, et t's = — k depuis * = c jusqu'k * = e -f. c* = J. A cause de e* = 0 , pour toutes les valeurs de * , il en résultera m =.-r» « (2i — l). rns (8> — l) we (2s - 1) « (8s - 1) wat * Tl ».« Ti ' Digitized by Google

  

  
    Page 343
    

  
  
    The text on this page is estimated to be only 21.53% accurate
    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 317 d'où i on Cire 4k t. 2. — 1 wa 2s - l (2» — 1) wc 21 (2s — 1) wo a formules dans lesquelles les séries sont du genre de celles dont on sait déterminer les sommes, et qui feront connaître exactement la vitesse et la tension, à chaque instant, en un point donné de A e ou éêfk Ou emploiera , à cet effet , la formule connue 1 1 — = cos • oos 31 + — cos fil + etc., (•) 4 Jfc 6 qui ■ lieu pour toutes les valeurs de I comprises entre ± L * exclusivement , et qui se déduit , par exemple, de le formule (7) du n° 326, en la diffé(U — 1) m (tt — l) *at cos 2i il (* ~ ') '« (« ~ t) «*. 21 21 ' rentiant après y avoir mis m au lieu de ex , et en y s* faisant ensuite — es I. 607. En vertu de le seconde équation (6), la tension T est nulle en tous les points des deux verges, lorsque t est téro ou un multiple quelconque 21 de -. a ■ 11 Si t est téro ou un multiple pair de — , la preUo»(«). ou , ce qui est la - 7 L 5 / t M?) _ ï tliLcos  = f et sin fW ~ ï),r = - ( — 1 Or, d'après l'état initial des deux verge», cette formule , en tant qu'elle se rapporte à t = 0 , doit se réduire à t» = 0 pour * < e, et à • = — k pour * > c; et c'est d'abord ce qu'il s'agit de vérifier. En prenant pour • dans l'équation («), il en résulte (- iy ... (m -i) 2.-1 2/ ~7 Quand on a * < a, on peut 2/ -pour I; ce qui 2s— 1 2/ 7' et ces formule* réduisent, effectivement, l'équation (7) a » = 0, Quand on a * > c , on aura aussi 2J_#_c' ; en . _ tr (31 - m - c') et observant que rn, (2'" ~ 1} * + fl (tt - 1) , («f - « - c') 2/ ~~ 2/ la formule (6) donnera ^Lebiizi^s,:, 2s- 1 |J 4 ' au moyen de quoi et de la valeur précédente de réduira à r = - *, con îme cela doit etre. 2/ Lorsque t est un multiple impair de —, la valeur de e, donnée par la première équation (fi), est égale et de signe contraire à celle qui a lieu quand 21 «est îéro ou un multiple pair de — ; il s'ensuit 2/ donc qu'au bout d'un temps égal à — , tous les a points de A« ont des vitesses nulles , et tous ceux de/3, des vitesses positives et égalesè I; eteomme h cet instant I. tension T est partout égale k séro , il en résulte que la verge PB se détachera de I» Digitized by Google
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    318 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. verge AE , et «en réfléchie avec une m t esse égale et contraire à celle qu'elle avait avant le choc. Ainsi le choc de la verge FB contre la verge AB, qui t'appuie en A contre un obstacle fixe, durera 2/ pendant un temps égal à — , et aéra conforme à ce a qui a été dit , dam le n° 362 , sur la réflexion d'un corps parfaitement élastique. On peut aussi remarau milieu du choc, I d'un temps égal à — , on aura e a= 0, d'après la a première équation (6), pour toutes les » «leurs de xj en sorte qu'à cet instant U verge choquante FB aura perdu toute sa vitesse, et la verge AE n'aura aussi aucun mouvement. Au même instant, on aura, en vertu de la seconde équation (6), *a |_ 2. -1 ZI + * qu'on 2« — 1 d'où l'on conclura , par le même calcti l'équation (7), T = ou T =0; selon a aurax < c ou * > c. Au milieu du choc, la tension est donc nulle pour toute l'étendue de la verge choquante ; mais la verge choquée est condensée uniformément ; et c'est la pression qu'elle exerce dans le sens AE, ou de dedans en dehors, qui fait rebondir la verge choquante. § IV. Digression tvr Ut intigraUi des c quai ions 608. Si l'on excepte un petit nombre d'équations aux différences partielles, celles d'un ordre supérieur au premier ne sont point intégrables sous i finie , lors même qu'il s'agit d'équations liPour résoudre les problèmes qui conduisent a ces équations , on est donc obligé , le plus souvent , de recourir à leurs intégrales en séries ; et il faut alors qu'on soit certain, dans chaque cas, que la série dont on fait usage a toute la généralité que comporte l'équation donnée aux différences partielles, et qu'elle renferme des fonctions arbitraires en nombre suffisant pour exprimer l'intégrale complète de cette équation. Or, il n'y a pas de règle générale à ce sujet : ce nombre peut être moindre que celui qui marque l'ordre de l'équation donnée , ou des différences partielles les plus élevées qu'elle renferme j il change avec la quantité suivant les puissances de laquelle la série est ordonnée ; et il peut même arriver que toutes les fonctions arbitraires disparaissent , et que la série ne contienne plus qu'un nombre iuflni de constantes arbitraires, sans qu'elle, cesse néanmoins, d'exprimer l'intégrale complète. Ce sont ces diverses circonstances que nous allons examiner, d'abord en général, et ensuite plus particulièrement, en ce qui concerne les équations linéaires auxquelles on est conduit dans la plupart des problèmes de Mécanique et de Physique. 609. Soit u une fonction d'un nombre quelconque de variables indépendantes I, x, y, s, etc. Suppo* que cette fonction doive satisfaire à une équa" tî — j tion donnée aux différences partielles, que nous représenterons par L = 0. Quelle que soit la valeur de «, on peut toujours la concevoir développée en série ordonnée suivant les puissances de l'une des variables f, x, y, x, etc., ou, plus généralement , d'une autre quantité I dépendante d'une ou plusieurs de ces variables. Soit donc « = P»« + QIC + Rt» + M », C, y, etc., P. Q, R, etc., étant des exposans et des coefficiens indéterminés. Si je substitue cette valeur de u dans l'équation L = 0 , que je développe ensuite L suivant les puissances de I, et que j'égale séparément à téro les coefficiens de tous les termes de ce développement, j'aurai une série d'équations, dont chacune renfermera une variable indépendante de moins que L = 0; et si je parviens à obtenir les valeurs les plus générales de *, C, y, etc., P, Q , R , etc., qui satisfassent à cette suite d'équations , la série (a) sera aussi la valeur la plus générale de u qui satisfera à l'équation L = 0. Selon la quantité I qu'on choisira , on aura ainsi différentes expressions de u en série, qui seront toutes , sous des formes équivalentes, l'intégrale complète de L = 0 ; en sorte que si cette intégrale peut aussi s'exprimer sous forme finie, chacune de ces séries en sera un développement différent, et pourra toujours s'en déduire. Toutefois , lorsqu'on sera parvenu, d'après les autres conditions du problème qui aura conduit à l'équation L = 0, a déterminer toutes les quantités arbitraires que contiendra la série (a), il faudra qu'elle soit convergente pour qu'on en puisse faire usage ; et si elle devient divergente pour des valeurs de I, on devra changer cette quantité , et remplacer la série (a) par une autre , ordonnée suivant les puissances d'une variable différente. Cela posé, en prenont pour 1 = 0, des équations linéaires de différens ordres, on verra que les coefficiens P, Q, R, etc., déterminés de la manière la plus générale , peuvent néanmoins renfermer des nombres inégaux de fonctions arbitraires, selon que la série (a) sera ordonnée suivant les sances de telle ou telle variable I ; et l'on Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 31» , l'avons dit plus haut, qu'il ...» armer que toutes le» fonction» arbitraire» disparaissent de cette série , qui ne renfermera plus alors que des constantes arbitraires en nombre infini, et qui n'en sera pas moins l'intégrale complète de l'équation L = 0. Le caractère distinctif de cette forme singulière de l'intégrale complète , sans aucune fonction arbitraire, d une équation linéaire aux différences partielles , consiste en ce que tous les termes de la série qui la représente se déterminent indépendamment les uns des autres , et satisfont séparément à l'équation donnée , de manière que la valeur générale de m est la somme d'nm fonction. 610. Soit, pour exemple , l'équation très simple, linéaire et aux différences partielles du second *• d*u - = a (6) dt dx* dans laquelle a est une constante donnée. Si l'on développe la valeur de «suivant les puissances de*, on trouve pour la série la plus générale qui satisfasse à cette équation * ,x a. t* di ts _aM3 M ! fonction arbitraire. Sous cette forme, I présente la valeur de u qui répond à < = 0. Hais l'intégrale complète de l'équation (J)ne comporte I si l'on développe la valeur générale de u suivant donc qu'une seule fonction arbitraire, laquelle re- l les puissances de *, on trouve " — T 1.1 adt T 1.2.3.4 a* dt* d+t ^_ •4- etc. d* +t +**'+ — 7d7 + i.2.3.4.5 irr» + elC5 4
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    320 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. où l'on désigne par A, B, C, D, E, P, etc., des arbitraire! ; d* ex Ex» Fx» — C + D* H -4 h etc., d* *>x dxi = E + Fx+ete. au moyen de quoi la série (c) détiendra Ea> t* u = A + Cat + i .a Fa» * + etc ; les coefficiens P, Q , R, etc., seront des fonctions de*, et les «posans «, C, y, etc. des quantitéa constantes. On aura donc du dt dp 7i m.X . — = — S + dQ Cs dR dt je* = a' P«** +C 0/* + y R.''* + etc. dï* En substituant ces valeurs dans l'équation (6), et égalant ensuite les coefficiens des termes semblaans les deux membres , on en conclut dP dQ dR — =am.' P, — = oC» Q, — = ay R. etc., dt dt dt par conséquent , les exposans » , C , y , etc. , ront arbitraires, et l'on aura P = Aa°*' Q = BaaC* * R = C.-*' ', etc.. en désignant aussi par A , B , C , etr. , des tes arbitraires. Donc il en résultera Aaa*' V* + B.flC* V* + C«°>* V* + etc., (a) pour l'intégrale complète de l'équation (6), ordonnée suivant les puissances de l'exponentielle e*; série qui est aussi le développement de cette intégrale, ordonnée snivant les puissances de a*. Or, on voit que cette série (•) ne contient explicitement aucune fonction arbitraire ; qu'elle renferme seulement deux séries infinies A, R, C, etc., », C , y y etc., de constantes arbitraires ; et que chacun de ses termes satisfait isolément à l'équation (*). En développement celte expression de « suivant les puissances de », on a *.= As* •* + RaCx + Ca>* + etc. + (A.» + BC aC* + (V e>* + etc.)al + (A.* t** + b:* .c* + * + etc. = »x, ajrscra une fonction arbitraire , on aura Km* BC« + Cy* •>* + etc. = ^21 , Kmk a-* + BC* •>* + etc. =^jf , etc.. et la série (a) coïncidera avec la série (c). On fera de même coïncider la série (a) avec la série (d), en développant la première suivant les puissances de x , pour la rendre comparable à la seconde. M2. Chacune des deux séries (c) et (a) peut être exprimée sous forme finie , au moyen d'une même intégrale définie. D'abord , en désignant par n un nombre entier Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. ce qui fait la valeur de — atec celle de dt a — , et satisfait, par conséquent, à l'équation (6). dx» En partant de la série (d), on parviendrait a une intégral e sous forme finie de cette équation, moins simple que la formule (/"), et qui contiendrait deux fonctions arbitraires. 613. La valeur connue de la quantité A, renfermée dans les formules précédentes , est y*. On l'obtient, par exemple, en employant successivement deux variables différentes sous le signe /, de manière qu'on ait -jzr"> *=/_.' d'où l'on conclut 00 II! à cause que les deus variables s et y sont i dantes l'une de l'autre. Si donc on fait + r d'où il résultera — te* — V « » = s, *. = /*" f* sdxdy, et si Ton regarde x . y, s , comme les coordonnées courantes d'une surface, *> sera le volume terminé par cette surface de révolution , et prolongé indéfiniment autour de son axe de figure , qui sera l'axe des a. Or, on obtiendra la valeur de ce le décomposant en un nombre infini de cylindriques, dont cette droite sera l'axe commun. Lawolume de l'une de ces tranches infiniment minces, dont les surfaces intérieure et extérieure auront r et r -f- dr pour rayons, sera égal au produit de sa base 2-xrdr, multiplié par sa hauteur s ou • r* » le volume entier s'en déduira , évidemment, en intégrant depuis r = 0 jusqu'à r =oo ; fc> = 2* j * « ** rdr = * , et k =r \/n ; ce qu'il s'agissait de trouver. Je ferai remarquer qu'en prenant e j = cos * , et mettant »• au lieu de ai dans l'équation (c), on aura "=(l--'^^-rrT+clc)C0S*' ou , ce qui est la même chose , cos s. L'équation {f) devient , en même temps, si = ^v- J e cos {* + 2»») dm \ mais on a évidemment j °° e~ cos 2*md* — S J ^r"' cos 2** dans cette équation; et si l'on y met l/^Tl au lieu de •, on aura J MM , d* On a souvent occasion d'employer ces formules , qui se présentaient ici naturellement , et que l'on obtient aussi par d'autres moyens. 514. Les équations aux différences partielles auxquelles on est conduit, dans la plupart des problèmes de Mécanique ou de Physique, sont linéaires à l'égard d'une inconnue w, du premier ou du second ordre par rapport au temps , et généralement à quatre variables indépendantes, dont m est fonction , savoir, le temps , que nous représenterons pari, et les trois coordonnées d un point quelconque du système dont on s'occupe , que nous désignerons par *, y, b. Si l'on excepte leur dernier terme, indépendant de ai et qu'on peut toujours faire disparaître, elles ne contiennent pas cette variable t explicitement, c'est-à-dire, que dans ces équations les coefficiens ne sont fonctions que de * , y, s. Or, L = 0 étant une de ces équations suus dernier terme, si l'on prend I = •* , la série (o) deviendra • =P«*' + QaC< +R«>' + etc; (,) et si l'on substitue, dans L, cette série {g) au lieu de «, il est aisé de voir qu'il en résultera L s (B.« + H. + 0) + (M'C + VC + 0«) + (IV + N"> +0") , Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE TAKTIE. 323 M, N, 0, étant des quantités qui ne contiennent que l'inconnue P, d'où se déduiront M', N', 0', en y mettant Q au lieu de P, puis M", N", 0", par la substitution de R à la plane de Q, ctainsi de suite. Tontes les quantités M, M1, M", etc., seront nulles, lorsque l'équation L= 0 ne sera que du premier ordre, par rapport h t. Dans tous les cas, cette équation donnée L=0 se décomposera en celles-ci : M*» N* +0=0, ) M'C» + N'C + 0' = 0, ' (h) *V+ + 0"= 0, S etc. Par conséquent , les exposans a , C , y , etc. , seront des constantes arbitraires; les cocfficicns P, Q, R, etc., se détermineront indépendamment l'un de l'autre, au moyen de ces équations (h) , qui sont toutes semblables; et tous les termes de la série (o), c'cst-h-dire, de l'intégrale complète de l'équation L = 0, ordonnée suivant les puissances de l'expo, nentiellee', seront des intégrales particulières de cette même équation. Les équations (h) seront linéaires, comme I. i», par rapport à l'inconnue que chacune d'elles renfermera. Si L ne contient qu'une seule des trois coordonnées *, y, s, elles seront simplement des équations différentielles ; et alors la série (q) ne renfermera que des constantes arbitraires, savoir, «, C, y, etc., et les constantes qui seront introduites par l'intégration des équations (h). Quand elles seront aux différences partielles, on pourra souvent les traiter comme l'équation L = 0, et exprimer leurs intégrales complètes en série d'intégrales particulières. 515. On peut donner une autre forme à la série (y), en y changeant les exponentielles en sinus et cosinus. Soient, en effet, x , p, r , etc., d'autres constantes arbitraires, et p, q, r, etc., p',q\ r\ etc., d'autres inconnues. Si l'on met dans cette série ± * |/^t| ± M Y/~± ' P^ÏTetc, au lieu de », C, y, etc. ; qu'on y remplace P, Q, R, etc., ± j- r1 \/ — 1, etc. ; et que l'on prenne ensuite la somme des valeurs de u qui répondront ans deui signes def/ — 1, on aura u — }> COS > ( -f- 'j COS ut -\- r COS tl -f- ttc. | -f- p' sin xl + q' sin fit + r* sin tt -f- etc. ) ^ Pour la généralité de l'intégrale de L=0, exprimée indifféremment par cette dernière formule ou par la série (a), il faudra que les constantes x, /*, », etc., aussi bien que a, C, y, etc., soient réelles ou imaginaires; mais il y a des problèmes dans lesquels les valeurs déterminées de x, /*, r, etc., seront toutes réelles, et d'autres dans lesquels aucune des valeurs de «, C, y, etc., ne sera imaginaire. Dans le premier cas, il conviendra d'employer la formule (s"), et dans le second la formule (y) ; et lors même que l équation L = 0 sera intégrable sous forme Bnie , il arrivera souvent, dans des problèmes de Mécanique ou de Physique, que l'expression de son intégrale, au moyen de l'une ou l'autre de ces deux séries sera plus propre que l'intégrale sous forme finie, à faire découvrirjoutes les circonstances du phénomène dont on s'occupera. Les questions relatives aux petites oscillations der points d'nn corps élastique ou d'un fluide, qu'on a un peu écartés de leur état d'équilibre , sont celles où il conviendra d'employer les expressions des inconnues sous la forme de la série (*). Lorsque les valeurs générales de P,Q, R, etc., et, par suite, celles de p, o, r , etc. ,p' , q' , r1 , etc., ne renfermeront que des constantes arbitraires . la formule (t) s'écrira plus brièvement de cette manière : « = 1p cos xf + sin xf ; les caractéristiques 2 indiquant des sommes qui s'étendent a toutes les valeurs possibles réelles ou imaginaires de x et des autres constantes arbitraires, contenues dansp et//. On pourra, si l'on veut, faire croître ces valeurs par degrés infiniment petits, et remplacer les sommes 1 par des intégrales ; mais cette autre forme équivalente de l'expression de u n'a aucun avantage; et il vaut mieux conserver la précédente. 516. Indépendamment des équations aux différences partielles quiconviennent à tous les points du système, il y n toujours, dans les divers problèmes de Physique on de Mécanique, d'autres équations qui n'ont lieu que pour les points extrêmes; telles sont, par exemple, dans le problème des vibrations longitudinales d'uue verge élastique, les équations relatives à la fixité ou à l'entière liberté des deux bouts de cette verge. Ces équations particulières serviront, dans chaque cas, à déterminer les valeurs d'une partie des quantités arbitraires que renfermera la série {g) ou la série (i) ; quant à celles de ces quantités qui resteront encore indéterminées après qu'on aura en égard à toutes les équations de ce genre, elles dépendront de l'état initial du système. Pour en obtenir les valeurs, j'ai suivi, dans un grand nombre de problèmes différens, un procédé uniforme, que je crois applicable à tous les cas, soit que la question ne présente qu'une seule inconnue u, et ne conduise qu'à une seule équation L = 0, soit qu'il y ait à déterminer plusieurs inconnues dépendantes d'un égal nombre d'équations aux différences partielles, linéaires et simultanées. Ce procédé général o aussi l'avantage de fournir, dans chaque exemple, la démonstration de la réalité des constantes a, C, ^,etc, ou des constantes x , /u, r, etc., qui dépendent d'équations transcendantes quelquefois très compliquées, et dont il serait souvent difficile de déterminer autrement la nature des racines. L'exemple que nous donnerons de l'application de cette méthode, dans le paragraphe suivant, sufDigitized by Google
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    .124 TRAITÉ DE fira pour l'expliquer, et pour qu'on publie remployer dans d'autres problèmes. Au moyen de cette méthode, on déterminera, sans aucune difficulté, les vibrations longitudinales des verges élastiques, dans les trois cas du n° 400, et l'on sera conduit, d'une manière plus directe , ans mêmes formules que dans ce numéro. Pour exemple d'une question dépendante de plusieurs équations aux différences partielles, j'indiquerai le choc longitudinal de deux ou plusieurs verges élastiques, formées de matières différentes; question qui a été résolue dans le paragraphe précédent, pour le cas particulier de l'homogénéité, et dont je supprime ici la solution générale, à cause de la longueur des formules qui s'y rapportent. 617. Supposons que le temps t soit compté à partir de l'origine du mouvement; et soient * y- »). — = F(x, y, a), dt les valeurs de l'inconnue u et de son coefficient dif" férentiel par rapport a », qui répondent a t — 0 ; de sorte que f(x, y, m) et F (x, y, u) soient des fonctions données arbitrairement pour toutes les valeurs des coordonnées x, y, *, qui répondent aux points d'un système dont on considère les vibrations. Après qu'on aura déterminé toutes les quantités arbitraires que renferme la série (t) , d'après l'état initial de ce système, et en ayant égard aux équations particulières qui peuvent avoir lieu à ses extrémités , il faudra que cette série et son coefficient différentiel coïncident, pour t = 0, avec les fonctions /"(x, y, s) et F (x, y, a), dans les limites du système. Ainsi, il faudra qu'on ait f{*, y, «) = P + 7 + r + etc., 1 F(x, y. a) =A/r, + ^'4-.r'+ etc.; f x) ce qui fournira un développement, ou une transformation d'un genre particulier, pour chacune des fonctions quelconques f{ x, y, x ) et F ( x, y, s ) ; transformation qui ne sera pas identique, et n'aura lieu que pour des valeurs limitées des variables x, Quoique le plus souvent on ne puisse pas démontrer directement l'exactitude de ces équations (A), cependant il ne peut rester aucun doute à cet égard. En effet, d'après les considérations précédentes, la série (*') représente certainement l'intégrale complète de l'équation L = 0 , c'est-à-dire, la valeur la plus générale de u qui puisse satisfaire à cette équation. Par hypothèse, ou a déterminé les quantités Arbitraires que celte série renferme, au moyen des autres conditions du problème qui ■ conduit a cette équation Lr=0; si ces condition!, ne sont pas incompatibles, et que le problème soit susceptible d'une solution, il faut donc qu'après cette détermination, la série (i) exprime la valeur de u a un instant quelconque et en un point quelconque du système; par conséquent, en faisant (s 0 dau» MÉCANIQUE. cette série et dans celle qu'on en déduit par la différentiation relative à f , elles devront représenter du les valeurs initiale* de « et — , c'est-à-dire, les dt fonctions /"(x, y, *) et F (x, y, x), quelles qu'elles soient, mais seulement pour les valeurs de x, y, a, comprises dans les limites du système que l'on considère. Dans l'exemple du mouvement longitudinal d'une verge élastique, les séries (A) représenteront, pour toute la longueur de cette verge, et dans les différentes hypothèses relatives a ses extrémités, les deux fonctions arbitraires qu'on a désignées par •x et j'j dans le n° 496 ; et ces séries coïncideront avec les expressions de «x et a'x, dont on a fait usage dans ce numéro, et qu'on avait démontrées auparavant. 618. La conclusion de tout ce qui précède est que, pour exprimer dans un problème relatif aux petites vibrations des corps, et dans d'autres questions de Physique, chaque inconnue, nu moyen de la série(y) ou (s-), il est nécessaire d'avoir démontré, préalablement, que cette série représente la valeur la plus générale de l'inconnue qui puisse satisfaire à l'équation aux différences partielles dont elle dépend, et, ensuite, de déterminer toutes les quantités arbitraires que cette série renferme, au moyen des données particulières du problème, qui répondent aux extrémités du système et à son état initial; ou bien, il faut connaître, à priori, comme dans le n>> 496, des expressions en série de In valeur initiale et arbitraire de chaque inconnue, dont tout les termes, multipliés par des sinus ou cosinus d'arcs proportionnels an temps , ou par des exponentielles, satisfassent isolément à l'équation donnée aux différences partielles et aux autres équations relatives aux points extrêmes du système. On doit regarder comme incomplète une solution dans laquelle on n'a pas démontré, à priori, la généralité de la série (g) ou (s*) dont on fait usage, ou dans laquelle on ne vérifie pas, ipoittriori, que cette série peut représenter la valeur initiale de chaque inconnue, quelle que soit cette valeur, dans toute l'étendue du système, y compris les points extrêmes. D'après ce qui précède , la première méthode sera toujours applicable; la seconde ne le serait que dans «m très petit nombre de cas particuliers. § V. Vibrations transversale* d'une r*rj« élastique. 619. Les verges élastiques sont susceptibles de quatre sortes de vibrations, auxquelles répondent des tons différant , et qui peuvent coexister dans une même verge , droite ou courbe dans ton état naturel. Ces vibrations sont longitudinales, transversales, normales, tournantes ou produites par la torsion. Les \ibrations normales consistent en des dilatations et condensations alternatives des sections de la verge, perpendiculaires à sa longueur , Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 325 elles n'ont pas encore ëté déterminées par la théorie. Les trois autres espèces de vibrations l'ont été , et l'analyse m'a fait connaître , entre les tons qui leur correspondent, des rapports que l'espérienco a confirmés, ou que les physiciens avaient déjà remarqués. Telle est, par exemple, l'observation curieuse que l'on doit à Chladni , et suivant laquelle une verge encastrée par un bout et libre par l'autre, rend un ton plus grave d'une quinte, lorsqu'on la fait vibrer par torsion, que quand elle vibre longitudinalement; cela revient à dire que le ton qu'elle rend dans le premier cas est le même que celui qu'elle ferait entendre dans le second, si sa longueur était augmentée dans le rapport de 3 à 2; or, j'ai trouvé que ce rapport devrait être celui de [ I 1 à 2 ; ce qui diffère à peine d'un vingtième du résultat que Chladni a énoncé eu nombre rond. Je renverrai, pour les développemens de cette partie importante de la Physique mathématique, au mémoire sur V Équilibre et le mouvement des corps élastiques, que j'ai déjà cité (n° 306), et où je me suis aussi occupé des vibrations des membranes flexibles et des plaques élastiques. Il suffira , dans ce Traité, d'avoir considéré les cas les moins compliqués de ce genre de questions , qui sont ceux des cordes vibrantes et des vibrations longitudinales des verges élastiquus, auxquels nous allons encore ajouter le cas des vibrations transversales. 620. Nous supposerons , comme dans le cas des vibrations longitudinalea (n» 494) , qu'il s'agisse d'une verge homogène, et, dans son état naturel , prismatique ou cylindrique; nous supposerons, de plus, qu'elle n'éprouve aucune torsion sur ellemême ; en sorte que tous les points de chaque filet longitudinal ne sortent pas d'un même plan pendant toute la durée du mouvement. Soient AMB (fig. 112) la direction rectiligne du filet moyen dans l'état naturel de la verge , / sa longueur, et* la distance AU du point quelconque M à l'extrémité A. Au bout du temps I , supposons que H soit transporté en M'; abaissons de M* la perpendiculaire M P sur AB; et faisons MP = «, M'P = y. Si ces deux variables m et y sont supposées constamment très petites , et qu'on néglige , en conséquence, leurs carrés et leurs produits, leurs valeurs en fonctions de t et * dépendront, comme dans le cas des cordes vibrantes (n°484), d'équations linéaires dans lesquelles cesinconnues seront séparées ; les mouvemens très petits , dans le sens longitudinal et dans le sens transversal , coexisteront donc sans s'influencer mutuellement ; et comme nous avons déterminé , d'une manière complète, le mouvement longitudinal, nous pourrons maintenant en faire abstraction. Je ferai donc u s= 0 , de sorte que tous les points du filet moyen oscilleront sur des droites perpendiculaires à sa direction naturelle , et que « et y seront , à un instant quelconque, les coordonnées courantes de la courbe plane A M B', formée par ce filet. Je ferai aussi abstraction des petits mouvemens de dilatation ou de condensation qui pourront avoir lieu dans chaque section de la verge, perpendiculaire à sa longueur; le mouvement qu'il s'agira de déterminer sera alors le même pour tous les pointa d'une même section ; et il suffira de considérer celui du point qui appartient au filet moyen. L'équation de ce mouvement transversal se déduira de l'équation ( / ) du n° 320, en y mettant Y — ou simplement au lieu de Y , si at* dp« l'on suppose qu'aucune force donnée n'est appliquée aux différens points de la verge. Cette équation sera donc £? + *=? = •• (" 4» étant une constante positive , qui dépendra de la matière de la verge , de l'étendue et de la figure de la section normale. Outre cette équation (1) , commune à tous les points du filet moyen , il y aura des équations relatives à ses extrémités, qui seront les mêmes que dans le problème de l'équilibre. A cet égard, il pourra se présenter six cas différens, selon qu'h chacun des deux bouts la verge sera encastrée, on seulement appuyée, nu entièrement libre. Sais comme ces six cas se traiteraient de la même manière, nous nous bornerons à en considérer un seul en détail , et nous supposerons que la vergo soit entièrement libre à ses deux bouts A etB, auxquels ne sera d'ailleurs appliquée aucune force particulière. Cela étant, pour toutes les valeurs de t, nous aurons (n<> 320) à l'extrémité A', et à l'extrémité B'. A l'origine du mouvement , la courbe du filet moyen et les vitesses imprimées à tous ses points seront connues ; si donc on compte le temps t à partir de cette origine , et qu'on représente par •* des fonctions données depuis x = 0 jusqu'à » = / , on aura , à la fois , dy t = 0, y = ex, - = s'x. (4) dt Ces fonctions arbitraires :xet»'x devront, toutefois , remplir les conditions relatives à * = 0 et x — l, qui seront exprimées par les équations (2) et (3) pour la fonction es, et par leurs différentielles relatives à t pour la fonction )igitized by Google
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    r*8 TRAITÉ DE MECANIQUE. Ainsi , la question que nous auront à résoudre consistera à trouver la valeur de y, en fonction de f et *, qui satisfait aux équations (1) , (2) , (3) , (4), dont la première est la seule qui ait lieu pour toutes les valeurs de ces deux variables. Mais, auparavant , il est bon de comparer , pour une même verge élastique , le coefficient b qui entre dans Yéquation de son mouvement transversal , et le coefficient a contenu dans l'équation de son mouvement longitudinal. 62t. En désignant par g la gravité, par p le poids de la verge, et par q la tension qu'il faudrait employer pour doubler sa longueur /, on a (n° 496) = M. P Le produit delà densité delà verge et de l'aire do sa P section normale sera égal à — ; et d'après l'équation (ftdu n» 320, d'où l'on a dédoit l'équation (1) du mouvement transversal , on aura — / eu* PJ -*' du , («y « , r , A, A', ayant la même signification que dans le n° 314 , et la constante * du même numéro étant la valeur de q , rapportée à l'unité de surface , de sorte qu'on a q = mm , en appelant m l'aire de la section normale de la verge. Faisons aussi r?/» du = »h> j A sera une ligne dont la valeur dépendra de l'étendue et de la forme de son contour; et il en résultera d'où Ton conclut 6. = oA. Si la section normale de la verge est un rectangle dont la base soit perpendiculaire au plan de la courbe A'M'B', et la hauteur égale à 2i , on aura „ = 2t>., *' = *=.,. A« = e/'' M. *,=!„•*; et il en résultera 1/3 Dans le cas d'une verge cylindrique , dont le rayon sera représenté par s, on aura A'=r k = r = 2 l't* — ti> ; d'où Ton déduira d'abord et , ensuite , ISS 1 M, Supposons encore que la section normale de U verge soit un triangle isocèle, qui ait sa base perpendiculaire au plan de la courbe A'M'B'; et, pour fixer les idées, supposons aussi que ce plan soit vertical , et que la base du triungle réponde à la face supérieure de la verge. Appelons x celle base, cl2t la hauteur, nous aurons toujours • = xi ; mais la valeur de A se m différente , selon que la face supérieure de la verge tournera sa convexité par eu haut ou par en bas (n° 316). Dans le premier 1,0 2« 4i x -ii N = - , A' = - , * = -(-+"), 3 3 2i V3 / A = d'où il résultera 2x1^ et ~ 3 Dans le second cas , on aura 4i 2« x ,2» 3 3 2, V :\ / k = on en déduira .A* = 2xt> et , ensuite , Ces résultats nous serviront, plus loin, à comparer entre eux les tons d'une même verge élastique, lorsqu'elle exécute des vibrations longitudinales , ou des vibrations transversales. 622. Maintenant , soient p et q des fonctions de * , et m une constante par rapport à t et a s. Pour satisfaire à l'équation (1) , | y — p sin m» bt -\- q uos m» bt ; celle équation devant subsister pour toutes le* valeurs de f , il faudra qu'on ait di p 3ST ~ et , en intégrant ces deux équations différentielles Digitized by Go
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    The text on this page is estimated to be only 27.99% accurate
    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE du quatrième ordre, il vient p = A sin mx + A' cos mx + T »(•"-•—*)+ fB' {•-*+.- = C, D = C, et, en. y = 2j» sin m» bt + Iq cos m» M, et étendant les sommes 2 à toutes les valeurs posA (2 sin ml — *»< -j- e-«*) = A1 (#■»' -f «— «» _ g Cos m/) , A' (2 sin m/ + «">' — *-«') = A (2 cos m/ — «-< — , C (2 sin ml — $ml -f «--') = C (•«< + e — •< — 2 cos ml), C (2 sin m/ + — «-«') = C (2 cos ni — a»' _ «-m/) f Or, en multipliant membre à membre les deux pre- j tions , et supprimant , dans les produits le mières ou les deux dernières de ces quatre équa- | commun AA' ou CC, on a 4 sin' ml — (e-< — «-»')' + (8 cos ml — «•»« — a—»'). — 0, ou bien, en réduisant, tions précédentes, seront d'ailleurs (*»i + *--') cos «ai — 2 = 0j (•) facteur équation qui servira à déterminer les valeurs de m. Les valeurs de A , A', etc. , qu'on tirera des équaB = A = E (•»< + *—«/ _ a cos ml), B' = A' = E (2 sin 2m/ — r-' + e—>X  = 0, (c) pour * = 0 et pour x = /; et, quelles que soient les quantités m et x, on aura identiquement J4X -— - = mi X. dri M 623. Il ne reste plus qu'à déterminer les valeurs des coefficiensE et E', relatives à choque valeur de m , d'après l'état initial de la verge ; ce qu'on va faire, en suivant le procédé général dont il a été parlé dans le n»516. Remarquons d'abord que si m est une racine de l'équation (a), il en sera de même à l'égard de m, m V — 1; de plus , les valeurs correspondantes de X ne différeront enlre elles que par le signe, ou par un facteur \/^\; d'où il résulte qu'on pourra réunir en un seul terme , dans la formule (b), les termes qui répondent à ces quatre racines, et n'étendre ensuite la somme 2 qu'à des valeurs réelles et positives de m , ou bien , à des valeurs composées d'une partie réelle et d'une partie imaginaire, s'il en existait, dont la partie réelle serait positive. De cette manière , si m et m' sont deux racines de l'équation (a) dont on fera usage m' et m'" différeront de i m et ^ m» . Cela étant convenu, je multiplie l'équation (1) par \dx, puis j'intègre depuis x = 0 jusqu'à x = /; ce qui donne y*> d* . Xy , /»» di y Digitized by Google
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    The text on this page is estimated to be only 25.99% accurate
    TRAITÉ DE MECANIQUE. i intégrant par partie, on aura Jo dxi \ d*> dX d» y d» X dy ~dx"dx~^ dx' JT d* X d^T ! ) dx> dx ds* dx* dx dx> 9 J T7» d** 5 Quel que soit l, on aura donc y'\t/dj=y Xfxdx . coim> ftf Les termes compris entre les parenthèses répondent è x= l , et ceux qui sont renfermés entre des crochets , à s = 0 ; ils se détruisent les uns et les autres, en vertu des équations (2) , (3) , (4) , relatives à ces limites ; ct^ a'après l'équation {d) , qui a lieu pour toutes les valeurs de * , si Ton met (HZ , . , m* X à la place do ——sous le signe/, on aura dx* Donc , à cause de dt* d' ./Xydx do xdx.sin m» 4/. Je substitue la formule (ô) à la place de y le premier membre de cette équation («) ; son second membre ne contenant que cos m» bt et sinm» bt, si m'est une racine d« l'équation (a) , telle que m' et m'* différent de ± m et ± ns> , comme on Ta supposé tout a l'heure, il faudra que le tenue correspondant à m' disparaisse du premier membre} ce qui exige qu'on ait + 4. mi/Xydx = 0. L'intégrale complète de cette équation différendu second ordre est Xydx — II cos m» bt -f H' sin m» 6*; H et H' désignant les deux constantes arbitraires. Pour les déterminer, je fais t = 0 dans cette formule et dans sa différentielle par rapport à i; et, en ayant égard aux équations (4) , il en résulte y'xtxdx y^XX'd* = 0; if) y = 2X ir: cos m» X' désignant ce que X deTient quand on y change m en m'. Mais pour le cas de m' = m , on conclura de cette même équation (s), ,/.1,*==v/>'*' l'J* ' X* ds=fx9xdSi ce qui fera connaître les valeurs de E et K en fonctions de m , au moyen desquelles la formule (6), (s) X* dx F XSxds ! ,in «• ôf Cette expression de y et la valeur de — qui s'en dt déduit, ne renfermant plus rien d'inconnu , elles feront connaître , à chaque instant , l'orrlonnéc et la vitesse d'un point quelconque Hr de la courbo A'M'B' ; ce qui est la solution complète du problème. L'intégrale j* X» dx s'obtiendra , sous forme finie , par les règles ordinaires ; les valeurs des intégrales H X»xdx, et ^ Xf'sds, ne pourront, généralement, se calculer que par la méthode des quadratures. 524. Si l'on fait /= 0 dans les expressions de y dy et — , on aura, d'après les équations (4) et (y) , dt Ces deux formules semblables auront lieu pour Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTfE. de» fonction» quelconque» px et continue» ou discontinues, mai* seulement depuis x — 0 jusqu'à ** = /, et en observant qu'elles ne conviens drontaux valeurs extrêmes de x que quand celles de oes fonctions rempliront U condition énoncée précédemment (n« 620). Quoique nous ne puissions pas démontrer ces formules directement, elles n'en sont pas moins certaines , ainsi qu'on l'a expliqué dans le n° 617. Dans le cas particulier où tous les points de la verge ont reçu primitivement une vitesse commune et une vitesse proportionnelle à leurs distances à son milieu, il est évident qu'elle doit prendre un mouvement de translation et un mouvement de rotation, sans auoune courbure ni vibrations. C est aussi ce qu'on peut conclure de ces équations (A) et de la formule (g). En désignant par e et y deux quantités constantes , on a alors ♦* = 0, * = c + y [m - 1 l); et si l'on différence la seconde équation (A), et qu'on ait égard à l'équation (d), on en conclut ( f Xp'xdx \ »i » étant un nombre entier et positif. Par conséquent, le développement suivant les puissances de t , de la partie l/>« J • de la formule (g), se réduira à son premier terme il i (A). Donc, à canse de ■* = 0 et de la valeur de p'x , la formule (j) sei r = l« + *('-7*)]i, comme cela doit être. 626. Au mojen de l'équation (/), on ver que l'équation (a) n'admet aucune racine composée d'une partie réelle et d'une partie imaginaire. En effet,supposonsqu'il existe une racine telle que f+$ \S— li il y en aura une autre qui ne différera de celle-là que par le signe de |/^7, et sera ( — 9 ; on pourra donc prendre , dans l'équation (/), f et g désignant des quantités réelles dont aucune n'est séro. On aura , en même temps, X=F + Gl/=T, X'=F_ G|/=T; F et G étant aussi des quantités réelles. Par conséquent, l'équation (/*) deviendra /['(F- +G. )ox = 0; équation impossible , puisqu'il faudrait , pour qu'elle eût lieu, qu'une intégrale dont tous les élémens sont positif», et qui en exprime la somme (n» 13), fut égale à zéro. Donc aussi la supposition d'une racine / ^.g[/dT\ Mt inadmissible. Cette dernière équation serait encore inadmissible si fou g était xéro ; mais alors on ne pourrait plus prendre f + g \/~\ tif—g pour m et m' ; car l'équation (f) suppose que m! et «'» diffèrent il l- ± m c t + m> • ce qui n'aurait pas lieu daus le cas où l'une des deux quantités f et g aérait nulle. 626. Pour la racine m = 0 de l'équation (o), le terme correspondant de la formule (g) se présente sous la forme -f ; on obtiendra sa véritable valeur en supposant que m soit seule | infiniment petite. On aura alors lequel aura pour valeur if' m , en vertu de la seX =s 4m> /• [x — j t), cos m» H = I, sin m« bt = m> 4/ j et le terme dont il s'agit sera quantité Il répond à des mouvement do translation et de rotation communs à tous les points de la verge . nous en ferons abstraction; et en n'ayant point égard à la racine m = 0 , tous les termes de la série (g) seront périodiques. Mais si l'on fait attention que les différentes valeurs de m sont incommensurables, on voit qu'il n'arrivera pas , en général , que tous les points de la verge reviennent, en même temps, à leur état primitif, ou, autrement dit, une verge élastique n'exécutera pas dans tous les cas, comme une corde étendue , des vibrations transversales isochrones. Pour que l'isochronismc ait lieu , et pour que la verge fasse entendre un son unique et appréciable, il faudra que, d'après sa courbure et les vitesses de ses points à l'origine du mouvement, tous lester42 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE HÉCAMQUE. de la formule (o) dispartissent , , et qu'elle se réduise à la forme y = X (E sin a» ht + E' cos m' bt) , (1) où l'on a remis , pour abréger, les constantes E et E' à la place de leurs valeurs trouvées plus haut. Lorsque la formule (a) se réduira à un petit nombre de termes, la verge fera entendre à la fois plusieurs sons distincts, dont les tons ne pourront pas être comparés entre eux exactement. 627. Désignons par x une valeur numérique de % ml tirée de l'équation (a), de sorte qu'on ait aa= — . Soit T la durée d'une vibration entière de la verge, correspondante à cette racine m, et » le nombre de vibrations dans l'unité de temps. D'après l'équaT = 3W< 77Ï ' m = en sorte que les difTérens tons que peut faire en! verge pliée dans le même sens , vibrant et libre par ses deux bouts, dé; des valeurs de * , et le plus grave , ôu le ton fondamental , répondra à la plus petite de ces Il est évident que la quantité b* , donnée par la formule (5), ne dépend pas de la longueur / de la verge ; s'il s'agit d'une verge cylindrique ou circulaire, on voit aussi que cette quantité est proportionnelle au carré du diamètre. Pour deux verges cylindriques et formées de la mësuc matière, et pour le même ordre de vibrations, c'est-à-dire, pour la même valeur de x, le nambre n sera donc en raison directe de l'épaisseur et inverse du carré delà longueur. S'il s'agit d'une verge prismatique , elle fera entendre , en général , deux sons difTérens , selon qu'elle vibrera transversalement dans un sens ou dans un autre. Ainsi , en supposant, par exemple, que la section normale soit un rectangle , et qu'on fasse vibrer successivement la verge, de manière que la base ou la hauteur du rectangle sort perpendiculaire au plan de la courbe A'M'fT, les voleurs successives de si seront entre elles comme cette hauteur et cette base, pour le même ordre de vibrations. Lorsque la section normale sera triangulaire, comme dans le troisième exemple du n° 521 , la valeur de ô* ne sera pas la même pendant deux demi-vibrations successives ; leurs durées seront donc inégales; ce qui n'empêchera pas les vibrations entières d'être isochrones , en supposant toujours que la formule (c) se réduise à un seul terme. En égalant à xéro le facteur X de la formule (s), on déterminera le* valeurs de x qui répondent aux nœuds de vibrations , c'est-à-dire , aux points immobiles sur la droite A B, pour chaque valeur de s», ou pour chaque ton que la verge peut faire entendre. 628. Lorsque la verge élastique que nous considérons sera encastrée à son extrémité A et libre à son autre bout, le filet moyen demeurera tangent en A , à la droite AB , pendant toute la durée du mouvement; de sorte que les équations (2) du problème | jr = l), y = 0, — = 0. dx On modifiera, en conséquence et sans aucune difficulté , l'analyse précédente ; et l'on trouvera que la valeur générale de y sera encore exprimée par la formule {3) ; mais les valeurs de m , qu'on y devra employer, devront être tirées de l'équation (««' -|. t-mt) cos ml -f- 2 = 0 , (a') qui ne diffère de l'équation (a) que par le signe du dernier terme : la valeur qu'on prendra pour X >s X = [0* + ^ + 2 cos ml) (sin mx — \ *~* + \ 4- (a sin ml + — *-"') (cos mx — -J- a"- — -| •-«•*). Pour quo la verge , vibrant ainsi transversalement , ne fasse entendre qu'un seul son , il faudra que, d'après son état initial, la formule (a) se réduise à un seul terme ou à la formule (s), comme dans le cas précédent. Si l'on désigne par x' une valeur positive de m/,tirée de l'équation (a'); parT' x' la durée d'une vibration correspondante à m — — , et par m' le nombre de vibrations dans l'unité de temps , on aura 2*1* a • b V = x'«© et tout ce que l'on a dit , dans le numéro précédent , sur la comparaison des tons des verges libres à leurs deux bouts, s'appliquera également au cas des verges encastrées à l'une de leurs extrémités : on déterminera aussi les nœuds de vibrations qui accompagneront chaque ton rendu par une même verge, en égalant à xéro la valeur précédente de X. 620. Pour résoudre, par approximation, les équations (a)et(o'), je désigne par » un nombre entier positif ou séro, et je fais ml = x = i {Si + l)« * dans l'équation (fl), et ■a = x-=-i (*» + \)*±r, Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDS PARTIE. 331 l'équation (a') i * et #» étant s et qui ne ■i-w. Je devant impair; et, de cette et (a') deviennent • est pair M »in t = •in l'as 8 (*) D'après le* limites de * et i*, il est aisé de voir que chacune de ces inconnues n'aura qu'une seule valeur pour chaque valeur de s; celle de l, pour iss 0, sera 1= m* * ; et comme elle répond à sjs=0, il en faudra faire abstraction. Pour s=l , on a *=0,01797, en négligeant / dans le second membre de la première équation (Jk) ; et si l'on y substitue cette première valeur approchée de t, on aura , plus exactement, * = 0,01785. Les valeurs de l relatives à » = 3 , i = 3 , etc., seront encore plus petites que celle-ci ; les valeursde x différeront donc très peu des multiples impairs ri..- - t; et, d'après l'expression du nombre n, les tons de la verge libre par les deux bouts formeront , à très peu près , une série croissante comme les carrés des nombres 3,5,7, etc. La plus petit» valeur de a , correspondante au son le plus grave , x = \- * = 4,74503. a Dans le cas des trouve , à un 0, après quelques on f = 0,30431. a' = 1* + V = 1,87011En comparant donc son carré à celui de la valeur de A, et observant que ces carrés sont «' — = 0,15715, n pour le rapport du ton le plus grave de la verge encastrée par un de ses bouts , à celui de la mémo verge libre h ses deux extrémités. Les autre* valeurs de f sont très petites ; les valeurs correspondantes de k' seront donc, à très peu près, les multiples 3, 5, 7, etc., de ~ «■; et les tons delà verge encastrée , le ton le plus grave excepté , formeront ) les carrés de ces nomL'expérience a confirmé depuis long-temps i ce que la théorie a fait connaître relativement aux séries de tons que font entendre les verges élastitiques, libres ou gênées par leurs extrémités, i la position des noeuds qui accompagnent ces différens modes de vibrations, et aux rapports des tons, suivant les longueurs et les épaisseurs. Nous allons maintenant- comparer entre eux les tons , ou les nombres de vibrations transversales et longitudinales d'une même verge élastique. L'observation a aussi confirmé, sur ce point, les résultats du calcul. 530. Je supposerai, pour fixer les idées, que la verge soit libre à ses deux bouts dans ces deux sortes de vibrations , et je me bornerai à considérer le ton le plus grave pour les unes et pour les autres. En employant la plus petite valeur de > ( dans le numéro précédent , on aura pour le nombre de vibrations transversales dans l'unité de temps. Si l'on désigne par n le nombre de vibrations longitudinales dans le même temps , on aura , d'après le troisième cas du n» 498 , a "• ~ 7,; et comme on a b — ah (n° 581), il en résultera n = (7,13164) -, formule indépendante de la matière de la verge, au moyen de laquelle on conclura le ton transversal du ton longitudinal , on réciproquement. La grandeur de la ligne h qu'elle renferme dépendra de la figure de la section normale , et sera proportionnelle , toutes choses d'ailleurs égales, à l'épaisseur. Cette dimension étant très petite relativement à la longueur l , il s'ensuit que le ton des vibrations transversales sera très grave par rapport k l'autre ; ce qui est conforme aui observations qu'on fait le plus communément. D'après le n° 581 , si la verge est un cylindre dont le rayon soit « , on a h = ~ • ; et si elle est un parallélipipède , et Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MECANIQUE. que « soit ,ona h= — . 1/3' = (7,18164)-, n = (7,18164)--^. », est indépendant de la figure et des dimensions de la section normale , il suit que pour les mêmes grandeurs de « et de I, ln nombre de vibrations transversales est plus petit dans le premier cas que dans le second , dans le rapport de [/ïl 2 \ Pour la eoifiparitton de ce» formule» a l'obier» «tioi. , wojn Ua d* < n 4, r*»«.,« . ton» XXXVI, page 86. CHAPITRE IX. ÉQUATIONS ET PROPRIETES GÉNÉRALES DU MOUVEMENT d'un SYSTEME DE CORPS. les forces perdues par tous les points du système pendant la durée de chaque instant doivent se faire continuellement équilibre (o° 360), si Ton applique à ces forces le principe des vitesses virtuelles, on obtiendra une formule générale, de laquelle on pourra déduire, dans chaque cas, toutes les équations du mouvement, de même que Ton déduit toutes celles de l'équilibre , de l'équation générale des vitesses virtuelles. Quelque naturelle que paraisse cette combinaison du principe général de la Dynamique avec celui de l'équilibre, on ne Ta pas fuite cependant à l'époque où le premier de ces deux principes n été connu , et quoique le second eût été donné auparavant toute sa généralité. Ce rapprochement des principes est dû à Lagrange , qui a réduit , pu là à un procédé uniforme les solutions de tous les problèmes de Mécanique, ou du moins la formation des équations différentielles dont ils dépendent. C'est ce procédé général que nous allons maintenant exposer, en observant , toutefois , que l'ordre qui a été suivi dans ce Traité , où l'on a résolu directement les problèmes relatifs aux corps solides et aux corps flexibles , en allant du plut aimple au plus composé , a paru plus propre à une. étude approfondie de la Mécanique et à I* ment de cette science, que l'on ne doit pas considérer seulement sons nn point de vue abstrait et indépendant des circonstances physiques. 532. Soient m, m', m", etc., les masses des pointa du systémedont nous allons noua occuper. Au bout du temps t, compté depuis l'origine du mouvement, désignons par s . y, s, les trois coordonnées rectangulaires de as , et par \ , Y , 7, , les composantes do la force accélératrice appliquée à ce point matériel , dirigées suivant les prolongemens de x , y, s, dans le sens positif. Convenons aussi de représenter par les mêmes lettres, avec des accent , les quantités homologues qui répondent aux autres points m', sa", etc. Les composantes suivant les directions de X , Y, Z, de la force perdue par ce point quelconque as pendant l'instant dtt seront .(x_±3,.(t-±i). -('-•£) par conséquent, l'équilibre aura lieu dans le système, en supposant le point m sollicité pu ces forces , et chacun des autres points m', m", etc., par des forces semblables. Or, on formera l'équation générale de cet équilibre , en mettant dans l'équation (•) du n» 341, les trois composantes précédentes à la place de X, Y, Z; ce qui donne (•« • Digitized by Google
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    DY.NAMIQGK, SECONDE PARTIE. lea sommes 2 s'étendant à tous les points m, m1, s»", etc., du système , et se composant, par conséquent, d'un nombre de parties égal au nombre de ces points. Nous supposerons , comme dans le numéro cité, liaisons de ces par les équations L = 0, L' = 0, L"= 0, etc., (2) dans lesquelles L, L', L", etc., sont des fonctions données des variables * , y, s , s1, etc., ou d'une partie d'entre elles , qui peuvent aussi renfermer le temps t explicitement. Si, par exemple, le point m est assujetti a demeurer sur une surface qui change de forme graduellement, ou qui soit en mouvement dans l'espace, et que L = 0 représente l'équation de cette surface, L sera alors une fonction donnée de x, y, s, t. Quoique les forces dont l'équation (1) exprime l'équilibre répondent à des quantités de mouvement perdues pendant la durée du temps Ht. et que pendant cet instant les positions des points m, m', s»", etc., changent infiniment peu, on peut, néanmoins , supposer que cet équilibre a lieu dans les positions que ces points occupent au bout du temps t , c'est-à-dire, que l'on peut faire abstraction de leur changement de position pendant l'instant dt , qui ne saurait altérer les quantités de mouvement perdues pendant qu'il s'effectue, que d'un infiniment petit du second ordre, et les forces motrices correspondantes, que d'un infiniment petit du premier ordre. Les déplacemcns infiniment petits que suppose le principe des vitesses virtuelles, et qui sont exprimés, suivant les directions des coordonnées, parte, te, te, pour le point m, par te', te', te', pour le point m', etc., doivent doue satisfaire aux conditions du système, telles qu'elles •ont à la fin du temps I; par conséquent, il faudra que les équations (2) aient encore lieu quand on y mettra x -f te . y -f- te , a -f te , x' -f te1 , etc., à Va place de i , y , s , *' etc., sans faire varier le temps t qu'elles pourraient contenir explicitement ; d'où l'on conclut, comme dans le n° 341 , 4L 4L 4L 4L — te + — te + — te + - te'-fetc. =o, dx dy ds dx> dL> dV dl' dV ZSx^ty+d^tt+d7't'' + clc dt" dl." dl" dl" — te H te + — te + — te' + etc. = 0 , 1 dx dy ds dx' etc. Au moyen de ces équations , on éliminera dans le premier membre de l'équation (1) une partie des quantités te , te , etc., puis on égalera à zéro les coefficient de chacune des quantités restantes. En employant , commo dans le n° 342 , la méthode des facteurs indéterminés, on sera conduit, de cette manière , aux équations d» x dl. dl' dl" \ m r^wX+x- + x' — + x" |-ctc., dt* dx ds dx d» y dL dl.* dl" m. = mY + x — -f- x' j-x" — -f rte, df dy dy dy d* s dl dl' dl" m = «7. -f x — \- x \- a"— + etc., dt* d* m' m : df etc., dx dx ds dL dl' dl" •+x |-x ' — + *"—+ etc., dans lesquelles x, x', x'', etc., sont des facteurs dont les valeurs feront connaître les forces provenant de la liaison des points du système, et de la résistance des surfaces ou des courbes sur lesquelles ils peuvent être astreints a se mouvoir (n° 343). Les équations (2) et (4) seront toujours en même nombre que toutes les inconnues du problème, savoir : les quantités x, x', x", etc., en nombre égal à celui des équations (2), et les coordonnées des points m , m', m", etc., en nombre triple de celui de ces mobiles, et égal au nombre de ces équations (4) ; elles suffiront donc pour déterminer, dans tous les cas, les valeurs de toutes ces inconnues en fonctions du temps. 633. Supposons que les forces données qui agissent sur tous les points du système se partagent en deux groupes , de sorte qu'on ait X = P+L, ï =Q +V, Z=K+W, X = P'4-C\ ï'ssQ1 + >', Z'=R' + W, etc. ; supposons aussi qu'on soit parvenu à intégrer les équations différentielles du problème, en ayant seulement égard aux forces P, Q,R, P*, Q', R', etc.; et soient a, !>, c, etc., les constantes arbitraires que renfermeront ces intégrales. On étendra cette solution aux forces complètes X, T, Z, X', Y', Z', etc., au moyen de la méthode fondée sur la variation des constantes arbitraires, dont le principe a été exposé dans le n° 229. Les différentielles des quantités a, 6, c, etc., devenues variables, seront linéaires par rapport a U , V, W, 1', V, W, etc., et de la forme : da = AU +RV +CW +A' U' + etc. , db = A, C -j- B, V + C, W + A', L' + etc. , dc= A, C + B, V + C. W + A's C -f etc. , etc ; A, B, etc., étant des fonctions des mêmes nues a, 6, e, etc. Par là, les équations différentielles secondesdu problème se trouveront changées en un nombre double d'équations différentielles du premier ordre; mais celte transformation sera principalement utile, lorsque les forces secondaiDigitized by Google
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    334 TRAITÉ DE MECANIQUE. res V , V, W, U', etc., seront très petites par rapport nu forces primitives P, Q , R , P\ etc. ; ce qui permettra , dam une première approximation , de considérer comme constantes les quantités a, 4, c , etc., que renferment les coefficiens A , B , etc., et , conséquemment , de déduire des formules précédentes, par l'intégration immédiate ou par la méthode des quadratures , les parties variables de ces inconnues. C'est Lagrangc qui a ainsi étendu a tous les problèmes de la Mécanique la méthode de la variation des constantes arbitraires, à laquelle il avait ramené,'autrefois , la théorie des solutions particulières des équations différentielles, et dont il avait aussi fait d'autres applications moins générales. Mais il s'était borné à donner les expressions gêné* raies des quantités U , V, W, C, V, W, etc., en fonctions linéaires des différentielles do , db , de, etc.; et il restait à trouver les formules inverses qui donnent directement, dans le cas général , les différentielles des inconnues a, 4, c, etc., en fonctions linéaires des forces U , V, W, etc., et à démontrer, d'une manière directe et générale, les propriétés importantes dont jouissent leurs coefficiens A , B , C , etc. C'est ce qui a été fait dans les mémoires que j'ai insérés , sur ce sujet, dans le 16* cahier du Journal de V École Polytechnique t et dans le tome 1" des Mémoires de f Académie des Sciences , et auxquels je me contente de renvoyer le lecteur, curicut de connaître cette théorie dans tous ses détails et les conséquences qu'on en a déduites. En appliquant successivement les expressions générales de da, db,dc, etc., au problème du mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe suivant une fonction quelconque, et au problème du mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe, on obtient les mêmes expressions pour les différentielles des constantes homologues dans ces deux problèmes , si différens l'un de l'autre ; et par là les deux questions principales de l'Astronomie, savoir, la détermination du mouvedes points matériels isolés, et la détermination du ; de ces corps autour de leurs centres de gravité respectifs , se l mes formules et dépendre de la même analyse. 534. Il est évident que si Tune des équations (2) estime suite des autres, Tune des quantités a, x't a", etc., devra rester indéterminée, puisque alors on pourra supprimer ou conserver arbitrairement cette équation superflue. Si a et 4 sont des constantes données, et qu'on oit, par exemple, L" = oL + bl', chacune des trots premières équations (2) n'ajoutera rien aux conditions exprimées par les deux autres, et, conséquemment, l'une des trois inconnues A , a', a", devra rester indéterminée. C'est effectivement ce qui aura lieu ; car si l'on fait a -f oa" = h , a' -f 4a" = M', ces trois inconnues se réduiront , dans les équations (4), aux deux quantités /* et qui pourront seules être déterminées au moyen de ces équations, et dont on pourra seulement déduire les valeurs de deux des trois quantités a, a', a". Si le point matériel m est assujetti a rester à des distances constantes et données de trois points fixes A, A', A'' (fig. 113), sa position sera complètement déterminée; ses coordonnées auront donc des valeurs constantes ; et les trois premières équations (4) se réduiront à des équations d'équilibre , qui détermineront les tensions des fils An», A'm, A"m , par lesquels lo mobile m sera attaché aux trois points fixes. Si ce point matériel est assujetti à demeurer à une distance constante d'un quatrième point fixe A"', l'une des quatre distances Km , A'm , A"«s, A '"m , sera déterminée d'après les trois autres; l'une des quatre conditions données étant ainsi une suite de trois d'entre elles, la tension de l'un des quatre fils Ans, A'm, A "m, A"'m , demeurera indéterminée, d'après ce qu'on vient de dire , et conformément à ce qu'on avait dit déjà dans le n° 292. Appelons, en effet, /, f, f, f", les quatre distances données; désignons par a, b , c, les trois coordonnées de A, par a', 4', c', < de A', etc. ; nous i L - «)• + (y 4}» + (s - c)« -/ =0, L' -✓c - «> + (y *')' + (« -c'). -r =o, I." =!/(* - «")• + (y — 4"). + (. - c"). — r = o, L'" = k(. - + (y *"')' + {« - c"'j. - 1" = 0, pnur les équations (2) ; et si l'on réprésente par des valeurs fout à ces quatre équations, on aura m\ + -Y + .m t - + t — + — f ~ + — f" A (C / A' (C r *') + A« C« t' 4") , A".' T (C - b'") r A [y 1 u A' (> r O * (> c") [y - c") de x , y, s , qui satis0. )igitized by Google
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    DïIUMiyUE, SECONDE PARTIE. pour les équations (4), qui l u «seront indéterminée l'une des quatre quantités x , xr, a*', a''', lesquelles sont, comme on l'a dit dans le n 345, les tensions des fils An , A's» , A"m , A" m. Hais , quelque peu extensibles que soient ces fils , si l'on a égard à cette circonstance physique , le point matériel m fera de petites vibrations, qui seront complètement déterminées , ainsi que les tensions des quatre fils, à chaque instant. 635. Pour le faire voir, supposons , pour fiter les idées , que la force qui agit sur le point m suit la pesanteur, que nous représenterons par y. En prenant Taxe des z vertical et dirigé dans le sens de cette force , ses trois composantes seront \ = 0 , Tf =0, 'l —  * = C + r, », C, y, étant les ment , et si, e, w , des variables très petites, dont nous négligerons les carrés et les produits ; il en résultera { = _ [,>_«) u + {C-b) »+(>-•)*>]< r. et, relativement à ces inconnues u, r, w, 1 U-q')f' - n c d' u [(« - s] t dn l h J" i n[{C-b) { i (C diT+ \ u + " s (4) seront linéaires, et se réduiront u = 0, («■-«f')f («- o'") r fi1' .m r — do Leurs intégrales s'obtiendront par les règles ordinaires ; elles renfermeront six constantes arbitraires, que Ton déterminera de manière qu'a l'origine du mouvement les fils An , A'm, A"m , A'"», aient leurs longueurs naturelles /, P , f ', t \ et que la vitesse initiale de m soit léro, c'est à-dire, de du dp dw manière que les six quantités «i, r, if, — , — , — , dt dt dt soient nulles quand t — 0. Cela fait , ces intégrales y ) rv [y - c'") r ] ] ] = o, feront connaître, à un instant quelconque, 1rs valeurs de u, v, a», ou la position du pointas; et les extensions;, {*, f", f", des quatre fils, ainsi que leurs tensions au même instant, seront aussi déterminées. La même analyso peut facilement s'étendre au cas où le point m serait retenu par cinq ou un plus grand nombre do fils attachés a des points fixes. Si l'on suppose nulles les quantités u , r , w , et qu'on supprime, en conséquence, les premiers Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. termes des trois dernière» de» sept équations précédente*, le» voleurs de u, r, w, f , f ", qu'on déduira de ces sept équation» , répondront à l'état d'équilibre du poids de m et de» quatre fil* de suspension. A3B. flous avons etpliqué, dans le n» 353, comment le principe de D'Alembcrt a aussi lieu dans le cas d'un changement brusque de vitesse, résultant de ce que des force» qu'on nomme impulsions ou ptreuttiont , agissent »ur le* mobile» avec de grondes intensités , pendant de» intervalle» de temps extrêmement petits , et leur impriment de» vitesses qui peuvent être très grandes, sans que les points de ce» corps soient déplacés sensiblement. L'équation fournie par la combinaison de ce principe avec celui des vitesses virtuelle», t'appliquera donc également A ce» sorte» de cas. Ainsi, supposons que des forces de ce genre soient appliquée» simultanément aux point» matériels a», m', ■s", etc. , du système que nous considérons. Désignons par A, B, C, les vitesses données et parallèles aux axes des coordonnées , que ces forces imprimeraient au point m s'il était libre , et par a , A, c, les vitesses inconnues qu'il prendra réellement , suivant ces mêmes directions. Appelons A', B', C, a', b\ c', les quantités homologues relativement au point m' ; A", B ', C", a", 4", c ', celles qui répondent uu point m" ; etc. , Les quantités de mouvement perdues suivant les directions des coordonnées seront « (A — o) , m(B — A), m(C — c), pour le point m , et de même pour tous les autres ; par conséquent, si l'on applique A ce système de force» l'équation («) du n° 341, on aura Sa» [( A _ a) *x + (B - 6) i* + (C - c) i,] = 0 ; (5) la somme 1 s'étendant à tous les points du système, et -Sx. ii/ , î* , étant les accroissemens qu'on attribue aux coordonnées du point quelconque m. Si les liaisons des points du système sont toujours exprimées par les équations (2), il faudra que Jx, ly, i», et les accroissemens *r', fy', la', tx", etc., des coordonnées des autres points m', m'', etc., satisfassent aux équations (3) , au moyen de ces équations , on éliminera dune de la formule (5) une partie des quantités tx, ty, etc. ; puis on égalera A xéro les coefficiens des quantités restantes. En employant , comme plus haut , la méthode des facteurs indéterminés, leurs valeurs feront connaître le» percussions qu'éprouveront les liens matériels des points du système, pur l'effet d'un changement brusque de vitesse, et les percussions normales aux surfaces ou aux courbes sur lesquelles ces points sont astreints à se mouvoir. 637. Lorsqu'on voudra appliquer l'équation (6) à un changement brusque de vitesse produit par le choc des corps du système entre eux , ou contre des obstacles fixes, il y aura plusieurs observations importantes o faire. Soient 9 et M'(fig. 114) deux de ces corps solide», K leur point de contact , BKH' la normale commune A leurs surfaces en ce point. Les déplacemens des différent points de ces mobiles pendant toute la durée du choc, étant regardé» comme insensibles, l'équilibre des quantités de mouvement perdues peut se rapporter à tel instant qu'on voudra de cette durée (n° 363) ; en sorte qu'ayant pris pour A , B , C , les composantes de la vitesse d'un point quelconque au commencement du choc, on peut prendre, en même temps, pour a, A, c, le» composantes de sa vitesse à un instant quelconque de ce phénomène ; et les vitesses de tous les points du système, qui varient très rapidement pendant cette durée , devront toujours satisfaire aux condition» de cet équilibre. Hais pour que ce» condition» soient exprimée» par l'équation des vitesse* virtuelles , il faut que les déplacemens infiniment petits qu'on attribue anx points du système, soient compatibles avec sa nature et avec la disposition relative de se» parties à l'instant que l'on considère ; et, de plus, il est nécessaire que la même chose ait lieu A l'égard des déplacemens directement contraires (n° 331). Ainsi, par exemple, si un point matériel en équilibre est posé sur la surface d'un corps solide , contre lequel il s'appuie , ce point peut se mouvoir en tous sens sur le plan, tangent à cette surface , et dans un sens seulement sur la normale. Cela étant, l'équation des vitesses virtuelles a lieu pour tous les déplacemens tangentiels, parce que les déplacemens opposés sont également possibles , mais elle oe subsiste pas pour le déplacement normal, à cause de l'impossibilité du déplacement contraire. Il résulte de cette observation que si l'on vent appliquer l'équation (5) à une époque déterminée de la durée du choc, et que p et u' soient, A cet instant, les points matériels de H et AT qui répondent au point de contact K , on pourra attribuer A u et i*.' des déplacemens infiniment petits, tout-Afait arbitraires et indépendans l'un de l'autre , suivant le plan tangent en K , mais les déplacemens de n et /*' suivant la normale , devront être égaux et diriges suivant la même partie KH ou R.H' de cette droite; car s'ils étaient inégaux, ou qu'ils n'eussent pas lieu dans un même «en» , ces déplacemens ou les déplacemens contraires des points f* et /u', seraient impossibles, et l'équation (6) ne leur serait point applicable. C'est faute d'avoir fait attention A cette condition essentielle, que quelques auteurs ont mal interprété l'équation dont il s'agit. Si un troisième corps solide S" touche M' au point K', où la normale commune à leurs surfaces est In droite I.k'L', et que m' et m" soient les pointa matériels de M' et M ' qui répondront à k', A l'instant que l'on considère pendant lu durée du choc, il faudra aussi que les dépl iccnicns infiniment petits, attribués à m' et m" suivant cette normale, soient égaux et de même sens dans l'équation (ô), Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECOURE PARTIE. 337 et de même pour tous les points de contact des corps du système , lorsque plusieurs d'entre eux viennent se choquer simultanément. Dans le cas du choc il" un de ces corps contre un obstacle fixe , le déplacement normal du point de contact devra être supposé nul , puisqu'il ne serait pas possible dans le sens opposé. 538. Quand les deux mobiles H et H' glisseront l'un sur l'autre pendant la durée du choc, il faudra avoir égard, dans l'équation (6), au frottement qui en résultera , et qui pourra être très considérable , comme on l'a dit dans le n° 363. La quantité de mouvement infiniment petite que cette force enlèvera, pendant chaque instant, aux deux mobiles M et ■', en sens contraire des vitesses des points matériels m et as1 qui répondent au point de contact K , sera proportionnelle à celle que I aura communiquée à H' suivant KH', ou 1' à H suivant KH , pendant le même instant. Donc, en supposant que le frottement conserve la même direction, pour chaque mobile, pendant toute la durée du choc, et qu'on représente par U la quantité finie de mouvement communiquée par un mobile à l'autre, suivant les parties KH ou KH' de la normale, pendant cette même durée, le frottement total pourra être représenté par fU ; f étant un coefficient qui ne dépendra que de la nature des deux corps près de leur point de contact. Cette force devra être appliquée ù M en sens contraire du glissement de p, et à en sens contraire du glissement de f*. En supposant doue que ces mouvemens oient lieu suivant les deux parties KF et KF' d'une tangente FKF' aux deux mobiles, et qu'on représente par pet;/ les projections sur cette droite, des déplaceniens infiniment petits attribués , dans l'équation (6) , aux points m et m', pour le terme qu'il fondra ajouter an premier membre de cette équation , à raison du frottement que nous considérons : la quantité p est positive on négative , selon que cette projection tombera snr la direction KF du mouvement de n ou sur son prolongement KF', et de même la projection p'scra positive ou négative , suivant qu'elle tombera surKF' ou sur KF. On introduira de semblables termes dans l'équation (Ô) , pour tous les points dans lesquels deux se choquer. La considération de ces termes est nécessaire dans la pratique ; l'exemple du n<> 478 suffit pour montrer l'influence que ces termes , ou les frottemens dont ils proviennent , peuvent avoir sur les percussions ; mais on en fait abstraction lorsqu'il s'agit des théorèmes généraux sur le choc des corps; et, dans la suite, nous les supposera* sibles. On néglige aussi les quantités de produites par le poids des mobiles pendant la durée du choc , attendu que ces quantités sont proportionnelles à cette durée , et , conséquemment , insensibles. Quant aux quantités de mouvement produites par les attractions moléculaire* qui se développent pendant le choc, soit d'un corps a un autre, quand la distance de leur surface est devenue insensible, soit dans l'intérieur de chaque corps , à raison des compressions ou dilatations qu'il éprouve, on en a déjà tenu compte dans l'équation (S), et leurs composantes totales sont précisément les quantités qui ont été représentées par »A , mB , mC , pour le point quelconque m. 539. Lorsqu'on système de points matériels est entièrement libre dans l'espace , de sorte que les équations (8) qui expriment leur liaison , ne contiennent que les distances mutuelles de ces points, dont aucun n'est supposé fixe , ou assujetti à demeurer sur une surface ou sur une courbe donnée, on peut décomposer le mouvement d'un tel système dans l'espace , comme nous l'avons fait précédemment pour nn corps solide entièrement libre (n° 433), en deux mouvemens plus simples : l'un de translation , commun à tous les points du système, et qui sera celui de son centre de gravité; l'autre de rotation autour de ce centre. Nous allons déduire successivement delà formule (1) les équations différentielles «le ces deux mouvemens. D'après la nature du système, il est évident qu'on peut déplacer k la fois tous ses points d'une même quantité, suivant une même direction quelconque. Supposons que », C, y, expriment les projections de ce déplacement commun sur les trois axes des coordonnées ; on aura alors « = tx — tx' etc., c = *y = iy = Vi etc., y = etc.; l'équation (t) deviendra ~(«-^ + «.(t--£)+>*.(.-£)-. et comme les trois quantités », C, y, sont indépendantes entre elles, cette équation se en celles-ci : d> x ^ v ^ d« s («) Or, si l'on appelle *, , y. , *i , les trois coordonnées du centre de gravité du système, on aura y, 2m — Imy, s, Sa»=; 43 Digitized by Google
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    338 TRAITÉ DE MÉCANIQlt:. d'où l'on déduit d' I, do d* ii ~dÔ~ Im = 2r 2m = 2» d« s d' y _ d'à par conséquent , on aura d* x, 2m = 2mX , 2m = 2 m Y , d. I, 2m = 2«7.f (7) pour les équations différentielles du mouvement du centre de gravité , qui sera le mou veinent de translation du système. Elles montrent que le centre de gravité de tout système entièrement libre , est le même que si les masses de tous les mobiles y étaient réunies, et que leurs forces motrices y fussent transportées parallèlement à leurs directions , comme dans le cas d'un seul corps solide (n« 438). Si, parmi les points m, m', sa", etc., il y en avait qui fussent assujettis à se mouvoir sur des surfaces données, les équations (6) et (7) pourraient encore subsister, en joignant aux forces données, d'autres forces inconnues en grandeur, perpendiculaires à ces surfaces , et qui exprimeraient leurs résistances; ce qui permettrait ensuite de faire abstraction des surfaces données , et de considérer les points m, m', m", etc. , comme appartenant à un système entièrement libre. 640. La nature d'un tel système permet aussi de faire tourner à la fois tous ses points autour d'un même axe , et d'une même quantité angulaire , de manière que leurs distances mutuelles ne varient pas. Supposons que cette droite passe par l'origine des coordonnées. Soient x , p , * , les angles que fait sa direction arbitraire avec les axes des * , y , s ; si nous faisons pour un moment les cosinus des angles que fait la direction du déde m, avec des parallèles aux trois *» /y »m axes, menées par ce point, seront — , — , — ; et comme cette direction est comprise dans un plan perpendiculaire à l'axe de rotation , il faudra qu'on ait ix Jy 11 — eos x + — cos m + — co« ' — 0h h k Déplus, l'axe de rotation passant par l'origine des coordonnées , la quantité s* + y + «' ne variera pas pendant le déplacement de m ; on aura donc aussi et l'on tire équations , stx + yfy + zlx = 0; difficulté, de ces deux de Im = (y COS A - M ces m) Sy = (s COS r — M iO» x) (8) tx = (a cos « — y cos ») • étant un facteur indéterminé. On aura de a' = (y' cos x — *' cos «' , •y = (*» cos » — s' cos x) , /*' = (»' cos m — y' cos » ) i' »' étant aussi un facteur indéterminé qui devra être égal à s, pour que le mouvement de rotation soit le même pour m et pour m', et que ladistance de ces deux points ne varie pas. En effet , le carré de cette distance étant (*—*')» + (y — y»)» + (s — a')» , et les formule* précédentes rendant déjà constantes les deux parties *» y» -f- a* et x'» -f y'* -fde cette quantité , il faut que la variation de *** -f> yy' + as' soit aussi nulle; d'où il résulte x'ix -f y'ty + ït* + xtx' + yly» -f six1 = 0 ; ou bien , en mettant pour tx , tx1, etc., leurs valeurs, [(#'y — y**) cos t + (s'x — a-'s) cos /* + co.x](,-,') = 0; équation qui ne peut subsister pour tous du système, qu'autant qu'on aura t' = s. Je substitue les formules (8) à la place de tx , fy, tx, dans l'équation (l). En observant que i. cos x, cos cos », sont des quantités communes à Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECOKDB PARTIE. tous le» point* du système, il trient t cos + • cos x2m [■(*-)-(*-)] [■&-)-&-)] [.&-)-&-)]et à cause que trois quantités équation te des sommes 2 sont t *»(«T_]fK), I \ dfi ■(»îr— sr) -**»— n ] lesquelles équations seront celles du moût ement de rotation d'un système entièrement libre, autour d'un point fixe qu'on peut prendre arbitrairement, et où l'on placera l'origine des coordonnées. Ces équations subsisteront encore, lorsque ton* les points s», s»', m", etc., ou une partie d'entre eux, seront ••sujettif a rester à des distances données de cette origine, puisque les râleurs de 1», etc., dont on a fait usage, satisfont à cette condition. Si le système se réduit à un seul point , le mouvement de rotation ne se distinguera pas du mouvement de translation ; les équations (9) ne seront effectivement qu'une combinaison deséquation»(8j; et l'on voit , de plus , que chacune d'elles sera une suite des deux autres; car en supposant que le système se réduise au point m , et ajoutant les équations (9) après les avoir multipliées par », y, a-, il en résultera une équation identique. Au lieu de faire tourner le système autour d'un axe quelconque , pour obtenir à la fois les trois équations (9), on obtiendrait plus simplement chacune d'elles , en faisant coïncider cette droite , comme dans le n" 340, avec l'un des axes des coor" » le calcul précédent a l'avantage de = o; montrer que la considération d'un mouvement autour d'un axe quelconque ne peut donner que les trois équations (9), de même que la considération d'un mouvement parallèle h un axe quelconque ne peut donner que les trois équations (6). S'il y a , dans le système , un axe fixe , et qu'on le prenne pour celui des s , par exemple , la première équation (9) subsistera seule, et sera celle du mouvement de rotation autour d'un axe fixe, comme dans lo cas d'un corps solide (n° 391). 641. Dans le cas d'un système entièrement libre, où les équations (6) et (9) ontlieu simultanément, transportons l'origine des coordonnées au point du système dont les coordonnées variables seront représentées par r , , y, , :, , relativement 1 la pre* = *» + *n 9 = y» +*n * = *. +*,. *'=*» + s?/, y' = y. + y/, *' = *. + »/. en sorte que r(, y„ *„ #/, y/, »/, etc., soient les coordonnées de m , m', etc., rapportées à la nouvelle origine. La première équation (9) pourra d'abord s'écrire ainsi : (d* y d* s\ *'ÂT-» = *■ — y.V>» quelle que soit l'origine mobile des coordonnées. I M • • . M I d*X% tl'Vl lais si ce point est le centre de gravité du svs- | conséquent, les termes multipliés par — » et — Z-, .lessommesXaix.etX-y.serontnulles^ar 1 Jt% df* Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. disparaîtront encore comme ceux qui avaient #i et y, pour facteurs ; ce qui simplifiera l'équation précédente. En faisant des rédactions semblables sur les deux outres équations (9), nous aurons 2m d* x, dt» f)=S»(s1X-,)Z) (10) / d* % d* v\ pour les trois équations du mouvement de rotation du système autour de son centre de gravité. En les comparant aux équations (9), on voit que ce mouvement sera le même que si le centre de gravité était un point fixe, et que les forces données , qui agissent sur tous les points du système , ne fussent pas changées; propriété qui n'appartient qu'au centre de gravité , et que nous avions déjà trouvée (n° 438) dans le cas d'un corps solide entièrement libre. 642. Si l'on donne aux quantités J*, /y, etc., que renferme l'équation (6), les mêmes valeurs que dans le n» 639, on en déduira 2ma = 2m.\, 2mA = 2mB, ïmc — 2mC; (11) ce qui montre que dans les changemens brusques de vitesse, la somme des quantités de mouvement de tous les points d'un système entièrement libre demeure la même , parallèlement k chaque axe des rection quelconque. Il en résulte aussi que la grandeur et la direction de la vitesse du centre de gravité ne changent pas non plus ; cor les composantes de cette vitesse , avant et après le changement brusque, sont les deux membres de chacune des équations (11), divisés par la masse totale 2m. Ainsi, dans le choc de deux ou d'uu plus grand nombre de corps , de nature et de forme quelconques, la vitesse de leur centre de gravite et la quantité totale de mouvement suivant chaque direction, n'éprouvent jamais ancun changement, comme nous l'avons déjà vu dans un cas particulier (u« 364). Si a , b , c , a\ 6', c', etc. , sont les composantes des vitesses initiales do m, as', etc., et A, B, C, A', B', C, etc. , les composantes des vitesses qui leur seraient imprimées d'une manière quelconque k l'origine du mouvement , si ces points matériels étaient isolés , ou oura dx^ dt 2m = 2m = 2m b, 2m = 2roc et, par runcéquent , ds, dy, d;, —— 2/a- » I«V,-7-2m^2wB. - - Sm=XmC, ai dt dt pour i=0; équations qui feront connaître composantes de la vitesse initiale du centre de ; vité , d'après les vitesses donnée* A, A', etc. , ou seulement d'après la somme tptale des quantités de ment aux trois axes des coordonnées. Je mets encore dans l'équation (6) les formules (8) k la pif ce de *», ly, lx , et j'en i 2m (#4 — ya) = 2m (*B — yA) , 2m(a«-srC)=2«(.A-,C}, \ V, 2m (yc — s*) = 2m (yC — sB) ; ce qui fait voir qut, ■ de vitesse, les momens des quantités de mouvement de tous les pointa d'un système entièrement conque ; théorème qui subsiste encore , lorsque le système renferme un ou plusieurs points fixes , pourvu que ces points appartiennent a l'axe des momens. En supposant que ces équations (12) répondent à l'origine du mouvement, de sorte qu'on ait dx dy d» - = o, -«si, - = c, dt dt dt pour t = 0, et en transportant , comme dans le nu» méro précédent, l'origine des coordonnées au centre de gravité du système, qu'on suppose entièrement libre , on changera ces équations en celle-ci : dy, dx,. dt dt' 2m (' 2m (y, »."-)= *■ (Ve - »l«îl N dt dt' dans lesquelles xn y„ *„ sont les coordonnées du point quelconque as, relativement à la nouvelle origine. Ces équations seront celles du mouvement initial du système autour de son centre de gravité ; et comme elles ne renferment pas les composantes de la vitesse de ce point , il s'ensuit que ce mouvement de rotation sera le même que si le centre do gravité était un point fixe, et que les vitesses données A , A', etc , qui sont comprises dans les seconds membres , ne fussent pus changées; résultat conforme à celui que nous avons déjà trouvé, d'une autre manière , pour le cas d'un corps solide (n° 430). 643. Nous ferons remarquer que les équations (1 1) et (12) peuvent se déduire de* équations (6) et (9), en supposant, dans celles-ci, que mX, mY, mZ , m'X', m'Y', m l.', etc. , soient les composantes de forces motrices agissant sur les points m, s»', etc., avec une grande intensité , et susceptibles de prointervalle de temps, que Digitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. .141 i représenteront par », des quantités de mou- | .ent données «A, wB, asC, «s'A', «'B\ WC\ etc. la vitesse absolue du point K sera donc />-*, />=«. et si les points du système sont en repos au commencement dn temps I, et que a , b . c . a . I', e\ etc., soient les composantes de leurs vitesses a la fin de cet intervalle de temps , on aura aussi pour le point quelconque m. Or, en multipliant la première équation (6) par rff , et intégrant ensuite «es deux membres depuis f = 0 jusqu'à < = • , on a 2m i qui coïncide, d'après ce qui précède, avec la prei équation (11) ; et de même pour les deux suéquations (0) et (11). De plus si l'on fait abstraction des déplscemens de* points m, W, m", etc., pendant le temps I, et s, en conséquence, leurs coordoni constantes pendant l'action des forces i, on déduira de la première équation (0) = X. (../>-,/>,); ce qui n'est autre chose que la première équation (12), en vertu des suppositions précédentes; et l'on conclura de même les deux autres équations (12) des deux dernières équations (0). 644. Les accroissemens des coordonnées dont on ■ fait usage dans le n 540, supposent que les distances des points du système entre eux et à l'origine des coordonnées, sont invariables ; leurs expressions, divisées par Jt , doivent donc ooîncider avec les composantes de la vitesse, relatives aux éleroens d'un corps solide , tournant autour d'un point fixe; ce qu'il ne sera pas inutile de vérifier. Pour cela, soient Ox, Oy, Os (fig 1 16), les a\es des coordonnées, et 01 l'axe qui répond aux angles x, m, >, du n» 640, autour duquel on fait tourner le système d'une quantité infiniment petite. Dans ce mouvement , les points du système décrivent des arcs de cercle semblables, et ont tous la même vitesse angulaire; pour la connaître, il suffira de déterminer celle d'un point & , qui se trouvait , par exemple , sur Taxe Os au commencement de l'instant dt. Or, pour ce point , on a x = 0 et ys=0 ; ce qui réduit les formules (8) a /* = as coa §t , ty = — « cos x , H m 0 ; ■tm* -}- ty* + ls« si sin r dT*  *+(*»•- *p)*. » + (yp -*%•)*. pour les trois coordonnées du point as, à la fin du qui étaient *» *l *> On conclut de là que si un point m tourne successivement autour «le trois axe* rectangulaires , avec des vitesses angulaires p, q, r, et pendant des instans égaux, son déplacement final sera le même que s'il eût tourné pendant uu de ces instans avec une vitesse angulaire a, autour d'un seul axe, faiDigitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. »? ec les trois premiers des srtgles dont les co- les coordonnées des mobiles en fonctions du temps. p q r Des phénomènes très nombreux et très variés désinus sont — , — , — . Cette remarque, relative aux pendent de ces petits mouvement oscillatoires, dont nous allons maintenant faire connaître les lois trais vitesses de rotation pt y, r, qu'on appelle les composantes de la vitesse m (n° 407), s'applique également aux composantes d'une vitesse de translation. La composition des vitesses de rotation suit les mêmes lois, et est comprise dans les mêmes formules que celle des vitesses de translation ; en partant de cette analogie de ces deux sortes de mouvement, on en peut déduire l'identité de la composition des momens et de la composition des forces, que nous avons conclue (n° 281) d'une semblable analogie entre les projections des lignes droites et les projections des surfaces. $ II Lois générales dis petites oscillations. 645. Indépendamment des mouvement de translation et de rotation communs à tous les points d'un système quelconque, et dans lesquels leurs distances ne varient pas, il y a d'autres mouvemens où les mobiles s'éloignent et se rapprochent les uns des autres. Or, si leurs déplaccmcns sont constamment très petits, on peut réduire le problème à des équations linéaires, et déterminer, par approximation , s = p -|- au 4- bv -\- cw + etc. + #*' + i fv*  + (fui + etc. + i ém+ -fv> + ■J-y't»' + hup + k uw + Ftw + etc., a * y' = p', + a', u + b't m + 9\ » + etc + I «S -|- 1 f, * + L9\ w<> + *,«» + uw + t, ru, + etc. , »' = p. + a', si + b\ x> + e», «, + etc. -f 1 c, «• + 1 f, e* + 7 y", •** + M + «w + •» + e^., etc.; Soient s' le nombre det mobiles m, m', su", etc., et t le nombre des équations (S) du n° 632, qui expriment let conditions du système. Le nombre des coordonnées de ces points matériels sera 3s, et ti l'on fait 3s* — t = n, let équations (2) détermineront un nombre » de coordonnées en fonctions des n autres , ou, plus généralement , toutes les données pouront être déterminées au moyen de équations, en fonctions de n variables indépendantes. Je représenterai par «, C,y, etc., les valeurs initiales de ces si variables , et par « -f- u, C + r, > -f- , etc., leurs valeurs au bout du temps t ; et je supposerai que les inconnues si, s , te, etc., soient de très petites quantités pendant toute la durée du mouvement. Chacune des coordonnées des mobiles sera uue fonction donnée de • + *, C + *N y -f- », etc., qui pourrait, en outre, renfermer le temps f , si cette variable entrait explicitement dans les équations (2). Ces fonctions pourront se développer en séries très convergentet, ordonnées suivant les puissances et les produits de «, », tu, etc. Je représenterai ces développement par et je supposerai que les équations (2) ne contiennent pas le terme f explicitement, auquel cas tous les coefficiens des puissances et des produits de «, r, w% etc., dans ces séries seront des constantes données. Si le système avait un mouvement de translationou de rotation commune tout tes points, il faudrait comprendre les parties variables de leurs es , qui en résulteraient , dans les pre», f i , etc. ; mais , pour plus de simplicité, je supposerai que cette circonstance n'a pas lieu ; et ces premiers termes seront aussi des constantes données. Les composantes des forces qui agissent sur les points m, m', m'', etc., étant des fonctions données de leurs coordonnées, si l'on substitue dans leurs expressions les valeurs de*, y, etc., on pourra ensnite les développer suivant les puissances et les produits de «, r, su, etc. lie retle manière , on Digitized by Google
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    DYISAM1QIE, SECONDE PARTIE. 343 •lira donc X = P Y — P. Z = P. l'a P' + Au + Br 4. Cm + etc i -}- Ai « -f- B, p + C, w + etc. , 4- A> « -f" B, v -f- Ci w + etc. , + A'n + B'» + C'tV + etc., Y' = P*. + A', « + B*, v + C, w + etc. , V = F, + A'. « + B'. e + C . if + etc. , etc.; les premiers termes P, Pi , etc., ct4ous les coefficiens A, Ai , etc., étant des fonctions données de f,p\ , etc., a, 4, etc., qui pourraient, en outre, le temps /, si cette variable entrait expli, dans les expressions des forces données. Nous supposerons que cela n'a pas lieu; et nous regarderons les quantités P, P, , etc. , A, A, , etc., comme des constantes données. MO. Cela posé, pour appliquer l'équation (l)du n° A 32 au mouvement que nous considérons, il faudra attribuer aux variables indépendantes «, s», w, etc., des accroissement infiniment petits, qu'on représentera par 'u, Je, tu.', etc. ; puis substituer, devis cette équation (1), les valeurs correspondantes de ts, Jy, ts, qui seront, en négligeant les infinimens petits du second ordre, is = (a -f- tu -f- *p -\- ku + ctr.) lu + (*+/• + *»+'» + •to.) *» + (■ + 9» + *•* + I* + etc.) tw + etc., tu = (a, + «, h + A, • 4. A, w 4- rte.) lu + (*• + /» » + *• ■ + U w + etc.) /e + («i + .«» •» + *• « + ■ + *te.) + «te, Is = (a, + i, w + *. t f w -f eic.) Xw + (4. + • + *. u + /, » + etc.) tv + (c + g» «;+ A, « + /, r + et. ) + etc. ; formules d'où l'on déduira les valeurs de tx\ tu', tz\ en ajoutant an trait supérieur à toutes les constantes ; celles de ts", tu", is", en en ajoutant dent ; etc. La substitution de ces valeurs de tx , tu, etc., étant effectuée, on égalera A téro, dans lu premier membre de l'équation (1), le coefficient de chacune des quantités tu, tv, lw, etc., qui sont arbitraires et indépendantes. De cette manière, on \j^F " X) (a +«'+»«>+*«'+ rte.) + C^rV«~ ~ Y) +••«+*•»+*• »+ e|co + - :>, + « + A, e + A, «' + etc.)J = 0 , KSf ~ X) ^ + fV +hU +lW + llr ) + (j? ~ ï) (*« + *»«+'» »+ Hr.) + - l) lbt + /••+*••+** + e,c- J = °> + (^T ~ Y) + + etc.) -f — 7.^ (c, -f y, u> -f *, u + /» * + etc.) etc; J S= 0, les sommes S s'étendent toujours à tons les points m, w', m", etc., du système. Il restera encore à substituer dans ces équations, à la place de s, y, etc., X, Y, etc., leurs valeursprccédentes. La substitution faite, on négligera, dans une première approximation, les carrés et 1rs produits de «, e, i, etc., ainsi que les produits de ces inconnues et de leurs coefiieiens différentiels du dv diW dP dP "SrT' ctc ' qui ,ont aUM' dM t«u,ntUés constamment très petites ; il eu résultera alors un Digitized by Google
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    344 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. nombre n d'équations linéaires à coefliciens constans, que nous indiquerons par (o), et dont chude la forme : d* v w d» m D — — ■+■ Il -f F . -f- e»c. «ft. ~ dt* dt* ^ >(°) + Gej + Ep + + etc. = Q}) les cocfficiens D, E, F, etc., G, H, K, etc., ainsi que la quantité Q, désignant des fonctions données des de x, y, etc., X, Y, etc. Après avoir déterminé les valeurs approchées de «, c, te, etc., aux moyen de ces n équations, on les substituera dans les termes des équations rigoureuses, qu'on a négligés dans cette première approximation , les nouvelles équations qui en résulteront membres, au lieu d'être cousions, seront des fonctions connues de * ; on en déduira d'autres valeurs de «, », », etc., plus approchées que les premières ; et ainsi de suite, par la méthode des approximations successives. Nous nous bornerons à la première approximation, suivant l'usage ordinaire dans les questions de ce genre. Quand les points matériels m, m', m'', etc., seront en nombre infini, les équations (a) se changeront en équations aux différences partielles, communes a tous les points du système, et dont le nombre sera toujours égal à celui des inconnues u, c, w, etc. C'est ce que l'on a vu, par exemple, dans le problème des cordes vibrantes (n°484), où ces inconnues sont au nombre de trois, qui expriment les déplacemens d'un point quelconque de ta corde suivant trois directions rectangulaires, et dont les valeurs dépendent de trois équations aux différences partielles , du second ordre par rapport à f. 647. Les seconds membres des équations (a) et les quantitées constantes, ou pourra toujours faire disparaître ces seconds membres, en augmentant chacune des inconnues si, », », etc., d'une quantité constante, qu'on déterminera facilement. Sans restreindre la généralité de la question, nous pouvons donc supposer qu'on n Q — 0 dans chacune des équations (a) ; ce qui revient à dire que les valeurs initiales «, C, y, etc., des n variables indépendantes, répondent à un état d'équilibre du système, dont on l'a écarté en déplaçant un tant soit peu les peints m, m', m", etc, , et leur imprimant de très petites vitesses. Ces déplacemens et ces vitesses devant être compatibles avec les liaisons des points du système, ce ne sont pas les voleurs initiales des coordonnées x, y, etc., et de leurs premiers coefliciens ds dy différentiels — , — , etc., qui sont données arbitraidt di rement dans chaque cas, mais seulement les valeurs initiales des inconnues indépendantes u, », », etc., du dv dw et de leurs coefliciens différentiels —, —, — , etc. dt dt dt On satisfera aux équations (a) sans seconds membres en prenant u = RN sin (« |/7"— r), c = RR' sin (t \Z~f~ — r) , » = RR'sin (i 1/7- r), etc. R et r étant des constantes arbitraires, dont la seconde pourra être supposée positive et moindre que », et f, N, N', N", etc., désignant des constantes qu'il s'agira de déterminer. La substitution de ces valeurs de u, », », etc., dans les équations (a), donnera évidemment un nombre » i qui entrent dans les premiers, étant des (DR + EN' + FR" + etc.) f = GN + HR» + KR» + etc. En éliminant entre elles un nombre n — 1 des quantités R, R', R", etc., la n**"* s'en ira en même temps, et l'on aura, pour déterminer f , une équation du degré», que je représenterai par A-0. De plus, les valeurs de » — 1 des quantités R, N', R", etc., par exemple, de R', R", etc., qu'on tirera de ces mêmes équations, seront des fractions rationnelles du degré n, par rapport à f, ayant un dénominateur commun, et multipliées toutes par la quantité N, qui restera indéterminée. En faisant celle-ci égale au dénominateur commun, les n quuntités N, R', N", etc., seront exprimées syméu = RN sin [4 |/7- r) + R, N, sin (< r, ) + «te. , » = RR' siu (r J/7- r) + R, N', sin (l \/J, - r, ) + etc., m = RN" sin (f r) + Ri N", sin (I — r, ) + etc. , etc. ; triquement par des polynômes du degré » rclati" vement à p. Or, à cause de la forme linéaire des équations (a), on y satisfera non seulement par les valeurs précédentes de u, e, », etc., relatives à telle racine qu'on voudra de l'équation A = 0, mais aussi en prenant poor M, », », etc., les sommes de toutes ces valeurs particulières, dans lesquelles on pourra changer les constantes R et r en même temps que la racine de A =0. Si donc on appelle p, f i , fi , etc., les racines de cette équation, et qu'on représente par R, R, , N, , etc., les valeurs correspondantes de R; par R' , R', , N', , etc., celles de N'; etc., on satisfera aux équations (a) nu moyen de M Digitized by Goo

  

  
    Page 371
    

  
  
    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. R , 1| , lg , etc., r, r, , r. , etc., étant des atautes arbitraires; et comme elles sont au nombre de 2n, il s'ensuit que ces formules (c) seront les n intégrales complètes des équations (a) , dont Dans chaque cas, on déterminera les valeurs de R cos r, Ri cos r, , etc. , R sin r, H, sin r, , etc., au moyen des valeurs données pour t = 0, dis 2n du dv du) quantités u, r, w , etc. — ,— , — , etc. Toutes dt dt dt ces valeurs étant supposées très petites , celles de R, Ri , Ri , etc., le seront aussi ; par conséquent, ■i toutes les racines », ft , fa , etc. , de l'équation A = 0, sont réelles et positives , les valeurs de w, e, », etc. , en fonctions de t, seront périodiques et demeureront très petites, comme on Ta supposé pendant toute la durée du mouvement. Hais si une ou plusieurs de ces racines sont imaginaires ou négatives , les termes qui leur correspondront dans les équations (8) se changeront, par les formules connues, «n exponentielles , et croîtront indéfiniment ; par conséquent, les valeurs de u, e, w , etc., quelque petites qu'elles aient été à l'origine du mouvement , finiront par cesser de l'être; et les formules (c) ne pourront plus représenter les valeurs approchées de ces inconnues, que pendant un temps peu considérable. Dans le premier cas, que nous allons examiner spécialement, l'état d'équilibre , d'où le système a été un peu écarté , est un état stable ; dans le second cas , cet équilibre est uon stable, du moins relativement aux dérangemens primitifs , pour lesquels les coeffieiens R, R( , R, , etc. , des termes non périodiques, ne sont pas égaux a séro. 548. Lorsque tous les coefBciens R , R, , Ri , etc., sont nuls, excepté le premier, pur exemple, les formules (a) se réduisent aux formules (A). En négligeant toujours les carrés et les produits de v, si, sa, etc., on aura donc simplement (o° 546) m = p + (a H + I N' + c W + etc.) R sin (i \/f~ — r), y = Pt + ;fll S + A, Pi' + c, N" + etc.) R sin (l \ZJ- r), » = p, + (o. H + A, V + c. N" + etc.) R sin (< \/J - r), r" = jr1 + >' R + A' y + C' li" + etc.) R sin (i \Zj - r), y = p\ + («', N + A', N' + e\ PT+ etc.) R tin (# l/J - r) , s' = p\ + [a. N + A'i N' + c», K' + etc.) R sin {t |/7— r), etc.; Les premiers termes p, p, , etc. , étant constans ainsi que les cotfiicicns des seconds termes, il s'ensuit que , dans ce cas , tous les points du système feront , suivant la direction de chacune de leurs coordonnées, des osrillatious isochrones et d'une ampli'ude constante, dont la durée sera la 2* et même et égale à — pour tous ces mobiles , dans toutes les directions. Les rapports des amplitudes pour deux points ou deux directions différentes , seront déterminés , et dépendront de la nature du système et de la racine f de l'équation A = 0. Leur grandeur absolue, dépendante du facteur R, sera arbitraire, et n'influera pas sur la durée des oscillations. Tous les mobiles reviendront à la fois à leur position d'équilibre, qui répondent, par hypothèse (n° 647) , à u — 0, • = 0 , w= 0, etc., ou à x —p, y =-fi , etc. ; le premier ,qu. retour aura lieu au bout d'un temps t =Kl dépendra , ainsi que R , de leur dérangement primitif. Un système de points matériels, dans lequel la liaison de ces poiuts laisse un nombre is de vuriables indépendantes, et qu'on dérangera un tant soit peu d'un état d'équilibre , pourra prendre un nombre f» de mouvemens semblables au précédent, qui répondront aux w racines de l'équation A=.0. De plus, en vertu des formules (c) et des valeurs correspondantes des coordonnées x , y , etc. , tous ces petits mouvemens, ou seulement quelques-uns d'entre eux , pourront atoir lieu en même temps dans ce système ; et réciproquement, quel que soit son dérangement initial , on pourra toujours décomposer le mouvement de chacun de ces points, parallèlement à chaque axe des coordonnées , en un nombre n, ou moindre que n , d'oscillations simples , comme celles qui répondent aux équations (d) , dont les durées indépendantes du défi* 11* 2* rangement initial seront — - , — , — ~ > etc. Vt l/p. Vu Quand ces dur tes seront toutes commensurables , le système entier reviendra au même état au bout de chaque intervalle de temps égal à la plus longue ; c'est ce qui u lieu , par exemple , dans le mouvement des cordes vibrantes, et n'a pas lien dans le mouvement transversal des verges élastiques (u™ 491 etô28). C'est dans ce théorème général que consiste le p)incipc de la coexistence des petites oscillations. Il a encore lieu lorsque le nombre des points m, as', m ', etc. , du système est infini ; le nombre des oscillations simples, qui sont alors possibles, peut être aussi infini ; mais leurs durées et les rapports de leurs amplitudes n'en sont pas moins des quantités déterminées. Ainsi, dans le mouvement trans44 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. versai d'une corde tendue , dont U longueur , le poids et U tension tont /, p et «, et en désignant par c la gravité, les durées des oscillations simples ne peuvent être que la quantités — et ses -multiples; et, d'après la formule d) du I , les amplitudes de l'oscillation qui répond au sous-multiple quelconque », sont entre elles *** imx' dans le rapport de sin -y— à sio -y- , pour des points de la corde, dont * et s' sont les distances a Tune de ses eitrémités. 649. Lorsque les points m , m', m", etc., oscilleront dans un milieu résistant, les composantes X , T, etc., des forces qui les sollicitent, renfermeront dx dy dans leurs expressions les composantes — , —, etc., dt dt des vitesses de ces mobiles. Si la résistance du milieu est proportionnelle au carré ou à une puissance supérieure de la vitesse , elle n'influera pas sur le mouvement du système, au degré d'approximation où nous nous sommes arrêté , parce du* de* du* que les termes ^ ' , j^p- , jy1 etc., qui en résulteraient dans les expressions de X , Y , etc. , sont du même ordre de petitesse que les quantités qui ont été négligées. Hais si les mouvemens des points «s, m', m", etc., sont peu rapides, il faudra, comme dans le cas des très petites oscillations d'un pendule simple (n° 187) , supposer la résistance proportionnelle a la première puissance de la vitesse; supposition qui introduira dans les expressions X, T, etc., et par suite dans les équadx dy dt tions(n), des termes multipliés par —, —, —, etc., dt dt dt qu'on ne devra pas négliger. Ces équations , que j'indiquerai par («), seront de la M i* u d*v md* w D*d7r+E-drT +r-ÂT + *tc+ Gs> -f Uv + Kw + etc. dm dv dm =s D' - + E' - + r — -I- ele ; dt dt ^ dt V, E',F', etc., étant aussi des corfficiens constans, qui seront proportionnels à la densité du milieu , et généralement très petits par rapport a ceux qui entrent dans le premier membre. Or , on satisfera à ce système d'équations au moyen des formules (o) multipliées par des exponentielles, c'est-à-dire, en prenant u = RH sin (r |/~— r>— p = RU' sin (s l/J- r>— u, = RR»,i„ (,|/7_r>-. •te. ; ê désignent U base des logarithmes népériens , et m , »', «", etc., étant des quantités constantes et très petites. Je négligerai leurs carrés et les produits de ces inconnues et des coefhciens D', E', F', etc. Les valeurs dey, v , w , etc. , satisfaisant déjà aux équations le) sans seconds membres , lorsque l'on fait abstraction des exponentielles, leur substitution dans les équations (•) donnera un nombre » d'équations de la forme , 2DN.+2E.Y.'4*FN"."+etc.= D'PI + EW+etc, d'où l'on tirera les valeurs des i» inconnues « , •', »", etc. Ces valeurs seront positives, parce que l'effet de la résistance d'un milieu est de diminuer graduellement les amplitudes des oscillations. Cette diminution sera plus ou moins rapide pour les diverses variables indépendantes si, r , *v , etc. ; elle dépendra aussi de la racine f de l'équation A = 0, qui entre dans les valeurs de > , V , V, etc. ; en sorte que les amplitudes des oscillations simples dont le système est susceptible , ne décroîtront pas toutes avec une même rapidité. La résistance du milieu n'aura d'ailleurs aucune influence sur la durée de chaque sorte d'oscillation , qui sera toujours 2* T~7-~ pour celle qui répond à la racine f . En preKf nant les sommes des formules (f), relatives à toutes les racines de l'équation A = 0, on aura, comme précédemment, les valeurs les plus générales de at, », w, etc. 650. Il résulte du principe du n° 548, que si les points d'un système sont tellement liés entre eux , qu'il ne reste qu'une seule variable indépendante, ils ne pourront faire qu'une seule espèce d'oscillations, pour lesquelles la durée et les rapports des amplitudes relatives aux différens mobitts, dépendront des forces qui les sollicitent, et de la nature du système. Ce cas aura lieu, par exemple, dans le mouvement de deux points matériels m et ■»', attachés l'un à l'autre par uu fil d'une constante, et obligés de se mouvoir sur des < bes données. Si , ou contraire, les points m, m', m", etc., ne sont pas liés entre eux ni assujettis à demeurer sur des surfaces ou sur des courbes données, ce qui n'empéche pas qu'ils ne soient soumis à leurs attractions ou répulsions mutuelles et à d'autres forces semblables dirigées vers des points fixes , toutes leurs coordonnées seront des variables indépendantes ; et , dans ce cas, inverse du précédent, le nombre des oscillations simples qui pourront avoir lieu , sera triple de celui de ces points matériels. C'est ce qui arrive effectivement dans le problème du n° 586 , relatif au mouvement très petit d'un point m, comidéré comme entièrement libre, et soumis à des forces dirigées vers quatre points fixes. Pour donner encore un exemple de l'ar Digitized by Google
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    DTNAMIQDE, SECONDE PARTIE. 347 du principe précédent , considérons les petites oscillations d'un point matériel pesant m, sur la surface d'un ellipsoïde dont l'un des oies est ver2e la longueur de cet axe , 2a et 26 aies horizontaux , et «» y» s» _ + _+_=!, a* &> e> l'équation de la surface , quand l'origine des coordonnées est à son centre. Si l'on transporte cette origine au point le plus bas , et que les s positives soient dirigées de bas en haut , il faudra mettre e — a , au lieu de s , dans cette équation. Les oscillation! du mobile étant supposées très petites , de part et d'autre de ce point inférieur , les abscisses horisontales x et y de m le seront aussi , et son ordonnée verticale s sera très petite par rapport à s et y. En négligeant le carré de s , après la substitution de e — a à la place de m , on aura alors et si l'on appelle h a k les rayons de courbure des deux sections principales de la surface , relatifs à son point le plus bas , ou à * = 0 et y= 0 , on en i » a * k = a» 6* k = — . c Cela posé , dans cette question , les variables indépendantes sont au nombre de deux, savoir s et y; le mobile ne peut sortes d'oscillations simples ; et son mouvement le plus général résultera de la coexistence de ces deux mouvemens particuliers. Or , si l'on écartait le mobile du point le plus bas de l'ellipsoïde, dans la section dont l'axe horizontal est 2a , et qu'on lui imprimât une vitesse dirigée dans le plan do cette section, il est évident qu'il n'en sortirait pas pendant tout son mouvement. En désignant par y la gravité, la durée de ces petites oscillations serait alors 2 comme celle du pendule 9 simple dont la longueur est h (n° 183) ; et , à un • = R.in (rl/I-r), y = 0; R et r étant, comme précédemment, deux constantes arbitraires. Dans le cas où les petites oscillalieu dans le plan de la xonlal est 24, leur dur* 2* — I et l'on aurait, h uu instant quelR' et r1 étant aussi deux constantes arbitraires Donc , les valeurs les plus générales de s et y seront les sommes de ces valeurs particulières , , = R.in(ll/l-r), y = R'.in(ll>//ï-r'). déterminer les quatre constantes arbitraires R, R', r, r>, supposons qu'on a , a l'origine du « = 0, » = f». - = P'« - = » 1 il en résultera Rsinr = -p, R'sinWzrr-ç, Rcoar^p-l/-, R' cos = q \ y 9 par conséquent , en ayant égard aux valeurs de h et ft, nous aurons, k un instant quelconque, Dans le cas de a =6 = c, ees formules doivent coïncider avec celles du n° 207, en faisant, comme dans celles-ci, « = al cos 4, y a a» sin 4. a I cos 4 = p cos * [/^- + f>' \/~— •'•» ■ l/~> a 9 « • • sin 4» q cos I (/ï + q V^- »« * K^î Digitized by Google
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    343 mai» dans ce TRAITÉ DE MÉCANIQUE. quand r = 0 ; ce qui exige qu'on dt ' = 0, 9 = 0, q' il en résultera donc «1/ co» 4 = • cos t (/Z, » sin 4 = C sin I |/^- ; d'où l'on tire «• = -(•• +C)4--L («l - C.) cos Si )/L% atang4 = Ctangr comme dans le numéro cité. 651. Supposons généralement qu'on ait u = U , t> = V, w = Vf , etc. , pour les valeurs des Tariablea indépendantes à un instant quelconque, quand on a « = «• , e = r, , se = so, , etc., du dv dw - = «„ - = p„ etc, à l'origine du mouvement ; supposons qu'on ait aussi , d un instant quelconque , u = TJ\ p = V, « = W, etc., lorsqu'on • u = o, ' , r = r,», w = wt\ etc. , du de dw * = m!' * = r/' ï=-' e,e" pour f = 0 ; et ainsi de suite. Je dis qu'on aura , au ~1 du temps * quelconque, a = U 4 U' 4 D" 4 etc. , • = V + V » + V" 4- etc. , «.= W-fW'-j- XV»+ etc., etc. , '«mi suppose, u l'origir . = „ + 4. 4. «te, p = r. 4- p, • 4. r, » 4. etc., » = tv. 4- ' 4. wt" 4- etc., etc. , ri» (fi o*t dr dt ' dudt etc. «, + < + «," 4- c^. , •• + •/ + + etc. , w'+ M>/4. tt-/»4- etc., En effet , d'après les premières suppositions qu'on a faites sur les valeurs initiales de u , v , w , etc. , du dv dw — > — i — 1 etc. , les formules (g) satisferont dt dt dt évidemment pour f = 0 à ces dernières équations; de plus, les valeurs particulières de m, p, w, etc. , satisfaisant, par hypothèse , uux équations différentielles du mouvement, leurs sommes ou les formules (o) y satisferont aussi, puisque ces équations sont linéaires, et ne renferment pas de termes indépendans des inconnues h , p , w , etc. , (n° 647) ; les formules (a) rempliront donc toutes les conditions de la question, et seront , par conséquent, les valeurs des inconnues à un instant quelconque 662. Ce théorème général peut être appelé le principe de la superposition des petits mouremens. On ne doit pas le confondre avec celui de la coexistence des petites oscillations : il est indépendant des lois particulières des petits m ou venions que l'on considère, et résulte seulement de ce que les déplacemens et les vitesses des mobiles sont traités comme des infiniment petits, puisqu'on néglige produits et leurs puissances supérieures à la En vertu de ce principe, les partent de différens points, se propagent et se superposent dans l'air tans se modifier , en aorte qu'à chaque instant le déplacement et la vitesse ■d'une molécule d'air, suivant une direction quelconque , aont les sommes des déplacemens et des vitesses qui répondraient à toutes ces sidérées isolément . ce qui non distinctement et sans confusion plusieurs sons à la fois, produits par différens corps sonores. Les sons simultanés peuvent aussi résulter de la coexistcuce des petites oscillationa dans un même corps sonore. Ainsi, par exemple, lorsqu'une corde tendue exécute, en mémo temps, les oscillations isochrones qui repondent a sa longueur entière, et celles dont la durée correspond au tiers de cette longueur , le mouvement de l'air est le même que si deux cordes, dont les longueurs seraient entre elles comme un est à trois , exécutaient simultanément les vibrations les plus lentes dont elles sont susceptibles; et l'on entend , en même temps, le ton fondamental de la corde donnée , et un autre ton plus élevé, qui est la quinte de Y oc tare supérieure. C'est aussi pour cela que l'on entend distinctement les sons produits par les vibrations longitudinales cl par les vibrations transversales , qui ont lieu à la fois Digitized by Googl
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. .14» i tendue . ou dons une même verge élastique. D'après le même principe , les ondes produites la surface de l'eau , se pro[iltanément autour de ces centres differens . et peuvent se croiser en tous sens à cette surface, sans se modifier mutuellement; de manière qu i un instant quelconque l'élévation de l'eau , en tel point qu'on Tondra , est la somme des élévations positives ou négatives qui auraient lieu en vertu de toutes ces ondes considérées isolément. L'explication qu'on donne du phénomène des interférences , dans la théorie des ondulations lumineuses, est aussi fondée sur le principe de la superposition des petits mouvemens, qui est, comme on voit , susceptible de nombreuses applications. Pour le compléter , nous ajouterons que si des forces émanées de centres mobiles agissent sur les points du système, les seconds membres des équations (a) de leurs petits mouvemens (u° 546), seront des fonctions linéaires des composantes de ces forces données. II en sera de même à l'égard des intégrales complètes de ces mêmes équations différentielles ; d'où Ton conclut que les parties de « s», m , etc., indépendantes do l'état initial du système, et, par suite, les parties semblables des coordonnées des mobiles , seront les sommes des râleurs qu'elles auraient si les forces données agissaient séparément. Ainsi, par exemple, dans le phénomène des marées , l'élévation totale de la mer en chaque point et à chaque instant est la somme des élévations, prises avec leurs signes, qui aéraient causées par les actions isolées du soleil et de la lune; et c'est pour cela que, toutes choses égales d'ailleurs , les hautes mers sont les plus considérables dans les $y%ygiee, et les moin§ III. Principee de la conservation du mouvement du centre de gravité , et de la conservation des airee. 663. Puisque le mouvement du centre de gravité d'un système entièrement libre est le même que si les masses de tous les mobiles y étaient réunies et que leurs farces motrices y fussent transportées parallèlement à leurs directions , il s'ensuit que les forces données dont les composantes parallèles à chaque coordonnée seront égales et contraires, n'entreront pas dans les équations différentielles de ce mouvement. Or , ce cas est celui des forces motrices provenant des actions mutuelles des points du système , en vertu de la loi générale de V action égale à la réaction, qui s'observe toujours dans la nature, ainsi qu'on va l'expliquer. Si un point matériel situé en M agit sur un autre point situé en H', et lui imprime ou tend à lui im i I>«r /», primer , dans un instant , une quantité < meut infiniment petite , < on observe toujours : 1° Que cette action est dirigée suivant la droite menée du point M' vers le point H, ou suivant snn prolongement au delà de M' ; 2° Qu'en même temps le point situé en 11' réagit sur le point situé en M , suivant la droite qui va de M vers M' , ou suivant son prolongement au delà de M. 3» Que celte réaction communique ou tend à communiquer au point situé en H une quantité de mouvement précisément égale à au On dit qu'il y a attraction ou répulsion entre ces deux points matériels, selon que leur action mutuelle tend à augmenter ou à diminuer la distance MM' ; s'ils sont entièrement libres , et que leurs masses soient représentées par m et m', les vitesses (■ A» qu'ils prendront seront — et —, c'est-à-dire, en m m' raison inverse de leurs masses , et les quantités dont ils se rapprocheront ou s'écarteront, pendant un temps infiniment petit, seront égales à ces vitesses multipliées par la moitié de ce temps (n° 114): d'ailleurs, la quantité p pourra dépendre de la nature des corps auxquels m et m' appartiennent , ou en être indépendante et proportionnelle au produit mm' de ces masses (n° 241) , comme dans le cas de l'attraction universelle. La première des trois propositions qu'on vient d'énoncer peut être regardée comme évidente en elle-même; car des quantités de matière m et m', étant réduites à des dimensions infiniment petites, et placées à une distance finie l'une de l'autre , il n'y aurait aucune raison pour que l'action d'un de ces points sur l'autre s'exerçât d'un coté déterminé de la droite qui les joint , et autour de laquelle tout est semblable; mais les deux autres propositions ne peuvent être pour nous que les résultats de l'expérience, généralisés par induction et confirmés par toutes les conséquences qui s'en déduisent. En effet , nous ne pouvons regarder comme impossible, à priori, qu'un point matériel m agisse sur un autre ni', sans que celui-ci réagisse sur le premier, en sens contraire et avec une égale intensité. Ainsi, nous admettrons le principe de la réaction égale cl contraire à l'action comme une loi générale de la nature , qui nous est donnée par l'observation , de même que la loi de l'attraction universelle, en raison inverse du carré de la distance. 664. Celn posé, si tous les points matériels d'un système entièrement libre ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, ces forces motrices, transportées au centre de gravité du système, s'y détruiront deux à deux; le mouvement de ce centre sera donc rectiligne et uniforme , et conservera constamment sa vitesse et sa direction initiales; ce qui a fait donnci à ce théorème le nom de principe Digitized by Google
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    TRAIT* DE MÉCANIQUE. titi. Ce mouvement n'est pat altéré par le choc de* corp», quel que «oit leur degré d'élasticité {a» 642); et, en effet, le phénomène du choc eft produit, comme nous Paron* déjà dit (n° 500) , par les action» mutuelles dea molécules du corps choquant et du corps choqué , qui s'oiercent à des distances insensibles, mais de grandeur finie, et pour lesquelles la loi de la réaction, égale et contraire à l'action, ne peut manquer d'avoir lieu. Par la même raison, si un corps solide est en mouvement, ét qu'il soit brisé par une explosion intérieure, la direction et la vitesse du centre de gravité de toutes ses parties, après cette esplosion, seront les mêmes que la direction et la vitesse du centre de gravité qui avaient lieu auparavant. En général , les chaogemens brusques de vitesse qui accompagnent les chocs ou les explosions , sont les effets des actions mutuelles des molécules ; ces forces varient dans de très grands rapports, quand les molécules se rapprochent ou s'éloignent les unes des autres ; et, par suite, elles font varier de même les vitesses des corps pendant de très courts intervalles de temps. . Le principe dont il s'agit est indépendant de la liaison des points du système, pourvu qu'aucun d'eux ne soit lié à d'autres points étrangers au système que l'on considère, et ne soit pas assujetti à •e mouvoir sur une surface ou sur une courbe fixe ou mobile. Des conditions de cette espèce , s'il en existait, donneraient naissance à des forces qu'il faudrait transporter au centre de gravité, et qui pourraient faire varier sa vitesse. Il en sera de même , lorsqu'il y aura des forces appliquées aux points du système qui ne proviendront pas de leurs actions mutuelles ; et, dans ce cas, les actions mutuelles pourront influer indirectement sur le mouvement du centre de gravité , en diminuant on augmentant les distances des points du système qui points fixes ou mobiles d'où émanent les forces étrangères, et changeant, par conséquent, lenrs intensités. L'inertie d'un point matériel consiste en ce qu'il ne peut se mettre de lui-même en mouvement, ni modifier aucunement le mouvement qu'il a reçu, sans le secours de forces émanant d'autres points: l'inertie d'un système de corps consiste, de même, en ce que l'action mutuelle de ses parties ne peut produire ni modifier le mouvement de son centre de gravité, sans le secours de points d'appui ou de forces étrangères. Ainsi, le mouvement du centre de gravité du soleil, des planètes, des satellites et des comètes , doit être rectiligne et uniforme dans l'espace , abstraction faite de l'action exercée par les étoiles sur tous ces corps , et de la résistance du milieu, si elle existe. La manière dont les différentes parties d'un muscle agissent l'une sur l'autre, pour produire ses pent-étre toujours par quel moyen la volonté met ces parties de nature diverse dans la disposition respective nécessaire pour qu'elles exercent actes : quoi qu'il en soit, nous ne pouvons pas douter que ces actions ne soient soumises à la loi de réciprocité , comme toutes les autres forces naturelles ; d'où il résulte qu'un aniroal.de quelque manière qu'il s'y prenne, ne peut jamais déplacer son centre de gravité par sa aeule volonté, et sans le secours d'un point d'appui extérieur. L'homme et les animaux peuvent élever ou abaisser verticalement leur centre de gravité, en s'oppuyant sur la terre; ils peuvent aussi s'avancer horizontalement,* l'aide du frottement contre aa surface; mais la locomotion leur serait impossible sur un plan parfaitement poli, où cette résistance serait tout-à-fait insensible. Dans le vol des oiseaux, c'est le centre de gravité de l'animal et de toute la masse d'air qu'il met en mouvement, qui demeure constamment en repos ; et , dans le vide , il ne pourrait parvenir à déplacer son propre centre de gravité, quelle que fût la rapidité du mouvement de ses ailes. Il n'y a pas de doute, non plus , que les fluides impondérables ne soient soumis i la loi de réaction égale et contraire à l'action , et que le principe de vite, qui en est la conséquence, ne doive aussi s'observer dans leurs mouvemens, comme dan» celui de toutes les autres substances , dont ils ne différent que par leur extrême ténuité. Ainsi , lorsque l'électricité, la chaleur, la lumière, s'échappent d'un mobile par un seul coté , ce corps doit gravité du système entier demeure en repos; mais la quantité de mouvement qu'il prendra ne sera sensible , qu'autant que celle du fluide impondérable le sera également, malgré la petitesse de sa masse , et à raison de la grandeur de sa vitesse. C'est ce qui ne peut être décidé que par des expériences très délicates. 656. Non seulement les forces provenant de l'action mutuelle des points m, su', m", etc., d'un système entièrement libre , n'entrent pas dans les équations (7) de leur mouvement de translation , mais ellea disparaissent aussi des équations (9) de son mouvement de rotation autour de l'origine des coordonnées ( n" 630 et 640 ), En effet , soit F la force provenant de l'action mutuelle de m et m' , qui est la même pour ces attractive , de m vers m' pour le point m , et de m vers as pour le point m'. En appelant f la distance de ces deux points, les cosinus des angles que fait la droite mm' , avec des parallèles aux axes dot * , par le point as .
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    DYUAHIQUB , SECO.NDB PARTIS a la force F , on aura donc 351 , *Z = (*•-•)» r r de la force motrice du point «; et l'on trouTcrn de (y - y)F r «'Y' r= ■T = de la force motrice de m', provenant de cette force F. Or , d'après ces valeur», nous aurons m (*Y — yX) + m' {x'T — yT) = 0 , t» (sX — xl) + »' (s\V — **Z') = 0 , • (yZ - »Y) + «•' fj1» - = 0} par conséquent , les termes provenant de l'action mutuelle des points du système, se détruisent deux à deux dans les seconds membres des équations (9) du n° 540. Si donc il n'y a pas d'autres forces motrices qai agissent sur les points m , m' , m" , etc., le mouvement de rotation du système autour de l'origine des coordonnées, sera uniquement dû aux vitesses initiales qui ont été imprimées à ces points; en ■orte que sans le secours de forces étrangères ou de points d'appui pris au dehors , c'est-à-dire , par la seule action mutuelle de ses parties , un système quelconque de corps ne peut produire aucun mouvement de translution nu de rotation commun à tous ses points, ni modifier, en aucune manière, celui qu'il a reçu primitivement. 658. Les seconds membres des équations (0) seront encore téro, lorsque les points du système, indépendamment de leurs actions mutuelles, seront aussi sollicites par des forces dirigées vers l'origine des coordonnées ; car pour une semblable force , appliquée au point a*, les composantes ni, a»Y, ml , »ont entre elles comme le m , y , s , de ce point ; on a doue points m, m',»", etc., sont soumis à leurs actions mutuelles et à des forces dirigées vers ce point fixe , en le prenant pour origine des coordonnées , on aura (d» y d* x\ (d> x d* M\ 2 m «Y = yX , *X = xl , yZ = aY ; et le qui en provient disparait de (»)• Ainsi, dans tout système entièrement libre, ou qu'un seul point fixe, et dont les S'il n'y a aucun point fixe dans le système, et que les mobiles soient uniquement soumis à leurs actions mutuelles, on pourra prendre tel point qu'on voudra pour origine des coordonnées; et comme dans ce même cas , les équations (?) du n° 639 , se réduiront à 2md* x d* y d' m ~dTr~0' 2"Âr=0> 2w-sr=°> (*)• il s'ensuit qu'on pourra aussi prendre pour cette origine, un point qui ait un mouvement rectiligne et uniforme dans l'espace. En effet , en désignant par », C , y , le nées de ce point mobile, on aura d* • di» d» C IF = 0, 42 = °i dt* pour y transporter l'origine des faudra faite * = • + *,, y = * + y,, * = >- + *.» relativement au point quelconque m; or, en substituant ces valeurs, dans la première équation (o), on peut la mettre sous la forme 0 * y, '~dÔ~ — y, d» X dt* ) \ d* C m d' • m d* x d> v 4. «2m C2m —1 = 0: + *im ,» dt* ' au moyen des équations précédentes , elle se réduira donc à / d» y, d» s A et l'on trouvera de même que les deux autres équations (o) ne changent pas de forme, et (d* st d» s \ * (d* s. d« y,\ Digitized by Google

  

  
    Page 378
    

  
  
    352 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. quand on transporte l'origine des coordonnées au point dont le mouvement est rcetiligno et uniforme. Dans le cas dont il s'agit, le mouvement du centre de gravite du système étant rectiligne et uniforme (n° 554) , il en résulte que les équations (a) devront subsister en prenant ce centre pour oru'me.dcs coordonnées. 557. En multipliant les équations (a) par di , et observant qu'où a intégrant et désignant par e , c' , c" , les constantes arbitraires, il vient équations qui montrent que dans le mouvement d'un système entièrement libre, où les mobiles ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles , ou à des forces dirigées vers un centre fisc, les momens des quantités de mouvement de tous les points du, système, par rapport à trois axes rectangulaires qui se coupent en ce point, et par conséquent, par rapport à toute autre droite menée parce même point, sont des quantités constantes. Ces momens ne changeront pas de valeur, dans le choc des corps du système, ou dans l'explosion d'un ou de plusieurs d'entre eux , puisque les forces qui produisent ces phénomènes, sont des actions mutuelles de leurs molécules; ce qui s accorde avec le résultat du n° 542. S'il n'y a pas de forces dirigées vers un point fixe, il résulte du numéro précédent, que ce théorème aura encore lieu , par rapport à un axe quelconque qui se meut parallèlement a lui-même, en passant constamment par le centre de gravité du système, ou, plus généralement, par un point dont le mouvement est rectiligne et uniforme. Dans ce même cas, on conclut des équations (4) , que les sommes des quantités de mouvement de tous les points du système, suivant trois directions rectangulaires , et conséquemment suivant une direction quelconque, sont égalemcut des quantités constantes; théorème qu'on peut aussi regarder comme renfermé dans celui qui répond aux momens de ces forces , en éloignant à l'infini le centre des momens et l'origine des coordonnées. 558. Les valeurs des constantes c , c1, c'', dépendront de la direction des axes rectangulaires, qu'on prendra pour ceux des coordonnées ; mais si l'on fait et + c'i + c"» = >' , lu quantité y sera non seulement indépendante de r, mais aussi de cette direction; car elle exprime le moment principal d'un système de forces (u°28l), dont la valeur ne peut pas dépendre de la direction arbitraire des droites suivant lesquelles ces forces sont décomposées. Lorsqu'il n'existe pas de point fixe dans le système , on trouvera donc une même valeur de y, en la calculant à deux époques différentes du mouvement , et prenant le centre de gravité pour origine des coordonnées , quelle que soit d'ailleurs leur direction, différente ou la même, à ces deux époques. Dans ces calculs, on n'emploiera que des positions et des vitesses relatives des mobiles aux époques dounées, savoir, les perpendiculaires x, y, s, abaissées de chaque point m sur trois plans rectangulaires, menés arbitrairement ds dij dz par le centre de gravité, et les excès —, — , — , des dt dt di composantes de la vitesse de m, parallèles à leur» intersections, sur les composantes de la vitesse du centre de gravité suivant les mêmes directions. Lors même qu'il serait survenu entre les deux époques pour lesquelles ou aura ainsi calculé la valeur de y, un ou plusieurs chocs ou explosions des corps du système , cette valeur ne serait pas changée , pourvu que, dans le cas d'une explosion , on comprît dans le calcul de la seconde époque toutes les parties du corps brisé. Si donc on la trouvait différente à la seconde époque de ce qu'elle était à la première, on en pourrait conclure que des forces étrangères ont agi, dans l'intervalle, sur les mobiles , ou bien qu'ils ont choqué d'autres corps qui ne font pas partie du système. Si l'on appelle «, •", les angles que fait l'axe du moment principal avec les nies des s , y, *, dont l'origine est au centre de gravité, on aura (n» 281) c c' c» cos • ss — , cos = — , cos = — ; y y ï en supposant donc que ces axes soient constamment parallèles à eux-mêmes , les quantités c , c', c", ne changeront pas, et la direction de l'axe du moment principal sera aussi invariable, comme la grandeur du moment qui s'y rapporte. La même chose a lieu par rapport à un point fixe, lorsqu'il y en a un dans le système, et qu'on le prend pour origine des coordonnées; ce qu'où a déjà vu dans le n° 416 , relativement à un corps solide. 559. Il est important d'observer que les termes provenant de l'action mutuelle du système dispaDigitized by Google
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    DYNAMIQUE , SECONDE PARTIE. missent dons les seconds membres des équations (0) du n° 540, lors même que l'intensité de cette action Tarie avec le temps , indépendamment de la distance, c'est-à-dire , lorsque les composantes de cette force renferment le temps t explicitement. Les équations (c), et, par conséquent, l'invariabilité du moment principal et de la direction de son axe, ont donc encore lieu dans ce cas, qui se présente , par exemple , quand les pointa dn système perdent, sous forme rayonnante, une partie de leur cLaleur propre ; ce qui diminue , à distance égale , l'intensité de leur action mutuelle. Ainsi, en faisant abstraction de l'action du soleil et de la lune sur la masse de la terre, et supposant que notre planète, autrefois à l'état gaieux, s'est solidiGée por le refroidissement , sans perdre aucune partie de sa matière pondérable , on peut assurer que , dans cette transformation , le moment principal des quantités de mouvement de tous ses points n'a pas changé de grandeur, ni son axe de direction. Cette droite est devenue Taxe de figure de la terre, autour duquel elle tourne maintenant; et , dans ce mouvement , il est aisé de voir (n° 386) que l'on a y = , pour la valeur du moment principal ; » étant la vitesse angulaire do rotation, M la masse, et MA* le moment d'inertie par rapporta l'axe de figure. Si le refroidissement et la rotation de la terre continuent encore actuellement, et que son rayon diminue en conséquence, la valeur de A diminuera dans le inème rapport ; a cause que la quantité y est constante, la voleur de - augmentera donc eu raison inverse du carré de A , et la durée du jour décroîtra proportionnellement au carré du rayon. Une diminution , due à cette cause , d'un dix-millionième sur la durée du jour, supposerait un décroissement d'un vingt-millionième sur la longueur du ravon ; et comme on est certain que le jour n'a pas éprouvé cette diminution depuis 2600 ans (n" 443), il en résulte que le rayon moyen de la terre n'a pas varié d'un vingt-millionième, ou d'à peu près 3 mètres, dans ce long intervalle de temps, par l'effet du refroidissement, si la température moyenne de la terre n'est pas encore parvenue à un état permanent. Les trembleroens de terre, les explosions volcaniques , le souffle des vents contre les côtes , les frottemens et les pressions de la mer sur la partie solide du sphéroïde terrestre, répondant à des actions mutuelles des parties du système, il n'en peut résulter aucune variation de la quantité y; et les déplacemens de ces parties qui ont lieu dans toutes ces circonstances , n'étant pas assex considérables pour produire des changemens sensibles dans la valeur de A, ces causes diverses ne produiront aucune altération appréciable dans la rapidité de U vitesse ., ni dans la durée du jour. 660. Les théorèmes qui se déduisent des éqnamaniére. Observons, pour cela, que la formule _(*dy — ydx) est l'aire décrite pendant l'instant dt , ou la différentielle de l'aire décrite pendant le temps », par le rayon vecteur de la projection du point m sur le plan des s et y, en allant de l'axe des s positives vers l'axe des y positives (n» 164). La formule 7 (Mdssds) est de même la différentielle de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection du même point m , sur le plan des s et s, en allant de l'axe des m vers l'axe des x; et - (yrfs — sdy) exprime la différentielle de l'aire décrite par le rayon vecteur de la projection de ce point sur le plan des y et s, en allant de l'axe des y vers l'axe des s. Cela posé, considérons les aires comme des quantités positives ou négatives , selon qu'elles sont décrites sur chaque plan, dans le sens qu'on vient d'indiquer, ou dans le sens opposé. Soit - i h somme des aires décrites, pendant le temps t , par les rayons vecteurs des projections de tous les points du système, et multipliées respectivement par leurs masses m, m , m", «*", etc. Appelons - x' la somme des a ires décrites snr le plan des m et x , pendant le même temps, par les rayons vecteurs des projections de ces points matériels, et multipliée aussi par leurs masses. Soit enfin - y." la somme des aires décrites sur le plan des y et s, pendant ce temps f, par les rayons vecteurs des projections de ces mêmes points , multipliées de même par leurs masses. Ces trois sommes seront des fonctions de I, dont los valeurs s'évanouiront avec cette variable, et qui auront pour différentielles T* = 7 -y*-}, -ioV =T X» - «i»), 1 dx" =T Sa >yd* - sdy), En vertu des équations (c), on aura doue dx = edi, oY = c'dty rfx" = c"d
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    3fi4 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. point fixe, le centre de gravité du système, ou tout autre point dont le mouvement est rectiligoo et C'est en cela que consiste le principe de la conservation des aires II a encore lieu lorsqu'il existe dans le système un point fixe vers lequel sont dirigées des forces agissant sur un ou plusieurs des mobiles, pourvu que Ton prenne alors ce point fixe pour centre des aires ; ce qui comprend le théorème du n° 164, relatif à un point matériel isolé. Nous ferons remarquer que, quand les points a», m', m ' , etc., tournent dans un même sens autour du centre des aires, comme les centres des planètes autour du soleil , il en sera de même ù l'égard de leurs projections sur les plans des coordonnées î de aorte que tous les termes des sommes - x , - a', - a", auront le même signe : ils auront au contraire, des signes différens, et ces sommes pourront être des quantités positives ou négatives, lorsqu'une partie des mobiles tournera dans un sens, et l'autre partie dans le sens opposé, comme dans le mouvement des comètes autour du soleil. 661. Maintenant, soient 0(fig. 116), le centre des aires, fixe ou mobile , Ox, Oy, Os, les directions des axes rectangulaires des coordonnées ; M et M, les positions du point quelconque ta au bout des temps * et I -\-dt , P et P, les projections de M et H, sur le plan des x et y. Le triangle MOM, sera l'aire plane décrite , pendant l'instant dt, par le rayon vecteur de m , et il aura pour projection sur le plan des * et y, le triangle POP,, ou l'aire décrite pendant cet instant, par le rayon vecteur de la projection de m sur ce plan. Les projections de MOB, sur les deux autres plans des coordonnées, seront aussi les aires décrites par les rayons vecteurs des projections de m sur ces plans. Il en sera de même pour les aires décrites dans l'espace , pendant toutes les parties infiniment petites du temps f , par les rayons vecteurs de tous les points du système, et multipliées par leurs masses, ou, autrement dit, pour toutes ces aires augmentées dans le rapport des masses m , s»', sa", etc. , à l'unité. Par conséquent, les quaotités 7 A ' 7 *'» "7 x"« 1u on *ient de considérer, seront les sommes des projections de ces aires infiniment petites , sur les trois plans des coordonnées ; et l'on pourra appliquer à ce système d'aires planes et à leurs projections, les théorèmes des n°» 276 et suivans. Ainsi, parmi tous les plans qu'on peut faire passer par le point 0, il y en a un sur lequel la somme des projections des aires planes, prises avec les signes qui résultent du sens du mouvement pour obacune d'elles, est un maximum. Si l'on désigne par m la valeur de cette aire tnarima, ou aura M» = *» + A1» + a''» ; et, si OH est la perpendiculaire à son plan, et qu'on fasse xOH ss C , yOIl = P, ,0H = C", on aura aussi A A A" cos C ss — , tos C = — , vos C — — . Or, d'après les valeurs de a, a', a", ces formules sont la même chose que c c' e' cosC= — , cos C cos C" = — ; («*) y y y c» c > 0 ~> ■ étant les mêmes constantes que précédemment. Il en résulte donc que la direction du dant toute la durée du mouvement, et que la normale à ce plan menée par le centre des aires coïncidera toujours avec l'axe du moment principal des quantités de mouvement de tous les points du système. Ou conclut de là que dans le mouvement de tout système entièrement libre, dont les points matériels ne sont soumis qu'à leurs actions mutuelles, il existe un plan, passant par le centre de gravité, qui demeure constamment parallèle à lui-même, et dont on peut, à chaque instant, déterminer la direction, au moyen des masses de tout ces points, de leurs coordonnées rapportées au centre de gravité comme origine, et des excès des composantes de leurs vitesses sur celles de la vitesse de ce centre. Ce théorème est dû à Laplace, qui a donné au plan dont il s'agit la dénomination de plan invariable, et qui a proposé d'en faire usage, en Astronomie, pour rapporter à sa direction constante les directions variables (no 244 ) des plans des orbites planétaires. 662. C'est au plan de l'orbite de la terre, et à une droite menée, dans ce plan, par le centre du soleil et parallèlement à la ligne des équinoxes, que les astronomes rapportent les positions des astres et les directions des plans dans lesquels ils se meuvent. L'écliptique vraie et la ligne des équinoxea étant en mouvement dans l'espace, on détermine leurs positions, à un instant donné, en les comparant à celles des étoiles ; mais on peut craindre que les mouvemens propres 'des étoiles , qui sont inconnus pour la plupart, ne nous induisent en erreur sur les déplacemens absolus de l'orbite de la terre, après plusieurs siècles; et, pour prévenir cet embarras, il est bon de pouvoir assigner sa direction vraie à un instant quelconque. Supposons donc que le plan des x et y soit le plan de l'écliptique à un instant donné, ou, plus exactement, un plan parallèle à celui de cette écliptique et mené par le centre de gravité 0 du système solaire. Par le point 0 (fig. 117), menons arbitrairement dans ce plan les axes 0* et Oy ; et d'après les coordonnées et les vitesses actuelles de tous les pointa du système solaire, rapportées aux axes rectangulaires 0*, Oy, Os, et les masses de ces points, supposons aussi qu'on ait calculé les valeurs des quantités c, e', c". Si OH est la perpendiculaire au Digitized by Google
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    DYiXAMQl'E, SEC03DE l'AHTIE. plan invariable de ce système, et EOE' l'inlerscction de ce plan avec celui des * et y, le* équac c' cos HO* — — , tang EOx = .a) > c" ce qui fait connaître la direction du plan invariable par rapport à celui des s et y. lais pour en conclure, réciproquement, la direction absolue du plan de l'écliptique, parallèle à celui dei x et yf il faut encore qu'il existe, sur le plan invariable, une droite qui demeure constamment parallèle à ellemême , et dont la direction soit connue à chaque instant. OK étant cette droite, on connaîtra l'angle KOx à l'époque que l'on considère; de cet angle, joint à HO * et EOx, on déduira l'angle EOE ; et les deui angles HOs et EOK détermineront complètement la direction absolue du plan de l'écliptique. Or, l'existence du plan invariable, dans le système solaire, suppose, implicitement, que l'on fait abstraction de l'action des étoiles sur le soleil et sur les planètes, et que toutes les parties du système sont soumises uniquement à leurs actions mutuelles. Mais, dans ce cas, le mouvement du i de gravité 0 est rectiligne et uniforme; par pieut, à moins que la direction de ce mouvement ne soit exactement perpendiculaire au plan invariable, on aura une droite OK., toujours parallèle à elle-même , en projetant sur ce plan la droite que décrit le point 0 dans l'espace. On ne voit pas une autre ligne qu'on puisse prendre pour la droite UK , mais pour faire usage de celle que nons indiquons, il faut qu'on ait préalablement déterminé, par l'observation , la direction du mouvement du de gravité de notre univers, que nous ne i que très imparfaitement. En comparant les valeurs dea angleaHOs et EOK., déterminées à deux époques différentes, on connaîtra les déplaoemens réels de l'écliptique qui ont eu lien dans l'intervalle , et que le seul angle HOs, inclinaison do plan mobile sur le plan invariable , ne saffirait pas pour déterminer complètement. Toutefois, si les quantités c et a" sont très petites par rapport à a , l'angle HOa sera aussi très petit , et de très petites différences dans les valeurs de c et a*' en produiront de trèa grandes dans les valeurs de EOx , et, par suite, de l'angle KOK ; en sorte qu'il paraîtrait, dans ce cas, que l'intersection OE de l'écliptique et du plan invariable aurait éprouvé un déplacement très considérable sur ce plan. Mais, en général, ce déplacement ne serait paa réel; car lea petites différences des valeurs de a- et e" dront, en grande partie, des erreurs inévitables dans les observations qui servent à déterminer ces valeurs, et des quantités qu'on est obligé de négliger en les calculant. Au reste, quand l'angle HOa est très petit, c'està-dire , quand l'écliptique est très peu inclinée sur le plan invariable , l'angle EOK , qu'on peut alors très difficilement déterminer, n'u que très peu d'influence sur la direction vraie du plan de l'orbite de la terre. 663. Le nombre et les masses des comètes nous étant inconnus , on sera obligé de négliger les termes qui leur correspondent dans les valeurs de e, a*, e", relatives au système solaire; mats les valeurs de a, e', c", données par les formules (c) seront très peu altérées par cette omission , vu la petitesse de ces masses , et parce que les termes de ces formules, qui correspondent aux comètes, se détruisent, en grande partie , par l'oppositiou des signes (n» 660]. On calculera de la manière suivante les parties de o, a', e", qui répondent aux aoleil, aux planètes et aux satellites. Soient M la masse d'un de ces corps, et oVa l'élément de cette masse, dont x, y, s, sont les coordonnées rapportées aux axes Ox, Oy, Oa. Appelons #i , ft , ai , les coordonnées du centre de gravité de H, par rapport aux mêmes axes, et x(, y„ a„ les coordonnées de dm, rapportées à des parallèles à ces axes, menées par ce centre de gravité; de sorte qu'on ait, à un instant quelconque, m = x, + y = y, + y„ s — m, + a„ djf dx, dx, dy dyi dy ds A*\ d% , l — t t dt dt dt'dt dt dt' dt dt dt L'origine des coordonnées r„ y„ #„ étant au centre de gravité de M, on a fs dm sas 0 , fy,dm ss 0, f»,dm m 0 , et, par conséquent , les cela, si l'on substitue lea dy rfa dt dt isl. première équation (c), et qu'on, change as et S en dm et ft on trouve »n A m» Jn mouvement du centre de gravité de ■ , et est U même que si cette masse était concentrée en ca point ; la seconde est indépendante de ce i Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. , et la mémo que si le centre de gravité de B était en repos, et que l'aie Os fût transporté en ce point, parallèlement a lui-même. Le même résultat s'applique aux quantités c et c ' , et a encore lieu par rapport a on ai Maintenant, soient A, B, C, les momens d'inertie «V, àx dt de M, par rapport à aes trois axes principaux qui se coupent à son centre de gravité; p, q, r, les composantes de sa vitesse angulaire de rotation, relatives aux mêmes axes; x, m, », les angles que font leurs directions avec une parallèle à l'axe Ojs, menée par leur poiut d'intersection ; d'après ce qu'on a vu dans le n° 409, nous aurons /( st— y, — j dm = Ap cos > -f l'.'j < os i» O cos » , pour le moment, par rapport à cette parallèle, des I provenant de sa rotation autour de son centre de quantités de mouvement de tous les points de M, | gravité. U s'en suit que la valeur complète de c sera Ici deux sommes Z s'étendant au soleil, » toutes les planètes et à leurs satellites , et se composant par conséquent de 30 termes. Or, les rapports de A, B, C, à M, dépendant de la constitution intérieure de ce corps M, ils nous seront, sans doute, toujours inconnus : nous savons seulement que ces trois rapports diffèrent peu l'un de l'autre, à cause de la forme à peu près sphérique des corps célestes ; et qu'ils sont moindres que si ces corps étaient homogènes , parce que les densités des couches concentriques vont en décroissant du centre à la surface de M. Il serait donc impossible de calculer la valeur de c, et de même les valeurs de c' et c ', si l'on devait avoir égard à la partio de chacune de ces quantités, qui provient de la rotation des corps célestes. Mais quelles que soient la forme de M et sa constitution intérieure , la partie de \p cos x + Bf cos f» -f- Cr cos r, qui est due à l'état initial de ce corps aolide , demeure constante pendant toute la durée de son mouvement (n« 416); en aorte que cette quantité ne peut varier, pour chaque corps céleste, qu'à raison des attractions des autrea corps, en tant que leur résultante ne passe pas exactement par le centre de gravité de M, c'est-à-dire, en tant qu'ellea s'exercent sur la partie non sphérique de M. Il en résulte que pour chaque corps céleste, la partie variable du second terme de la formule (f) est très petite , et peut être négligée par rapport à la partie du premier terme, relative au même corps. Ainsi, par exemple, en délignant par h le rayon du globe terrestre, par « la vitesse angulaire de son mouvement de rotation, qui a lieu autour de son axe de figure, et par t l'angle que fait cet axe avec la parallèle à Taxe Os, le second terme de la formule (/), qui répond à la terre , sera moindre que SU* — — • cos *, qui en serait la valeur, si la terre était «S homogène; soient aussi f et I le rayon moyen de l'orbite de la terre et sa vitesse moyenne dans son mouvement annuel ; le premier terme de la formule f\ relatif à la terre, aura par conséquent Mf'l pour valeur ; or, si l'axe Oa est plan de cette orbite, auquel cas / l'obliquité de l'écliptique, on verra qu'une variation de cinq degrés dans la grandeur de cet angle, ne produirait pas une variation dam la valeur de •Ils* — - — • cos t, qui soit un cent-millionième de la quantité M»»l. On s'en assurera, en observant que le rapport de • à I excède à peine 366, que celui de f à h est environ 24000, et l'angle t, à peu près 23» ZH>. Il en sera de même à l'égard de toutes les autres planètes. Par rapport au soleil, il y a lieu de croire que la partie variable du second terme de la formule (f) qui lui correspond, est tout-à-fuit insensible, à cause de sa forme sphérique qui résulte des observations, et que l'on peut aussi supposer à ses couches intérieures, à raison de la petitesse de la force centrifuge comparée à la pesanteur , dans les différons points de ce corps (n<> 260) ; d'où l'on conclut que la résultante des attractions des planètes doit passer constamment par son centre de gravité, et ne produire aucune perturbation dans son mouvement de rotation autour de ce point. D'après ces considérations , si Ion fait passer dans le premier membre de l'équation (f), le se» cond terme de son second membre, on pourra comprendre dans la constaute e , la partie invariable de ce second terme , prise avec un signe contraire ; et en négligeant seulement sa psrtie variable , et opérant de même sur les équations qui donnent les valeurs de c' et c", on aura , avec une approximation 1 vationa, 2M / d'y, dr, x 664. Les coordonnées s, , y, , s, , qui entrent dans ces formules, ont leur origine au c gravité du système solaire; pour plus de centre de Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 357 N centre de dite, il est bon de la I vité du soleil. Pour cela, «oient y, A , A , les coordonnée» de ce point rapportée» aux mêmes axes que x, , yi , »• ; appelons *,y, *,les coordonnées du centre de gravité de M, rapportées à des axes parallèle», passant par le centre de gravité du soleil ; nous au*•,= *■— y, y, = y — », *, = s — *; en substituant ces valeurs dans la première équation (y), elle deviendra donc c = 2M dy dx dg dh _yïi- + *21- + -21y 21*; dt dt dt dt et Ton transformera de même les expressions de cf et c". D'ailleurs, l'origine des coordonnée» ar, , y, , », , étant au centre de gravité du système, on en conclut ,21 = 211*, A21=21y, A2Ï = 2I», et , par dg dx dh dy dk dx — 2M=2l-, — 21 = 21— ,— 21 = 2» — dt dt dt dt dt dt Au moyen de ces équations, j'élimine y, A, A, dg dh dk — — , — , des expressions de c , c', c", qui dedt dt dt : =21 (s y-) V dt dt' 1 / 
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et en différentiant par rapport à t, il en résultera 1 d' x d» v d* m ce qui changera l'équation précédente en celle-ci : 1 d . 2mr» s ïm (Xdx -f- Ydy + Zds). (a) Maintenant, ti les points du système sont attirés ou repousses par des centres fiscs, et que ces forces soient des fonctions quelconques de la distante, la formule Xdx -f- Ydy -j- Zdx sera une différentielle exacte (n 168), pour chacun des mobiles en particulier. Si les points m, m', «", etc., sont, en outre, soumis à leurs actions mutuelles, dont les intensités soient aussi des fonctions de la distance, et qui satisfassent a la loi de la réaction , égale et contraire à l'action, la somme des quantités Xdx -fYdy + Zds et VoV + Vdy> + Z'ds', relatives à l'action mutuelle de m et m1, sera encore une différentielle exacte (n° 34fl) ; et de même pour toutes les autres parties de la somme S , prises deux à deux. Il suit doue de là que s'il n'y a dans le sysétranger, qui introduirait le temps t dans les expressions de X , Y, etc., ni aucune résistance d'nn milieu , pour laquelle ces expressions renfermeraient les vitesses des mobiles, et que les points «s, sa', m", etc., ne soient soumis qu'à lenrs actions mutuelles , et « des attractions ou répulsious émanant de centres fixes, o 2« (Xdx + Ydy + Zds; = d. (x, y, », x», etc.) ; • désignant une fonction donnée des coordonnées dent, m', m", etc. , qui dépendra des lois de ces forces en fonctions des distances. Alors , en intégrant l'équation (a) et désignant par C la constante arbitraire, nous aurons 2mp» = C + 2» (x, y, *, x', etc.). Pour éliminer C, soient A, etc., les vitesses initiales de m, m', m'', etc.; désignons para, 6, e, les coordonnées initiales de m, par o', b\ c\ celles de m', etc. ; on aura à l'origine du mouvement SmA» = C + 2» (a, A, e, sf, etc.) ; et en retranchant cette équation de la précédente, il en résultera, a un instant quelconque, tétne aucune force dirigée *ers un centre mobile - 2m*. = 3» (x, y, s, etc.) — 2» (a, b, c, a*) Les quantités Zmv» et 2mA« sont les sommes des forces vives de tous les points du système à cet instant et à l'origine du mouvement ; cette équation signifie donc que la différence de ces deux sommes ne dépend que des coordonnées des mobiles , à ces deux époques , et nullement de leurs liaisons ni des chemins qu'ils ont suivis pour passer de leurs positious initiales à celles qu'ils occupent au bout du temps t. C'est en cela que consiste la loi du mouvement, à laquelle on a donné le nom de principe dta foret vivtt. 666. On en déduit comme conséquences immédiates , la Que la somme des forces vives est constante , toutes les fois que les points du système ne sont soumis a aucune force motrice , et que leurs vitesses ne varient, en grandeur et en direction, qu'à raison de leurs liaisons mutuelles , ou de l'obligation où ils peuvent être de se mouvoir sur des surfaces ou sur des courbes fixes et données. 2° Que si tous les points du système occupent les mêmes positions à deux époques différentes, les sommes de leurs forces vives seront aussi les mêmes à ces deux époques. Les forces qui produisent le choc des corps de nature quelconque , étant les actions réciproques de leurs molécules (n» 564), il s'ensuit que l'équation (4) a lieu pendant toute la durée de ce phénomène. Or, dans le choc des corps doués d'une élasticité parfaite , on suppose que les mobiles reprennent exactement , après la percussion , la forme qu'ils avaient auparavant, et que tous leurs points reviennent à leurs positions primitives; si donc cela a lieu effectivement pour deux ou plusieurs corps de forme quelconque, lorsqu'ils mencent à se séparer après s'être choqués, la somme des forces vives de tous leurs points sera la même à cet instant , que dans le premier moment de la percussion, ou, autrement dit, il n'y aura aucune perte de force vive dans le système , ainsi que nous l'avons déjà vu (n° 361), dans le cas particulier de deux sphères homogènes , dont les centres se meuvent suivant une même droite. 667. Si l'on représente par R la force d'attraction ou de répulsion qui émane d'un centre fixe , et agit sur le point m, et qu'on appelle r la distance mutuelle de ces deux points, on aura (n« 168), . {Xdx + Ydy + Zdx) = ± Rdr; le signe supérieur ayant lieu dans le cas de la force répulsive, et le signe inférieur dans le cas de la force attractive, et R désignant une fonction donnée de r, que l'on regardera toujours comme une quantité positive. Par conséquent , ai la distance r est • à l'origine du mouvement , et m au bout do ,on aura ±*J" Rdr pour I de la force R, pendant le temps f, v *»»-.-»»<>, pour la partie du second membre de l'équation (»), qui répond à cette force. Lorsqu'elle sera répulsive, il y aura donc augmentation ou diminution de force vive, selon que la distance r aura augmenté ou diminué ; et le contraire aura lieu quand la force R sera attractive. D'après ce qu'on a vu dans le n« 346, il en fer* de même à l'égard des actions mutuelles des pointa du système; et, en effet, si l'on appelle, comas* Digitized by Goog o
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. dans le n» 6M, F l'action mutuelle de m et m', par exemple , et i la , on ntir.i 1 = T"'-"r, -v = T "' ~ * , «i = T ~ !g. r selon que la force F sera répulsive ou attractiTe ; à cause do p. = [x-*> + (y-y').+(.-»')., tdf = (#»-*) (ai* _*V) + (y-y) «r - *') + (— il en résultera donc m(Xd* + Ydy + Zds;, + as' (X'dr' + Y'dy' + Z'd*') = ± Fd>, pour la partie du second membre de I « juatiou (a), qui répond & la force F , et par conséquent , ■±1 2 J fdf pour la variation de la force vive du système qui produira cette force , pendant que la distance p passera de p = » à p =si. Le signe supérieur ayant lieu dans le cas d'un action répulsive, et la quantité F étant toujours positive , on voit qu'il y aura augmentation ou diminution de force ▼ive, selon que l'on aura « > • ou « < », c'est-kdire , selon que la distance p aura augmenté ou diminué : ou en conclut, par exemple, que l'action mutuelle des molécules d'un gai qui tend à augmenter leurs distances mutuelles, produit toujours une augmentation de force vive, dans le système dont ce fluide fait partie, lorsqu'il te dilate effectivement , et une diminution quand il te M (Xdx + Ydy + Zda) = NV et comme en différentiant complètement l'équation L= 0 , par rapport a t , i , y , > , on a dL dL dl d\. — — d*+ — dy+_ds dt d, dy dz 0, on voit que cette partie peut se réduire à dL — NV — dl. Pour «voir égard à la force N, dans dt le calcul de la force vive du système, il faudra donc ajouter le double de l'intégrale de cette quantité au second membre de l'équation , b) ; par conséquent , la variation de force vive , qui sera produite par la force N , pendant le temps t , aura pour valeur — 2 /'wV-di; l'intégrale J dt prise de manière qu'elle soit nulle, quand t=0. Cette variation pourra être positive ou négative, dense. Le signe inférieur aura lieu devant la quantité précédente, et la force F produira des effets inverses, lorsqu'elle sera attractive. On voit encore qu'un poids P appliqué à une machiue ou h un système quelconque de points matériels, y produira une augmentation de force vive, exprimée par le produit 2PA, en s'nbaissant d'une hauteur verticale h, et une diminution égale aussi k 2PA , en s'élevant de la même hauteur , quel que soit d'ailleurs le chemin, en ligne droite ou courbe, qu'il suivra dans ces deux cas. 568. Si le point m est assujetti k demeurer sur une surface mobile, et que L=0 soit l'équation de cette surface, L sera une fonction donnée de *, y, », t. En appelant N la résistance de cette surface , dirigée suivant une des deux parties de la normale, et en faisant, pour abréger il en résultera dl. dl. dl WX = NV_, «,Y = NV-, nZnKV-, d* dy d* pour les composantes de celle force inconnue N. La partie du second membre de l'équation (a) qui répond à cette force, sera donc dL dL . ds -j dy -|- — dt) ; dy ds t Ê ^dx dL selon le signe de — , dl et selon celui de V , qui dépendra du sens dans lequel la force K s'exercera. La grandeur de cette résistance N dépendant en partie de la force centrifugo du point m, pour la connaître et calculer en conséquence la valeur de l'intégrale précédente, il faudra que la vitesse du point m et sa trajectoire aient été préalablement déterminées; ce qui suppose le problème dont on s'occupe résolu en ce qui concerne le point m. La variation de force vive produite , par cette force inconnue , ne sera pas indépendante du chemin que ce point m aura suivi en allant d'une position k une autre ; le principe des forces vives, tel qu'on l'a énoncé plus haut, n'aura plus lieu ; et , en effet, sa démonstration suppose que l'équation L=0, ne contient pas le temps t explicitement. 669. Ce principe n'aura pas lieu non plus, quoique U surface J ! = 0 est l'équation soit imDigitized by Google
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    TRAITS DE MÉCANIQUE. mobile, brique Ton aura égard au frottement du point m contre celte surface; la variation de force vive produite par le frottement , dépendra de la pression, qui est égale et contraire à la force inconnue H ; on ne pourra donc pas calculer, à priori, la grandeur de celte variation; mais il est facile de prouver que l'effet du frottement sera toujours une diminution de force rite. En effet, à cause que le frottement est proportionnel à la pression , on pourra représenter celui du poiut m , contre la surface dont l'équation est L = 0, par fHt en désignant par f une fraction donnée qui sera une quantité positive , ainsi que l'inconnue N. De plus, la direction du frottement étant tangente à la trajectoire du mobile, et dirigé en sens contraire de sa vitesse, si Ton appelle t l'arc décrit par le point m pendant le temps t , lea composantes de la force fH , seront dx dy 4m dt dt dt parallèlement aux axes des x , y, x ; donc , à cause de dx* -f- dy* + dz* — dt* , le terme du second membre de l'équation (a) , qui provient de cette force, se réduira à —f^ds; et il en résultera, dans le second membre de l'équation [b\ un terme tjfM* , dans lequel on prendra l'intégrale de manière qu'elle s'évanouisse avec «, et qui exprimera évidemment une diminution de force vive. Ce résultat conviendra également au cas où un corps du système glissera sur l'autre : en prenant pour dt l'élément de la courbe décrite par leur point de contact en vertu de ce glissement , pour H la pression réciproque de ces deux corps, et pour fun coefficient dépendant de la nature de leur surface , la quantité — 2jfSdt exprimera encore la diminution de force vive due à ce frotteOn verra de même que la résistance d'un milieu force vive, qui dépendra de la vitesse des mobiles. Ainsi, les frottemens des parties d'un système, entre elles ou contre des obstacles fixes, et le* résistances du milieu que les mobiles traversent, diminuent continuellement la somme des forces vives de tous ces corps; et c'est de cette manière que ces forces finissent toujours par réduire au repos le système entier, s'il a été mis en mouvement, puis ensuite abandonné à lui-même, sans être soumise & d'autres forces motrices qui puissent reproduire incessamment les forces vives détruites par ces résistances. C'est ce que fait , par exemple, la force du ressort dans les pendules ordinaires : son action restitue au corps oscillant la force vive qu'il aurait perdue sans cela , à chaque retour à la verticale, et le fait ainsi remonter constamment à la même hauteur , malgré la résistance de l'air et les frottemens. Dans les horloges à poids, la force vive perdue est restituée au pendule par un poids , qui descend un Unt soit peu pendant chaque oscillation. 570. Si l'on représente par xx , yt , Si , Ici coordonnées du centre de gravité du système des points matériels m , m', m", etc., à un instant quelconque, et qu'on fasse # = + y = y, + y,, s = + x(, de sorte que y,, soient les coordonnées du point quelconque m, rapportées à ce centre comme origine, ou aura dst dy, 2b» — =0, 1m — = 0, dt dt — =0, dt et à v* = dx* + dy + dx* dt* il en résultera 2m -f- 2m ( 'dx* + dy* -f dy df •)• ou , ce qui est la même chose , Imv* = 2m + 2me(» , en désignant par c, la vitesse du centre de gravité et par t>, la vitesse du point m dans son mouvement autour de ce centre. Par conséquent, on aura la somme des forces vives absolues de tous les points du système, en ajoutant le produit du carré de la vitesse de leur centre de gravité et de la somme de leurs masses, à la somme des forces vives de tous ces mêmes points ditns leur mouvement relatif autour de ce centre. D'après ce théorème , si l'on appelle m la masse de l'un des corps célestes , U la somme des forces vives de tons ses points dans son mouvement de rotation autour de son centre de gravité , et qu'on dési^ p»r « la vitesse de ce centre dans l'espace, on aura U + mu' , pour la somme des force» vives absolues de m. En appliquant l'équation (6) au système solaire, on aura donc 2C + 2mu» =s D + 2# (*, y, *, *», etc.) ; les sommes 2 s'éteudant au soleil , aux planètes, aux satellites, et même aux comètes, si leurs masses étaient connues ; D étant une constante arbitraire dépendante des positions et des vitesses de tous ces corps à un instant donné ; et • désignant une fonction relative à leurs attractions mutuelles. En vertu du même théorème, on aussi 2fit«» = Vi 2m + 2w (■ dx* + dy* + aV» dt* )■ Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 381 ea désignant par V U vitesse du centre de gravité du système solaire dans l'espace, et par *•„ y„ s(, les coordonnées du centre de ligure de m, rapportées à ce centre de gravité comme origine. Par quent, l'équation des forces vives deviendra 2U + V» 2n + 2m ) = D + 2f(»,y,j,»\ etc.). W obtenir l'expression delà fonction #, obqu'ù raison de la forme a peu près sphérique des corps célestes, et de la petitesse de leurs dimensions par rapport aux distances qui les séparent, on peut les considérer comme des masses réunies a léurs centres de gravité (n° 842). Soient donc/" l'intensité de l'attraction universelle a l'unité de distance et rapportée à des masses prises pour unité, m et m' les masses de deux de ces corps, et f la distance de leurs centres de gravité ; leur „ fmm' attraction mutuelle sera , et le terme correspondant de la fonction e aura pour valeur _ Ù^L - d'où il résultera r mm' •{*, y, a, etc.) = — 2 , pour sa valeur complète , la somme 2 s'étendant à tous les corps célestes , pris deux à deux. Observons maintenant , pour simplifier l'équation (c), que si l'on ne tient pas compte de l'action des étoiles sur les corps du système solaire, le mouvement de son centre de gravité est rectiligne et uniforme , et la vitesse V , une quantité constante; de plus, abstraction faite des perturbations do mouvement de rotation de chacun des corps célestes, qui proviennent des attractions de tous les autres sur la partie non sphérique de celui que l'on considère, la quantité U est aussi consUnte pour chaque corps en particulier (n° 419) ; si donc on néglige la partie variable de 2U, et qu'on mette une autre constante C, à la place de D -2mU - X» 2« , l'équation (c) deviendra 2m C do Si Ton veut transporter l'origine des coordonnées au centre de figure du soleil , on désignera par g , A, fc, les coordonnées de ce point, dont l'origiue est au centre de gravité du système solaire ; par », y, s, les coordonnées du centre de m, rapportées à celui du soleil, de sorte qu'on ait pour les gine est au résultera du centre de m , dont l'onde gravité du système. Il en dg dx dh — 2m=2m— , — 2m = di dt dt et à cause de dy dk d, 2m—, — 2m = 2m-; dt dt dt 2m Çdx* + dy,' + dy ^ _ ïw Çix* + dy» + dx* ^ dg dx dh dg dk dm — 2 — 2m 2 — 2m a _ 2m — dt dt dt dt dt dt do' ■+ dh' + dk* dt* l'équation (d) se changera en celle-ci dg A 41 après l'élimination des quantités — , —, — . dt dt dt du soleil. On peut aussi les termes relatifs à cet astre, lesquels sont en appelant H la masse du soleil, et r,V, r", etc., les distances des centres de m, m', m", etc. , au centre de M. De cette manière l'équation des forces 40 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. vives, appliquée au système solaire , détiendra ♦(-Si— " 2/-M2 2 fi ; r t les sommes 2 ne s'étendant plus qu'aux planètes, aux satellites et aux comètes, s'il est possible; et l'origine de leurs coordonnées étant actuellement ou centre du soleil. Nous ferons remarquer, à cette occasion , que le moyen le plus direct de savoir si l'ensemble des actions des comètes exerce une influence sensible dans le système du monde, serait de calculer, à des époques éloignées Tune de l'autre, la valeur de la quantité C , déduite de cette équation , d'après les vitesses relatives, les distances mutuelles, et les masses des nutres corps célestes, à ces différentes époques : si l'on trouvait des valeurs de C sensiblement inégales, on pourrait attribuer leurs variations à l'action des comètes, en négligeant toujours l'action des étoiles, et en supposant qu'il n'y ait eu ni choc, ni explosion dans l'intervalle; car on verra bientôt que les changemens brusques de vitesse altèrent la somme des forces vives du système, et font changer, par conséquent, la valeur de la quantité C. 671. D'après ce qu'on a vu dans le n°547,la fonction designée par : dans l'équation (*), est un maximum nu un minimum pour les valeurs des coordonnées x , y, t , etc. , qui répondent à une position d'équilibre du système; il s'ensuit donc que la somme des forces vives de tous ses points cesse d'augmenter ou de diminuer, toutes les fois que le système, pendant son mouvement, passe dans une position où il demeurerait en équilibre, •i ses points n'avaient pas de vitesses acquises; et comme les maxima et les mimima de cette fonction du temps devront cire alternatifs, il eu résulte aussi que les positions d'équilibre par lesquelles le système passera, seront alternativement stalle* et non m tables ; celles-ci répondant au minima de la fonction e, et celles-là à ses maxima Toutefois, le caractère distim-tif des deux états d'équilibre a été seulement énoncé dans le n° 347 ; et il nous reste à prouver qu'en effet, lu stabilité de l'équilibre a lieu , quand la fonction e est un maximum ; ce que nous allons faire au moyen de l'équation (6). Pour cela supposons que a, 6, c, a', t\ c', etc., ■oient les coordonnées des points m , m', m", etc., dans un état d'équilibre du système; supposons aussi qu'on les écarte un tant soit peu de leurs positions, et qu'on leur imprime de très petites vii A, k", etc. ; au bout du temps t , soient + f>, y = 6 + V, s = c + r, * i etc. , les coordonnées des mêmes points; il s'agira de faire voir que les variables p, o, r, p', etc., demeureront toujours très petites , si la quantité • (o , 6 , c, c', etc.), est un maximum. En effet, je développe • [j , y, * , etc.), suivant les puissances et les produits de p, q, r, »V, etc. Par la propriété commune aux maxima et aux tninima, la somme des termes dépendans des premières puissances de ces variables sera toujours nulle, quel que soit le nombre des variables indépendantes que la question comporte. On démontre aussi , dans le calcul différentiel, que la somme des termes dépendans des carrés et des produits de p, q, r, p", etc., c'est-à-dire la somme des termes du second ordre par rapport à ces quantités, pourra se décomposer dans le cas du maximum, en plusieurs carres, pris o vec le signe — , et dont le nombre est celui des variables indépendantes. En désignant par R, le reste de la série comprenant les termes du troisième ordre et des ordres supérieurs, on aura donc • (*, y, js, etc.)= • (a, 6, c, a', etc.) _(,• +,". -f etc.) + R; s, etc., étant des fonctions linéaires dep, q, r, p', etc., qui seront toutes nulles en même temps que ces variables. La substitution de cette de • dans l'équation (a) donne ilmA- —(*» + **» + #"»+otc.)+R. Or, au commencement du mouvement, les variables p, o, r,p', etc., sont d'abord très petites; tant qu'il en est ainsi , les quantités s , #*, «*', etc., sont également très petites ; et, réciproquement, à des valeurs très petites de a, a*, a", etc., correspondent toujours de semblables valeurs dep, o,r, /A rte D'ailleurs, pour de telles valeurs, chaque terme du second ordre est plus grand , abstraction faite du signe, que R, qui ne renferme que des termes d'un ordre supérieur au second; par conséquent , tant que tous les carrés #• ,»'» , »"• , etc., sont encore très petits , chacun d'eux surpasse la valeur de R. Cela posé , nous sommes en droit de conclure que toutes les quantités », a1, a", etc., demeureront toujours très petites , et que chacune d'elles ne surpassera jamais Y \ 1k* ; car, ces quantités vai riant par degrés continus, cela ne pourrait arriver avant que la plus grande d'entre elles, qui sera t , par exemple, ne soit devenue égale à V ± 2A» ; et * cette valeur de « serait encore très petite , Digitized by Google
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    DYNAMIQUE, SECONDE PARTIE. 363 puisque toutes les quantités *, A', A", etc., sont très petites, par hypothèse, on aurait à la fois ea sa I 2*. , *'« > R, > B , etc. , i 2»r.=-(^. +.••• + etc.) +R; ce qui serait absurde , puisque ~ Saie» est essentiellement une quantité positive. Donc aussi les variables p, 9 , r, sr", etc. , resteront constamment très petites , et le système ne fera qu'osciller oulour de sa position d'équilibre , qui est alors un équilibre stable; ce qu'on se proposait de démontrer. Lorsque la quantité f (a , », e, a', etc.) est un minimum, la somme des termes du second ordre, dans le développement de • (* , y, s , etc.), est une quantité positive; l'équation des forces vives peut alors subsister, sans que les variables p, g, r, p\ etc. , soient toujours très petites ; mais cela ne suffit pas pour en conclure qu'elles cesseront, en effet, de 1 être au bout d'un certain temps, quelque petites qu'où les supposes l'origino du mouvement, ainsi que lea vitesses initiales A, À', A", etc.; et ce n'est qu'en déterminant, dans chaque problème, leurs valeurs en fonctions de t, qu'on pourra s'assurer qu'elles ne sont pas limitées. 672. Les vitesses initiales, dont les composantes rat été représentées par o, 4, c, o', 4', c», etc., dans le n» 639, et que les points m, m', m", etc., ont prises effectivement , quand le mouvement du système a commencé , satisfont nécessairement aux conditions données qui lient les mobiles entre eus et à d'autres points de l'espace ; et comme, par hypothèse, ces conditions sont exprimées par des équations, savoir, par les équations (8) du n*633, il s'ensuit que si l'on désigne par • un temps infiniment petit, et qu'on prenne ts = a*t iy — 4i, »M = Ci, *#' = •'», etc., les déplacemens des points m, m', m", etc., qui répondent à ces accroissemens de leurs coordonnées , et aussi les déplacemens contraires , satisferont aux conditions données, c'est-à-dire, aux équations (8), qui ont été déduites des équations (8) dans le n» 638. On pourra donc employer ces valeurs de *r, hf, etc., dans l'équation (6) du n° 638; en sorte qu'à l'origine du mouvement , et en supprimant le facteur » commun à tous les ternies, on aura cette équation Xns[(A-o)o+(B-*}4 + (C_c)c]=0, (•) entre les composantes A, B,C, A', etc., des vitesses que les points m , m', s»", etc. , prendraient s'ils éUient libres et isolés , et celles des vitesses qu'ils prennent réellement. Il est facile de vériGer cette équation dans le mouvement initial de rotation d'un corps solide autour d'un point fixe. En effet, changeons m en dm et 2 en /. et faisons s /(a» 4. |a + e» ) des = A, de sorte que A représente la somme des forces vives de tous les points du corps. L'équation précédente deviendra /(Ao + II + Ce) dm = A. [f) D'ailleurs, on aura (n° 408) ° = 9»,-ry„ 6 = r*(-ps„ c = *„ y,, étant les trois coordonnées de dm, rapportées aux axes principaux du corps qui se coupent au point fixe, et p, q, r, désignant les composantes de la vitesse de rotation autour de ces mêmes axes. De plus , en appelant A le moment principal , relatif au point fixe, des quantités de mouvement imprimées à tous les points du corps, et *, C, y, les angles que l'axe de ce moment fait avec les axes de S (B*, — Ay() dm = A cos y, 8 (As, — CjcJ dm ~ k cos C, S (Cy, — Bs,) dm = A cos •; car il est évident que les premiers membres de ces équations sont les momens, par rapport aux axes des *„ y„ m„ des quantités de mouvement dont A est le moment principal; en sorte que les valeurs de ces intégrales doivent se déduire do la valeur de A, en la multipliant par cos y, cos C, cos » (n° 881). Or, si l'on substitue les valeurs de a, 4, c, dans l'équation (/"), et qu'on ait égard à ces dernières équations, il vient A (p cos • -f q COS C -f r < os y) = h ; donc , en désignant par « la composante de la vitesse angulaire de rotation autour de l'axe du muni en t principal, de sorte qu'on ait « = p cos ■ -f. q cos C -f. r cos y , il en résultera Itssài ce qui s'accorde avec lethéorèmo du nQ 419, d'après lequel cette composante de la vitesse de rotation est égale à la somme des forces vives , divisée par le moment principal des quantités du mouvement. 673. Maintenant, s'il survient pendant le mouvement un changement brusque dans les vitesses des mobiles, on pourra prendre pour te, h/, etc., dans l'équation (6) dun»k636, les déplacemens infiniment petits de tous les points du système , qui ont effectivement lieu à une époque quelconque de ce changement, pourvu qu'à cet instant, comme on l'a expliqué dans le numéro suivant, les points par lesquels les parties du système sont en contact, aient une même vitesse , pour les deux parties adDigitized by Google
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    364 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Cela étant, il y aura examiner. 1° Si le changement brusque est produit par la rencontre de deux ou plusieurs corps du système, ou par le choc de ces mobiles contre des obstacles fixes, la condition dont il s'agit sera remplie à l'instant de la plus grande compression (n° 489). En supposant donc que les composantes a, 6, c.o1, etc., des vitesses des mobiles se rapportent à cet instant, et A, B, C, A', etc., au commencement du choc, on pourra prendre, comme dans le numéro précédent, lx — ai, Jy = oi, H— et, i*'=a'i, etc.; et l'équation (•) aura lieu eutre les composantes des vitesses à ces deux époques, qui seront celles du commencement et de la fin du choc, lorsque les mobiles n'auront aucune élasticité. Or,'cetle équation (#) donne 2«(Aa + M + Ce) = 2*. (•• + ».+ C ); et comme on a identiquement Sa.[(A-o).+(B_A). + (C-c).] = 2a. (A. + B» + C«) + 2m (a* + *• + c«) -22m(Aa+B6 + Cc), il en résulte 2s» (A- + B» 4- C«) —2m (a» + &>+*•) = 2[(A-.).+ (B-*). + ^C-.;.]} en sorte que l'excès de la somme des forces Tires de tous les points du système avant le choc , sur la tomme des forces Tires après le choc, est une certaine somme de forces rives , et , conséquemment, une quantité positire. Par conséquent, dans les changemens brusques de ritesse, prorenant do choc des corps dénués d'élasticité , entra eux ou contre des obstacles fixes, il y a toujours perte de force rire, ainsi que nons Tarons déjà ru, dans le choc de deux corps sphériques et homogènes , dont les centres se meurent sur une même droite (u» 3fll). 2° Lorsque le changement brusque sera produit par des explosions intérieures qui briseront un ou plusieurs corps du système, ce sont les composantes A, B, C, A', etc., des ritesses au commencement du phénomène, et non pas les composantes a, 6, c, a', etc., des ritesses finales, qui satisferont à la condition du u" 537*, en sorte que, dans ce cas, on ne pourra plus employer les râleurs précédentes de ht, iy, etc., dans l'équation (fi) du n» 636. Hais en désignant toujours par » un temps infiniment petit, on pourra prendre lx = Ai, fy=Bi, is — C*, J*'=A'i, etc.; ce qui changera l'équation (fi) en celle-ci : 2m [(A — a) A + (B-6)B + (C — c) C] = 0; d'où l'on déduit 2m { a' -f 4» -f c» ) — 1 ( A» + B» + C> ) = 2" [«-A}. + (6-B). + (c_C).]; ce qui montre que la somme des forces rires de tous les points des parties des mobiles, après l'explosion, est toujours plus grande que la somme de leurs forces rires arant l'explosion. Il est évident, en effet, que si les mobiles sont en repos arant la séparation de leurs parties, cette séparation sera toujours suirie d'une augmentation de force rire ; mais, en rertu du théorème qu'on rient d'énoncer quels que soient les mouvemens de translation et de rotation d'un corps, le changement brusque produit par une explosion intérieure, donnera toujours lieu a une augmentation de force rire, et non pas à une diminution , comme dans le cas d'une rencontre de corps dénués d'élasticité. Sans qu'il soit nécessaire de rien ajouter à ce que nous avons dit, dans le n» 470, sur le choc des corps élastiques, on voit que la première partie de ce phénomène, depuis le commencement jusqu'à l'instant de la plus grande compression, peut être assimilée au premier des deux cas précédens, et la seconde partie, depuis cet instant jusqu'à la séparation des mobiles, au second de ces deux cas : il y a donc perte de force vive pendant la première partie , et accroissement pendant la seconde. De plus, si les mobiles sont parfaitement élastiques, de sorte qu'ils reprennent, en se séparant, la i forme qu'ils avaient avant le cl. oc, et que les parties du phénomène soient exactement bles, l'augmentation de force vive, pendant la seconde partie, sera égale à la diminution qui aura eu lieu pendant la première; par conséquent, la somme des forces vives du système sera la même avant et après le choc, conformément à ce qu'on a vu dans le n° 666. Cela suppose , toutefois , qu'on fosse abstraction de la perte de force rire, qui aura toujours lieu (n« 669), s'il y a i ment des corps l'un contre l'autre | de leur contact. 674. le principe de la moindre action, qu'il nous reste à considérer, consiste en ce que, dans le mouvement d'un système de corps pour lequel le principe des forces vives a lieu, si l'on fait le produit de la vitesse de chaque point matériel du système, de sa masse et de l'élément de sa trajectoire; que l'on prenne la somme des produits semblables pour tous les mobiles; et qu'on intègre cette somme, depuis une position donnée du système jusqu'à une autre position aussi donnée, la valeur de cette intégrale sera généralement un minimum. Ce théorème est une extension de celui du n» 160, et se démontre de la même manière; c'est pourquoi nous en supprimerons la démonstration, pour abréger. Si l'on appelle al* l'élément de la trajectoire de m, dont la ritesse est r, ce sera l'intégrale de Imvdt qui aura , en général , une râleur tninima ; mais dans quelque* cas, comme dans celui du mouvement d'un point matériel sur une surface fermée, le minimum pourra être remplacé par le maximum s et ce que l'on démontre seulement , c'est que la variation infiniment petite de / 2mr

  

  
    Page 391
    

  
  
    DTISABIQUE , SECONDE PARTfE. "C5 A cause de cb = rdt, l'intégrale dont il s'agit est la même chose que f\dt, en faisant V = 2m»« . Le principe de la moindre action revient donc à dire que l'intégrale du produit de la force vive du tystémo et de l'élément du temps, est généralement un minimum ; en sorte que, dans la nature, un système de corps est transporté d'une position dans une autre , en dépensant la moindre quantité possible de force vite. Lorsque les mobiles ne sont soumis à aucune force motrice , la quantité V est constante (n° 696), et c'est le temps du trajet qui Si l'on compare le principe de la moindre action aux principes des forces vives , de la conservation du mouvement du centro de gravité, et de la conservation des aires, on voit que le premier n'est qu'une règle pour former les équations différentielles du mouvement, maintenant inutile, puisqu'on obtient ces équations d'une manière plus directe et plus générale, au moyen de la formule (1) du n° 632; tandis que les autres principes, outre qu'ils renferment des propriétés importantes du mouvement, ont encore l'avantage de fournir des intégrales de ces équations différentielles, qui sont les seules que l'on connaisse dans la plupart des problèmes. Le principe de la conservation du mouvement du centre de gravité fournit trois iutégrales en quantités finies, savoir : 2ms- = alm -f> A< , 2my = 62as + II, 2ms s c2m + C/; a, 6, c, A, B, C, étant les sis constantes arbitraires, dont les trois premières représentent les coordonnées du centre de gravité du système à l'origine du mouvement, et les trois autres sont les sommes des quantités de mouvement imprimées, à cette époque, à tous les points du système, parallèlement aux aies des coordonnées. Les intégrales qui résultent du principe de la conservation des aires sont trois intégrales premières, savoir : 2m (rdtf — ydx) = cdl , 2m (ad* — sda) = e'dt, 2m (yds - Of) = c"*; c, c', c", étant les trois constantes arbitraires qui expriment les momens des quantités de mouvement initiales de tous les points du système, psr rapport aui aies des s, y, x, ou le double des aires décrites dans l'unité de temps, autour de ces mêmes aies. Enfin , le principe des forces vives ne fournit qu'une seule intégrale, qui est l'équation b) du n° 666, et qu'on peut écrire ainsi : iï.(îl±*±±.) = D + ,(,,,,,,,,„,)i Digitized by Google
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    LIVRE CINQUIEME. HYDROSTATIQUE. CHAPITRE PREMIER. NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 675. V Hydrostatique est la partie de la Statique qui traite de l'équilibre des fluides. On y considère un fluide comme un amas de points matériels qui cèdent au moindre effort que l'on fait pour les séparer les uns des autres. Les fluides que la nature nous présente approchent plus ou moins de cet état de fluidité parfaite : l'adhérence qui existe entre les molécules de plusieurs de cea substances , et qui produit ce qu'on oppelle leur vis cositè, s'oppose à la séparation de leur* parties \ mais, dans ta théorie que nous allons exposer, nous ne nous occuperons que des fluides parfaits; et, si l'on excepte quelques liquides où la viscosité est très considérable, les lois de l'équilibre auxquelles nous parviendrons s'appliqueront , sans erreur sensible , k tous les autres fluides. Ces substances , comme les corps solides , sont composés de molécules disjointes, et séparées par des espaces vides; mais ai l'on divise un fluide en parties d'une étendue insensible, dont chacune renferme, néanmoins, un nombre immense de molécules, on pourra admettre que les conditions d'équilibre de chaque partie sont les mêmes que si elle était infiniment petite, qu'elle conservât toujours sa fluidité, et qu'elle eût pour densité celle du corps, telle qu'on l'a définie dans le n° 98. Cela revient à considérer un fluide comme une masse continue , dont la densité est constante , ou variable par degrés insensibles. 576. On distingue deux sortes de fluides, savoir : les liquide» et les fluide* airif ormes. On appelle aussi les liquides des fluides incompreeeiblee; mais , dana la réalité, ce sont des substances qui ne se compriment sensiblement que sous «les pressions extrêmement grandes. Si, par exemple, un cylindre vertical est rempli d'eau jusqu'à une certaine hauteur ; que cette eau n'éprouve d'abord aucune pression à sa partie supérieure, et qu'elle soit ensuite chargée d'un poids équivalent à la pression atmosphérique , l'observation ■ fait voir que la hauteur primitive de l'eau diminue seulement de 46 millionièmes , en supposant que le cylindre conserve son diamètre, et que ses parois ne cèdent pas à la pression qui leur est transmise par le liquide. En augmentant la charge du liquide, et la portant à plusieurs centaines de pressions atmosphériques, l'expérience a donné une condensation de l'eau croissante dans le même rapport que cette charge. Le mercure est encore moins compressible que l'eau ; et , quelque effort que l'on ait fait, on n'est pas parvenu k diminuer son volume d'une manière appréciable. Les fluides aériformes , comprenant l'air atmosphérique et les différens gaz, sont compressibles et doués d'une parfaite élasticité ; en sorte qu'ils peuvent changer, à la fois , de forme et de volume par la compression, et revenir exactement à leur forme primitive dès que cette compression a cessé. On les nomme aussi, pour celte raison, des fluides élastiques. Les vapeurs sont également des fluides élastiques ; mais , pour une température donnée, un esDigitized by Google I
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    HYDROSTATIQUE. 307 pacc aussi donné ne peut contenir qu'une quantité déterminée de vapeur; de manière que si la vapeur a atteint cette limite , et qu'on diminue an tant soit peu, soit l'espace, soit la température, une portion de Tapeur se liquéfie. L'expérience a prouvé que ce maximum do vapeur est le même , à température égale, dans un espace vide d'air et dans uu espace rempli d'air plus ou moins dilaté ou comprimé. La densité de la vapeur est, en général, peu considérable , relativement à celle du liquide dont elle provient ; mais, quand un liquide est con* tenu dans un vase fermé, dont il occupe, par exemple, le tiers ou la moitié; et qu'on élève sa température à un très haut degré, le liquide tout entier, après s'être dilaté, se réduit subitement en une vapeur transparente dont la densité est le tiers ou la moitié de la densité primitive de ce même liquide. L'air et les gai sont appelés des fluides permanens, par opposition aux vapeurs; mais il y a lieu de croire qu'ils peuvent être liquéfiés par une très grande compression ou par un très prand refroidissement; et c'est, en effet, ce que l'on a vérifié à l'égard de plusieurs d'entre eux. 577. La propriété caractéristique des fluides, qui les distingue essentiellement des rorps solides et qui servira de base à la théorie de leur équilibre , est la faculté qu'ils ont de transmettre également, en tous sens, les pressions exercées à leurs surfaces. Dans mon Mémoire sur les Équations générale» de l'équilibre et du mouvement des corps élastiques et dss fluides *, j'ai fait voir comment celte propriété provient d'une disposition respective des molécules du fluide, à laquelle il revient très rapidement quand il a été comprimé ou dilaté; et comment la résultante des attractions et répulsions moléculaires, qui produit les pressions intérieures, peut varier dans uu très grand rapport , pour les très petites variations de distance des molécules, qui ont lieu dans les liquides. Mais, dans cet ouvrage, on regardera la propriété dont il s'agit comme une donnée de l'expérience, admise par tous les physiciens et les géomètres qui se sont occupés de l'Hydrostatique , et dont l'exactitude ne peut laisser aucun doute. Cest ainsi qu'en traitent de l'équilibre de la lame élastique (n° 306), nous sommes partis d'un principe secondaire, au lieu de remonter aux actions moléculaires dont il dérive. 078. Pour nous former une idée précise du principe de l'égalité de pression en tous sens , considérons d'abord les fluides incompressible. Supposons qu'un vase prismatique, droit et posé sur un plan horizontal, dontABCD(fig. 118) représente une section verticale, soit rempli jusqu'en EF d'un liquide, tel que l'eau, par exemple; supposons aussi que l'on recouvre cette eau d'un piston horixonlul qui ferme le vase exactement. Pour simplifier la question, faisons abstraction de la pesanteur • * l ÉttU Pk^SSSltajM . *>• Mbirr. de l'eau, de sorte que ce fluide n'exerce , par luimême, aucune pression sur les parois du vase; enfin, posons sur le piston un poids donné P, comprenant le poids même du piston. Il est évident que la base horitontale du prisme sera pressée de la même manière que si le poids P était posé immédiatement sur cette base, et qu'il fût distribué uniformément sur toute son étendue. Tous ses points éprouveront des pressions verticales égales entre elles ; la pression qui en résultera, pour une portion quelconque « de cette base, sera proportionnelle à • : elle équivaudra à une force verticale, appliqué* nu centre P* de gravité de l'aire *, et exprimée par — , en désia gna.nl par a l'aire de la base entière du prisme, qui est aussi celle de la base du piston en contact avec le liquide. Or, le principe de l'égalité de pression en tous sens , consiste en ce que la pression que le poids P exerce à la partie supérieure de Peau, se transmet, par l'intermédiaire du fluide, non seulement sur la base du vase, mais encore sur ses faces latérales : tous les points du vase sont également pressés dans des directions perpendiculaires aux parois; et une aire *, prise sur une des faces latérales du prisme, éprouve la même pression P. — , que si elle faisait partie de sa base horiiontale. a Généralement, supposons que le vase ait la forme d'un polyèdre quelconque, dont la figure 1 19 représente une section. Ce vase étant fermé de toutes parts, et fixement attaché, concevons qu'il soit rempli exactement d'un liquide sans pesanteur. Si l'on enlève une face de ce vase, et qu'on la remplace par un piston, auquel on applique une force donnée P, perpendiculaire à la surface du liquide adjacent, le vase et le fluide demeureront en repos, et, d'après le principe que nous expliquons, lu pression que la force P exerce sur la surface adjacente, se transmettra, par l'intermédiaire du liquide, sur toutes les faces du polyèdre. Tous les points du vase, en y comprenant les points de la base du piston, seront également pressés de dedans en dehors, suivant les directions perpendiculaires aux parois; et, relativement & une aire *, prise sur une do ces parois, ou sur la surface du piston, la pression sera une force perpendiculaire ù son plan, appliquée à P» son centre de gravité, et égale à — ;a étant Paire a entière de la base du piston, en contact avec le liquide. Cette pression transmise s'exerce de la même manière dans l'intérieur du liquide; et si l'on y considère une portion du liquide terminée par des faces planes, ou un polyèdre solide qui y soit plongé, chaque partie • de Pune des faces éprouvera aussi, de dehors en dedans, la pression norP» rualc égale à — . a
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    368 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. On étend, sans difficulté, ces résultats au cas où la surface pressée n'est plus supposée plane; il suffit alors de la décomposer en élémens infiniment petits, que l'en regardera comme les faces planes d'un polvèdrc infinitésimal ; et si Ton désigne par ■ Fa l'aire d'un de ces élémens, on aura — pour la pres• sion normale qu'il éprouve; a étant toujours l'aire du piston, et P la force perpendiculaire qui y est appliquée. En désignant par/» la pression constante qu'éprouverait une aire plane égale à l'unité, on P aura — = p , et les produits p» et p* exprimeront a les pressions sur l'élément « et sur Taire plane égale à a. Si le liquide a un certain degré de viscosité , la propriété de presser également en tous sens a encore lieu ; seulement, il ui rive que la pression ne se transmet pas latéralement avec la même rapidité que suivant la direction même de la force P; mais, après un temps convenable, la pression latérale devient égale à la pression directe; et c'est ù cet instant que l'on considère l'équilibre du liquide. 679. Quand le liquide contenu dans un vase est pesant, il transmet les pressions que Ton exerce h sa surface , de la même manière que quand il est dénué de pesanteur; mais il exerce en outre, sur les parois du vase, une pression due à son poids et variuble d'un point à un autre : il en est de même à l'égard d'un liquide dont les points sont sollicités par la pesanteur et pat d'autres forces données, et qui demeure en équilibre dans un vase. Si les parois du vase sont nécessaires à l'équilibre , en sorte qu'on n'y puisse pas faire une ouverture sans que le liquide ne s'échappe aussitôt, il en faudra conclure que les parois éprouvent, en chaque point, une pression particulière, dirigée de dedans en dehors, suivant une normale à la surface du vase ; car ce n'est que suivant celte direction qu'une surface peut empêcher de se mouvoir un point matériel en contact avec elle, et détruire, par sa résistance , la force motrice de ce mobile. La même chose u lieu dans l'intérieur du liquide, comme on l'a dit dans le numéro précédent, soit sur des portions du liquide même, soit sur des corps qui y sont plongés. La pression en un point quelconque est une quantité inconnue, que nous déterminerons dans la suite, et qui dépendra delà position de ce point et des forces motrices appliquées au fluide. Comme elle change, en général, d'un point à un autre , on ne peut la supposer rigoureusement constante que dans une étendue infiniment petite; or, pour mesurer la pression exercée sur un élément détermiuéd'une surface, on conçoit une aire plane, que l'on prend pour unité, et qui éprouve , dans toute son étendue, la même pression que cet élément : p étant la pression totale que cette aire supporte, et k l'étendue infiniment petite de cet élément, le produit pm sera la pression correspondante à cet élément, et normale à la surface dont il fait partie. Le coefficient p sera une fonction des coordonnées de ce même élément, que nous appellerons la pression rapportée à t vniti de sur/ ace. Cela posé, si l'on enlève une portion plane de la sarface du vase, qu'on la remplace par un piston de même étendue, et qu'on applique à ce piston une force égale et contraire a celle que cette portion do vase éprouvait , il est évident que l'équilibre subsistera comme auparavant. Déplus, si le vase est fermé de toutes parts, partout en contact avec le liquide, et fixement attaché, l'équilibre ne sera pas nou plus troublé en ajoutant à cette première force une autre force quelconque P ; car les forces appliquées aux points du fluide étant en équilibre, tout doit se passer, relativement à cette force P, comme si ces forces n'existaient pas, et de même que dan» le numéro précédent. Par conséquent, la pression exercée par cette force P, sur la surface du liquide en contact avec le piston , sera transmise également en tous sens, par l'intermédiaire du fluide, et la pression p, rapportée à l'unité de surface, se trouvera augmentée , en chaque point, P d'une quantité constante et égale à — ; a étant a toujours l'aire du piston, en contact avec le liquide. Il est important de distinguer, comme nous le faisons ici , les deux sortes de pressions qui sont exercées sur les parois d'un vase contenant un liquide en équilibre, ou que supportent les parties mêmes de ce fluide : l'une de ces pressions, qui varie d'un point a un autre, est due au poids et aux autres forces motrices de la masse fluide ; l'autre , qui est partout la même, provient des forces appliquées à sa surface , et transmises par son intermédiaire. Ces deux pressions s'ajoutent en chaque point, pour former la pression totale. 680. D'après la propriété de transmettre également en tous sens les pressions exercées sur sa surface, un fluide incompressible, contenu dans un vase fixement attaché, doit être regardé comme une véritable machine; car une machine ait, en général, un appareil au moyen duquel une force agit sur des points qui sont hors de sa direction, et exerce sur ces points des efforts plus grands ou plus petits que si elle y était immédiatement appliquée, ce qui est le cas de la force P, que nous avous considérée dans les numéros precedens. Le principe des vitesses virtuelles s'observe dans l'équilibre de cette machine, comme dans celui de toutes les autres machines connues. Pour le prouver, considérons un vase immobile et de forme quelconque ( fig. 120) , qui ait un nombre quelconque d'ouvertures ; à chacune de ces ouvertures, appliquons un cylindre qui se prolonge indéfiniment on dehors du vase; emplissons ce vase d un liquide, tel que l'eau, dont nous ne considérerons pas la pe �
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    HYDROSTATIQUE. santcur; supposons que l'eau s'étende dons tout les cylindres, jusqu'à une certaine distance de leurs orifices, et qu'elle y soit terminée par des surfaces planes , perpendiculaires aux longueurs des cylindres; enfin, posons sur ces surfaces EF, E'F', E"F" , etc. , des pistons qui les recouvrent exactement , et qui puissent , néanmoins , glisser sans frottement le long des cylindres. Soient 0,0', a" , etc. , les bases de ces pistons, qui sont aussi celles des cylindres; appliquons à ces corps des forces P, P', P", etc., perpendiculaires à leurs bases, et dirigées de dehors en dedans; et supposons que ces forces données, qui agiront l'une sur l'autre par l'intermédiaire de l'eau, se fassent équilibre. Dans cet état, la pression rapportée à l'unité de surface doit être la même sur toutes les parois du rase , en y comprenant les bases des pistons (d° 678). Si donc on la représente par p, on aura pa, ji'a. y a,etc, pour les pressions totales que supportent de dedans en dehors les bases des pistons. Pour l'équilibre, ces pressions doivent être respectivement égales aux forces P, P', P", etc. ; par conséquent, on aura P = ep, r = ->, P" = «>, etc. (a) L'une de ces équations servira à déterminer la valeur de p ; et en la substituant dans toutes les autres, on aura les équations d'équilibre du système, qui seront en nosabre égal à celui des pistons moins un. Maintenant, imaginons, conformément à l'énoncé du principe des vitesses virtuelles, que l'on déplace les parties du système, de manière que les pistons répondent actuellement aux sections CD, CD', CD ", etc. , des cylindres. Une partie de ces corps aura avancé, et l'autre partie aura reculé ; je représenterai leurs déplacctuens par A, h', h", etc. ; et je considérerai ces quantités comme positives ou comme négatives , selon que les pistons auront avancé ou reculé. Ainsi, dans la figure, la distance h comprise entre les sections EF et CD, est positive, et la distance *' comprise entre les sections E'F' et CD', est négative. Les volumes d'eau qui sortent des cylindres pour entrer dans le vase, répondent aux valeurs positives de h , V, a", etc. , et ceux qui sortent du vase pour entrer dans les cylindres, à leurs valeurs négatives ; les uns et les autres seront exprimés par les produits ah , a'V, o''A", etc. , abstraction faite des signes. Par conséquent, l'eau étant considérée comme incompressible, 
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    370 TRAITÉ DE MECANIQUE. A étant un coefficient qui ne dépend plus que de la matière et de la température du fluide. Lorsqu'on aura égard à la pesanteur du fluide , ou plus généralement, lorsque ses molécules seront sollicitées par des forces données, la pression p variera d'un point à un autre du vase, suivant une loi dépendante de ces forces , et qu'on déterCHAPITRE n. ÉQUATIONS GÉNÉRALES DB I. EQUILIBRE DES FLUIDES. 682. Pour traiter la question de la manière la plus générale , considérons une masse fluide ABCD (6g. homogène ou hétérogène , compressible ou incompressible, dont tous les points matériels sont sollicités pair des forces données, et proposons-nous d'eiprimer par des équations les conditions de son équilibre. Soient x , y, z, les coordonnées d'un point quelconque H de cette masse , parallèles aux axes rectangulaires 0*, Oy , Os; nous supposerons, pour : fixer les idées , le plan des s et y horisontal , l'axe < Os dirigé dans le sens de la pesanteur , et la masse ABCD comprise au-dessous du plan des* et y, l'angle trièdre des trois plans des coordonnées Partageons la masse fluide en parties que traiterons comme des éléroens infiniment petits, d'après ce qu'on a dit précédemment (n» 676) j supposons ces éléaiens compris entre des plans infiniment rapprochés l'un de l'autre, et parallèles a ceux des coordonnées ; de sorte que ces élémens soient des porallélipipèdes rectangles, dont les côtés sdjacens seront parallèles aux axes et égaux aux différentiel les des coordonnées : les deux bases horitontales de celui qui répond au point quelconque M, et qui est représenté dans la figure, seront égales à dxdy ; il aura dz pour sa hauteur verticale MX', et drdydz pour son volume. En appelant f , la densité du fluide en ce point M, telle qu'elle a été définie daus le n» 98, et désignant par dm l'élément différentiel de la masse correspondant I ce le facteur r sera une quantité constante dans les liquides homogènes , abstraction faite des petites compressions qu'ils éprouveront et qui pourront être inégales en des points différens; f sera une fonction connue ou inconnue des coordonnées x, y, s, dans les liquides hétérogènes, et dans les fluides élastiques qui ne seront pas partout égalcSoient aussi Xdm , Y dm , Idm , les composantes parallèles aux axes des se, y, s, de la force motrice donnée qui agit sur l'élément dm , de sorte que X , Y , Z , soient les composantes de cette force rapportée à l'unité de masse , ou de la force accélératrice relative ao point M. Chacune de ces trois quantités sera une fonction de sr, y , s, dont on regardera les valeurs comme positives ou comme négatives , selon que la force qu'elle représente tendra à augmenter ou à diminuer la coordonnée à laquelle elle est parallèle. L'élément dm sera, en outre , pressé de dehors en dedans sur ses six faces, par le fluide environnant ; et, pour qu'il demeure équilibre aux forces intérieures Xdss, Tafe, Cela étant, désignons par pdsdy, la pression verticale qui s'exerce sur la base supérieure dsdy, dans le sens de la pesanteur , de manière que p exprime la pression rapportée a l'unité de surface , qui répond à cette base infiniment petite (n° 678). Cette quantité p sera une fonction inconnue des r, y, b ; au point M', dont les coordondp x , y , z + dz , elle deviendra p ^ dm , oui et elle exprimera la pression verticale, rapportée à l'unité de surface et relative à la base inférieure de dm. Cette seconde base éprouvera donc, dans le sens de la pesanteur, une pression égale à Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 371 dx dy ; la résistance du fluide lequel l'élément dm est «ppuyé, sera une force égale et contraire à cette pression ; en sorte que cet élément sera poussé verticalement par les deux forcet contraires pdx dy et dp_ ou par une force égale a leur différence — dsdydx dx et dirigée du bas en haut. Or, pour que cet élément dm ne s'élève ni ne s'abaisse , il faudra que celte force soit égale à la composante verticale 1dm de la force motrice , qui agit dans le sens opposé ; par i d'abord — dsdyd» = 1dm. dx — dsdyd» = Y dm , dy dr dx dy dz = Xdm , qui seront nécessaires pour que l'élément dm ne se meuve ni dans le sens des y, ni dans le sens des a, et dans lesquelles q et r représentent les pressions rapportées à l'unité de surface , qui répondent aux faces de dm , parallèles aux plans des «et a et des y et i , et les plus voisines de ces plans. En substituant dons ces trois équations , la valeur précédente de im, et supprimant lo facteur dx dy ds, elles deviennent dp dq dr M si les élémens dans lesquels nous avons partagé la masse ABCD, étaient solides , de sorte que cette masse fût un assemblage de parallélipipèdes rectangles, solides et juxtaposés , il n'y aurait aucune relation nécessaire entre les pressions que chacun de ces paraitélipipèdes éprouverait sur ses faces non parallèles ; l'élément dm pourrait, par exemple, éprouver une pression quelconque sur ses bases horizontales , et n'en éprouver aucune sur ses faces verticales; mais cet élément infiniment petit devant être considéré comme fluide, aussi bien que toutes Tes parties de la masse totale , qui auraient une grandeur finie (n° A7S), il suit de la propriété fondamentale des fluides, que les trois quantités P , q, r, doivent être égales entre elles, ou du moins, qu'il ne peut exister entre elles qu'une différence infiniment petite, négligeable dans les équations (1). En effet , la pression que le fluide environnant exerce sur chacune des faces du parallélipipede d* dy di , se transmet sur les autres faoes , par l'intermédiaire du fluide, dont l'élément dm tst composé ; cette transmission se fait de la manière que l'on a expliquée précédemment , et d'où il résulte qu'ayant appelé pdx dy la pression qui a lien de dehors en dedans, sur la base horizontale supérieure, il faudra représenter, en même temps , par pdx ds et pdy ds , les pressions transmises sur les faces latérales , et qui s'exerceront de dedans en dehors; de plus, a ces pressions transmises , il faudra ajouter celles qui résultent de la force motrice du fluide dm ; par conséquent , si l'on appelle y la pression due à cette force , et exercée, par exemple, sur la face dy ds, la plus voisine du plan des y et s , on aura pdy dz + y pour la pression totale, qui a lieu de dedans en dehors, ou de droite à gauche , sur cette même face. D'un autre côté , la pression provenant du fluide environnant , et exercée de dehors en dedans , ou de ganche à droite, sur cette face dy ds , a été représentée par rdy da ; cette force est la résistance que le fluide environnant oppose à la pression intérieure pdy dx y ; par conséquent il faut qu'on ait Or, rdy da = pdy d* + y. valeur de y soit i nous sommes certains, néanmoins , que cette quantité ne peut être qu'un infiniment petit du troisième ordre, comme la force motrice de dm , dont elle provient; en négligeant donc y par rapport i pdy da, nous aurons r = p ; et l'on prouvera de même que l'on doit aussi avoir q—pLa conclusion serait encore la même, si l'élément dm , au lieu d'être un parallélipipède rectangle, était un polyèdre quelconque dont toutes les dimensions fussent toujours infiniment petites; et l'on démontrerait de la même manière, que la pression extérieure exercée normalement sur toutes ses, faces par le fluide environnant , est proportionnelle à leurs aires respectives , et indépendante de. la force motrice du polyèdre. Il s'ensuit donc que tous les élémens de surface qui passent parle point H, éprouvent une même pression rapportée à l'unité de surface , et que si » est l'aire de l'un d'entre eux, la pression normale qu'il supporte, sur l'un ou l'autre de ses deux côtés , est égale à P» , quelle que soit la direction du plan auquel il appartient. D'après la condition r = g = p,les M dp dp dx et elles sont maintenant les équations générales de l'Hydrostatique, qu'il s'agissait de trouver. 884. Les conditions d'équilibre qu'elles expriment se réduisent , dans chaque cas particulier , à ce qu'on puisse trouver pour p une fonction de *, y, a, qui satisfasse en même temps à ces trois Or , si on les ajoute après 1 Digitized by Google
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    373 TRAITÉ DE MECANIQUE. tipliéespard*, dy,ds, il vient dp = f (Xd* + Ydy + Zds); (8) il faudra donc , pour que la valeur de p toit possible , que le produit de p et de la formule Xd* + Ydy + Ui , soit une différentielle eiacte d'une fonction de trois variables indépendantes m , y , ». Réciproquement , quand cette condition sera remplie , on prendra pour p l'intégrale de ce produit , et Ton satisfera de cette manière aux équations (2). En mettant dans cette valeur dep , a la place de s , y , M , le» coordonnées d'un point quelconque de la surface de ABCD , on aura la pression qui aura lieu en ce point sur la paroi du vase dans lequel cette masse fluide sera contenue; pression qui sera toujours détruite , pourvu que cette paroi •oit fixe et susceptible d'une résistance indéfinie; mais dans les endroits où le vase est ouvert, et où le fluide est entièrement libre, rien ne pourra détruire la pression p ; par conséquent , il faudra que sa valeur soit nulle, pour tous les points de le surface libre d'une masse fluide en équilibre ; ce Xds + Ydy + Zds =s 0, (4) pour l'équation différentielle de cette surface. Cette équation subsistera encore lorsqu'on exercera une pression constante à la surface libre du fluide; car alors il faudra qu'on ait dp= 0 , pour tous ses points ; et la densité p n'étant pas nulle, l'équation (4) résulte alors de la formule (3). Si l'on exerçait, par un moyen quelconque , une pression variable d'un point à un autre de la surface libre d'un fluide , et que cette pression , rapportée a l'unité de surface, fût représentée par f (* > y ■ ■)» A faudrait que la valeur de p , tirée de l'équation (4), coïncidât, pour tous les points de la surface libre, avec cette fonction donnée de s , y , s ; et , dans ce cas , l'équation différentielle de cette surface serait f(Xd* + \dV + Ids) = df(s, y, .). Dans la suite , nous supposerons toujours que la pression extérieure est nulle ou constante dans toute l'étendue de la surrace libre d'un fluide en équilibre. La pression p étant proportionnelle à la densité, dans les fluides élastiques (n° 581) , il s'ensuit que cette pression ne peut jamais être xéro dans un fluide de cette nature, tant que la densité n'est pas nulle, c'est-à-dire , tant que le fluide existe, et qu'il n'a pas perdu , par le froid , toute sa force élastique. Un fluide élastique ne peut donc être en équilibre que quand il est contenu dans un ▼ose fermé de toutes parts, ou bien lorsqu'on exerce à sa surface des pressions dirigées de dehors en dedans. 585. Il suit de l'équation (4), que la résultante des forces accélératrices X , Y , Z , qui agissent sur chaque point d'un liquide en équilibre, appartenant a sa surface libre , est perpendiculaire à cette surface , toit qu'il n'y ait oucune pression extérieure , soit qu'on exerce à cette surface une pression constante d'un point à un autre. En effet, traçons sur la surface libre une courbe quelconque, et soit ds l'élément différentiel de cette courbe, correspondant au point dont les coordonnée! sont ds dy ds #, y , s , de sorte que —, — , — , soient les cosidê dt ds nus des angles que la tangente a cette courbe , en ce même point, fait avec des parallèles aux axes des coordonnées. Appelons R la résultante des forces X , Y , Z ; les cosinus des angles que fait sa X Y Z direction avec ces parallèles, seront — , —, — ; & R R or , si l'on divise l'équation (4) par Rd#, on aura X ds Y dy Z ds + + = 0} R ds R d» R ds ce qui montre que la direction de la force R , et le tangente a la courbe qu'on a tracée arbitrairement sur la surface, sont perpendiculaires l'une à l'autre, et, par conséquent, que cette direction coïncide avec la normale au point que l'on considère. Cette force agira , en général , de dehors en dedans ; mais quand la pression extérieure ne sera pas nulle , elle pourra être dirigée, au contraire, de dedans en dehors. Si l'on intègre l'équation (4) , et qu'on donne à la constante arbitraire , contenue dans son intégrale , autant de valeurs particulières qu'on voudra , les équations déterminées qui en résulteront , appartiendront à autant de surfaces , dont chacune aura l'équation (4) pour équation différentielle , et jouira , par conséquent , des propriétés d'être également pressée dans toute son étendue et de couper à angle droit , en tous ses points , la direction de la résultante des forces X , Y , Z. Celles de ces surlaces qui passent dans l'intérieur du fluide, d'après la valeur de la constante arbitraire, sont ce qu'on appelle des surface* de niveau. Si Ton fait croître cette constante par degrés infiniment petits, on divisera la masse fluide en une infinité de couches infiniment minces, et comprises entre deux surfaces de niveau consécutives, que l'on nomme , pour cette raison , des couches de niveau La valeur de la constante qui répond à la surface extérieure se déterminera, dans chaque cas, d'après In volume donné du liquide ; en sorte que la pression extérieure n'aura aucune influeuce, ni sur la figure d'équilibre, ni sur les dimensions de ce fluide regardé comme incompressible. L'équilibre ne sera pas troublé si le liquide vient à se solidifier ; il s'ensuit donc qu'une pression constante et normale , exercée de dehors en dedans sur tous les élémens de la surface d'un corps liquide ou solide, se détruit d'elle-même, et ne peut imprimer à ce corps aucun mouvement de translation ou de rolaDigitized by Google
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    HYDROSTATIQUE 373 lion. Pour un liquide , cet équilibre des pressions extérieures résulte de la propriété caractéristique des fluides , de transmettre également en tons sens les pressions exercées à leur surface (n° 6/8); on vérifiera, par la suite, qu'il est indépendant de cette propriété , et qu'il a également lieu pour un corps solide de forme quelconque. 686. Supposons actuellement que le fluide en équilibre soit formé d'une matière homogène, et qu'il ait partout la même température et la même densité. La quantité ■ étant constante , il faudra, d'après l'équation (3) , que la formule Xdx -f- Ydy •f Zdt soit la différentielle exacte d'une fonction de trois variables indépendantes. Si cela n'a pas lieu , l'équilibre est impossible dans la masse fluide, quelque forme qu'on lui donne, et lors même qu'elle serait renfermée dans un vase fermé de toutes parts. Sais la condition d'intégrobilité est toujours remplie à l'égard des forces de la nature , qui sont des attractions ou des répulsions , dont les intensités varient en fonctions des distances aui centres dont elles émanent (n° 168). L'équilibre d'un liquide homogène , soumis à de semblables forces , sera donc possible ; et pour qu'il ait lieu effectivement, il faudra donner au fluide une forme, telle que sa surface libre coupe à ongle droit, dans toute •on étendue , la résultante de ces forces attractives ou répulsives. Si , par exemple, la masse fluide est entièrement libre ; que l'on exerce à sa surface une pression constante, et qu'il n'y ail qu'une seule force dirigée vers un centre fixe, la figure de la masse ABCD, en équilibre autour de ce point, sera une •phére qui aura ce point pour centre , et dont le rayon se déduira du volume donné de cette masse. En supposant que la force dirigée vers le centre fixe soit une attraction en raison inverse du carré de la distance, désignant par g l'intensité de cette force accélératrice à la surface du liquide , par a g a* son rayon , et par • la pression extérieure, — sera r* l'attraction à la distancer, et l'on conclura de l'équation (4) P = - + - 9f, pour la prrssion à la même distance. La même chose aura lieu si l'on remplace le centre fixe par une sphère solide dont tous les points attirent ceux dn liquide en raison inverse du carré de la distance; mais alors c étant le rayon de cette sphère, la valeur de p ne s'appliquera qu'aux voleurs de r comprises depuis r = e jusqu'à r = a. Lorsqu'on changera l'attraction en une force répulsive , il suffira de changer le signe de g ; en sorte que l'on p = • + Sta - 1— . La plus petite valeur de p répondra è r = c , et sera _ gjaia-jl r e Il faudra qu'elle soit positive, sans quoi la couche liquide se détacherait du corps solide, et serait dispersée dans l'espace; par conséquent, il faudra que la pression extérieure « surpasse la quantité l'a a L '. En général, il est nécessaire, dans c l'équilibre d'un fluide, que la pression p ait une valeur positive dans toute l'étendue de sa masse , afin que les parties contiguês s'appuient partout l'une contre l'autre, et que le fluide ne se divise pas. Quand le rayon o est très grand , la force attractive dirigée vers le centre de la sphère est sensiblement parallèle, et la surface du liquide, sensiblement plane et perpendiculaire à la direction de cette force, dans une étendue peu considérable. Ce cas est celui d'un liquide pesant , que nous considérerons spécialement dans le chapitre suivant. 687. Quelles que soient les forces d'attraction ou de répulsion dirigées vers des centres fixes qui agissent sur tous les points d'une masse fluide ABCD , faisons Xdx + Ydy + Mi = *i • désignant une fonction des coordonnées x, y , s, dépendante des lois de ces forces en fonctions des distances. L'équation (3) deviendra alors * = r«V Pour qu'elle subsiste quand la densité f sera va] riable, il faudra que cette densité soit une fonction de la quantité et, réciproquement, lorsque cette condition sera remplie, il y aura toujours une voleur de p qui satisfera à cette équation d'équilibre. Or, d'après l'équation (4), la quantité f est constante dans toute l'étendue de chaque couche de niveau ; dans un fluide hétérogène et dans un fluide compressible en équilibre, il est donc nécessaire que la densité soit constante dans toute l'étendue d'une même couche ; et la couche superficielle, soumise à une pression constante et donnée , étaut une couche de niveau, il faut aussi qu'elle ait une même densité dans toute son étendue. Si le fluide est incompressible, la densité f pourra être une fonction quelconque , continue ou discontinue, de la quantité t ■; quand elle sera donnée, on en conclura la valeur de p en fonction de f , en intégrant la formule »rfa, et déterminant la constante arbitraire d'après la grandeur constante, et aussi donnée , de la pression extérieure. Dans le cas d'un liquide hétérogèue soumis à uue Digitized by Google
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    374 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. force centrale , il faudra , pour l'équilibre , que ta i «oit formée de couches sphériques et con>, dont la densité sera la même dans toute Fétendue de chacune d'elles , et pourra varier arbitrairement d'une couche à une autre. De i, si plusieurs liquides pesans sont contenus Tase, il faudra, pour l'équilibre, que chaque couche horizontale et infiniment mince ne contienne qu'un seul liquide ; condition qui sera remplie, si la surface supérieure, qu'on suppose soumise a une pression constante , et les surfaces de séparation de deux liquides consécutifs , sont toutes planes et horizontales. La stabilité de l'équilibre exigera, de plus, que les densités des liquides superposés décroissent, en allant du liquide lo plus bas au liquide le plus élevé, afin que le centre de gravité de ce système de corps pesans , soit le plus bas possible ( n° 348). 688. Dans un fluide élastique , la densité est liée à la pression (n°681 ), et ne peut plus être donnée arbitrairement, comme dans un fluide incompressible et hétérogène. En divisant les équadp -- (dp et p = kf l'une par l'autre, il («) — — ^— . p * Si la température est partout la môme , k fera une quantité constante ; et , en intégrant , on leurs 1 ta ' exprimer les lois de la pression et/ de la denailé, dans l'état d'équilibre du fluide ;je désignant la base des logarithmes népériens, et fa étant une constante arbitraire , qui exprimera line certaine a, et se déterminera d'après ls/ pression qui lieu en un point donné. Si la température varie d'un point k un autre, k variera également ; mais pour qurf l'équation (5) subsiste, il faudra que cette quantie soit une fonction de», qui pourra être donnés/ arbitrairement. La température devra donc être aussi une fonction de ■ ; par conséquent, la température est constante dans toute l'étendue de chaque/couche de niveau d'un fluide élastique en équilibre. Cette condition étant remplie, il faudra rei par celle-ci : f» sa «e les équations (0) Abstraction faite de la force centrifuge et de la non sphéricité de la terre, la pesanteur des molécules d'air est dirigée vers le centre de la terre, et les couches de niveau de la terre sont sphériques et concentriques. Pour que l'atmosphère demeurât en équilibre, il faudrait donc que la température fût partout la même, à une même hauteur au-dessus de la surface de la terre, et qu'elle ne variât qu'aveu l'élévation des couches concentriques. Or, il n'en est pas ainsi ; et le soleil échauffe inégalement les différens points de la surface de la terre et de chaque couche atmosphérique. La température dépendant de la latitude , cette circonstance empêche l'équilibre d'avoir lieu, et produit des vents permanent, que l'on observe, en effet, près de l'Equateur. Au reste, la condition de l'équilibre des couches atmosphériques ne pourrait rien nous apprendre , relativement a la variation de la température dans le sens vertical; car l'équation (5) a lieu, quelle que soit la valeur de ik en fonction de a , et , par conséquent, quelle que soit la loi de cette variation. Lorsque la masse ABCD est composée de plusieurs gaz de nature diverse, les conditions d'équilibre peuvent être remplies de deux manières différentes : quond ces gaz sont parfaitement mêlés ensemble, de sorte qu'ils forment un fluide homogène dans toutes ses parties ; et quand ils sont, au contraire , disposés en couches superposées , dent les surfaces de séparation sont toutes des surfaces de niveau. Lo premier cas a lieu dans l'atmosphère dont la composition a été trouvée la même à toutes les hauteurs. Cet état d'un mélange parfait est celai de l'équilibre le plus stable; et quand deuz gas différens sont superposés dans un vase fermé de toutes parts, ils finissent, à la longue, par se mêler exactement, à moins qu'on ne parvienne à garantir le vase qui contient ces fluides , des plus petites agitations. 589. Les centres des forces attractives ou répulsives, qui agissent sur chaque point H de la masse floide ABCD , peuvent être tous les autres points matériels de cette masse. Dans ce cas , les composantes X, Y, Z, de la force accélératrice totale du point 1, se composeront d'une infinité de termes ; ce qui n'empêchera pas qu'elles ne soient de certaines fonctions des, y, s, communes à tous les points des fluides, en supposant que la loi naturelle de l'action égale et contraire à la réaction, ait lieu dans leurs attractions et répulsions mutuelles, et que tous ces points soient d'ailleurs soumis aux mêmes forces étrangères. Dons la nature, ces actions mutuelles sont de deuz sortes différentes : les unes varient en raison inverse du carré de la distance, et les intensités des autres sont exprimées par des fonctions qui décroissent avec une extrême rapidité et n'ont de valeurs sensibles que pour des distances insensibles. On calculera les composantes totales X, Y, Z, des forces de la première espèce , en partageant la masse de ABCD en élémeus infiniment petits (n° 08), et faisant ensuite, par le calcul intégral , les sommes des attractions ou répulsions de tous ces points, suivant chaque direction. Quant aux actions de la seconde espèce, que l'on appelle proprement les forces moléculaires, et qui sont attracDigitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. tires ou répulsives , selon qn o l'attraction de la matière pondérable est plus grande ou plus petite que la répulsion calorifique, on ne devra pas en tenir compte dans le calcul des forces X , Y, Z , relatives à un point intérieur H ; car ce sont précisément ces forces moléculaires qui produisent la pression p , égale en tous sens autour de 9 , à laquelle on a déjà eu égard en formant les équations d'équilibre. Il résulte de cette dernière considération , que les équations (2) auiquelles on est parvenu , sont les conditions d'équilibre, nécessaires et suffisantes, Aï toutes les forces, y compris les actions moléculaires, qui agissent sur un élément quelconque dm de la masse fluide { en sorte que l'équilibre a lieu, certainement, quand il existe une valeur de p qui satisfait à ces équations pour tous les points du fluide , qui coïncide avec la valeur donnée directement de la pression à la surface libre, et qui ne devient négative en aucun point , afin que les parties du fluide restent contiguès. Si la loi des forces moléculaires , en fonction de la distance , était donnée , et qu'on pût déduire de ces forces l'expression de la quantité p en fonction de l'intervalle moyen des molécules (n° 08), on substituerait cette expression dans les équations (2); l'une d'elles déterminerait la grandeur de cet intervalle, quia lieu, dans l'état d'équilibre, autour du point M j et les deux autres exprimeraient les conditions de cet équilibre. La valeur numérique de p résulterait ensuite de celle de l'intervalle moyen , ou de la valeur correspondante de la densité; et j'ai expliqué, dans le mémoire cité précédemment (n» 677), comment cette pression p peut varier, dans de très grands rapports , pour de très petites variations de la densité qu'on observe dans les liquides. Sais la détermination directe de la pression p étant impossible, on est obligé de déduire sa valeur des conditions mêmes de l'équilibre, ou de la formule (S), qui en est la conséquence. Lorsque le point H est situé à la surface du fluide , ou qu'il n'en est éloigné que d'une distance moindre que le rayon d'activité des forces moléculaire» , on doit avoir égard à ces forces et à la variation rapide de la densité superficielle, dans le calcul des composantes X , Y, Z , et , par suite , de la valeur de p, déduite de la formule (3). Il en résulte une influence des forces moléculaires sur la figure du liquide en équilibre , qui n'est pas sensible , en général , et qui ne le devient que dnns les espaces capillaires. On n'y aura point égard dans ce Traité} et, pour tout ce qui concerne les phénomènes de la capillarité, je renverrai à la JVouvelle théorie de P Action capillaire, que j'ai publiée il y a deux ans. 690. Si un liquide homogène ou hétérogène tourne uniformément autour d'un axe fixe, les formules précédentes feront connaître les conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il conserve une figure permanente , et se meuve comme un corps solide. Il suffira pour cela , de joindre aux composantes X, Y, Z, celles de la force centrifuge qui résulte de cette rotation. Prenons alors l'axe de rotation pour celui des a. Soit r la distance du point quelconque H à cette droite, de sorte qu'on ait r» = #» + f». Appelons « la vitesse angulaire constante et commune à tous les points du fluide ; r» sera la vitesse absolue du point M ; et comme il décrira un cercle dont le rayon estr, la force centrifuge aura r»« pour valeur (a* 174). Cette force étant dirigée suivant le prolongement de r, on obtiendra ses composantes parallèles aux axes dea s et des y en la multipliant par —et — j ce qui donne *»» et y*> , qu'il r r faudra ajouter aux forces X et Y ; et comme la force Z ne changera pas , la formule (3) deviendra dp = f (Xafj + Ydy + Zd* + + .«ydy). (a) La quantité comprise entre les parenthèses sera encore une différentielle exacte , savoir, la différentielle de la fonction a du n° 687, augmentée de 7 **(*' +y*)» oa de — »»r« . Par conséquent, la forme permanente sera possible ; et si la surface libre du liquide éprouve une pression constante dans toute son étendue, l'équation commune à cette surface et à toutes les surfaces de niveau sera Xdx + Ydy + Zd* + (sis + ydy) = 0. (6) Dans le cas d'un liquide homogène, il suffira que la surface libre soit déterminée par l'intégrale do celte équation différentielle , dont on déterminera la constante arbitraire, d'après le volume entier du liquide , comme on le verra tout à l'heure par un exemple. Dans le cas d'un liquide hétérogène, il faudra, de plus , qu'il se compose de couches homogènes, dont les figures seront aussi déterminées par l'intégrale de cette même équation , et qui ne différeront de la figure extérieure, que par les valeurs de la constante arbitraire. 691. Appliquons l'équation (4) au cas d'un liquide homogène, soumis à la pesanteur, tournant autour d'un axe vertical, et contenu dans un vase ouvert à sa partie supérieure. En appelante la gravité, et comptant les m positives dans le sens contraire à cette force, nous aurons X = 0, Y = 0, Z = — g. L'équation (4) deviendra donc $i% = •» (sis + yiif) ; d'où l'on tire eu intégrant, et désignant parc la Digitized by Google
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    376 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. constante arbitraire a = -(*• + + «y ce qui montre que la figure libre du liquide sera celle d'un paraboloîde de révolution dont l'aie sera celui de la rotation. Pour déterminer la constante e, supposons que le vase soit un cylindre vertical à base circulaire , dont l'aie de figure soit l'aie des * ou de rotation. Appelons a son rayon , et k la hauteur due à la vitesse absolue o« de la surface, de sorte qu'on ait kn = 2$» , et par conséquent s = — + c. Soit aussi 4 la hauteur de l'eau avant le , *e*6 sera le volume du liquide qui ne changera pas pendant la rotation ; or, en divisant le paraboloîde en couches cylindriques et infiniment minces, qui aient pour aie commun celui des s, on aura 2«roV pour la base , et Zrsrdr pour le volume de la couche dont le rayon est r et l'épaisseur dr ; ce volume total s'obtiendra donc en intégrant 2*zrdr, depuis r sa 0 jusqu'à r = a ; d'où l'on conclut o> b = 2 En substituant pour r sa valeur et effectuant l'intégration, on en déduit « = 4-1*, pour la valeur de c. L'équation de U surface supérieure du liquide = — + b - 1 k. La plus petite et la plus grande valeur de s qui répondent à r s - 0 et r = a , seront 6 — ~ k et i + - k ; en sorte que l'abaissement du liquide dans Taie et son élévation à la circonférence, qui résulteront de la rotation , seront les mêmes , et auront pour valeur la moitié de la hauteur due à la vitesse de la circonférence. 692. Quand les forces dont X, Y, Z, sont les cornposantes, pro>iennent des attractions de tous les points du liquide, eu raison inverse du carre des distances, ou suivant d'autres lois, les valeurs totales de X, T, Z, dépendent, en général, de la forme du liquide et de ses couches de niveau ; et , réciproquement, cette forme dépend des valeurs de ces composantes. Cette dépendance mutuelle des attractions du fluide et de sa figure , rend la détermination de celle-ci très difficile au moyen de l'équation b). Lors même que le liquide et t, on uest parvenu a résoudre ce problc.... le cas ordinaire de l'attraction en raison inverse du carré des distances, qu'en supposant la force centrifuge peu considérable , de manière que le fluide s'écarte peu de la forme sphérique qu'il pourrait prendre si cette force était tout-à-fait nulle, c'està-dire, si le fluide était en repos. On démontre alors, par une analyse fondée sur la considération des séries , et qui ne peut pas trouver place ici , que la figure do fluide est nécessairement celle d'un ellipsoïde de révolution , dont on détermine l'aplatissement , d'après la grandeur de la force centrifuge é l'équateur, comparée à l'attraction du fluide au mémo point. Hais, il est facile de vérifier que la figure elliptique satisfait toujours à l'équation (o) , lorsque la vitesse » ne dépasse pas une certaine limite , et qu'il y a alors deui ellipsoïdes de révolution qui répondent à une même voleur de cette vitesse de rotation. Supposons, en effet, que la surface du fluide, dans son état permanent, a pour équation " ■ «■ + g , qui est celle d'un ellipsoïde de révolution , dont l aie de figure et le diamètre de l'équateur ont 2e et 8e \/\ >• pour longueurs. Appelons X , T , Z, les composantes de la force accélératrice provenant de l'attraction totale de ce corps sur le point de sa surface qni répond à s, y, a, et dirigées suivant les prolongement de ces coordonnées, c'est-à-dire, en sens contraire des composantes dont on a donné les eipressions dons le n° 106. En vant que 1 wtc* ( l + y» ) est la masse de l'ellipX=i^î[y~(l + yM»rc(tang = >)], Y = ftr/îf [>—(!+»• )uc (*«>« = >)]» z=4V,(. + -,-).t.„(Un, = r)_vl. f étant , comme dans le n8 cité , l'intensité de l'attraction à l'unité de distance, et entre des masses dont chaoune est égale à l'unité. 11 s'agira dune de prouver que ces valeurs , jointes à l'équatiou (c) , satisfont à l'équation (6). Or , en les substituant dans cette équation, multipliant tous ses termes par y5 , ce qui suppose que y ne soit pas séro, et faisant pour abréger Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE, 377 il vient > - f (« + >') (Ung = y) + *y> ] (xds + ydj,) + (!+>•) [»ro (u°g = >) — >] = « i et, pour que cette équation différentielle coïncide arec la précédente, il est nécessaire et il suffit qu'on ait en différentiant l'équation (e), on a xdx + ydy + (l +>.)^.«=Oj 7 > — \ ( 1 + >• ) ,rc ltaD« = >) + = ««s (Ung = y) — y, arc (tang = y) = 0; (d) 3> + 3 + y en sorte qu'il ne restera plus qu'a s'assurer si cette équation a des racines réelles, et a en déterminer le nombre. Pour cela, je représente par C son premier membre, et je suppose que l'on trace la courbe dont y et C sont l'abscisse et l'ordonnée courantes : cette courbe coupera l'axe des abscisses à l'origine ; mais la racine > = 0 est étrangère à la question , tant que la vitesse » et par suite • n'est pas téro. Les autres racines de l'équation \ d sont deux à deux égales et de signes contraires; mais il suffira de considérer ses racines positives, par exemple, attendu que l'équation (c) ne contient que le carré de y. Cela étant, si Ton égale à xéro la différentielle de C , on trouve ^4+ 2 (5. - 1) y» + 0. = 0, (.) pour déterminer les abscisses correspondantes aux maxima et aux minima de cette ordonnée. Or, cette équation étant du second degré par rapport à y* , il s'ensuit qu'il ne peut exister qu'un maximum et un minimum de chaque côté de l'origine des abscisses ; d'où l'on conclut d'abord que la courbe ne pourra couper qu'en deux points l'axe des abscisses positives, au delà de cette origine; en sorte qu'il existera, au plus, deux racines réelles et positives de l'équation (d). Observons en outre, que si les équations (d) et (a) ont lieu pour une même valeur de y , la courbe touchera l'axe des abscisses en un point qui répondra à une racine double de l'équation (d). Or, on tire de l'équation (•) , 2« en substituant cette valeur dans l'équation (d), il : arc (tang = y); lyi + 30>» + 27> (!+>•) + (» + >') : équation qui ne peut avoir qu'une seule racine positive, outre y=0. Cette racine existe effectit ; et par des essais, on trouve pour sa valeur y = 2,6293. La valeur correspondante de • est s = 0,1123; d'où nous pouvons conclure que pour des valeurs de • plus petites que cette fraction, il y a intersections distinctes de l'axe des abscisses positives, et deux racines inégales de l'équation (d); que pour cette valeur de « , ces intersections se changent en un contact , et les deux racines deviennent égales ; et qu'enfin, pour des valeurs plue grandes de «, les intersections n'ont plus lieu, non plus que les racines réelles de l'équation (d). Il est certain que ces racines répondent aux moindres valeurs de • , et non pas aux plus grandes ; car pour • = » , l'équation (d) n'a aucune racine différente de xéro ; et, au contraire , quand < est une très petite fraction , on détermine aisément les deux racines réelles de cette équation. Lorsqu'on aura déterminé , au moyen de l'équation (dj , les deux valeurs approchées de y qui répondent a une valeur donnée de • moindre que la fraction précédente, les valeurs précédentes de X, X , Z , feront connaître l'attraction du fluide en un point quelconque de son intérieur ou de sa surface , et on déduira les valeurs de c , du volume aussi donné du liquide. Quand la valeur de • surpassera cette fraction , on ne sera pas en droit d'en conclure que la figure permanente du liquide soit impossible, mats seulement qu'elle ne peut pas être un ellipsoïde de révolution; car si l'on excepte le cas où l'on suppose cette figure très peu différente d'une sphère, on n'a point encore démontré que la figure elliptique de révolution soit la seule qui convienne à l'équilibre des forces ceutriruges et des actions mutuelles des molécules ! on n'a même pas prou\é que la sphère soit la seule figure que puisse prendre une masse fluide en repos , dont les molécules s'attirent mutuellement, quelque naturel que cela paraisse. 503. Si la quantité t est une très petite fraction, on satisfait à l'équation (d) en prenant pour y une quantité très petite. On a alors arc (tang 1 3+T7 = >) = >— i >3 + elc1 y* + e»c; 3 9 48 Digitized by Google
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    378 TRAIT* DE MÉCANIQUE. et en itibi tituant ces valeurs dans l'équation [d] , supprimant le facteur y, commun à tous les termes, et négligeant ensuite les puissances de y supérieures à la première , on trouve tSt *— t1 ce qui répond à un ellipsoïde très peu aplati. L'aplatissement sera à peu près y >» , puisque les deus demi-axes sont e et o |/i + y . «i c pour la force centrifuge à IV Y wffC pour l'attraction en un point de la surface , ce qui serait les valeurs eiactes de ces deux forces, si le corps était esaetement sphérique. Le rapport de la première à la seconde est égal à 3i ; par conséquent, lorsqu'un fluide homogène tourne autour d'un axe fixe , et s'écarte très peu de la fi gure sphérique, son aplatissement est égal à cinq fois la force centrifuge à l'équateur divisée par quatre foia l'attraction à la surface. On démontre aussi que si le fluide est composé de couches très peu aplaties, dont les densités décroissent du centre a la surface, l'aplatissement sera toujours plut petit que dans le cas de l'homogénéité , et cependant plus grand que les deux cinquièmes de celui qui répond a ce cas. Dans le mouvement de rotation de la terre, le rapport de la force centrifuge à la pesanteur , ou à n_J-(n«177)àré* r. Si la terre était une masse fluide homogène, son aplatissement serait donc dont les deux cinquièmes sont -i— ; sa valeur J-, qui résuite de l'observation , est comprise entre ces deux limites, comme dans le cas d'une masse dont la densité décroit du centre a la surface. En faisant s = c, + y = « L/l + y* , dans les voleurs de Z et |/X» 4- Y» , et développant ensuite suivant les puissances de y, on trouve pour les attractions qui ont lieu aux pôles et a l'équateur. J'ajoute à la seconde la force centrifuge e, dont la valeur est ou le produit de 4 4v. — wffe et de -gp d'après ce qui précède; il vient 3 v 10 / y I — — 10 pour la pesanteur à l'équateur. En en retranchant la pesanteur Z au pôle, et divisant par celle-ci , z ï* " etc. en sorte qu'en négligeant le carré de y* , ce rapport est égal à l'aplatissement i y* , et par conséquent , la somme de ces deux quantités a pourvaleur cinq fois la force centrifuge divisée par le double de la pesanteur a l'équateur , conformément au théorème cité dans le n° 103. Dans ce même cas d'une très petite valeur de « , on satisfait encore a l'équation (d) au moyen d'une très grande valeur dey. Un a M (tang = y) = 7 w — arc (tan g = — ) 5 série convergente , de y , on aura donc, est 11 11 arc (tang =y) = -« h" — - ~J+ etc.; 2 y J > o y on a — ■— xs + ete . , ** + 3 y yi et en substituant ces développemens dans l'équation (a?), on en déduira ensuite une valeur de y ordonnée suivant les puissances croissantes de < , savoir, 8 y = + etc., 4« w qui sera la seconde racine réelle de cette équation. Pour de plus grands détails sur cette importante théorie et sur son application à la figure de la terre , je renverrai aux tomes II et V de la Mècaniqut a les te 504. Il y a une différence essentielle entre les surfaces de niveau, tracées dans l'intérieur d'un liquide soumis k l'action mutuelle de tous set points , et celles qui sont décrites dans un fluide dont les points ne sont sollicités que par des forces étrangères, c'est-à-dire , par des attractions ou répulsions qui émanent de centres fixes, et sont fonctions des distances à ces centres. Supposons que ABCD(fig.l22)soitla surface libre d'un liquide en repos, ou tournant, pour plus de généralité , autour d'un axe fixe. Soit EFGH une surface de niveau tracée dans son intérieur ; et appelons R la résultante de toutes les forces qui agissent au point quelconque M de cette surface. Dans les deux cas qu'on vient de distinguer, cette force sera dirigée suivant la normale NMP en ce point; or, dans le second cas , sa grandeur et sa direction no dépendant d'aucune action des points du fluide, elle restera encore perpendiculaire a la Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 370 surface EFGH, si Ton enlève la couche du liquide comprise entre EFGH et ABCD ; de sorte qu'après cette soustraction, le liquide terminé par EFGH demeurera encore en équilibre : maïs dans le cas des actions mutuelles des points du système, la force R dépendra de l'action de ce liquide intérieur et de celle de la couche extérieure ; elle changera, en général, de grandeur et de direction, lorsqu'on supprimera la couche comprise entre ABCD et EFGH , et l'équilibre du liquide terminé par EFGH n'aura plus lieu. Pour qu'il se rétablisse, il faudra que la surface EFGH change, et devienne perpendiculaire, en chaque point M, à la seul* partie de la force R qui subsistera. L'action de la couche extérieure , comprise entre ABCD et EFGH , sera nulle sur tons les points du fluide intérieur et de la surface EFGH , lorsque la masse entière du fluide sera homogène , qu'elle s'écartera peu de la figure sphérique, et que ses points ne seront sollicités que par leurs attractions mutuelles en raison inverse du carré des distances, et par la force centrifuge. En effet, toutes les surfaces de niveau sont alors des ellipsoïdes semblables, et, conséquemment , la couche comprise entre deux de ces surfaces ABCD et EFGH, n'exerce aucune action sur les points situés dans l'espace intérieur (n<> 105). Mais cette nullité de l'action d'une couche terminée par deux surfaces de niveau, sur le fluide intérieur , n'est pas une condition de l'équilibre des fluides; les forces étant toujours celles qu'on vient de supposer, elle n'a plus lieu, par exemple, lorsque le liquide est hétérogène ; ce qui rend dissemblables tes surfaces de niveau, qui sont encore elliptiques , et telles que l'ellipticité de la surface quelconque EFGH dépend de l'épaisseur et de la constitution de la coucha extérieure *. Dans le cas particulier do l'homogénéité, on peut enlever ou rétablir à volonté la couche elliptique comprise entre ABCD et EFGH, sans troubler l'équilibre ni changer la forme du fluide intérieur, en supposant que la vitesse de rotation soit toujours la même. Mais il y a aussi d'autres couches qu'on peut ajouter au fluide terminé par EFGH , et qui ne troublent pas son équilibre, quoique leur attraction ne soit pas nulle sur les points de ce liquide. Il est évident que la surface extérieure de la couche additive peut être un ellipsoïde semblable a EFGH , et ayant pour centre un point de l'axe de rotation différent du point 0. La surface extérieure de cette couche peut aussi avoir ce point pour centre , et être un ellipsoïde dont l'aplatissement soit différent de celui de la surface intérieure. Pour le faire voir, soient ABCD et A'B'C'D' (fig-123) les deux ellipsoïdes différent qui satisfont è la condition d'équilibre d'un même fluide homogène tournant autour d'un axe fixe •vec une vitesse angulaire donnée (n« 682) ; soient aussi EFGH et Vf'G'E' deux surfaces de niveau , tracées dans l'intérieur de ces ellipsoïdes, semblables aux surfaces extérieures, ayant le même centre 0 que celles-ci, et se coupant au point M : sans troubler l'équilibre du liquide terminé par EFGH , ou y pourra ajouter la couche comprise entre les deux surfaces EFGH et A'B'C'D', dissemblables et concentriques. On remarquera que non seulement l'action de cette couebe additive sur les pointa du liquide intérieur et de ls surface EFGH , n'est pas nulle , mais que cette action sur chaque point de la surface n'est pas dirigée suivant la normale. Ainsi, au point M, l'action de la couche comprise entre les surfaces EFGH et A'B'C'D, n'est pas dirigée suivant la normale NHP à la première surface; car déjà l'action du liquide intérieur, terminé par cette surface, est dirigée suivant NMP; et si l'action de la couche additive avait aussi cette direction, l'action de la masse totale , terminée par la surface A'B'C'D', serait encore dirigée suivant cette normale , tandis qu'elle doit l'être suivant la normale IS'MP' o l'antre surface de niveau E'F'G'H'. Quelles que soient lesaforces qui agissent sur un fluide homogène ou hétérogène tournant uutour d'un txe fixe, on ne doit pas perdre de vue que la seule condition d'équilibre est l'existence d'une quantitép qui satisfasse à l'équation (a), et qui soit nulle ou constante à la surface libre du liquide. Toutaautrc condition qu'on y voudrait ajouter est déjà comprise dans celles-là, ou ne se vérifiera pas. 595. Parmi les différentes lois d'attraction , il y en a une qui n'est pas celle de la nature , mais qui jouit d'une propriété remarquable. Cette loi est celle d'une action mutuelle en raison directe de la distance, et la propriété dout il s'agit consiste en ce que la résultante des actions de tous les points d'un corps, sur un point quelconque, est indépendante de la forme et de la constitution de ce corps, homogène ou hétérogène , et la même que si la masse entière était réunie à son centre de gravité. En effet, soient *, y, s , les coordonnées du point attiré, x', y', »', celles d'un point attirant , (a la masse de ce second point matériel , m la distance des deux points, kpu la force accélératrice dirigée du premier point vers le second ; h étant un coefficient constant. Les composantes de cette force suivant des psralléles aux axes des coordonnées, menées par le point attiré, seront k/t (*'—*), k/A y' — y) , ku (s'— s) , puisque les cosinus des angles que fait sa direction avec ces droites sont les différences — y'— y, *, divisées par «. Par conséquent , si l'on appelle X , Y , Z , les composantes totsles de la force accélératrice du point attiré, on aura X — Y = »ïMy' - «yV, Z — *s2*; Digitized by Google
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    380 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. les sommes 2 s'étendant à tous les points du corps attirant. Or, si Ton appelle m la masse entière de ce corps, et li , jfi , ii , les trois coordonnées de son centre de gravité , on aura 1/*x' = mit , = myi , 2 M*' = mt, ; il en résultera donc X = km {x, — s), * sas km (y, — y) , Z = laa („ _ s), ( * — *, )» + ( y — y, )» + ( m - s, )» - i ( *» + y ) as c. équations qui renferment i tion qu'il s'agissait de démontrer. En substituant ces valeurs de X , Y, Z, dans l'é«* quation (4), et faisant, pour abréger, — = •, il vient (r. -#)* + (>. _„)*,+ (».-.)* + ,;*Jx + ,rfy) = 0} d'où Ton tire, en intégrant et désignant par c la arbitraire , Cette équation sera celle de* surfaces de niveau dans un liquide tournant autour de Taxe des s , dont les points s'attirent en raison directe de la distance; elle fait voir que toutes ces surfaces seront concentriques et du second degré. De plus, si I on transporte l'origine des coordonnées à leur centre commun, c'est-à-dire, au centre de gravité du fluide, les premières puissances des coordonnées courantes devront disparaître ; ce qui ne peut avoir lieu, à moins qu'on n'aitxi =0,yi =0, », = 0. L'équation précédente se réduit donc à s.+ (1 - ,) (*. + y) =Oi (f) par conséquent, les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes ou des hyperboloïdes de révolution, selon qu'on a i < 1 ou « > 1 ; et , dans les deux cas , elles ont toutes le même axe de figure, qui est l'axe de rotation. Le volume du liquide étant donné, Phyperboloîde n'est possible que quand le fluide est contenu dans un vase, et alors l'équation (f) s'applique seulement à la partie libre de sa surface. Lors donc qu'on a • > 1 , la figure permanente d'un liquide libre de toutes parts est impossible, dans le cas des forces que nous considérons. Si l'on a • <1, toutes les surfaces de niveau sont des ellipsoïdes qui diffèrent par les valeurs de «. Pour déterminer la valeur de cette quantité qui répond à la surface extérieure, on égalera le volume de l'ellipsoïde , dont 4wc{/c au vol du li"3(1-,)' quide. Il est remarquable que, dans cet exemple, la loi des densités descouebes du fluide n'a aucune influence sur sa figure extérieure et sur celle de ses couches de niveau. CHAPITRE 111. DE L EQUILIBRE DES FLUIDES PESANS 096. Soit ABCD (fig. 124) un vase ouvert à sa partie supérieure, et dont la base horixontale AB est posée sur un plan fixe. Supposons qu'un liquide pesant et homogène s'élève dans ee vase jusqu'en A'B'. Pour l'équilibre de ce liquide, il faudra que la surface libre A'B' soit horizontale ou perpendiculaire à la direction de la pesanteur, et cet équilibre ne sern pas troublé , si l'on exerce sur cette surface une pression constante et de grandeur quelconque. La pression rapportée à l'unité de surface sera la même dans toute l'étendue de chaque section horizontale du liquide; en la désignant par p à la profondeur m au-dessous de A'B', et appelant p la densité constante du liquide, et y la gravité, on aura dp =r fgdz , d'après l'équation (3) du n» 684. Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 381 En intégrant , on aura donc P = fJ» + •! «étant la pression extérieure, qui sera Généralement la pression atmosphérique qui répond à t — 0. Cette pression constante se transmettra , sans altération , sur tous les élémens des parois du vase et des corps plongés dans le liquide; elle s'ajoutera, en chaque point (n° 579), à la pression variable due à la pesanteur du liquide. Il serti donc toujours facile d'y avoir égard ; et , pour plus de simplicité, nous pouvons la supposer nulle, et réduire l'équation précédeute à P = fj«Soient b la base AB du rase , P la pression totale exercée sur cette base, A la distance de A'B' à cette même base , ou la hauteur du liquide; nous aurons à la foi. z — A, P = bp sa (gbh; ce qui montre que la pression exercée sur la base boriiontalc du vase est égale au poids d'un cylindre rempli du liquide, qui aurait pour base celle du vase , pour hauteur celle du liquide, et dont le volume et la masse seraient, conséquemment , 6A et fbh. Cette pression P est donc indépendante de la forme du vase ; en sorte que pour les trois vases représentés parla figure 125, qui ont des bases équivalentes , posées sur un même plan horizontal , et dans lesquels un mémo liquide s'élève à une hauteur qui est aussi la même, les pressions exercées sur leurs bases sont égales, quoique l'un des vases soit un cylindre droit, qu'un autre s'élargisse en partant de la base , et que le troisième aille en se rétrécissant. Cette pression est , pour chacune des trois bases, le poids du liquide contenu dans le vase cylindrique; résultat très remarquable, qui est pleinement confirmé par l'expérience. Dans le cas de plusieurs liquides superposés dans un vuse, il suffira, et il sera nécessaire pour leur équilibre, que la surface de séparation de deux liquides consécutifs soit horixontalc (nJ 587); et, en effet, si cela est, chaque nouveau liquide 'superposé exercera sur tous les points de sa base une pression constante, qui ne troublera pas l'équilibre du liquide inférieur. Voici comment on pourra déterminer la pression totale exercée sur le fond du vase. 597. Versons sur le fluide en équilibre dans le vase ABCD (fig. 184) un nouveau liquide, dont la densité soit p', qui ait sa surface supérieure A"B" horizontale , comme celle du premier, et qui s'élève à une hauteur A' au-dessus du niveau A'B' du premier; ces deux fluides demeureront en équilibre dans le vase. En appelant b' l'aire de A'B', qui est la base du second fluide , il exercera sur celle base une pression égale à f'gh'b'. Cette pression sera transmise, par l'intermédiaire du liquide inférieur, sur le fond AB du vase; et l'aire de AB étant », il en résultera , sur celle surface plane, une pression exprimée par f'gh'b (n° 578) ; par conséquent, la pression totale exercée pur les deux fluides sur la base horixontalc du vase, sera fghb -f- f'gh'b. Si l'on verse un troisième liquide dans le vase, dont la surface A'"B"' soit encore horizontale, l'équilibre ne sera pas troublé; f" étant sa densité, A" la hauteur de sou niveau A'"B " au-dessus de la surface supérieure A 'fi1' du second liquide, et 6" l'aire de cette dernière surface, ce troisième liquide exercera sur sa base A"B'', une pression égale à i yn"l> qui sera transmise par le second liquide, et deviendra f'gh'b' sut la surface supérieure A'B' ou b' du liquide inférieur; celte pression sera transmise de même , par l'intermédiaire du liquide inférieur, et deviendra f' gh 'b sur le fond AB du vase ; par conséquent, les trois liquides superposés exerceront sur le fond du vase une pression égale « fghb + f'gh'b + f 'gh' b , ou (fA + f'h' + f 'h ')gb. En continuant ainsi, ou voit que quand un nombre quelconque de liquides de différentes densités, sont superposés et en équilibre dans un vase, la pression qu'ils exercent sur la base horizontale de ce vase, ne dépend que de l'étendue de cette base , des épaisseurs desdiflerens fluides, et de leurs densités. Dans le cas d'un vase cylindrique et vertical, elle sera égale à la somme des poids de tous les fluides; et elle ne variera pas quand on changera la forme du vase, pourvu que sa base ne change pas d'étendue , non plus que l'épaisseur et la densité de chaque liquide. Ce résultat étant indépendant de l'épaisseur des couches horizontales, il subsiste encore lorsque ces couches sont infiniment minces, c'est-à-dire, lorsque la densité de la masse fluide varie par degrés continus dans le sens vertical, et convient , par conséquent, aux fluides compressibles. Il est également vrai quand la pesanteur varie d'une couche à l'autre avec In densité; ce qui arrive lorsquo la hauteur du fluide n'est pas négligeable par rapport au rayon de la terre. C'est aussi ce que Ton peut déduire de l'équation dp as fgds, qui convient à l'équilibre de tous les fluides pesans , compressibles ou non , et dans laquelle on peut supposer la gravité g et la densité f, fonctions de l'ordonnée verticale s. 598. Considérons actuellement l'équilibre des liquides pesans contenus dans plusieurs vases, et qui peuvent s'écouler de l'un dans l'autre par des ouvertures latérales. Si l'on ferme à la fois toutes ces ouvertures , l'équilibre ne sera pas troublé; il faudra donc d'abord que les liquides soient disposés , dans chaque vase , par couches horixontales ; mais cette condition ne suffira pas ; et il faudra encore, quand les ouvertures ne seront plus fermées, qu'il existe un certain rapport entre les élévations des liquides dans les vases différens, qui dépendra du rapport de leurs densités. S'il n'y a qu'un seul liquide répandu dans plusieurs vases communiquans, il faudra que le niveau Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. de ce liquide toit le même dans loua ce» vases. En effet, considérona un liquide homogène contenu dans deux vaaea, par exemple, qui communiquent latéralement par le canal EF (fig. 126), et qui sont poaés sur des plana lises horizontaux. Supposona que ce liquide s'élève jusqu'en AB dans l'un des vases, et jusqu'en CD dans l'autre, et que cea deux sections horixontales ne soient paa dana un même plan, de sorte qu'en prolongeant le plan de la section CD de l'un dea vases , il vienne couper l'antre vase, suivant une section «C située à une distance i aa-deaaoua de AB. Si l'équilibre existe dana cet état, il ne sera pas troublé en remplaçant la section ouverte CD par une paroi fixe : le fluide comprit entre AB et »C, exercera tur mC une preaaion égale à W>'» appelant p aa denaité, et y l'aire de cette section »C; cette preaaion se transmettra , par l'intermédiaire du liquide contenu dans les deux vases, jusque sur la paroi CD; et il en résultera, sur ce plan horixontsl, une preaaion dirigée de bas en haut et exprimée par pjyc, en désignant par e l'aire de CD. Par conséquent, l'équilibre n'aura plualieu dès que l'on enlèvera la paroi CD , à moins que la différence de niveau i du liquide dons les deux vases, ne soit nulle; ce qu'il s'agissait de démontrer. Les deux sections A B et CD étant comprises dans un même plan, si l'on verse au-dessus de AB un liquide qui s'élève jusqu'en A'B', et dont la densité soit p', il exercera sur AB une pression égale à ffgbk ; b cl h étant l'aire de AB et la distance comprise enlre les sections horixontales AB et A'B'. Cette pression se transmettra sur CD , où elle sera égale à f'gch, et s'exercera de bas en haut ; et pour la détruire, il faudra fermer le vase en CD par une paroi fixe, ou verser au-dessus de CD un fluide dont la pression sur CD soit égale et contraire à ffgeh. Dans ce dernier cas , si le fluide s'élève jusqu'en CD', que l'on représente par p, sa densité, et par k lu distance comprise entre CD* et CD, la pression exercée par ce fluide sur CD, sera f#kç ; et pour l'équilibre , il faudra qu'on uit p,* = p'A. On voit donc que pour l'équilibre des liquides différens contenus dans des vases communiquons , il est nécessaire que leurs densités soient en raison inverse de leurs élévations au-dessus des sections de ces vases, faites par un même plan horizontal. Si l'on verae de nouveaux liquidea au-deasus de ceux qu'on vient de considérer, on verra de même qu'en désignant par A, A', h", etc. , les épaisseurs de ces liquides dans l'un des vases , et par p', p", p'", etc. , leurs densités , et en représentant par k , *i i * 1 1 etc- • ti i t,i i fin » rt ''• j 'es quantités analogues dans un autre vase, il faudra qu'on ait l'équation f'* + fW+ |Wf p$A, ou tout au plus, «=pyA, pour que cette pression empêche le liquide de s'écouler. Dans le second cas , la pression au point B sera nulle ; dans le premier, elle sera égale k « — pjA ; et si l'on avait 
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    HYDROSTATIQUE. 38.1 Dans l'usage ordinaire do ce tube renversé, la branche le plus courte BA est plongée dans un vase H, contenant un liquide qui s'élève jusqu'au j.onit D du tube; on fait le vide , en aspirant Pair que ce tube renferme ; le liquide s'élève au-dessus de son niveau primitif , jusqu'à ce qu'il ait atteint le sommet B du tube ; il descend ensuite jusqu'au point C , puis il s'écoule par cette extrémité du tube. L'écoulement s'arrêterait, lorsque le point D, en s'abaissent dans la branche BA , se trouverait au-dessous du point C; ce qui ne peut arriver, puisqu'on suppose que AB est la plus courte des deux branches du tube. La preisfi hydraulique , dont l'invention est attribuée k Pascal , consistées une caisse prismatique et verticale H (fig. 128), ouverte k sa partie supérieure, et remplie d'eau jusqu'en AB. Un couvercle placé sur AB , ferme exactement la caisse, et peut cependant glisser le long de ses parois. Au-dessous de AB se trouve une ouverture G , à laquelle on adapte un tube coudé CDE, dont la branche verticale DE est ouverte k sa partie supérieure E. L'eau de la caisse s'écoule par l'orifice C , et, k cause du couvercle posé sur AB, ce liquide «'élève, dans le tube DE , jusqu'au point F, situé au-dessus du prolongement de cette section horitontale AB. Cela étant , si l'on ajoute au poids du couvercle un nouveau poidsX, le liquide s'abaissera en A li' dans la caisse H , et s'élevero en F' dans le tube DE. Par cette addition de X, la pression rapportée k l'unité de surface sera plus grande en A'B' X qu'en AB, de la quantité — , en désignant par b l'aire de U section horitontale de H ; en même temps , la pression , aussi rspportée k l'unité de surface, et due au poids de l'eau contenue dans le tube vertical DE , augmentera d'une quantité f9 s en désignant par p la densité du liquide , et par % l'élévation du point F' au-dessus du point F. Pour que l'équilibre subsiste, il faudra donc qu'on ait I — foi#; équation qui fera connaître le poids X d'après l'observation de m. On a soin que b soit une très grande surface , afin que des élévations peu considérables de l'eau dans le tube vertical , puissent répondre k de très grandes charges du couvercle mobile, et servir k les mesurer. La section horisontale du tube est très petite par rapport k 4, et il en résulte que les abaissemens du couvercle dans la caisse H sont très petits , par rapport aux élévations du liquide dans le tube; car si l'on appelle y la distance comprise entre AB et A'B', et o la section horisontale du tube, on aura 4 y — ex , puisque le volume total de l'eau doit être invariable. Le tube DE pourrait, au reste , n'être ni vertical, ni cylindrique; et la formule précédente donnerait toujours U valeur de X , pourvu que * fût la distance comprise entre les deux niveaux du liquide en F et en F*. Un baromitr» est, en général, un tube ABC (fig. 189), dont les deux branches BA etBC sont verticales, et qui est fermé k l'extrémité A de BA , et ouvert k l'extrémité C de BC. On fait exactement le vide dans ce tube , puis on y verse du mercure , qui s'élève jusqu'en D dans la branche AB,elk une moindre hauteur, jusqu'en E, dans la brandie ouverte CB. Si l'on mène par le point E un plan horitontal qui coupe en F la branche AB, le mercure situé au-dessous de ce plan sera de lui-même en équilibre ; et , pour que cet état subsiste, il faudra que les pressions rapportées k l'unité de surface, qui sont exercées en F par le mercure FD , et en F par l'atmosphère, soient égales entre elles. D'après cela, j'appelle «r la pression atmosphérique, je désigne par m la densité du mercure , et par h la hauteur verticale du point D au-dessus du point E , c'est-à-dire , la différence des niveaux D et F du fluide dans les deux branches du baromètre ; la pression du mercure au point F aura pour valeur le produit m9h , et l'on aura, couséquemment, mtjh SM m. L'équilibre du mercure ne sera pas troublé, si l'on imagine que la branche BC se prolonge verticalement jusqu'à l'extrémité do l'atmosphère ; par conséquent, la pression atmosphérique «, qui fait équilibre k celle du mercure, n'est autre chose que le poids de l'air contenu dans un cylindre vertical ayant pour base l'unité de surface , et sétendant indéfiniment dans l'atmosphère : il dépend du décroissement de (apesanteur, k mesure que l'on s'élève au-dessus de la surface de la terre, de la densité et de la température des couches d'air , et des quantités de vapeur d'eau qu'elles peuvent contenir. Ce poids pouvant varier dans un même lieu de la terre , la hauteur barométrique h varie aussi; elle change encore de grandeur , k raison des vents verticaux , qui rendent la pression atmosphérique plus grande ou plus petite qu'elle ne serait dans l'état de repos de l'air : k Paris, la valeur la plus commune de h est 0,n; 76. Si l'on remplaçait le mercure par un autre liquide dans le baromètre, la hauteur h changerait en raison inverse de la densité de ce liquide, comparée k celle du mercure, en supposant toujours qu'il y ait un vide sensiblement parfait, au-dessus du niveau D , dans la branche fermée du baromètre. Pour l'eau, cette élévation k est d'environ 10", 4; et c'est aussi la plus grande hauteur à laquelle l'eau puisse s'élever dans une pompe , audessus de son niveau extérieur. Quand il existe une couche d'air entre la surface du liquide et le piéton, cet air se dilate; il exerce sur le liquide intérieur une pression moindre que celle de l'atmosphère, mais qui diminue l'élévation de I eau, et U Digitized by Google
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    384 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. réduit à une grandeur que nout déterminerons dans un autre chapitre. 000. Nous allons maintenant nous occuper du calcul des pressions ciercées par les liquides pesans sur les parois inclinées ou courbes des vases qui les contiennent , et sur les surfaces des corps solides qui y sont plongés. La pression exercée par un liquide homogène sur uue paroi plane inclinée, est égale au poids d'un prisme de ce liquide qui aurait pour base cette paroi, et pour hauteur la distance de son centre de gravité au niveau du liquide. En effet, soient » un élément de cotte paroi, et s sa distance au niveau du liquide ; la pression sur cet élément sera pu ou ;*>, en mettant pour p sa valeur précédente (n° 606) ; et comme les pressions sur tous les élémens sont perpendiculaires à la pnroi plane, la résultante de ces forces parallèles aura pour valeur le produit de ro et de l'intégrale de ««, étendue à la paroi entière. Or, cette intégrale est égale à 6*,, en appelant 6 l'aire de la paroi , et M, la distance de sou centre de gravité au niveau du liquide ; la valeur de la pression sur le plan incliné sera donc fois,, conformément à l'énoncé du théorème. Dans le cas de plusieurs liquides superposés dans le vase, on déterminera séparément les pressions exercées ou transmises sur la paroi inclinée, par chacun de ces liquides ; et leur somme sera la pression totale que cette surface plane aura à supporter. La pression « de l'atmosphère augmentera cette pression totale d'une quantité égale à 6«. Tous les points de la hase horizontale du vase éprouvant des pressions égales, la résultante de ces forces parallèles passe par le centre de gravité de cette base; mais , dans le cas d'une paroi inclinée , les élémens inférieurs éprouveront des pressions plus grandes que celles des élémens supérieurs; et le point où la résultante totale vient percer la paroi, qu'on peut appeler le centre de prêteion, sera toujours plus bas que le centre de gravité de cette même surface. Quand une paroi plane, plongée dans un liquide homogène , tourne autour de son centre de gravité, la pression qu'elle éprouve ne change pas de grandeur, mais le point d'application de cette force normale et constante change de position sur cette surface. 001. Pour donner un exemple de la détermination du centre de pression , supposons que la paroi plane soit un trapèze ABCD (Cg. 130) , dont les deux bases AB et CD sont horizontales. Si nous partageons cette surface en élémens parallèles à ces bases et d'une hauteur infiniment petite, chacun de ces élémens éprouvera la même pression dans toute sa longueur, cl son centre de pression sera situé n son milieu; or, si l'on prolonge les cotés AC et BD du. trapèze, jusqu'en leur point de rencontre k. et qu'on mène la droite KM . qui va de ce point au milieu 11 de AB, cette droite passera aussi par le milieu G de CD, et par les milieux de tous les élémens du trapèze; elle renfermera donc le centre de pression demandé ; et il ne s'agira que de déterminer la dislance de ce point à AB. Soient s1 cette distance , s celle d'un élément quelconque à la même base AB, st la longueur MN de cet élément , a sa distance au niveau du fluide , h la hauteur du trapèze. L'aire de cet élément et la pression qu'il éprouve seront vdx et tfsudr ; la pression totale aura pour v a I r n r j ;sudx ; et d'après la théorie des moment des forces parallèles, on aura * Il r9Mud' ~ /! *W*ui*' Soit aussi c la distance de AB au niveau du liquide; appelons « l'angle compris entre le plan vertical, qui va de cette droite au niveau du liquide, et le prolongement du plan du trapèze; on aura s = c + r cos »; et si l'on substitue cette valeur de s dans l'équation précédente , et qu'on supprime le facteur jf constant et commun k set deux membres, il en résultera *' (cj^ udx + cos « . j* xvds^ = c j*K xudx + cos « .J** s* udx. Je désignerai par o et b les longueurs des deux bases AB et CD , et par k la perpendiculaire abaissée du point K sur CD ou b. La perpendiculaire abaissée du même point sur ABon a sera k + h, et sur 30 ou n, elle sera A -f- A — x ; et ces droites a, 6, «, étant parallèles, on aura u : b : : k + h — x : k , a l b l '. k -\- h '. k. Je tire la valeur de k , de la seconde proportion , puis je la substitue dans la première ; ce qui donne ■ »* ah-(a-b)x h En mettant cette valeur de m dans l'équation précédente, et effectuant les intégrations, on en déduit f 2hc (a -f- 36) -f- A» (a -f- 36) cos « * = 6c (a + 6) + 2h [a + 26) cos « ' Pur conséquent, si l'on mène a cette distance **, une parallèle EF à la droite AB , le point P, ou elle coupera la ligne GH, qui va du milieu de ABà celui de CD, sera le centre de pression du trapèze. La figure 130 suppose que la base supérieure AB soit la plus grande ; si le contraire avait lieu , il est Digitized by Google

  

  
    Page 411
    

  
  
    HYDROSTATIQUE. aisé de voir qu'il suffirait ; et si Ton multiplie tes équations par p, il en résultera po = pi,cos«, pi — p« cos C , pe = p« cos y ; ce qui montre que les produits pa, pi, pC, sont les composantes parallèles aux axes des * , y, * , de la pression normale pm ; en sorte que la composante perpendiculaire à chaque plan des coordonnées, et, généralement i un plan quelconque, se déduit de p- , en y remplaçant l'élément • par sa projection sur ce plan. Cela posé , le corps AMB étant terminé de toutes parts, il y a, au moins, un second élément de sa surface qui a la même projection sur chaque plan donné, que l'élément Ainsi, en abaissant du point H , une perpendiculaire MP sur le plan des y et s, cette perpendiculaire, ou son prolongement, rencontrera la surface du corps en un point M' et la projection de l'élément quirépoud à ce point, sera égale à a sur ce plan , comme celle de ». Les deux élémens étant situés à la même distance du niveau du liquide, éprouveront les pressions normales pm et pm', qui seront entre elles comme lea «ires • et dont le rapport peut avoir une grandeur quelconque. Mais leurs composantes parallèles à Taxe des *, auront une valeur commune pa, et les forces pm et pm' agissant suivant les normales intérieures UN et M'K', ces composantes égales agiront évidemment en sens contraire l'une de l'autre, savoir, de M vers M' au point M , et de M' vers M au point M'. Par conséquent la composante parallèle à l'axe des * , de la pression exercée sur m, sera détruite par la composante suivant la même direction , de la pression exercée sur un autre élément      On verra de même que la composante de pm, parallèle à l'axe des y, sera aussi détruite por la composante suivant cette direction, de la pression relative à un troisième élément , lequel répondra au point où la perpendiculaire abaissée du point M sur le plan des x et a, rencontrera une seconde fois la surface du corps. Or, on conclut de là que ces composantes horixontales des pressions exercées sur les élémens de la surface du corps plongé , se détruisent dans chacune des sections horixontales et inGniment minces, et, conséquem ment, sur sa surface entière. Il s'ensuit donc aussi que toutes cea pressions se réduisent à une seule force , qui est la résultante de leurs compo 4U Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÎCAMQUE. verticales, el qui provient de la prépondérance de valeur de p dans la partie inférieure do corpa. Si y résultait d'une pression exercée à la surface du liquide, sa valeur serait constante dans toute l'étendue de la surface AMB; et les composantes des pressions se détruiraient deux à deux , dans le aens vertical aussi bien que suivant les directions horitontales. Quelle que soit la forme d'un corps solide ou fluide, une pression constante et normale, exercée en tous les points de sa surface , ne peut donc produire ni un mouvement de translation, ni un mouvement de rotation, comme nous l'avons dit précédemment (n° 586). 603. Pour déterminer la résultante des pressions verticales exercées sur AMB , j'abaisse du point quelconque H une perpendiculaire sur le plan horixontal des «• et y, qui rencontre eu M( cette surface AHB. Les élémens « et «„ qui répondent aux points M et M, , auront une même projection c sur ce plan ; mais les pressions rapportées à l'unité de surface y aeront différentes ; et si ou les désigne par p et p(, le filet du corps que terminent ces deax élémens , et dont la longueur est M!N , sera poussé verticalement de bas en haut par une force po—pc. Je suppose, pour plus de simplicité, que le liquide dans lequel le corps est plongé soit homogène; je représente par p sa densité, et par / lu lougueur de MB,, on aura p — p/=fgl, et la pression verticale iyic sera le poids du volume le du liquide, c'est-à-dire, le poids du volume du liquide dont ce filet du corps occupe la place. En décompossut le corps en fikts verticaux et infiniment minces, chacun de ces filets sera poussé de bas en haut par une semblable force; d'où l'on conclut que la résultante de toutes les pressions verticales ne différera du poids des filets fluides remplacés par ceux du corps plongé, quo par le sens de son action; en sorte qu'elle sera égale au poids total du volume dn fluide que déplace ce corps solide, et appliquée en sens contraire de la pesanteur, au centre de gravité de ce volume; lequel centre de gravité su confondra avec celui du corps même , lorsque celui-ci sera homogène. Si le corps n'était pas entièrement plongé dans le liquide, on pourrait, dans le calcul delà pression qu'il éprouve , faire abstraction de sa partie située au-dessus du niveau du liquide ; le point M appartiendrait alors à la section du corps faite par le prolongement du plan de ce niveau ; et , en prenant p, = 0 , ce cas rentrerait dans le précédent. La résultante des pressions verticales, qui sera toujours celle de toutes les pressions, aura alors pour valeur le poids du volume du liquide déplacé par la partie plongée du corps flottant, et pour point d'application le centre, de gravité de ce même volume. 604. Ces résultats ont encore lieu, lorsque le liquide est composé de couches lioriumtaies. On y parvient aussi par une considération indirecte, qu'il est bon d'indiquer. L'équilibre ayant lieu dans ce liquide, il ne sera pas troublé si l'on solidifie une partie quelconque du liquide, de sorte que cette partie devienne un corps plongé ou flottant. Or, pour que les pressions normales exercées sur la surface de ce corps par le liquide environnant, fassent équilibre au poids de cette partie solide, il faudra qu'elles se réduisent à une seule force égale et directement contraire à son poids. D'ailleurs, si l'on remplace la partie solidifiée du liquide par un autre corps qui ait exactement la même surface, il est évident que rien ne sera changé aux pressions du fluide environnant; par conséquent, les pressions exercées sur la surface d'un corps plongé en tout ou en partie dans un liquide stagnant, homogène ou hétérogène, se réduisent toujours à une force unique, égale au poids total des couches horixontales du liquide, dont ce corps occupe la place, et appliquée, en sens contraire de la pesanteur, ou centre de gravité de ces mêmes couches. On conclut de là que, pour l'équilibre d'un corps entièrement plongé dans un liquide , il faut que sa densité moyenne soit égale à celle du liquide dont il occupe la place, et que son centre de gravité, et celui de cette portion de liquide , soient situés sur une même verticale. La seconde condition est tonjours remplie , quand le corps est homogène , ainsi que le liquide. Quant aux corps qui ne sont immergés qu'en partie, et qni flottent à la surface du liquide, nous examinerons les conditions de leur équilibre dans le chapitre suivant. 606. Ordinairement, on énonce le principe de l'Hydrostatique qu'on vient de démontrer, en disant qu'on corps plongé dans un liquide, y perd une partie de son poids , égale an poids du fluide qu'il déplace (n° 191). Il en résulte que pour avoir le véritable poids d'un corps , il doit être pesé dans le vide. Deux corps pesés dsns l'air, dans l'eau , ou dans tout autre fluide , et qui se font équilibre ou moyen d'une balance exacte, ont des poids réellement diffère us, à moins que leurs volumes ne soient équivalons. Le poids le plus grand est celui du corps qui a le plus grand volume, puisque ayant éprouvé une plus grande perte dans le fluide , il y fait encore équilibre à l'autre. Si un même corps est pesé successivement dans le vide et dans l'eau, et que P soit son poids dans le vide , et P' son poids dans l'eau , P et P — P* seront les poids absolus de ce corps et de l'eau sous un même volume ; ils sont donc entre eux comme 1rs densités de ces deux substances (u° 60). Par conséquent, si l'on prend pour unité la densité de l'eau, et qu'on appelle D celle du corps , on oura C'est d'après cette formule qu'on détermine les densités des corps qui peuvent être pesés dans Digitized by Google
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    388 TRAITÉ DE MECANIQUE. qu'il déplace soit devena égal à ton poids entier; et quand cette égalité a lieu, le corps reste en équilibre, si son centre de gravité et celui du fluide déplacé sont situés sur une même verticale ; car la pression du liquide qui doit faire équilibre au poids du corps, est égale au poids du liquide déplacé, et appliquée à son centre de gravité, en sens contraire de la pesanteur ( n° 603 ). Si le corps flottant est homogène , aussi bien que le liquide, le centre de gravité du liquide déplacé coïncide avec celui de la portion immergée du corps. Dans l'état d'équilibre, le volume de cette partie du corps est à celui du corps entier , comme la densité du corps est à celle du liquide; et la détermination des positions d'équilibre d'un corps flottant se réduit h un problème de géométrie, dont voici l'énoncé. Couper un corps par un plan , de manière que le volume d'un segment soit à celui du corps , dans un rapport donné , et que les centres de gravité du segment et rlu corps se trouvent sur une même perpendiculaire au plan coupant. Quand on a déterminé une section du corps qui satisfait à oes deux conditions , on la place au niveau du liquide , de mauièro que le segment dont on a considéré le volume , soit situé au-dessous , et Ton a une des positions d'équilibre du corps flottant. Dans chaque cas particulier , on exprimera ces deux conditions par des équations , dont la solution complète fera connaître toutes les positions d'équilibre de ce corps. Quelquefois leur nombre sera infini , comme dans le cas des solides de révolution dont l'axe est borixontal ; d'autres fois , ce nombre sera fini et déterminé) mai» il serait difficile de démontrer , d pritri, qu'il y a toujours une position d'équilibre , quelle que soit la forme du corps. 608. Je choisirai, pour exemple du problème qu'on vient d'énoncer, le cas d'un prisme droit et triangulaire, dont les arêtes sont horisontales. Le plan coupant leur sera évidemment parallèle ; de pins , sa direction sera indépendante de la distance comprise entre les deux bases. On pourra donc faire abstraction de la longueur du prisme, et déterminer seulement l'intersection du plan coupant et de l'une des deux bases ; de sorte que le problème se rapportera à la géométrie plane ; ce qui aurait lieu également dans le cas d'uu prisme ou d'un cylindre horizontal à base quelconque. Soit ABC ( Kg. 132) l'une des bases du prisme donné. Il peut arriver que deux sommets du ce triangle soient plongés dans le liquide , ou qu'il n'y en ait qu'un seul au-dessus du niveau. J'examinerai d'abord le cas d'un seul sommet immergé; •n verra ensuite comment l'autre cas se ramène à celui-là. Soient donc C ce sommet immergé , et MN l'intersection du plan coupant et de la base ABC , qu'il s'agit de déterminer , et qui représentera le niveau du liquide. J'uppcllcrai a , 4, c, les cotés donnés de ce triangle ABC , qui sont resit opposés aux angles A , B, C ; et je désignerai par x et y les côtés inconnus Cl et CB du triangle MNC ; de sorte qu'on ait BC =o, AC = », AB sa , CH = s, CN = y. L'aire d'un triangle quelconque est égale au produit de deux de ses côtés et du sinus de l'angle compris; on aurai ABC = ~ ab sin C , MKC = l xy sin C Le prisme entier et le prisme plongé dans le liquide sont entre eux comme leurs boscs ABC et MNC ;on doit donc avoir M*C ABC : : r r étant une quantité plus petite que l'unité, qui représente le rapport de la densité du corps flottant à celle du liquide. En mettant pour ABC et MNC my = roi. (I) Maintenant, soit D le milieu de la menons la droite CD , et prenons sur cette ligne DG = - DC ; le point G sera le centre de gravité du triangle ABC. De mème,E étant le milieu de MN , si l'on prend sur CE une partie EF = j CE , le point F sera le centre de gravité de MNC. La droite GF devra donc être perpendiculaire à MN ; mais, à cause que les lignes CD et CE sont coupées en parties proportionnelles aux points G et F , les droites DE et GF sont parallèles ; par conséquent , la droite DE, qui joint les milieux des deux bases AB et MU , est aussi perpendiculaire à MN ; et il en résulte que les deux obliques DM et DN sont égales. Réciproquement si l'on a DM = DU , la droite DE sera perpendiculaire à MN , ainsi que sa parallèle GF; donc, pour que la droite qui joint les deux centres de gravité G et F soit perpendiculaire à l'intersection M.N , il est nécessaire et il anflit que Cela étant , faisons CD = h , et désignons par • et C les deux parties DCA et DCB de l'angle ACB. En considérant les deux triangles DCM et DCJI, DM = »• + — 2ks cos * , DN «as ft« + a* — 2hy cos C ; et en égalant ces deux valeurs , il en résultera x» — 2hx cos • = y» — 2ky cos C. (2) Les équations (1) et (2) sont celles qui devront servir à déterminer * et y. Par l'élimination de y , on en déduit ** — 2kx* cos « 2 hrabx cos C— r» a» ô' =0(3} On tirera donc la valeur de x de cette équatiuu du Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 3«9 quatrième degré; et l'on aura y =— poux U vais leur correspondante de y. L'équation (3) étant d'un degré pair, et ayant son dernier terme négatif, il s'ensuit qu'elle a une racine positive et une négative. Les denx autres racines peuvent être réelles ou imaginaires. Si elles sont réelles , la règle de DtxcarUt fait voir que l'équation (3) aura trois racines positives, et une racine négative ; car en considérant les signes de ses termes , et soit qu'on donne le signe -f- ou le signe — au troisième terme , qu'on 7 peut comprendre avec un coefficient nu I , on trouve toujours trois variations et une permantnee. Les inconnues «et y, qui sont les côtés du triangle MHC, ne pouvant être que des quantités positives, respectivement moindres que les côtés CA et CB du triangle ABC, on rejettera donc, comme étrangères à la question , la racine négative de l'équation (3), les valeurs de x plus grandes que a, et celles qui donneraient une valeur de y plus grande qne 6. Ainsi , il y aura , au plus , trois positions d'équilibre pour lesquelles le sommet C est seul plongé dans le liquide. 609. Si l'on suppose ce sommet hors du fluide , et les deux points A et B au-dessous du niveau Kl, ** — 2hxs eos a. -f- 2k (l — r) al En raisonnant comme précédemment , on conclura de cette équation , qu'il y a au plus trois positions d'équilibre , pour lesquelles les deux sommets A et B du solide sont plongés dans le fluide. Si l'on considère successivement les trois sommets A, B, C, et si l'on examine , pour chaque sommet, les cas où il est seul plongé dans le fluide et seul hors du fluide, on déterminera toutes les positions horixontales d'équilibre du prisme donné; et il résulte de ce qui précède , que ce nombre ne pourra jamais être plus grand que dix-huit. 610. Lorsque le triangle ABC est isoscèle, 00 peut se passer de l'équation (3) ou (4) , et résoudre directement les équations en m et y. Je suppose qu'on ait b = a , les triangles CAD et CBD seront rectangles et égaux ; on aura C = • , A» = a» — 7 e*» a ces • = A ; et les équations (I) et (2) deviendront (4a* — c') . xy = ro. , y» - *» - g (y-*) = «>• (*) On y satisfait d'ohord , en prenant x = y = a V7, valeurs qui sont admissibles , à cause de r < 1 et a. Il en résulte une première position d'équilibre, dans laquelle le triangle MNC est isoscèle , et où la hase AB du triangle ABC sera paralle problème sera le même que dans le cas précédent , avec cette seule différence que la quantité r devra être remplacée par 1 — rdans les équations (1) et (3). En effet, le triangle ABC, et ses deux parties MNC et MNBA , ayant leurs centres de gravité sur une même droite, et ceux de ABC et de la seconde partie devant être situés sur une perpendiculaire à MX, il faudra toujours que les triangles ABC et MÎSC aient aussi leurs centres de gravité sur cette perpendiculaire; en sorte que l'on aura d'abord, sans aucun changement, l'équation^), qui exprime cette condition. D'ailleurs , la proportion M Ml A : ABC II r i 1 , qui doit avoir lieu maintenant , peut être changée en celle-ci : mnc : abc :: 1 — r : 1; ce qui change aussi l'équation (1) en cette autre : En s'en servent pour éliminer y de l'équation (2), on retrouvera l'équation (3) , dans laquelle le rapport r sera remplacé par 1 — r, c'est-à-dire, que ces C — (1 — r)» a* b* = 0. (4) lèle à MN ou horizontale. En changeant r en 1 — r, on aura une seconde position , où le point C sera situé hors du liquide , et la base AB toujours horizontale. Mais il peut aussi exister d'autres positions d'équilibre , pour lesquelles cette base sera inclinée. En effet, si l'on supprime le facteur y — s de la seconde équation (6), il vient 4a» — c» Celle-ci et U première équation (5) donnant la somme et le produit de deux inconnues * et y , il s'ensuit que ces quantités seront les deux racines d'une même équation du second degré , lesquelles racines auront pour expression 1 , _ _ c' ± |/(4a> — c»)» — lflraij. 4a On prendra successivement chacune d'elles pour * et l'autre pour y; et quand elles seront toutes deux réelles et moindres que a, il en résultera deux nouvelles positions d'équilibre , dans lesquelles la base AB sera située hors du liquide. En mettant I — r au lieu de r , et supposant toujours les racines réelles plus petites que a , on aura deux autres positions où cette base sera immergée. Lorsque les deux racines qu'on vient d'écrire sont égales, la base AB est horixontale, et ces nouvelles positions d'équilibre doivent rentrer daus les Digitized by Google
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    390 TRAITÉ DE BÉCAHIQUE. précédentes; et, effectivement , on a alors 4

     -1 , la première formule sera réelle, et ses deux valeurs seront moindres que o; hors de ces limites, cette formule sera imaginaire, ou Lien une de ses valeurs surpassera a ; et de même, pour que les valeurs de la seconde formule soient réelles et plus petites que a, il est nécessuire et il suffit que l'on ait r  1. On voit donc que depuis r = ^jusqu'à r = i-, la première formule scru seule admissible ; que ce sera, au contraire, la seconde qui sera seule admissible depuis r ^jusqu'à r=r^; et que pour r > L ou r < i-, les deux formules devront être rejetées. Comme tout est sembluble par rapport aux trois sommets du triangle équilatéral, le nombre des positions d'équilibre sera toujours un multiple de trois, et ce nombre total pourra être six ou dix-huit, suivant la valeur de r. 618. Outre leurs positions horiiontales d'équilibre, les prismes et les cylindres homogènes ont aussi des positions d'équilibre, dans lesquelles leurs arêtes sont verticales, et leurs bases, parallèles au niveau du liquide, et qui sont doubles pour chaque corps , parce que l'une ou l'autre des deux bases peut être plongée dans le fluide. Un prisme vertical et sa partie immergée ont leurs centres de gravité sur une même perpendiculaire au niveau; le rapport de leurs volumes est le même que celui de leurs hauteurs; et, par conséquent, la hauteur du prisme immergée est à celle du prisme entier, comme la densité du corps est à celle du liquide, ce qui suffit pour déterminer l'enfoncement du corps dans son état d'équilibre. Les solides de révolution, et généralement tous les corps symétriques autour d'un axe, ont de même deux positions d'équilibre dans lesquels cette droite est verticale, et qu'on déterminera sans difficulté. Supposons qu'il s'agisse, par cxemplo, d'un ellipsoïde homogène, dont les trois demi-axes soient a, o, c ; plaçons l'axe 2c verticalement , et soit u la distance du plan des deux autres axes à la section à fleur d'eau ; u étant une inconnue positive ou négative, selon que cette section se trouvera au-dessous ou au-dessus du centre de l'ellipsoïde. Soit aussi Z l'aire de la section horizontale de ce corps, faite à une distance quelconque s de son centre ; le vo2* lutne du demi-ellipsoïde étant — a&c, on aura celui plongé, en de -aie, l'intégrale^* Zo*a, qui exprime la valeur de la tranche comprise entre la section à fleur d'eau et la section boriiontale faite par le centre du corps, et qui aura le même signe que si. Dans le cas d'équilibre , on aura donc 2» nu 4» — abc — I Ub = — aber ; 3 / ■ a r étant toujours le rapport de la densité du corps flottant à celle du liquide. Ce corps étant un ellipsoïde, on aura (n° 86) 7. = (a» - •» )i c> et l'équation d'équilibre deviendra „3 _ 3c, „ «_a (2r — l)c* — i). Elle aura toujours une seule racineréelle, comprise entre i c, qui sera positive ou négative, selon que l'on aura r >-i ou r < — . Dans les cas extrêmes de r = 0 et r = 1 , cette racine sera u — c et « = — c. Un corps symétrique autour d'un axe vertical , étant plongé successivement et par la même partie, dans différons liquides , s'y enfoncera de quantités dont les volumes seront en raison inverse des densités de ces fluides. C'est sur ce principe qu'est fondé l'usage du pèeê-Kqutmr ou ariomitr» , pour comparer entre elle* le» densités de divers fluides. 613. Parmi les différentes positions d'équilibre d'un même corps solide flottant à la surface d'un liquide, il y en a qui sont stables, et d'autres qui ne le sont pas; et d'après ce qu'on a vu dans le n 571, si l'on fait tourner ce corps autour d'un axa horixontal, pour fixer les idées, ses positions successives d'équilibre seront alternativement stables et instantanées. Il importe de distinguer avec soin les premières des dernières, qui ne subsistent assex de temps pour être observées, qu'a raison d'une petite adhérence du corps flottant, au liquide avec lequel Supposons d'abord que le corps flottant soit parfaitement symétrique, pour la forme et pour la denDigitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 391 site de ses parties, de part et d'autre d'une section verticale ABCU (fig. 133). Soit G son centre de gravité, qui appartiendra à cette section. Dans son état d'équilibre, soit aussi AC la droite où cette section est coupée par le niveau du liquide, prolongé dans l'intérieur du corps, et H le centre de gravité du volume du fluide déplacé par le corps; ce point appartiendra aussi à la section ABCD, et se trouvera sur la perpendiculaire BGK, abaissée du point G sur la droite AC. Quand le corps sera bomogéne, H sera au-dessous de G, comme lu figure le suppose; mais quand on aura Usti le corps flottant, c'est-à-dire, quand on aura augmenté la densité de sa partie inférieure , le point G pourra tomber au-dessous du point H. Cela étant, concevons que Ton écarte un peu le corps flottant de sa position d'équilibre, en le faisant tourner autour d'un aie perpendiculaire à ABCD , et l'abandonnant ensuite « lui-même sans vitesse initiale. Quel que aoit le mouvement que le corps prendra, la section ABCD demeurera toujours verticale, et comprendra constamment le centre de gravité G. Dans cette nouvelle position , soit A'C (fig. 134), la droite qui représente le niveau du liquide, et qui coupe AC au point E, de manière que 4e segment du corps qui répond à AEA', soit entré dans le liquide, et que celui qui répond à CEC, eu aoit sorti. Je supposerai égaui les vulumes de ces deux segmens; il en résulte que le volume du liquide déplacé par le corps n'aura pas changé ; le poids de ce volume de fluide sera donc encore égal à celui du corps, comme dans l'état d'équilibre; et, le centre de gravité G du corps flottant doit se mou* voir comme si la masse de ce corps y était réunie, et que le poids de ce corps et la pression du fluide y fussent appliquées (n<> 438) ; et ces deux forces verticales agissant en sens contraire l'une de l'antre, et étant égales daus notre hypothèse, on n'aura point à considérer le mouvement du point G. Soient 11' le centre de gravité du volume du liquide déplacé, après que le corps a été écarté de sa position d'équilibre. Ce point appartiendra, comme le centre de gravité G, à la section ABCD ; mais ils ne seront plus situés, en général, sur la même verticale; la pression du fluide fera donc tourner le corps autour d'une droite passant par le point G, et perpendiculaire à la section ABCD ; et il s'agira de savoir si ce mouvement tendra à ramener le corps à sa position d'équilibre , ou à l'en écarter davantage, et à le faire ekarirtr. Or, si l'on mène par le point H' la verticale H'M, qui rencontre la droite BGK perpcndieiiluirc à AC, au poiut M, il est évident que la pression du fluide qui s'exerce de bas en haut suivant la direction H'M, tendra à ramener la droite BGK à su position verticale, correspondante k l'équilibre, ou à l'eu écarter davantage, selon que le point M sera situé au-dessus ou au-dessous du point G. Dans le premier cas, l'équilibre sera stable, et dans le second, il ne le sera pas. Quand le point H et le point G coïncideront, le corps restera encore en équilibre, dans la position voisine de la première, où on l'aura placé. Si le centre de gravité G tombe au-dessous de celai dn volume da liquide déplacé, qui était H, dans l'état d'équilibre, c'est-à-dire, si ce point G se trouve entre les points B et H, sur la ligne BK, le point H se troovera au-dessus de G, et l'équilibre sera nécessairement stable. Si, au contraire, le point G est au-dessus de H, nomme dans le cas d'un corps homogène, le point H pourra se trouver audessus ou au-dessous de G, et l'équilibre pourra être stable ou non stable. Le point X, dont la considération sert à distinguer l'un de l'autre, les deux états d'équilibre d'un corps flottant, symétrique par rapport à une section verticale, est ce qu'on appelle le mèiacentrc. Mais nous allons donner une autre régie, déduite du principe des forces vives pour s'assurer , dans tous les cas , de la stabilité de cet équilibre. 614. Pour cela, considérons un corps d'une forme quelconque , homogène ou hétérogène , en équilibre à la surface de l'eau. Soient ABCD (fig. 136), la section de ce corps par le niveau de l'eau prolongé dans son intérieur, G le centre de gravité du mobile, H celui du volume d'eau déplacé par la partie immergée de ce corps, V le volume de cette partir, et H la masse du corps entier; puisqu'on le suppose en équilibre, la droite GH est perpendiculaire au plan ABCD, et la masse d'eau déplacée est égale à celle du corps, de sorte qu'eu appelant f la densité de l'eau , on a H = Vr. Supposons qu'on élève la section ABCD au-dessus du niveau de l'eau (fig. 136], ou qu'on l'abaisse au-dessous, d'une quantité très petite; qu'en même temps, on incline un tant soit peu le plan de cette section ; et, pour plus de généralité, qu'on imprime aussi de petites vitesses aux points du mobile. L'équilibre sera troublé ; et la question de la stabilité consistera à examiner si, par suite du mouvement que le corps prendra, la section ABCD, fixe dans l'intérieur du mobile, s'écartera de plus en plus du niveau de l'eau , ou si elle tendra à y revenir, en oscillant de part et d'autre de ce niveau. Pendant le mouvement qui aura lieu, le niveau naturel de l'eau coupe le corps flottant suivant une section variable dans son intérieur, qu'on appelle le plan de flottaison. A un instant quelconque , soient A'B'C'D cette section; AB"CD" une autre section variable de ce corps, faite p.ir un plan horizontal qui passe par le centre de gravité de la section ABCD; AC l'intersection de ABCD et AB"CD", variable sur ABCD ; • l'inclinaison mutuelle de ces deux sections; ( I* distance de AB' CD" au plan de flottaison, laquelle distance sera regardée commo positive ou comme négative, suivant que celte section se trouvera au-dessous ou au-dessus du niveau de l'eau. Les quantités variables 4 et ; sont supposées très petites à l'origine du mouvement ; Digitized by Google
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    302 TRAITÉ I)E MÉCANIQUE. il s'agira de «avoir si ellei resteront trè» petites petidant toute aa durée. 616. En appelant « la vitesse variable d'un élément quelconque dm de U masse du mobile, la somme des forces vives de tous ses poinU sera donnée par l'intégrale Ju*dm étendue à la masse entière, et l'équation qui résulte du principe général des forces vives, sera de la forme (n° 666) *« = c + 2vi («) c étant une constante arbitraire, et • une fonction dépendante des forces qui sont appliquées aux points du mobile. Ces forces sont la gTavité, qui agit sur tous ses points, et les pressions verticales que le fluide exerce sur la partie immergée de la surface du corps ; or , on peut substituer à ces pressions des forces motrices agissant sur tous les élémens dm de sa masse , qui sont situés an-dessous du niveau de l'eau, en prenant pour chaque élément une force dirigée en sens contraire de la pesanteur, et égale au poids du volume d'ean qu'il remplace ; car la résultante de ces forces, motrices aura la même grandeur , la même direction et le même point d'application, que celle des pressions verticales (n° 603). De cette manière, en désignant par g la gravité et par dv l'élément du volume du mobile qui correspond à l'élément dm de sa masse, la force motrice de dm sera gdm — gfdv, si ce point matériel se trouve ou-dessous du niveau de l'eau, et gdm s'il se trouve au-dessus. Soit de plus s la distance variable dm au plan de flottaison, positive ou négative, suivant que dm sera au-dessous ou au-dessus de ce plan ; il résulte de la valeur générale de la fonction », donnée dans len°666, que dans U question qui nous occupe , on devra avoir la première de ces deux intégrales s'étendant à la masse entière du corps flottant, et U seconde, seulement à la partie immergée de son volume. En abaissant du centre de gravité G de la masse H, une perpendiculaire GE sur le plan A'B'C'D*, et faisant GE=s,, on aura d'abord fzgdm = pour la valeur de la première intégrale. Je partage la seconde en deux parties , l'une relative au volume V situé au-dessous de ABCD, dans l'éUt d'équilibre, l'autre relative au volume comprise entre les sections ABCD et A'B'C'D'. J'ai alors oVpa' pour la valeur de la première partie ; s' étant la distance variable du centre de gravité H du volume V au plan de flottaison, c'est-à-dire, la longueur de la perpendiculaire HF abaissée du point H sur le plan A'B'C'D'. En représentant donc pour un moment par k la valeur de l'intégrale J zdt>, étendue à tous les élémens dv du volume contenu entre ABCD et A'B'C'D', gfk sera la seconde partie de la seconde intégrale comprise dans l'expression de t, et nous aurons ■ z= gMz, — opVx' — gfk, pour la valeur complète de cette quantité. Hais la droite GII étant perpendiculaire au plan ABCD, l'angle qu'elle fait avec la verticale GE est l'inclinaison t du plan ABCD sur un plan horizontal ; si I donc on appelle a la longueur constante de GH , •n aura >, = «' ± a coi lj le signe supérieur ayant lieu quand le point G est au-dessous du point H , et le signe inférieur dans le cas contraire. En substituant cette valeur de s' dans celle de f, et observant que M = Vf, il vient • = ± 9to V cos I - gfk ; et il ne restra plus qu'à déterminer la valeur de l'intégrale représentée par k. 618. Pour l'obtenir, je décompose l'aire de la section ABCD en élémens infiniment petits; je les projette tous sur le plan de flottaison A'B'C'D' ; ce qui divise le volume compris entre ces deux sections du corps , en une infinité de cylindres verticaux qui ont pour bases les projections horizontales des élémens de ABCD. Je coupe ensuite un cylindre quelconque par une infinité de plans horizontaux, et je prenda pour l'élément dt> du volume que je considère, la partie de ce cylindre comprise entre deux plans consécutifs , dont les distaaces «u plan de flottaison sont s et s -f dz, de sorte que cet élément soit égal à la base du cylindre, multipliée par ds. Or dx étant l'élément différentiel de la section ABCD , la projection horizontale, ou la base du cylindre correspondant, sera dk cos I, puisque I est l'inclinaison du plan de dk sur le plan de projection ; on aura donc dv = dzdk. cos I; par conséquent, l'intégrale/sde, relative à l'un des cylindres verticaux, sera le produit de dx. cos I , et de fid* , ou égole à — y cos I. dk , en appelant y la hauteur de ce cylindre , ou la perpendiculaire abaissée de dk sur le plan de flottaison. La quantité qu'on a représentée par k sera donc I = i cos %ff* dk ; l'intégrale s'étendant à l'oire entière de ABCD. La perpendiculaire y se compose de deux partics : l'une comprise entre les deux pions parallèles A'B'C'D' et AB"CD", qu'on a représentée par { , l'autre comprise entre dk et le second plan , qui sera égale à / sin I , en désignant par / la distance de cet élément à l'intersection AC des deux plans ABCD et AB"CD"; on aura donc 9 « t + • il" », • Digitized by Goo
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    HYDROSTATIQUE. où Ton regardera l comme une quantité positive ou négative, selon que dx se trouvera au-dessous ;n substituant cette valeur dans l'équation précédente, et observant que ? et » sont constantes dans l'intégration indiquée, il vient I = 1 {* cos Ifdx + sin • cos « fldx + 1 lin- • cos ifl* dx. J'appelle & Taire de la section ABCD , où la valeur de jd> , In droite AC renfermant, par hypothèse, le centre de gravité de celte section, l'intégrale fldx est nulle ; et si l'on fait fl* d\ — hy' , de sorte que y soit nne ligne dépendante de la figure et de l'étendue de ABCD, on aura finalement * = 1 J cos • (f « + y* sin* I). Cette formule n'est pas rigoureusement la valeur de A; pour qu'elle le fût, il faudrait que le volume compris entre les sections A BC D' et ABCD fût un cylindre vertical , tronqué par le plan de la section ABCD ; mats quelle que soit sa forme , on conçoit que la valeur exacte de k doit différer très peu de la précédente, tant que les variables f et I sont très petites ; et il est facile de s'assurer que la différence de ces valeurs est une quantité du troisième ordre à l'égard de ( et I. En substituant la valeur opprochée de k dons l'expression de #, faisant aussi ,==,-8T3 + elc 1=1 [-etc. et négligeant tous les termes du troisième ordre par rapport à ces variables • et f, nous aurons donc • = ± st v« =f 7 wVo4' "tw* c + y ••)• ce qui change l'équation (a) en celle-ci : /«. dm + cr[*.+(ô>.± Va) ..]=., (i) en comprenant le terme ± 2orVa dans la constante arbitraire c. 017. La valeur de cette constante se déterminera d'après les valeurs de si, f , I, à l'origine do mouvement, qui sont supposées très petites ; c est donc aussi une quantité très petite j et , de plus , l'équation (i) montre que sa valeur est positive, si le coefficient by* 4; Va est positif, quand le mouvement commence. Si ce coefficient reste positif pendant toute la durée du mouvement , on peut i de cette même équation, par le raisonneit déjà employé dans le n» 671 , que les variatrès petites ; 'on aura à un instant quelconque , 9t IV ± V°) * ( < V —r \ ce qui fait voir que la stabilité de l'équilibre du corps flottant tientaasignede la quantité by* ±\a, et que cet équilibre cette quantité sera positive à l'origine et pendant toute ln durée du mouvement. L'intégrale ffi dx , qui est représentée par by* , ne peut être qu'une quantité positive , puisque tous ses élémens sont positifs. Le terme ± Va doit être pris avec le signe +, quand le point G est plus bas que le point H; donc, dans ce cas , le coefficient by* ± Va est positif, et l'équilibre est stable. Lors donc que le centre de gravité de la masse entière d'un corps flottant est plus bas que celui du volume d'eau qu'il déplace dans sa position d'équilibre , on peut être certain de la stabilité de cet équilibre par rapport à tous les petits mouvemens qu'il est possible d'imprimer à ce corps. Si, au contraire,le point H est plus bas que le point G , le terme "fc Va doit être pris avec le signe — ; il faut alors qu'on ait by* > Vn , pour que le coefficient by* ± \ a soit positif, et qu'on puisse assurer la stabilité de l'équilibre. Or , la grandeur de la ligne y varie avec la position de la droite AC , qui passe toujours parle centre de gravité de la section ABCD, et peut tourner autour de ce point pendant la durée du mouvement j mais rn faisant faire à ta droite AC une révolution entière, il est évident qu'il y aura une position dans laquelle la ligne y sera plus petite que dans toute autre position ; si donc on calcule cette plus petite valeur de yt et qu'on trouve by* > Va, il sera certain que le coefficient by* ± Va ne peut devenir négatif, et, par conséquent, que l'équilibre est stable. Dans un vaisseau , par exemple, il est aisé de voir que la droite AC, a laquelle répond \r minimum de l'intégrale jh dx , est la ligne qui va de la proue à la povp*. On partagera donc l'air* de la section è fleur d'eau en élémens infiniment petits ; puis on déterminera par le calcul intégral la somme de tous ces élémens, multipliés respectivement par le carré de leurs distances à cette ligne; et pourvu que cette intégrale surpasse le produit du volume d'eau déplacé par le vaisseau, et de la distance du centre de gravité de ce volume à celui du vaisseau , on pourra assurer que l'équilibre est stable, par rapport à tous les petits mouvemens du vaisseau , lors même que le second centre de gravité sera plus élevé que le premier. 618. Après nous être occupé de l'équilibre et de la stabilité des corps flottans, nous allons actuellement déterminer leur mouvement, lorsqu'on les a un peu écartés d'une position d'équilibre stable. Pour résoudre la question d'une manière complète, il faudrait avoir égard à la fois à ce mouvement et à celui du liquide } c'est ce que je tâcherai de dans un autre ouvrage. Maintenaut, je ne 50 Digitized by Google
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    TRAITE DE BECAilIQl'E. tiendrai pas compte du mouvement du (laide ; et j pour simplifier le problème , relativement au j eorps solide , jo supposerai qu'il soit symétrique du part et d'autre d'un plan qui restera vertical pendant tout le mouvement. Ce plan renferme les centres de gravité G et II du mobile et du volume de fluide qu'il déplace dans son état d'équilibre. Dans cet état, la droite GH est verticale; on l'incline en la faisant tourner dans ce plan autour du point G; puis on abaisse ou on élève, parallèlement à elle-même, celte droite dans ce même plan; on abandonne ensuite le mobile à l'action de la pesanteur et du fluide environnant, sans lui imprimer aucune vitesse initiale; et il est évident que la section du mobile faite par le plan dont il s'agit , et qui le coupe en deux parties symétriques, demeureru constamment verticale. L'intersection AC des sections ABCD et AB'CD ', restera toujours perpendiculaire à ce plan vertical; et comme la droite AC renferme, par hypothèse, le centre de gravité de ABCD, il s'ensuit que ce centro sera le point K où elle coupe ce même plan , et que la droite AC rencontrera toujours le contour de ABCD dans les mêmes poinU ActC. Indépendamment de la symétrie du corps par rapport ou plan perpendiculaire à AC, je supposerai, en outre, pour simplifier encore plus la question, que. la droite GK soit perpendiculaire au plan de la section ABCD; ce qui aura lieu , par exemple, lorsque le plan des deux droites GK et AC coupera aussi le mobile en deux parties symétriques. Au bout du temps quelconque r, compté dr l'origine du mouvement , je représenterai par s, la distance GE du point G au plan fixe A'B'CD', par ; la distance mutuelle des deux plans horizontaux AB"CD" et A'B'CD', par • l'angle KGE compris entre la drbitc GK et la verticale GE , par y la distance de l'élément quelconque d>. de la section ABCD au plan A'B'CD', et par s sa distance au plan vertical mené par le point G et parallèle a la droite AKC. Je désignerai aussi par / la distance constante de cet élément à cette droite, et par h la longueur donnée de GK. Il est aisé de voir qu'on aura *(=f + »cos»,y={ + /sinï,*=/cos« + AsinS, Jera /, A, f , comme des quantités positives ou négatives, selon que l'élément <1> est a droite ou à gauche de la droite AKC , que la droite GK se trouve à droite ou à gauche de la verticale GE, et que le plau AB"CD'' est au-dessous ou audessus de A'B'CD'. Enfin , b étant Taire de la section ABCD, et y la même ligne que précédemment, les intégrales l'étendant à tous les élémensde b. Les variables f et « feront connaître la position du mobile à chaque instant. Pour r = 0, on aura dt é( e=., { = c, _ = o, - = o, dt dt parce qu'on suppose nulles les vitesses initiales de tous les points du corps , et en désignant par « cl C des quantités très petites et données. Le problème consistera à déterminer les valeurs de ict{ en fonctions de », en supposant que ces variables demeurent très petites pendant toute la durée du mouvement ; supposition qui permet de négliger lecarré de * et le produit de » et {, i un cylindre tronqué, le voluc ABCD et A'B'CD'. 619. Le centre de gravité G se mouvra comme si la musse M du mobile y était réunie , et que le poids M 7 du corps et la résultante des pressions du fluide y fussent appliqués. Cette résultante est dirigée en «cru contraire de Bo ; elle est égale à (V 4*V)|y, en désignant par V le volume d'eau déplacé par le mobile dans son état d'équilibre , et par V + U ce volume au bout du temps 1. La force motrice du point G, dirigée dans le sens de la pesanteur, sera donc By — (V ^ U) pj, ou simplement — Upy, à cause de M = V»; sa vitesse initiale étant nulle, il ne sortira pas de la verticale où il se trouve à l'origine du mouvement, et l'équation de son mouvement sur celte droite sera J> », M — -!• = dt* Abstraction faite du signe, U est le volume compris entre les deux sections ABCD et A'B'CD'; de sorte qu'en décomposant ce volume en prismes verticaux, comme précédemment, on aura L" = /y cos ttix; l'intégrale s'étendaut à tous les élémens de b. En mettaut pour y sa voleur précédente, on en conclut U = b{ cos J. Si donc on prend l'unité pour cos • dans cette valeur et dans celle de qu'où les substitue ensuite dam l'équation du mouvement du point G , et qu'on y metle aussi Vf au lieu de M, il vient do T V (2) En même (emps , le mobile tournera autour du point G, comme s'il était fixe, et que les forces qui le sollicitent ne fussent pas changées (n° 438). Ce mouvement de rotation aura douu lieu autour de Taxe mené par le point G, et perpendiculaire au plan qui coupe le mobile en deux parties symétriques, et il sera dû uniquement aux pressions du fluide environnant, puisque le poids du corps passe Digitized by Google
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    IITDROSTATIQCE. 395 constamment par ce point; par conséquent, l'équation de ce mouvement sera (n° 392) en désignant par Mi» le moment d'inertie du corps par rapport à l'aie de rotation , par m sa vitesse angulaire de rotation nu bout du temps f, et par /u le moment total des pressions au même instant et par rapport au même axe. On regardera la vitesse • comme positive ou comme négative, selon que le mouvement aura lieu dans le sens indiqué par la flèche *, ou dans le sens opposé ; de sorte que l'on anra "~ Ht* dt~ et , cela étant , on devra prendre avec le signe -fou avec le signe — , dans la valeur de , les niouicns des pressions qui tendront à faire tourner dans le sent de la flèche ê, ou dans le sens opposé. Or, le moment total f» pourra se diviser en deux parties, l'uno relative au volume constant V, et l'autre au volume variable U. La partie de la pression correspondante ou premier-volume est égale a ?ff, appliquée au point H , et dirigée suivant HT; la perpendiculaire abaissée dn point G sur cette droite prolongée, s'il est nécessaire , a pour valeur « sin t, en désignant par a la distance GU : la première partie du moment f* sera donc ± Vapy sin », où l'on prendra le signe supérieur ou le signe inférieur, selon que le point H sera plus haut ou plus bas que le point G. Quant à la partie de /* I ?=-Ccosi|X — . • = * V L'ordonnée verticale du centre de gravité étant égale .i h + », quand on néglige le carré de », il s'ensuit que le mouvement de ce point sera le même que celui d'un pendule simple dont la longueur V serait — . Pour que la valeur de * ne croisse pas in6 défiiiiment, c'est-à-dire, pour que l'équilibre, d'où l'on a écarté le corps flottant, soit stable, il faudra et il suffira que la quantité^» ± Va soit positive; ce qui s'accorde avec le théorème du n° 617. Cette condition étant remplie, les oscillations de la droite GK, de part et d'autre de la verticale GE, seront les mêmes que celles d'un pendule simple V*. qui aurait pour longueur. qui répond à U, si l'on décompose toujours ce volume en prismes verticaux , et que l'on considère la pression correspondante au prisme quelconque yi'oslrf*, laquelle est égale et contraire an poids du tolume d'eau qu'il déplace, on aura pj*y cos »dx pour le moment de cette pression , et, par conséquent, fy/xy cos »d». pour la seconde partie de ft ; l'intégrale s'etendant à l'aire b tout entière. En mettant pour * et y leurs valeurs , et ayant égard aux équations ( 1 ) , cette quantité deviendra (■y* cos » -f- h{)fgb cos t sin » ; par conséquent, la voleur complète de p sera f* = {h* c°** « ± Vo -f- bh( cos I] fy sin ». Je réduis, dans cette valeur, cos • et sin » h l'unité et à I, et je néglige le produit de f et I; puis je la substitue , avec les valeurs de M et de », dans l'équation du mouvement de rotation, qui devient, de cette manière, * * . th* ± 9* «r + jg = " m Le problème dépend donc des deux équations différentielles (2) et (3) ; et comme les variables f et f y sont séparées , il s'ensuit que le mouvement de rotation du corps flottant et celui de son centre de gravité seront iiidépendaus l'un de l'outre ; circonstance qui tient à ce qu'on a supposé la droite GK, qui va du centre de gravité du mobile à celui de ABCD, perpendiculaire à cette section. En intégrant ces deux équations, et déterminant les constantes arbitraires d'après les valeurs inidt dt tiales de f, t, — , — , on o dt dt Si le corps flottant n'était pas symétrique de part et d'autre du plan des droites GK. et AKC, et que la perpendiculaire abaissée du point G sur la section ABCD différât de la droite GK, les variables { cl I ne seraient plus séparées dans les équations (2) et (3); la première renfermerait un terme multiplié 4N par — et la seconde un terme qui aurait { pour fncdr» leur , les mouvemens de rotation et du point G ne seraient plus indépendans l'un de l'autre; et le mobile pourrait exécuter quatre sortes d'oscillations simples, dans lesquelles son mouvement se décomposerait toujours, conformément au principe de la coexistence des petites oscillations , et qui se réduisent à deux dans le cas particulier que nous venons de considérer. Digitized by Google
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    CHAPITRE V. DE LA MESURE DBS HAUTEURS PAR I. OBSERVA LION DU BAROMETRE. D'après oe qu'on a tu dans lo n» 669 , l'équation d'équilibre du mercure contenu dana la branche fermée du baromètre , et de la pression atmosphérique qui a lieu dans la branche ouverte, est «s* = (0 * désignant cette pression rapportée a l'unité de surface, 9 la gravité, m la densité du mercure, et h la différence de niveau de ce fluide dans les deui branches du baromètre ; et en supposant qu'il n'y ait aucune pression sensible au-dessus de son niveau dans la branche fermée. De ce que l'équilibre ne doit pas être troublé, si l'on suppose que la branche ouverte du baromètre ae prolonge jusqu'aux limites de l'atmosphère, nous avons conclu que la pression m est le poids d'une colonne verticale et cylindrique de l'atmosphère, qui aurait pour base l'unité de surface et pour hauteur celle de ce fluide. Ce poids est donc celui d'un cylindre de mercure , de même base , et dont la hauteur est environ 0"»,76; et il en résulte que la pression de l'atmosphère sur chaque mètre carré de la surface de la terre, est à peu près dix mille kilogrammes. Quand on a'éléve au-dessus de cette surface, la hauteur et le poids de In colonne d'air qui presse sur le mercure du baromètre , diminuent de plus en plus; la hauteur h doit donc aussi diminuer, et il doit exister un rapport entre cette hauteur et celle dont on s'est élevé , qui fera connaître l'une au moyen de l'autre. Cette détermination sera l'objet spécial de ce chapitre ; mais auparavant , il convient de tirer quelques conséquences de l'équation (1), et d'exposer les lois de la pression de l'air ou d'un gat quelconque, relativement a sa densité et à sa température. 621. En appelant S la surface totale de la terre , exprimée en mètres carrés , la masse de l'atmora éKaleèmS(0«,76); m étant toujours la du mercure. La masse de la terre est - JSr, en désignant par r son rayon , et par t sa densité moyenne. Si donc la fraction / représente le rapport de la _ 8m (0««,76) >, « = 13-5075, *=6»,60, en sorte que la masse de l'atmosphère est un peu moindre qu'un millionième de celle de la terre. Si l'air avait la même densité dans toute la hauteur de la colonne atmosphérique , la hauteur de cette colonne et la hauteur h du mercure dans le baromètre seraient en raison inverse des densités de l'air et du mercure; en appelant / la hauteur de l'atmosphère , dana cette hypothèse , et désignant par f la densité de l'air à U température séro et sous la pression barométrique 0™, 76, on i i = -(0»,7»); P et à cause de (a» 61} — = 10482, t » " F«ur™i I = 7660». L'atmosphère doit évidemment a'étendre beaucoup plus haut, puisque la densité et le poids de ses couches diminuent a mesure qu'elles s'élèvent au-dessus de la surface de la terre. On fixera une limite qu'elle ne peut atteindre, en déterminant la hauteur I laquelle la force centrifuge est égale à la pesanteur; car au delà, la force centrifuge disperserait les molécules d'air dans l'espace. C'est à l'équateur que cette limite est le moins élevée ; or, eu ce lieu , la force centrifuge est — — ( n° 178) à «Ï
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    HYDROSTATIQUE. S97 de cette surface, elle devient l et l'intensité de U pesanteur est ^ ^ ^ , en désignant par rie rayon de la terre; la limite dont il s'agit sera donc déterminée par l'équatiou r + s r« de laquelle on tire , pour cette limite , a = r ( t/aâ» - 1), c'est-à-dire, a peu près cinq fois le rayon de la terre. Mais il y a lieu de croire que , bien avant d'atteindre à une si grande hauteur, l'air est liquéfié pas lu froid , qui augmente rapidement à mesure qu'on s'élève dans l'atmosphère* Itous ne connaissons pas la loi de cette augmentation a l'air libre, qu'il ne faut pas confondre avec celle que l'on observe sur les montagnes , où la température de l'air et celle du sol s'influencent mutuellement; la seule donnée que nous ayons sur ce », 11 faudra avoir égard à l'a . tion du volume occupé par l'air contenu dans H , qui résultera d'une augmentation de hauteur du tique de H. Gay-Lussac, dans laquelle il s'est élevé à une hauteur de 6980« : les températures de l'air à la surface de la terre et k cette hauteur étaient de 30«,75 9°,60, du thermomètre centigrade; ce qui fait une diminution d'environ un degré pour 176» d'élévation , en supposant le décroissement de la chaleur uniforme. 628. Si l'on terme en G (fig. 129}, la branche ouvert.! du baromètre, ou , plus généralement, si l'on place cette branche dans un Tase H fermé de toutes paru ( fig. 137) , l'équilibre du système ne •era paa troublé : ce sera alors la pression exercée en E par l'air contenu dans ce vase, qui fera équilibre à celle de la colonne DF du mercure, suspendue dans la branche fermée , au-dessus de son niveau E dans la branche ouverte. Cette pression rapportée a l'unité de snrface , ou ce qu'on appelle la force élastique de l'air, aura donc pour mesure la pression mgk du mercure . et elle sera équivalente au poids « de la colonne atmosphérique. Un baromètre qui s'ouvre ainsi dans un vase fermé, et qui sert k mesurer la force élastique de l'air ou d'un fluide quelconque, contenu dans ce vase, s'appelle alors un manomètre. Le poids ™
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    m TRAITÉ DE MÉCANIQUE. m?A-f « . ou Sm^A; par conséquent , la force élostique de l'air contenu dans CE', qui s'exerce sur le niveau E' et qui fait équilibre à cette pression totale, sera double de celle qui avait lieu quand l'air occupait l'espace CE. Or, l'expérience prouve que l'espace CE' est moitié de CE; elle fait voir aussi que si l'on triple la pression par une oddition convenable de mercure, l'espace occupé par l'air est réduit au tiers; et, généralement , on trouve que le volume du fluide varie en raison inverse de la pression qu'il éprouve, ou autrement dit, que la densité croît dans le mémo rapport que la force élastique. Cette proportionnalité est ce qu'on appelle la loi de Mariette , du nom du physicien qui l'a déduite de l'observation. Elle suppose que le fluide n'éprouve aucune variation de température; en sorte que, pour l'observer il faut donner à l'air contenu dans CE , le temps de perdre l'augmentation de température qu'il acquiert par la compression , et de revenir à sa température primitive. Elle a lieu pour tous les gat, et aussi pour les vapeurs, en supposant la pression moindre que celle qui les réduit en liquides. Enfin , elle subsiste également pour les mélanges de diiTérens fluides; et si, par exemple, deux gax ont la même température et un même volume V , que p soit la force élastique de l'un et p' relie de l'autre , et qu'on les réunisse sous le volume V , la température du mélange sera encore la même , et la force élastique, ou la pression qu'il exerce sur l'unité de surface , deviendra /' + /''• 624. Au moyen de la lot de Hariotte , on peut facilement calculer l'élévation de l'eau dans une pompe , lorsqu'il existe de l'air entre ce liquide et le piston; laquelle élévation serait 10", 4, comme nous l'avons dit précédemment (n° 690), si l'eau était en contact avec le piston. Poor cela, soient ABCD (fig. 138) la tuyau cylindrique et vertical d'une pompe , plongé dans l'eau jusqu'en EF , et G H la base horisontale du piston. La pression atmosphérique t'exerce sur le niveau extérieur de l'eau, qui est le même que le niveau T. Cette pression , rapportée à l'unité de i, .cru égale à y/, en prenant ladensiléde l'eau pour unité , et désignant par l la hauteur 10°>,4 de la colonne d'eau qui lui ferait équilibre. L'espace contenu entre EF et GII est rempli d'air, dont la force élastique fait équilibre à la pression extérieure, et a aussi gl pour mesure. Dans cet état , j'appelle a la hauteur donnée de GII au-dessus de EF ; je suppose ensuite qu'on élève le pistou jusqu'en G'fl', et je désigne par c la hauteur aussi donnée de G'h" au-dessus de G 11. L'eau s'élèvera , dans l'intérieur de la pompe , jusqu'en E'F', à une bauteur x au-dessus de EF , et s'abaissera en dehors, au niveau d'une section 1,1 de pompe, située à une distance y au-dessous de EF. En Appelant 6 la section horixonlalc de la pompe, et C celle du réservoir dans lequel clic est plongée, on aura ' = 7 à raison de l'incompressibilité du liquide; cl la question se réduira h déterminer la valeur de *. Or, l'air qui occupait l'espace EFHG , occupera maintenant l'espace E'F'Il'G'; et celui-ci étant à l'autre comme a -\- > — * est a a, il s'ensuit que la force élastique gl du fluide sera diminuée dans g la le rapport inverse , et deviendra Ce o + c— * sera la pression rapportée à l'unité de surface qui aura lieu sur E'F' ; en l'ajoutant à la pression de l'eau comprise entre E'F' et E F, , dont la valeur est g (*4-y), on aura la pression totale exercée sur le niveau intérieur E(F(, qui devra faire équilibre à la pression extérieure y/; ce qui exige qu'on ait la ix + *+ - = /, en supprimant le facteur commun g, et substituant pour y sa valeur précédente. Cette équation est du second degré, et peut s'écrire ainsi : _ x [If + o + c) + clf = 0, en réduisant, et faisant, pour abréger, C C + 6 En résolvant cette équation, on trouvera deux valeurs réelles et positives de 0\ mais il est aisé de voir que l'une d'elles sera toujours inadmissible. En cflet , l'élévation x y de l'eau au-dessus du niveau extérieur, ne peut pas surpasser /; à cause x de * + y= -, on a donc x *"; d'ailleurs, ileat évident qu'on doit aussi avoir x < a-J-c ; or, la somme des deux racines de l'équation précédente étant fl -f- a -|- c, si l'une est plus petite que a -{-c, l'aulre sera plus grande que fl, ou bien , si l'une est moindre que fl, l'autre surpassera a + c ; par conséquent, l'une des deux racines sera seule admissible, «t l'autre devra être rejetée comme étrangère h la questiou. Eu vertu de l'équation d'équilibre, la force élastique g* -, de l'air entre FF' et a + c — * G'H', est égale à gl— g (* + y). Il eu résulte sur la base inférieure du piston , une pression dirigée eu sens contraire de la pesanteur, et égale à glb — g (x -f y ) b. La base supérieure de ce corps est poussée en sens contraire par la pression atmosphérique , égale à y/A; la charge que le piston supporte, ou l'excès de cette seconde force sur la première, est donc y (#-f-y)&, c'est-à-dire, le poids de l'eau contenue entre E,F, et ET, et élevée Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 399 au-dessus du niveau extérieur; ce qu'on peut regarder, à priori, comme évident. 625. Il nous reate actuellement à considérer la loi de la force élastique de l'air , relativement à M température. Si l'air et diflërens gai , soumis à une pression constante , et la même pour tous, sont placés dons une enceinte dont la température varie d'il à l'outre, l'observation prouve que tous ces •e dilatent également. En prenant l'un d'eus , l'air par exemple , pour thermomètre , c'est-à-dire, en divisant sa dilatation totale en parties égales , qui marqueront les degrés de la température , il en résulte que les accroissemens de volume de tous ces gaz seront les mêmes pour des augmentations égales de température, et proportionnels à ces augmentations. L'observation prouve aussi que, dans une étendue très considérable, les indications du thermomètre à oir différent très peu de celles du thermomètre à mercure; en sorte que, dmis cette étendue, la dilatation d'un gai quelconque est proportionnelle à son accroissement de température, indiquée pHr les degrés du thermomètre ordinaire. Enfin, de zéro à 1U0", c'est-à-dire , de la température de la glace fondante à celle de l'eau bouillante, H. Gav-Lussuc a trouvé que le volume de Pair soumis a une pression constante, et, par conséquent, celui d'un gai quelconque, augmentent dans le rapport de l'unité à 1,375; ce qui donne une dilatation de 0,U0375 , pour chaque degré du thermomètre centigrade. D'après cela, soient V le volume d'un gat quelconque, à la température xéro, «r su force élastique, et D sa densité. La pression m , rapportée à l'unité de surface, restaut la même, et le nombre de degrés de la température devenant 6, désignons par V et D' ce que deviendront le volume et la densité du gax ; nous aurons V' = V (1 + .1), « = 0,00376; et comme la densité varie en raison inverse du volume, nous aurons aussi D = Maintenant , supposons qu'on fasse varier la pression sans changer la température ». Soient y et f ce que deviennent simultanément la pression et la densité, qui étaient m et D' ; d'après la loi de Mariolte, P ~ — ; D et en mettant pour D' sa valeur précédente, et f.iiile r»«*f (» + ••), (2) pour l'expression de la force élastique d'un gax quelconque en fonction de sa densité et de sa température. 626. Cette formule convient aux gax, aux vapeurs, et à leurs mélunges. la température I étant indiquée par le termornètre à mercure , elle a lieu pour les valeurs négatives de I, jusqu'à environ — 36", ou un peu moindres que la température de la congélation de ce fluide. Elle a aussi été vérifiée pour des températures qui surpassaient beaucoup 100°; et la différence entre les lois de dilatation de l'air et du mercure, ne commence à devenir un peu considérable que quand x s'élève à environ 300» *. Le coefficient k est différent pour les difTérens fluides. Relativement à l'air atmosphérique, MM. Biot et Arago ont trouvé, à l'Observatoire de Paria, m — = 10462 , D pour le rapport de la densité du mercure à celle du l'air, sous la pression barométrique de U ",76, et à la température xero (n° 01). Eu faisant donc, en même temps, • = mGA, = 0«,76, la voleur de k sera * = (7051,12) G; et, dans cette valeur, il faudra prendre pour G la gravité au lieu où le rappport — a été déterminé , D c'est-à-dire, à la latitude de Paris, pour laquelle on a G = 9»,80896. Le coefficient de G se rapporte à l'air parfaitement sec; si l'air était humide, sa densité serait moindre, sous la même pression et à la même température, et la valeur de k varierait en raison irverse de cette densité. Sous la pression barométrique de 0m,76, et à la température xéro, soit, p»r exemple, i le rapport rie la densité de l'air au i mum d'humidité, à la densité de l'air parfait sec; on aura, comme on le verra plus loin, 0m ,76— 0«",00508 10 0*,00508 ' = 5vi + Ti TvT«= M»*»; par conséquent, en divisant la valeur précédente de * par cette valeur de /, on aura la valeur de * qui répond au maximum d'humidité de l'air, savoir : * = 797l™,09. • f ejn, »r ce poi.,1, le Mémoire de MM. PctU et Dulonp, Digitized by Google
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    400 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. 627. Maintenant, nous formeront tant difficulté les différentes équations d'équilibre d'uno colonne atmosphérique. Supposons que cette colonne soit cylindrique et verticale, et qu'elle ait sa base à ta surface de la terre et «'étende jusqu'à la limite de l'atmosphère. Soit A l'aire de sa section horizontale. Divisons cette colonne en couches horizontales inainces, et supposons la surface A asses , étendue pour que la densité et la température > varient pas sensiblement d'un point à un autre d'une couche quelconque. Appelons p, p , I, la force élastique de Pair, sa densité et sa température, qui ont lieu à la distance s de la surface de la terre. Soit aussi y' la gravité a cette même distance; Ay'frfs sera le poids de la couche dont l'épaisseur est 4s, et dont les deux faces répondent a s et s — ds . La pression qu'elle éprouve sur sa face supérieure sera Aj»; celle qui aura lieu sur ta face inférieure aura pour expression A ^p — — d*^ .Hais en passant de la première a la seconde face, la pression doit augmenter du poids Kg'fdz, il faudra donc qu'on ait ou simplement djp = -o'fd»; (3) ce qui coïncide avec l'équation qu'on déduira de la formule (3) du n» 684, en y faisant X = 0, Y = 0, Z = - y'. En éliminant f au moyen de l'équation (2), il *P y'ds y * (l + ••) Si l'on appelle r le rayon de la terre et y la pcsan— y» p = «r *(! + ••) (' + •>, f pour les expressions de la force élastique et de la densité de l'air, depuis la surface du globe jusqu'à la hauteur où ce fluide a perdu par le froid toute son élasticité. D'après ce qu'on a dit dans le n° 620, le poids de la colonne atmosphérique qui a pour base l'unité de surface , doit être équivalent à la pression • relative au point le plus bas; et, en effet, ce poids est donné par l'intégraley0" fy'ds, dont la valeur est «, d'après les expressions de p et de y'. 628. La force motrice d'un ballon qui s'élève verteur à sa à la hauteur s, en négligeant la variation de la force centrifuge, ainsi que l'action de la masse d'air comprise entre les deux surfaces sphériqnes et concentriques dont les rayons sont r et r + s , laquelle action n'entre pas dans la valeur de y, et devrait s'ajouter a celle de y* (n* 101). Nous aurons , de cette manière, ♦ _ yr« ds p *(»+•♦) (r*»)»* intégrer cette formule , il faudrait encore connaître l'expression de I en fonction de m ; mais la loi des températures étant inconnue , on est obligé de considérer I comme une constante; et l'on prend dans chaque cas, pour sa valeur, la moyenne des températures qui répondent aux points extrêmes de la colonne d'air à laquelle on applique cette équation. Son intégrale est alors log p =C étant la constante arbitraire. En la pression atmosphérique qui a lieu a la terre, on aura k la fois = 0, P = "y «og • = k (1 + ..) + C; et il en résultera, à une hauteur quelconque s audessus de celte surface, En vertu de cette équation et de la formule (2) , et en désignant par a la base < riens, on aura maintenant — yrs s» s ' dt* ~ A(i+.îMf^.* *(» + ••) ticalemenl dans l'atmosphère, est l'excès du , de l'air qu'il déplace à chaque instant, sur son propre poids. En appelant y. sa masse et V son volume, cette force sera donc Vfy' — /uy', à la hauteur s audessus de la terre ; par conséquent, on aura *** * i pour l'équation différentielle du mouvement vertical de ce corps, au bout du temps quelconque t. Si l'on appelle c sa densité moyenne, de sorte qu'on ait m = cV, et qu'on substitue pour p et y' leurs valeurs précédentes, cette équation deviendra - yrs *(. +.») (r + .) CJH igitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 401 C la constante arbitraire, il Tient par dt» ■=c-***l»+-«)(' + *) -i2c?r r + a Si Ton suppose que le mobile toit parti de la surface de la terre avec une vitesse nulle, on aura d% à la fois z, =0 et — = 0 ; il faudra donc qu'on ait dt C = I* — 2cgr; et il en résultera d** dt» ,»(! + .•} (r+a) pour le carré de la vitesse k une hauteur quelconque. En résolvant cette équation par rapport k dt, turcs, le temps que le k une hauteur donnée. nera la hauteur à laquelle le mobile en équilibre, a'il y parvenait ian« v et de même l'équation^- = 0, fera 1 d» plus grande hauteur à laquelle le ballon s'élèverait dans l'atmosphère, en supposant que sa masse et son volume ne varient pas. La première de ces deux hauteurs s'exprimera au moyen d'un logarithme; la seconde dépendra d'une équation transcendante, et ne pourra se calculer que par approximation. 629. Proposons-nous maintenant d'appliquer l'équation (4) k la mesure des hauteurs verticales. Soient h et h' les hauteurs du mercure dans le baromètre, à la station inférieure et à la station supérieure; T et T' les températures correspondantes du mercure; I et t' celtes de l'air, qui seront différentes de T et T' , lorsque le mercure du baromètre n'aura pas eu le temps de se mettre, pendant les observations, en équilibre de température avec l'air environnant. Si m est la densité du mercure à la station inférieure,(l + «era sa densité h la station supérieure, parce que la densité de ce fluide augmente de — — pour chaque deeré de 6660 diminution dans la température. Pour plus de sim_ S, nous comprendrons le facteur 1 qui sera alors la hauteur observée, multipliée par cette quantité, et nous supposerons ensuite que s» soit la densité du mercure aux deux stations. De cette manière, nous aurons * = p = mj'V mgr* h' au moyen de quoi l'équation (4) deviendra grm *(l+.l)(r+s)- (6) Ainsi qu'on l'a dit plus haut , il faudra prendre r P + 0 P°ur l« o« * est 0,00375 pour l'air sec, aussi bien que pour celui qui renferme la vapeur d'eau en quantité constante, et dans une proportion quelconque. Hais il faut observer que , quand la température s'élève, la quautité de vapeur augmente , en général , dana l'atmosphère ; et comme la densité de la vapeur serait k celle de l'air comme 10 est à 16 , sous la pression ordinaire 0», 76, il a'ensuit que la densité de l'air libre, dont la température augmente, doit diminuer dans un plus grand rapport que celui qui répond au coefficient 0,00376. Pour tenir compte , autant qu'il est possible , de la quantité de vapeur qui se trouve dans l'atmosphère, nous augmenterons donc le coefficient • ; et pour la commodité du calcul , nous le ferons égal à 0,004 ; en sorte que nous aurons .t- »(' + «') 1000 ' Les logarithmes qui entrent dans le premier membre de l'équation précédente, sont népériens ; pour les convertir en logarithmes ordinaires, je multiplie cette équation par le module de ceux-ci, que j'appelle M, et dont la valeur est La gravité g que renferme son second unu , est celle qui répond k la station inférieure et à la latitude du lieu de l'observation. En désignant cet angle par4 , et comparant la gravité g à celle qui entre dans les valeurs de A du u t à la latitude de Paris , on aura 9 = (1 — 0,002688 cos 24) G 1 — 0,002688 cos S (48« W 14")' D'ailleurs , les coefficiens de G dans ces deux valeurs de k répondant , l'un k l'extrême sécheresse de l'air, et l'autre à son extrême humidité, on peut prendre la demi-somme de ces deux quantités, ou 7961 m, 10, pour le coefficient qui convient k l'état ordinaire de l'atmosphère. On aura alors — [1 — 0,002588 cos 2 (48» 60' 14")] = (18337»,46) G; 51 Digitized by Google
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    402 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et, an moyen de celte valeur, jointe à celle de f , on tirera de l'équation (6) (18337»',46) 1 1 + « = P + ^3 r- ■ I 1 — 0,002688 cos ?4 L *' ( + »*(> + 7)](« + 7) J formule dan» laquelle le» logarithmes «ont actuellement ceux qui ont ponr base le nombre 10. Pour faire usage de cette équation, on négligera d'abord la fraction — contenue dans son second r membre; ce qui fera connaître une première râleur approchée de » : en la substituant dans ce second membre , on obtiendra une seconde valeur de *, plus approchée que la première, et à laquelle on pourra toujours s'arrêter. En remplaçant le nombre 18337,46 par un coefficient inconnu a dans cette équation, et déterminant a d'après la moyenne d'un grand nombre de hauteurs », mesurées trigonométriquemcnt, on a — ce qui diffère très peu du coefficient 18337,46 , que nous avons calculé directement. 630. Si l'on veut employer la formule (6) a déterminer l'élévation d'un lieu de la terre, au-dessus do niveau de la mer , on supposera que T', f', **, se rapportent à ce lieu , et T , t , h, au bord de la mer qui en est le moins éloigné; et, pour plus d'exactitude , on devra prendre pour 4 une latitude moyenne entre celles de ces deux points. D'après la remarque du n» 255, il faudra aussi •voir égard, dans l'expression de la pesanteur g', à l'octionde la couche delà terre dont la hauteur est s ; en supposant sa densité égale à la moitié de la densité moyenne de la terre, on a alors » — (r + *)» 4r ' M et , a cause de la petitesse de la fonction — , on trouvera qu'en faisant usage de cette pesanteur g>, la quantité H , r (8), 5s devra être remplacée par 1 -f- — • 8r Four donner un exemple du calcul de cette formule , ainsi modifiée, je prends celui qui est cité dans V Annuaire du Bureau des Longitudes, et qui se rapporte à la bauteur de du niveau de la mer. Les données de cet exemple sont : h sa 0"»,76315 , T = t = 26» 3 , V — 0
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    HYDROSTATIQUE. Si donc on a? ait formé , par l'expérience , nne table des températures où l'eau commence à bouillir, tout des pressions décroissantes par des différences très petites, et qu'on portit un vase contenant de l'eau , a différentes hauteurs au-dessus de la terre , les températures où cette eau commencerait a bouillir, feraient connaître, au moyen de la table que nous supposons, les hauteurs barométriques correspondantes, que l'on pourrait employer dans la formule précédente. Cest de cette manière qu'on a proposé de déterminer les différences de hauteur au-dessus delà terre, par l'observation de l'ébullition de IVau , et sans recourir explicitement aux mesures 632. Je terminerai ce chapitre par quelques remarques relatives au poids et à la force élastique des tapeurs, laquelle force est aussi ce qu'on appelle la tension de ces fluides. Si un vase fermé renferme un liquide en quantité suffisante pour fournir toute la vapeur qui peut •-'y former, celle qui s'élève de ce liquide atteint , plus ou moins vite , un maximum qui ne dépend que de la température, et qui est le même quand le vase est vide d'air, ou quand il contient de Pair on un gas quelconque , condensé ou dilaté. Soit que cette quantité de vapeur ait atteint son maximum, ou qu'elle soit encore au-dessous, sa tension •'ajoute a la force élastique du gaxscc, et la somme forme la force élastique du mélange. A la même température, la tension maxima est différente pour les différentes vapeurs ; et la loi qu'elle suit, pour une même vapeur, n'est pas encore connue en fonction de la température. Relativement à la vapeur d'eau, les expériences les plus étendues qu'on a faites, jusqu'à présent , sont celles des commissaires de l'Académie des Sciences , dont il est rendu dans les tomes X et XI de ses Mémoires. La force élastique maxima de la vapeur d'eau, dans le vide, à la température de 18°,75, par exemple , est mesurée par une hauteur barométrique de 0»,018. Quand elle se produit dans l'air sec , à cette température et sous la pression ordinaire 0m,76, sa force élastique s'ajoute à cette pression , et l'expérience donne effectivement 0"n,776 pour la pression exercée par le mélange. Si l'on pouvait , «ans liquéfier la vapeur isolée , élever sa tension de 0m,016 à 0«>,78, sa densité , d'après la détermination de M. Gay-Lussac, serait à colle de Pair sec, sous la même pression et a la même température , dans le rapport de 10 à 16. En vertu de la loi de Mariotte , la densité de la vapeur que nous prenons pour exemple est donc 10 0,016 — • -jjçj-i celle de l'air, à la température de 18*76 et sous la pression de 0m,76, étant prise pour unité. Par conséquent, si l'on appelle P le poids d'un litre da cet air, et F celui d'un litre da la d'eau, on aura P I" = -. A la température séro , P serait égal à 1000 _ mes, divisé par 760,4 (n»6l); pour obtenir sa valeur à la température de 18°,76, il faut diviser ce quotient par 1 +(18,76) (0,00376), d'après la loi de la densité de l'air; il en résulte P = l«r,21433, et l'on en déduit P'=0fr, Le poids d'un litre de vapeur, a la température de 18°,76, et à son maximum de densité, doit aussi être celui de la plus grande quantité de vapeur que peut contenir un litre d'air à cette température, et quelle que soit sa densité. Or, par une expérience directe, Saussure a trouvé 10 grains pour le plus grand poids de la vapeur d'eau qui peut se former dans un pied cube d'air, sous la pression ordinaire et à la température donnée; d'où il résulte (0,01646) grammes pour le décimètre cube ; ce qui diffère peu du résultat précédent. Généralement , sous une pression barométrique h , et à une température quelconque , si l'on appelle A !• densité de l'air sec, A' celle de l'air mouillé , et a la tcusion de l'air qu'il renferme , on aura * -7 (»-+»•)' car un volume quelconque A d'air mouillé se composera d'un pareil volume d'air sec , dont la force élastique serait réduite « h - a et la densité à A — (k — a), joint à un égal volume de vapeur qui 10 a aurait A pour densité; par conséquent, la 16 J» somme de ces deux densités , multipliées par A , exprimera la masse AÀ' du mélange ; et en supprimant le facteur commun A, on aura l'équation précédente. Cette équation servira à déterminer le poids d'un volume donné d'air mouillé, d'après le poids de ce volume d'air sec à la même température, et la tension de la vapeur contenue dans l'air mouillé. En y faisant A — 0'",76 , supposant que la température soit zéro , et observant qu'a cette température la tension maxima de la vapeur d'eau est 0»,00608, on en déduira la valeur de i du n» 626. 633. Si l'atmosphère qui nous enveloppe n'exis tait pas , elle serait remplacée par une autre atmosphère formée de la vapeur d'eau qui s'élèverait de la mer. La loi des densités de ses couches et sa totale dépendraient de la loi de la tempéDigitized by Google
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    404 TRAITÉ DE rapeur aqueuse , et que noua ne pouvons aucunement connaître; mais, quelle qu'elle soit, le poids total d'une colonne verticale cylindrique de cette vapeur, ayant pour base l'unité de surface, sera toujours égal à sa force élastique qui répond à son point le plus bas (n° 627) ; et quand sa densité en ce point aura atteint son maximum, cette force ne dépendra plus que de la température correspondante. A la vérité, nous ignorons aussi quelle pour* rait être cette température ; et il y a lieu de croire qu'elle serait beaucoup inférieure à celle qui a lieu maintenant a la surface de la terre , parce que le fluide qui se trouverait en contact avec cette surface , aurait une densité beaucoup moindre que celle de l'air ordinaire. Pour fixer les idées , supposons que la température dont il s'agit soit encore 18°,76. Le poids de la colonne d'atmosphère aqueuse ayant pour base un décimètre carré, ne pourra pas excéder celui d'un prisme de mercure qui aurait la même base, et 0">,016 pour hauteur, MECANIQUE. e'est-è-dire, le poids de 10 centièmes d'an litre de mercure , ou à peu près 2300 grammes. Le poids de toute la vapeur d'eau qui peut être contenue dans une colonne d'air de notre atmosphère, dépend de la loi de décroissement de la température dans le sens vertical, et ne saurait être calculé j mais si la base de la colonne est un décimètre carré, et la température inférieure 18°,75 , on s'assurera aisément que ce poids doit surpasser 2300 grammes, en observant que, dans toute la partie de cette colonne dont la température différera peu de 18,75, et jusqu'à la hauteur où la pression ne sera pas réduite à ii"-,oifl, chaque litre d'air peut renfermer environ 16 milligrammes de vapeur. Ainsi, l'atmosphère qui presse sur la surface de la terre, n'est pas, comme on le disait autrefois, U cause qui empêche les liquides de se vaporiser et de se disperser dans l'espace ; ou contraire, sa présence permet aux vapeurs de se maintenir, au-dessus de la terre, en plus grande quantité que si l'atmosphère n'existait pas. CHAPITRE VI. DE Ut PORC£ ELASTIQTJB ET DE LA CHALEUR DES GAZ. 634. La loi de Mariotte suppose, comme nous l'avons dit (n° 623), qu'on a laissé au fluide dilaté on condensé, le temps de revenir à sa température primitive. Si Ton ne prend pas cette précaution, ta température augmente ou diminue en même temps que la densité, et la force élastique croissant ou décroissant ainsi, à raison de la densité et a raison de la température , on conçoit qu'elle doit varier , pour un même fluide , dans un plus grand rapport que sa densité. Lorsqee le fluide est contenu dans un vase dont les parois sont imperméables à la chaleur, il conserve tout son calorique, en se condensant ou en se dilatant, et sa température augmente ou diminue en conséquence. Il en est de même toutes les fois que ses variations de densité sont aises rapides pour que sa chaleur propre n'ait pas le temps, dans le cas de la condensation, de s'échapper sous forme rayonnante, ou de se communiquer, par le contact, aux corps voisins, et pour que, dans le cas de la dilatation , ces corps ne puissent communiquer an fluide, par le rayonnement ou par le contact, une quantité sensible de calorique. C'est ce qu'on suppose, par exemple, comme on l'expliquera parla suite, relativement aux variations de densité qui ont lieu dans les ondes sonores, et dont la durée n'est que de quelques millièmes de seconde. Dans cette question, et dans beaucoup d'autres , il serait important de connaître l'expression de la force élastique d'un gas , en fonction de le densité, et l'élévation ou l'abaissement correspondant de la température, lorsque la quantité de chaleur de la masse fluide demeure invariable. Hais nous manquons , dans l'état actuel de la science , des données nécessaires pour la solution complète de ce problème ; et je vais exposer, dans ce chapitre, ce que le calcul et l'expérience nous ont appris, jusqu'à présent, sur cette matière. 636. Soient f la densité d'un gas, • sa tempéra Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. pression qu'il exerce sur chaque unité de surface, ou la mesure de ta force élastique; on aura (n* 626) F = *P(l + .»); (1) « e t k étant deux coefiiciem indépendant de f et I , dont le premier eit le même pour tout let gax et égal à 0,00370, et dont le tecond doit être donné pour chaque gai en particulier. La quantité totale de chaleur contenue dam un poidt donné d'un corps, dant un gramme, par eiemple, ne saurait être calculée ; on la regarde comme inépuisable, et comme extrêmement grande par rapport aux quantité! dont elle varie quand ce corps change de densité ou de température ; et ce •ont ces quantités additives ou soustractives que Ton compare entre elles, et que l'on soumet au calcul. Ainsi, nous désignerons par g l'excès de la quantité de chaleur eontenue dans un gramme du gax que nous considérons, sur celle que ce gramme renferme, lorsque le gax a une température et une densité choisies arbitrairement , qui seront, pour fixer les idés, la température xéro et la densité correspondante à la pression ordinaire de 0D,76. Cette quantité q sera une fonction de p , p, I, ou simplement de p et p| puisque ces trois variables sont liées entre elles par l'équation précédente. On aura t = f{p, p); il en résultera ■V „ __  àq_ 
  
    Page 432
    

  
  
    400 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et qu'on fasse abstraction de la petite quantité de chaleur qui a pu être absorbée par le vase, pendant le temps de ce passage, l'accroissement de température m sera celui qui répond à la condensation t, et dont on cherche la valeur. L'indication d'un thermomètre plonge dans l'air intérieur, serait trop lente pour faire connaître celte augmentation de température, qui ne subsiste que pendant un temps très court ; mais on peut conclure la valeur de «, des trois pressions p,p',p'\ ou des trois hauteurs barométriques correspondantes, que Ton a le temps d'observer. En cfTet, il y a deux époques, dans l'expérience qu'on vient de décrire, où la même température I répond à des densités différentes p' et #", et aux pressions données p' et p". D'après la loi de Mariotte, on a donc f" P" et , coi t = P" - P' . (4) ce qui fait connaître la condensation S. De plus, il y a aussi deux époques où la même densité f" a lieu pour les températures • -|- m et sous les pressions p et p". D'uprès la loi des forces élastiques à égale densité, on aura donc aussi d'où l'on tirera la valeur de m correspondante à la condensation Dans une expérience faite par MM. Desormes et Clément , où le passage de la densité »' à la densité f" s'est effectué en moins d'une demi-seconde, on a eu p=0ra,76Sfi, p' = 0'»,7527, f" = 0»,7629; ce qui donne I = 0,0133. On avait aussi l=12»,6, et, à cause de «=0,00375, on déduit de l'équation (4) • = lo,3173; d'où il résulte que pour une condensation de 0,0133, sans perte de chaleur, la température de l'air augmenterait de 1°,3173, ou d'à peu près un degré pour une condensation 0,01331 1,3173 ' Cet accroissement de température peut aussi se déduire de la vitesse du son ; et de cette manière j'avais trouvé, autrefois, un accroissement d'un de1 gré pour une condensation , sans peile decha116 leur; résultats s'écarte pas beaucoup. 637. Maintenant, je dis que le rapport y do n» 836 a pour i Supposons , en effet , que la forée élastique et la température d'un gax étant, comme précédemment, p et I, la condensation /soit équivalente à celle que le fluide éprouve , lorsqu'on diminue un tant soit peu sa température, sans changer la pression. En désignant par « cette petite variation de '= 1 + Appelons T la quantité de chaleur qu'il faudrait communiquer à un gramme du gax que l'on considère, pour élever sa température, de I — i à I, tant changer la pression;» ; la chaleur spécifique, a pression constante, étant c, on aura aussi T ss fa. Après cette communication de chaleur, supposons que l'on comprime subitement ce fluide, de manière à le ramener à son volume primitif; il éprouvera alors la condensation s , et s'il n'a perdu aucune quantité de chaleur, sa température aura augmenté de m, et sera devenue I + m. Dans cet état, la pression du fluide sera devenue plus grande que p ; mais, sans changer le volume , si on laisse la température s'abaisser jusqu'à I — «, cette pression diminuera aussi, et redeviendra égale à p. Pendant cet abaissement , le gai perdra une quantité de chaleur proportionnelle à la petite diminution de température i -j- « , et exprimée par c,(i + »), puisque c , est sa chaleur spécifique à volume constant. Le volume , la température et la pression étant les mêmes, après cette perte de chaleur, qu'ils étaient avant que la quantité de chaleur F eût été communiquée au fluide, il est nécessaire que la perte c(. -f. ») de chaleur toit égal» à T ; on a donc M = C, (. + m) j d'où l'on tire > = - = »+-; et, en ayant égard à la valeur précédente de l, cette valeur de y coïncide avec la formule (5). 6;l8. Si nous mettons, dans cette formule P"-P' au lieu de 1, et pour « sa valeur tirée de l'équation (4), nous aurons 1 + (p -plp1 ip"-p)p»> Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 407 ce qui fera connaître la valeur «le y , d'après les preit ions /), p', p", ou les hauteurs barométriques correspondantes , qui résultera de l'expérience c idessus décrite. En faisant usage des valeurs numériques de p, fff p', précédemment citées, on trouve y = 1,3482, pour la valeur du rapport des deux chaleurs spécifiques c et c„ dans le cas de Pair atmosphérique. MM. Gay-Lussac et Weltcr ont obtenu , par un procédé analogue , une valeur do ce rapport un peu différente, savoir : y = 1,3748; et ils se sont assurés que cette quantité est indépendante de la température et de la pression de l'air; en sorte que dans l'équation (3), appliquée à ce fluide, on pourra considérer y comme une long a trouvé, pour l'air parfaitement sec *, y = 1,421 . et une valeur sensiblement égale à celle-ci pour le gax oxigène et pour le gat hydrogène. Mais pour d'autres fluides, tels que l'acide carbonique et le gax oléfiant, ce procédé, que nous indiquerons par lu suite, a donné des valeurs très inégales dey, et moindres que la précédente ; de manière que ce rapport dépend, en général, de la nature du gai auquel il répond. 630. En regardant y comme une quantité constante , l'intégrale de l'équation (3) aux différences /"désignant la fonction arbitraire. On aura réciproP = ty 1, et , k cause de l'équation (1), 1 i 1 •A m • étant une fonction inverse de f. La quantité g restent la même, sip, f, «, deviennent p1, »', •', on aura de mémo p' = I'=ip'>-1«?--. On a — = 266,67 ; et pour que • et I' soient des degrés centigrades , il faudra que ce facteur de leurs expressions exprime de semblables degrés. éê rj€ê (7+*)]* • on oura donc g = A + B (26fl«,67 + %)py -l (7) A et B étant des qnantités indépendantes de p et *, et relatives à la nature du gax que l'on considère. D'après les équations (2), on aura 1 K 1 et pour connaître la chaleur spécifique d'un gaz, à pression constante ou à densité constante, 1 toutes les pressions , il suffira qu'elle soit 1 sous une pression déterminée. Selon MM. Laroche et Bérard, on a, par exemple, c = 0,2669 pour l'air sec , sous la pression do 0m ,76 ; la chaleur spécifique de l'eau étant prise pour unité. En appelant m la pression correspondante a cette hauteur barométrique , on aura donc 1 --1 0,2669 csa B«> j et si l'on appelle aussi h la hauteur du baromètre, exprimée en mètres , et qui répond à la pression Digitized by Google
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    408 TKAITÉ DE MÉCANIQUE. P A de sorte qu'on oit — = , il en m 0,78 l d'où Ton déduira la valeur de c„ en divisant par la constante y. Comme cette constante est plus grande que l'unité , ce qui rend positif l'exposant 1 1 , on voit que la chaleur spécifique d un y , . gramme d'air diminuera, quand s* force élastique ou la hauteur A augmentera. Si Ton désigne pars» la quantité de chaleur perdue par un gramme d'air, quand sa température s'abaissera de «degrés, su us que la force élastique 1 A volume égal , et pour une même température primitive , le poids de cet air stra augmenté dans le rapport de A' à A, sous une pression mesurée pur une autre hauteur A' du baromètre. En appelant s»' la quantité de chaleur perdue par ce même volume mus cette autre pression , et pour l'abaissement n de température, nous aurons donc d'où l'on déduit 1 A\ — y; pour le rapport des quantités de chaleur perdue par un même volume d'air, sous des pressions différentes. Dans un cas où l'on avait A' — 1%0068, A = 0"1,7406, 9 = C + e (26fl°,67 + I) _ m 1,2396; m en prenant la moyenne de denx observations. Pour ees valeurs de A et A', et en faisant y = 1,481 , la — = 1,8406; (7) AU oe qui ne diffère pas i l'expérience. 641. Si l'on veut appliquer la I vapeur d'eau, il faudra supposer : 1* Que quand un gramme de vapeur est formé , et qu'il ne s'en précipite aucune partie, ni ne s'en ajoute de nouvelle , le rapport représenté par y, de sa chaleur spécifique à pression constante, & sa chaleur spécifique sous nn volume constant , M varie pas avec la température et la densité ; 2° Que la quantité de chaleur nécessaire pour élever la température de ce gramme de vapeur, d'un nombre quelconque de degrés , soit sous une pression constante, soit sous un volume invariable, est proportionnelle à ce nombre, la température étant marquée par un thermomètre a air. Cela posé, si l'on appelle C la quantité de chaleur nécessaire pour convertir en vapeur , sous la pression barométrique de 0m,76 , et à une température de 100°, un gramme d'eau dont la température primitive était téro ; que l'on désigne par q la quantité de chaleur qu'il faudrait employer pour vaporiser ce même gramme d'eau, et donner h la température i sous la pression quel; enfin, que l'on désigne par c la chaleur spécifique de la vapeur d'eau sous la pression constante de 0™,76 , et que l'on remplace dans l'équation (7) , la pression j> par la hauteur barométrique qui lui sert de mesure, et que nous représenterons par A , il faudra que cette formule donne a=C, quand A=0»,76 et 1 = 100% et dq — = o , lorsque A = 0m,76. Or , en déterminant , ji d'après ces conditions , les deux constantes arbitraires A et B qu'elle renferme, elle devient ensuite — I — 366,07 1 11 serait à désirer que le degré d'exactitude de cette formule fut vérifié par l'expérience , et que les trois constantes C, c, y, qu'elle renferme, fussent déterminées avec précision. Si l'on prend pour unité la chaleur spécifique d'un gramme d'eau h la en adoptant pour C la moyenne des valeurs de cette quantité , que dîfferens physiciens ont obte(8) temps, on aura o = 0,847, d'après une expérience asses peu concluante, et qui mériterait d'être répétée. Quant à la valeur dey, elle nous est, jusqu'à inconnue. 642. Soit que la densité f de la correspondante à la pression p et à la température I, oit otteint son i ou qu'elle soit Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. sous , l'équation ( »*) , qni convient aux vapeurs et ■ux gaz permanens, fera toujours connaître la valeur de p, quand celles de p et I seront données. En appelant D la densité à la température de 100» et sous la pression ordinaire de 0«",76, et désignant, comme précédemment , par h la hauteur barométrique qui répond à p, on déduira de cette équation (a) 36fr,67 ' ~~ 0»,76 266°,67 + • * Le poids d'un litre d'air sec , à la température aéro et sous la pression du On,76, étant lt',21433 (no 632) , il deviendra ou 0 ',883 , à la l,o7o température de 100" ; et le poids d'un litre de Tapeur d'eau , à la même température et sous la même pression , sera (Or, 883) , ou 0r,65; par conséquent , on aura cf »A -(0«VSo)=20IP,6« 78 ' 266,67 + 1 1 pour le poids d'un volume c de vapeur, à la température a et sous la pression quelconque h. Donc, en appelant V la quantité de chaleur nécessaire pour former ce poids de vapeur, l'eau étant primitivement à la température zéro , V sera le produit de ce nombre de grammes et de la quantité f par la formule (8); en sorte que nous vhq 201 ,66 0'», 76 ' 266,67 + 1 ' L'unité à laquelle cette quantité V se trouve rapportée , est la quantité de chaleur nécessaire pour élever, deiéroàun degré, la température d'un gramme d'eau , et cette unité est, comme on sait , égale à soixante-quinte fois la quantité de chaleur qu'il faut employer pour liquéfier un gramme do glace a la température téro, sans élever cette température. Diverses observations ont porté plusieurs physiciens à penser que quand la vapeur d'eau a atteint le maximum de densité, correspondant à sa température, la quantité de chaleur que nous avons désignée par q ne varie plus avec cette température. C'est à cet état que l'on emploie ce fluide dans les machines à vapeur : le rapport de la quantité de chaleur produite V à sa tension h , serait donc alors , toutes choses d'ailleurs égales , en raison inverse de 268°, 67 + ' ; par conséquent, le rapport de la dépense de chaleur à l'effortexercé sur le piston, qui a h pour mesure, diminuerait quand la température deviendrait plus grande, et ce rapport serait le moindre dans les machines à haute pression. Mais l'économie de combustible qui en résulterait en leur faveur serait loin de répondre a celle que l'expérience parait indiquer; et c'est sans doute à d'autres circonstances que ces machines doivent leur avantage relatif. 643. Concevons que la partie du cylindre vertical ABCD (fig. 138), qui est comprise entre la surface EF de l'eau et la baseGH d'un piston, soit remplie par de la vapeur d'eau au maximum de densité, correspondant à la température « de cette vapeur, de l'eau inférieure, du cylindre et du piston. Dans cet état, supposons que la force élastique de la vapeur fasse équilibre au poids du piston, de sorte qu'en appelant p cette force, P ce poids, y compris la' pression extérieure que le piston supporte, et h l'aire de sa base horizontale , on ait P = *r. Si l'on augmente le poids P, et qu'il devienne P + 17, le piston descendra, et l'espace occupé par la vapeur diminuera ; mais comme on l'a supposé à son maximum de densité , une partie se liquéfiera ; et si la température « est invariable, la pression pie sera aussi. A la vérité, dans le premier moment de la compression , la température I augmentera , de telle sorte que la liquéfaction pourra n'avoir pas lieu d'abord, et la pression p pourra augmenter. Mais si le mouvement du piston n'est pas extrêmement rapide , cette augmentation de température disparaîtra avant que le déplacement de ce mobile soit appréciable , et l'on devra considérer 6 et p comme constantes pendant tout son mouvement. Il faut aussi remarquer que la condensation du fluide , qui le réduit en eau , et qui est produite immédiatement à la partie supérieure GH en contact avec le piston, se transmet jusqu'en EF, dans un temps extrêmement court , pendant lequel le déplacement du piston est insensible; d'où il suit que la densité du fluide est sensiblement la même dans toute sa hauteur , pendant la chute du piston. Cela étant, la force motrice de ce corps sert constante et égale a l'excès de P -f- Il sur xp, ou à II; abstraction faite du frottement contre les parois du cylindre , son mouvement sera donc uniformément accéléré ; et si l'on fait aussi abstraction du mouvement communiqué à la vapeur, c'est-à-dire, si l'on néglige sa masse par rapport a celle du poids 17 , la force accélératrice de ce mouvement sera la pesanteur diminuée dans le rapport de 17 a P -f 17. Par conséquent , si Ton appelle l la hauteur de GH au-dessus de EF , la force vive produite par la chute totale du piston , aura 2 17 l pour valeur. Le piston étant d'abord arrêté en GH, supposons que la température de l'eau inférieure soit subitement abaissée et devienne I1, moindre que I. La couche de vapeur en contact avec EF se liquéfiera par le froid ; elle sera remplacée par une autre qui se liquéfiera de même; et, si la masse d'eau est assez grande pour que ces couches successives do vapeur ne fassent pas varier sensiblement sa tem peraturc, les liquéfactions continueront jusqu'à ce 62
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    410 TRAITÉ DE MtGAHIÇn. r ait la force élastique p\ qui répond à la température »' et à son marimum de densité relatif à cette température. Cependant, la température de la colonne de vapeur ne sera pas la même, non plus que la densité, dans toute sa hauteur; et ce serait un problème curieux que de déterminer les lois de sa tempéra» tnre et de sa densité d'après les températures I et qui ont lieu constamment à ses deux extrémités, et en regardant la densité de chaque couche comme une fonction de sa température , telle que la force élastique soit constante et égale à p\ Cette constance de la pression dans toute la hauteur de la colonne de vapeur est évidemment la condition d'équilibre de ses couches successives ; et quand r équilibre s'est établi , il est également évident que la valeur de la pression constante ne peut pas excéder celle qui répond à la plus petite des deux températures I et I', tandis qu'elle peut être moindre que la force élastique correspondante à la plus grande. L'expérience montre, au reste, que la vapeur parvient, dans un temps extrêmement court, k l'état d'équilibre dont il *'agit; en sorte que si une vapeur d'eau , à son marimum de densité et de pression , est contenue dans un espace fermé dont les parois aient partout sa propre température, et qu'on vienne à abaisser inégalement la température d'une partie de ces parois, une partie de la vapeur se HquéGera , et la partie restante prendra dans toute son étendue, avec une très grande rapidité, la force élastique masima qui Cela posé, lorsque le piston ne sera plus retenu, -a , et l'on verra , comme dans le cas accéléré, sa force motrice égale à P — xp' ou x (p— p1) , sa force accélératrice égale à la pesanteur multipliée par le rapport et enfin, la force vive produite par la chute totale , égale a 2x (p — p') l. Quand le piston est parvenu en EF , si l'on élève la température de l'eau inférieure, et que ce liquide produise une vapeur dont la pression constante sur la base du piston soit plus grande que le poids de ce corps, il remontera d'un mouvement uniformément accéléré, et la force vive produite, quand il aura parcouru une longueur T, sera égale au double de l multiplié par l'excès de cetlo pression sur ce poids, en faisant toujours abstraction du frottement. C'est d'après ces considérations que l'on calcule la force vive due à la chute ou à l'ascension du piston dans les machines à vapeur; laquelle force se distribue ensuite dans le système auquel la machine est appliquée, et s'y trouve en partie détruite par les frottemens, et en partie employée à produire un effet utile. Le calcul serait différent, si la densité de la vapeur contenue dans le corps de pompe n'était pas au maximum; ce qui arrive , en effet, pendant ce qu'on appelle la dittnt* de ta vapeur , c'est-à-dire, pendant qu'on interrompt la communication de ce fluide avec la chaudière , et que la vapeur se dilata, sans qu'il s'en ajoute de nouvelle : le mouvement du piston est alors celui que nous avons considéré dans le n° 368 ; et d'après ce que nous avons vu dans le numéro suivant, la force vive produite pendant qu'il parcourt une longueur quelconque, a pour valeur 2pe log —, en P désignant par r le volume primitif du fluide , et par p et p' ses forces élastiques au commencement et à la fin du mouvement. 644. Il nous reste maintenant à considérer les forces élsstiques et les quantités de chaleur des mélanges de plusieurs gax , comparées à celles de ces fluides. Supposons qu'on ait deux gat différens , à la même température I et sous la même pression p, dont les volumes soient a et a'. Si ou les superpose dans un vase fermé, dont la capacité soit a -f-a', il est évident qu'ils pourront s'y tenir en équilibre , puisqu'ils ont la même température, et qu'ils exerceront l'un contre l'autre la même pression ; mais l'expérience prouve que cet équilibre n'est paa stable : elle fait voir que ces deux fluides se pénètrent graduellement jusqu'à ce qu'ils soient parfaitement mêlés; et elle montre aussi que, dans cette opération , il n'y a aucune variation de température , ni aucune perte ou absorption de chaleur ; en sorte qu'après un certain temps, différent pour les différens fluides , on o un mélange homogène dans lequel la proportion des deux gax est partout la même, et dont la température et la force élastique sont toujours • et p. De ces faits, constatés par l'observation, on peut conclure un autre résultat que l'expérience vérifie également. Si l'on a deux gax mêlés ensemble et remplissant un volume r , à la température I, et si l'on désigne par p et pf les pressions rapportées à l'unité de surface, que ces deux gax supportent séparément à la même température et sous ce volume v , la force élastique du mélange sera p-f-p'- En effet, supposons d'abord que les deux gax soient séparés, et qu'on ait p1 > p. Si l'on dilate le gax soumis à la pression p', saus changer sa température , et de manière que sa force élastique se réduise à p , ton *y volume sera alors — , d'après la loi de Sariotte. P insuite qu'on superpose les deux gax •y i fermé , dont la copacilé soit v , P v ou — (p+p'); ces gax se mêleront sans variation P de température, d'après ce qu'on vient de dire; et il en résultera un mélange homogène à la température « et sous la pression p. Or, la loi de Mariotte Digitized by Google
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    HYDROSTATIQUE. 411 at ras mélange* des gai, aussi bien qu'aux gaz simples , si l'on comprime ce mélange sans changement de température , jusqu'à ce que son volume — (p+p1) soit réduit à », sa force P élastique p deviendra p+p* ; ce qu'il s'agissait de démontrer. Le même principe aura également lieu pour trois ou un plus grand nombre de gai, et pour un mélange de gat et de Tapeurs : la pression du mélange sera toujours la somme des pressions que ces fluides supporteraient isolément, à la même température et sous le même volume que le mélange. 645. Soient actuellement n et »' les nombres de grammes de deux gai, mêlés ensemble et remplissant un volume r, a la température I et sous la pression p ; désignons par c et c' les chaleurs spécifiques d'un gramme de ccsgax, sous une pression constante et égale à p, et par c" la chaleur spécifique d'un gramme du mélange sous la même pression ; on aura (n + »') c" = ne + «V. (9) En effet , je suppose que les deux gat , au lieu d'être parfaitement mêlés , ne soient que superposés, de sorte qu'ils occupent des portions séparées a et a' du volume r; d'après ce qu'on a dit tout à l'heure , la quantité de chaleur tera la même dans les deux gai séparés et dans le mélange de ces deux gax ; et cette égalité de chaleur subsistera encore, si l'on augmente d'un degré la température I des deux gai et du mélange. Or, pour celte augmentation, il faudra communiquer, la pression p restant la même, une quantité (» + »')«" de chaleur au mélange, et des quantités ne et nV aux deux gat. La première quantité devra donc être égale à la somme des deux autres ; ce qui donne l'équation (9), que l'on étendra sans peine a un nombre quelconque de fluides élastiques. Elle donnera la chaleur spécifique d'un mélange, lorsque celles de tous les gat ou vapeurs qui le composent, et les proportions de ces fluides, seront connues; réciproquement, on pourra s'en servir pour déterminer la chaleur spécifique de l'un des i , d'après celles de tous les autres et du ;e ; et l'on peut remarquer quelles ne supposent pas que les chaleurs spécifiques des gai de leur i température. Au lieu de considérer les chaleurs spécifiques e, c', c", des gat et du mélange sous une pression constante, on aurait pu considérer, de la même manière, leurs chaleurs spécifiques à volume constant; et en les désignant par c„ «/, c/', on serait parvenu k une équation semblable a la | savoir : (»+»>/' = *c,+ ne;. (10) Or, si l'on fait c c' c" — = >» -! = >'» — = >"» (») (9) et (10) - _ *Y>i + *>'•/. ✓ équation qui fera connaître le rapport y" relatif au mélange , quand les quantités semblables y et y , et les valeurs de c, et c/, seront connues pour les deux gat mélangés. Soit qu'on prenne y — 1,376 ou y — 1,421 (n° 838) pour la valeur de y relative à l'air sec, et quelle que soit la valeur inconnue de y' qui répond à la vapeur d'eau, la valeur de y" relative a l'air ordinaire différera peu de y, à cause de la petite proportion de vapeur que cet air renferme. D'après ce qu'on a vu dans le n° 640, si le* rapports y et y' sont indépendant de la pression p, mais différons pour les deux gat, les quantités c, et c ' seront exprimées par des puissances inégales dep; d'où il résultera, en vertu de l'équation (11), que le rapport y" relatif au mélange ne pourra pas être aussi indépendant delà pression. L'hypothèse de l'iuvariabilité du rapport de la chaleur spécifique d'nn même fluide sous une pression constante, à sa chaleur spécifique sous un même volume , et les formules que nous en avons déduites , ne peuvent donc convenir en même temps aux gai simples , pour lesquels ce rapport n'est pas le même, et à leurs mélanges en proportion quelconque ; et si ce rapport a paru constant dans les expériences faites sur l'air à différentes pressions (n» 638), c'est parce qu'il est sensiblement le même pour l'air et l'oxygène, et, par conséquent aussi pour l'oxygène et l'aiote dont l'air est composé. Digitized by Google
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    LIVRE SIXIÈME. HYDRODYNAMIQUE. CHAPITRE PREMIER. EQUATIONS GÉNÉRALES DU MOUVEMENT DES FLUIDES. •40. tes équations de l'équilibre des fluides que oui avons trouvées dans le n° 683 , sont fondées ir la propriété caractéristique commune aux liet aux fluides aériformes , do transmettre t en tous sens les pressions appliquera à leur surface, et d'exercer autour de chaque point de leur masse , en vertu de l'action moléculaire , des pressions égales suivant toutes les directions. Cette propriété, comme nous l'avons dit précédent, ment (n« 677), tient a ce que les molécules d'un fluide qu'on a comprimé ou dilaté reviennent très promptement à une disposition semblable à celle qui avait lieu primitivement autour d'un point quelconque, de telle sorte qu'après sa compression ou sa dilatation, un fluide est un système de points matériels semblable à ce qu'il était auparavant, et seulement construit sur uue plus petite ou une plus grande échelle. Le temps de ce retour à un état semblable n'influe pas sur les lois de l'équilibre , que l'on n'observe jamais qu'après qu'il est écoulé; mais, quelque petit qu'il soit, on comprend qu'il peut influer sur les lois de leur mouvement, surtout dans le cas où les vibrations des molécules fluides s'exécutent avec une grande rapidité; de manière que le principe de l'égalité de pression en tous sens peut convenir à l'Hydrostatique, et n'être pas toujours applicable à V Hydrodynamique, c'est-à-dire , à la partie de la Mécanique qui traite du mouvement des fluides. Une différence aualogue entre l'état d'équilibre et l'état de mouvement, a Laplace, relativement à la loi de Mariotte. Cette loi exige que la température du fluide soit redevenue la même, après la compression , qu'elle était auparavant ; et le principe de l'égalité de pression en tous sens suppose, de même, que les molécules du fluide ont eu le temps de revenir à une disposition respective semblable à leur disposition première. Elle n'a plus lieu , ou doit être modifiée , daus les vibrations très rapides des gat , où la température primitive n'a pas le temps de se rétablir ; et , de même , le principe de l'égalité de pression en tous sens n'est pas rigoureusement et toujours applicable aux mouvemens des liquides et des fluidesaériformes. On a reconnu dans la vitesse de propagation du son, l'influence de cette modification de la loi de Mariotte; et il y a sans doute aussi des phénomènes du mouvement des fluides, en général , qui dépendent de la non-égalité parfaite de pression en tous sens, résultant de la cause que nous indiquons. Cette circonstance introduit dans les équations générales du mouvement des fluides , des termes qui ne peuvent se déduire de leurs équations d'équilibre ; j'y ai eu égard dans le Mémoire déjà cité (na 677), et je me propose do revenir, par la suite, sur cette importante considération. Mais dans ce Traité , je supposerai , suivant la méthode qu'on suit ordinairement, la propriété de l'égalité de pression en tous sens, commune à l'état d'équilibre et à l'état de mouvement ; Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 413 "'■m ii-l'.u j' it > i|u»nuii5 de l'Hydrostatique, fondées sur cette propriété , s'étendront immédiatement à l'Hydrodynamique , au moyen du principe de D'Alembert , qui est applicable à tous les systèmes de points matériels. 047. Considérons de nouveau la masse fluide ABCD(fig. 121 ),dont nous avons déterminé les équations d'équilibre; supposons maintenant qu'elle soit en mouvement, et que toutes les notations du n° 68a répondent à la fin du temps quelconque t , compté depuis l'origine de ce mouvement. Ainsi, la masse fluide est homogène ou hétérogène, liquide ou aériforme ; * , y, *, sont , au bout du temps f , les coordonnées d'un élément quelconque dm de cette masse; p représente la densité du fluide qui a lieu en ce point et à cet instant ; etXrfm, Ydm, tdm, aont les composantes parallèles aux axes des s , y, a, de la force motrice de dm à ce même instant. Les quantités X , Y, Z , seront des fonctions données de x, y, s, quand elles proviendront d'attractions ou de répulsions qui émanent de centres fixes ; ces fonctions données renfermeront le temps explicitement , quand les centres des forces seront en mouvement. Lorsque ces points seront ceux du fluide, X, Y, Z , seront des fonctions de *, y, s, t, dépendantes de sa figure à chaque instant, et de la loi des densités dans son intérieur. Les coordonnées y, s, varieront avec le temps; elles varieront aussi d'un point à un autre du fluide ; et si l'on désigne par y\ a', leurs valeurs initiales, c'est-à-dire , les coordonnées du point de l'espace qu'occupait l'élément dm à l'origine du mouvement, les coordonnées s, y, s, de ce même élément au bout du temps *, seront des fonctions Inconnues de s', y', s\ t : la solution complète du problème consisterait à déterminer ces trois fonctions de quatre variables indépendantes. Si l'on appelle u, v, w, les composantes parallèles aux axes Ox , Oy, Os , de la vitesse dont l'élément dm est animé au bout du temps t , on aura ds dy ds '°ï ' = *' "=7,' (,) on pourra regarder u , v , tv , comme des fouctions inconnues , soit d e i , *' .. y ' , a', soit de t , s , y, s ; c'est sous ce second point de vue que nous considérerons ces trois quantités; et alors , pour avoir leurs accroissemens dans l'instant dit il faudra les différent ur par rapport à f et par rapport aux coordonnées jr, y, s. Or, si l'on désigne par g une fonction quelconque de t , * , y, s, et par q'dt sa différentielle prise par rapport à I et aux variables *, y, s , considérées comme des fonctions de t , on aura , par la règle connue de la différentiation des fonctions de dq dq ds dq dy dq ds =- + + + , dt ds dt dy dt ds dt ou bien , en ayant égard aux équations (1), dq dq dq dq o'= — + w — + » — + w— . dt ds dy dz de m, c, v> , par En désignant les u'dt, v'dt, w'dt, D( du du du du u< = — + u — + v h «o — , dt ds dy ds dv do dv dv *'= — + u — + e- + io-, di ds dy ds dw dw dw dw dt ds dy ds et , de cette manière, les composantes de la vitesse d'un même élément dm , dans les deux positions qu'il occupe successivement , seront si , v , v , et u + u'dt, v + v'dt, w + v'dt. Quant a la densité f, ce sera une constante donnée , si le fluide est homogène et considéré comme incompressible; s'il s'agit d'un liquide hétérogène, la densité p, qui réponde un élément déterminé dm, sera une fonction donnée de ses trois coordonnées initiales s', y', enfin , si le fluide est compressible, cette densité p sera une fonction inconnue de t , jt', y\ s', dont la valeur initiale sera seulement donnée. Excepté le cas où p est une constante, cetto densité , rapportée à la position de dm au bout du temps I, devra toujours être considérée comme une fonction inconnue de x, y, s, t. Si l'on désigne alors par p'dr, son accroissement pendant l'instant dt, on aura, d'après la formule (2), dt dt df dt t = \- u (- c — + io — , dt ds dy ds et dans le cas d'un fluide incompressible, homogène ou hétérogène , cette valeur de f' devra se réduire à zéro. 64S. Les composantes de la force perdue par l'élément dm pendant l'initial dt. seront (X— u»)dm, (Y — c1) dm , (Z — w')dm; en substituant donc X — «', Y — t»', Z — u/, à la place de X, Y, Z, dans les équations (2) du n« 683, il en résultera ces trois équations de son mouvement : 7 = r (* - «'), ï = f(T-V), ? = , (z - «Oi ds dy d* Digitized by Google
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    414 TRAITÉ J>E MÉCANIQUE. l'unité de surfane , qui a lieu au bout du temps * , au point qui répond aux coordonnée! jr, y, m, et qu'on suppose la même Si ce point appartient à une paroi fixe,p «primera la pression normale que cette surface aura à supporter, et qui devra être détruite par sa résistance. Si ce point appartient k la surface libre d'un liquide, il faudra qu'on ait p = 0, ou plus généralement , dp = 0 ; en sorte que l'équation différentielle de la surface libre du liquide en mouve(X - «') dx + (Y - v) dy + (Z - mt) ds = 0. D'après la remarque du no 686, il faudra que la valeur de p , quand on l'aura déterminée , soit constamment positive dans l'intérieur de ce liquide, si l'on veut que sa masse ne se divise pas pendant le mouvement : quand elle sera négative en un point d'une paroi , ce qui ne pourra avoir lieu que pour un liquide, cette surface cessera d'être pressée de dehors en dedans, et le liquide s'en détachera. Au moyen des valeurs de af , «*, se', les équations précédentes deviennent 1 dp du du du du t ds dt ds dy ds 1 dp do dp dv dv f dtj dt ds dy ds ' 1 dp dw dw dw div — Z t» v te.—td* dt dx dy ds Comme la quantité p qu'elle renferme est, ainsi que chacune des vitesses m, r, w, une fonction iuconnue de x, y, a, », il y faudra joindre une quatrième équation, lorsque la quantité f sera une constante donnée, et deux autres équations, dans le cas général où cette quantité est aussi une fonction inconnue de x, y, i, I. Ces équations s'obtiendront de la manière suivante. 640. Chacun des élémens dm de la masse fluide ebangera de forme pendant Pinstant dt. et il changera même de volume, si le fluide est compressible; nuis comme sa masse devra toujours rester la même, il s'ensuit que le produit de son volume au bout du temps t -f dt, et de sa densité f -f- f'dt qu; répond au même instant, devra être le même qu'au bout du temps f; par conséquent, la variation de ce produit dans l'instant dt sera égale à «éro ; c« qui fournira une nouvelle équation générale du mouvement. Pour la former, considérons le parallélipipède rectangle dont le volume était dx dy dx, à la fin du rf et cherchons la forme que prendra cet élédu fluide à la fin du temps ( + dt. Soil ■ (fig. 139) le sommet de ce parallélipipède qui répond aux coordonnées », y, s; soient aussi MA, MB, MC, les trois entés adjacens à ce sommet et respectivement parallèles aux axes Ox, Oy, Os ; en sorte qu'on ait MA - dx, MB = dy, MC = dz , supposons que D, E, F, G, sont les quatre autres sommets, et que pendant l'instant dt, les huit points M, A, B, C, D, E, F, G, soient transportés en M', A», B', C, IV, E', F», G'; je dis que ces derniers points sont les sommets, sera un | lélipipède obliqnangle; et pour le prouver, je déterminer et comparer entrée de ses doute côtés M'A', M'B', eto. Les coordonnées x, y, s, du point M deviennent * + «dt, y + wfc, m + wdt, au bout de l'instant dt ; ces quantités sont donc les coordonnées du point M' ; on en déduira celles de tout autre sommet, en y remplaçant x, y, m, par les coordonnées primitives de ce sommet ; ainsi, Ton aura les coordonnées de C, en y conservant « et y, et mettant a+ds à la place de x, parce que *, y, s + dx sont les coordonnées de C. ] nière, les coordonnées de C seront du s + «dt + - ds dt, dx y -f rdi H ds dt, ds s + dx + wdt + — ds dti ds et, eu les comparant a celles de M', on en conclura en extrayant la racine carrée et négligeant les infiniment petits du troisième ordre, on aura donc M'C = dz + - ds dt. ds Les coordonnées de D' se déduiront de celles de M', et les coordonnées de G' de celles de C en y mettant x + di c t y -f dy ii I a place de s et y ; par conséquent, la longueur du côté D'G' so déduira de même de celle du côté M'C ; ce qui donne D'G1 = da dsdl + aWs* + i£ ds dxds dyds Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 415 nonr en négligeant les aeux urmicn termes , i|ui sont du troisième ordre, la valeur de D'G' sera la même que celle de M'C. On trouvera de la même manière, que le* côtes A K' et h'i" sont égaux au côté M'C, aux quantités près du troisième ordre ; en sorte que l'on aura M'C = A'E' = B'F» = D'G'. Si Ton change x en y, et w en r, dans la valeur de M'C, elle deviendra celle de M'B', savoir : M'B' = dy + - dudt; en changeant de même « valeur de MA', qui et w en u, on aura la du M'A' — c x l + - dt + - dt + - dt ) dxdudz. dx du dt y Yel est donc, k la fin du temps t + dt, le i de l'élément qni était dxdyds, à la fin du temps t. En même temps la densité p est devenue p -j- p'di; en multipliant donc ce volume par p + f'dt, et retranchant du produit la masse primitive pdxdy ds, on aura la variation de cette masse pendaut l'instant dt; et cette variation devant être nulle, il en résultera l'équation ,du dv du>' + '(z + 7, + T.) = '•' en négligeant les infiniment petits du cinquième ordre, et supprimant ensuite le facteur dt ds du dz, commun i tous les termes. Par conséquent, d'après la valeur de f' du numéro précédent, la quatrième équation du mouvement qu'il s'agissait de former, dT + ~du~+ T> °(«J 650. Cette équation appartiendra aux liquides et aux fluides aériformes ; mais la quantité J étant nulle, dans le cas des liquides regardés comme incompressibles, cette équation se partagera en deux autres, savoir : df d( dt dP — -f- u — -j- r — -f- w — SX 0, dt dx du ds du dv du, t W - + - + - = 0. dx du dx En les joignant aux trois équations (3), on aura un nombre d'équations égal a celui des cinq inconnues p,p, u, », w, qu'elles doivent servir à déterminer en fonction de x, y, s, t. Quand le liquide est homogène, la densité p est une constante donnée; ce qui réduit les inconnues à quatre, et fait en même temps disparaitre la première équation (0). Relativement aux fluides élastiques, on n'a aussi qne quatre équations, savoir, les équations (3) et (4) ; mais alors la densité est liée s la pression} ce qui réduit à une seule les deux inconnues p et p. Si l'on suppose que la température soit la même dans toute la masse du fluide à l'état de repos, les dilatations ou compressions des élémens de ce fluide, qui auront lieu pendant son mouvement, feront varier cette température, et la pression p ne sera plus proportionnelle i la densité p, dans l'état de mouvement, comme elle l'est dans l'état d'équilibre. On verra, dans la suite, comment on peut avoir égard à cette circonstance, dans le cas d'un mouvement très rapide. Maintenant je supposerai qu'il s'agisse d'un mouvement asses lent pour qu'elle n'oit aucune influence sensible; en sorte que l'expression de p en fonction de p, soit celle qui convient à l'éiat d'équilibre, savoir (n° 825), P = AfO+^i (•) Digitized by Google
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    TRAITÉ DE HÉCAMQUB. I désignant la température commune à tout les points du fluide, « le coefficient 0,00376 de la dilatation des gat, et A une constante relative à la matière du fluide que l'on considère. Lorsque les valeurs de f , p, «*, e, w, auront été déterminées, soit au moyen des cinq équations (3) et (6), soit d'après les cinq équations (3), (4), (6), on en déduira les valeurs des *, y, s, en fonctions de t, et de leurs valeurs initiales y\ au moyen des équations (1). Les intégrales de toutes ces équations aux différences partielles renfermeront des fonctions arbitraires, qui resteront encore à déterminer, d'après l'état initial du fluide, et au moyen de certaines conditions relatives à sa surface dont il sera question plus bas. 051. Quand la température n'est pas la même dans toute la masse fluide à l'origine du mouvement, elle varie ensuite d'un point à un autre, et, pour un même point, d'un instant a l'autre; en sorte que si l'on désigne, au bout du temps I, par », la re qui répond aux points dont x, y, a, ; les coordonnées, cette quantité • est une fonce de t, x, y, a, et pour la déterminer il faut joindre une nouvelle équation aux précédentes. Cette équation sera différente dans les deux cas d'un liquide et d'un fluide aériforme, que nous allons successivement considéra-. 1° Supposons qu'il s'agisse d'un liquide homogène, tel que l'eau, pour fixer les idées. La température I variant d'un point à un autre, la densité • variera de même, et sera une fonction déterminée de i, que je représenterai par fi *. La quantité *' ne sera plus nulle, et l'équation (4) ne se décomposera plus dans les deux équations (ô). La chaleur spécifique du liquide et la mesure de sa conductibilité seront aussi des fonctions déterminées de t; mais si l'on suppose que la communication de la chaleur dans l'intérieur de l'eau, ait lieu comme dans un corps solide, par un rayonnement à distance insensible, l'équation relative au mouvement de la chaleur dans un corps hétérogène , que j'ai trouvée autrefois, s'appliquera à la masse d'eau que nous considérons ; car elle fait connaître l'accroissement instantané de température qui a lieu en un point quelconque d'un corps, dans lequel la chaleur spécifique et la conductibilité varient arbitrairement d'un point à un autre; et d'après la manière dont elle a été formée, elle ne dépend pas du mouvement du point matériel que l'on considère, non plus que du mouvement des points circonvoisins. Ainsi, en appelant t'dt l'accroissement de I pendant l'instant dt, on aura S» = a5 d hdx di h — d„ di h — di (7) " P.'Ur II forme d» celle fonction, tty-.t le Traité dt PA«»i'««« de M. Iliol, tome 1", chapitre XI. " Jnnat dt l'Kftl» Voijlttkni^t, »• cahier, pige «7. équation dans laquelle oo fera, d'après la formulera), «il di dt di dt ds dy d» et où g et h sont des fonctions de I , qui tent la chaleur spécifique rapportée à l'unité de masse , et la mesure de la conduotibilité. Chacune de ces fonctions est censée connue, ainsi que fi, de manière que les équations (3) , (4) , (7) , seront en nombre égalé celui des inconnues • , p ,u, v , w , qu'elles renferment. Dans le cas d'un liquide hétérogène, les trois quantités », y , A, relatives an point de sa masse dont les coordonnées sont r, y, s, dépendraient de la température 8 et de la matière du fluide en ce point, et seraient, par conséquent des fonctions données de I et des coordonnées initiales x', y', a', de ce même point. 8» Si le fluide que l'on considère est une masse d'air ou d'un gax quelconque, dont la température 9 varie d'un point à un autTe, et que dans l'état de mouvement, la pression soit toujours supposée proportionnelle à la densité, comme dans le n° précédent, l'équation (6) aura toujours Heu; mais l'équation (7) ne subsistera plus; car elle est fondée sur l'hypothèse que la communication de la chalftur dans l'intérieur du corps se fait par un rayonnement à distance insensible; et, au contraire, le chaleur rayonnante traverse les fluides aérifurmes, dans de très grandes épaisseurs ; en sorte qu'il y a échange de chaleur entre des molécules très éloignées l'une de l'autre. Cette équation devra donc être remplacée par une autre, que Ton joindra aux équations (3) , (4) , (0) , afin d'en avoir un nombre égal à celui des inconnues f , p, s, w », iv. Dans le problème des vents alisés, par exemple, qui sont produits par les différences de température des couches atmosphériques, on formera cette sixième équstion de la manière suivante, qu'il nous suffira maintenant d'indiquer. La quantité de chaleur reçue pendant l'instant dt, par l'élément quelconque dm de la masse fluide, et qu'on peut supposer proportionnelle à dmdt, se compose de la chaleur solaire absorbée par dm pendant cet instant dt, k laquelle il faut d'abord «jouter la chaleur rayonnante que cet élément reçoit , dans ce même instant , d'une partie de la surface de la terre et de la partie de l'atmosphère dont la communication avec dm n'est point interrompue par cette surface , et , en outre , la portion de chaleur qui peut être communiquée à d'un par les élémens circonvoisins, comme dans les corps solides. En retranchant de cette somme la quantité de chaleur émise au dehors par l'élément dm, pendant l'instant dt, soit par communication , soit par rayonnement à grande distance, on aura l'augmentation instantanée de la chaleur de dm , que l'on peut représenter par A dmdt ; A étant un coefficient dont je me borne à indiquer l'origine. D'un Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 417 autre coté, cette augmentation de chaleur est égale à  \- w — — 0 , (8) dt dm dy ds pour exprimer la condition ci-dessus énoncée. Dans le cas d'une paroi fixe, la fonction f ne renfermera pas explicitement le temps f; en la représentant par L , de sorte que L = 0 soit l'équation donnée par la paroi, l'équation (8) deviendra dl. d\. 4L dt dy dz Si l'on désigne par ( la résultante des vitesses m, e, *>, et par * , € , >, les angles qu'elle fait avec les directions des r,y, s ; si l'on appclleaussi o, b,c , 53
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    418 TRAITÉ I>E MÉCAMQUE. les angles que fait la normale à la paroi < les mêmes directions , et qu'on fasse M = £ cos « , 9 = Ç cos C , w = t cos y, dL dL dL — = a cos a , — = x cos A , — = * cos c j ttr dy da et, en substituant ces valeurs dans l'équation (0) , et supprimant ensuite le facteur commun > a , elle cos * cos a + cos C cos 4 + cos y cos c =0. Cette équation (0) signifie donc que la vitesse de chaque point de fluide adjacent à une paroi fixe, est normale à cette surface; et, en effet, c'est la condition nécessaire et suffisante pour que ce point ne se détache pas de la paroi , et ne fasse que glisser sur sa surface. A la surface libre d'un liquide , la pression p est, en général , une quantité constante ; mais elle pourrait dépendre de f et être seulement indépende k , y , s , si la pression extérieure , corane à tous les points de cette surface , variait avec le temps ; en la désignant par T , l'équation de la surface libre sera donc p — T = 0; et en — Ta la place de f dans l'équation (8) , dp dp dp dp dT - + «- + «- + «*'- = -, (10) dt ds dy d% dt pour l'équation qui aura lien en même temps que p — T — 0, ou en même temps que l'équation différentielle de la surface libre, qui a été donnée dans le n» 648. Flous ferons remarquer que les équations (8), (9) , (10) auront encore lieu , sans erreur sensible , lorsque les points du fluide no s'écarteront de sa superficie , que de quantités insensibles. Par conséquent, si l'on considère, comme dans le numéro précédent , une portion du fluide dont les dimensions soient de grandeur finie, mais insensibles, et qui contienne néanmoins un nombre immense do molécules , et si l'on suppose qu'une partie de sa surface appartienne a celle du fluide, h une époque déterminée, ces équations exprimeront, en réalité, que cela aura lieu pendant toute la durée du mouvement. Celte partie commune aux deux surfaces, pourra , d'ailleurs , varier en étendue dans des rapports quelconques ; et la petite portion de fluide dont il s'agit, en se déplaçant à la superficie du fluide , pourra s'étendre ou se rétrécir sans que son volume change dans le cas d'un liquide, ou sa masse duns le cas d'un fluide quelconque. Ainsi, par exemple, lorsqu'un liquide pesant oscille dans un vase ouvert a sa partie supérieure, l'étendue de sa surface libre et celle de sa surface de contact avec les parois du vase varient pendant le mouvement , de sorte que le nombre des points matériels du liquide , qui «ont situés -à l'une ou l'autre de ces deux surfaces, n'est pas constamment le même ; mais les équations (0) et (10) peuvent avoir lieu néanmoins, si l'on considère qu'elles ne répondent pas seulement à des points isolés , mais qu'elles se rapportent a de petites portions du liquide , de grandeur insensible et de forme variable. Ces équations particulières que Lagrange a introduites dans la théorie des fluides, concourront, dans chaque cas , avec l'état initial du système, à déterminer les fonctions arbitraires qui seront contenues dans les équations du mouvement. 654. Dans un cas très étendu , on peut réduire les trois équations (3) à une équation aux différences partielles du premier ordre, et faire dépendre d'une seule quantité , les trois inconnues « , r , Ce cas a lieu , lorsque la formule udx 4- vdy -4mds est une différentielle exacte d'une fonction de x , y , % , regardées comme des variables iodés pendantes, et que le fluide dont on s'occupe est homogène et partout à la même température, dans son état d'équilibre. Soit alors udx -f vdy + sr ds = d>; t désignant une fonction inconnue des quatre variables», r, y, s, mais la différentielle dp étant prise seulement par rapport à ar,y, s, de aorte qu'on ait dp dp dp dx dy ds D'après la nature des forces X , Y , Z , qui proviennent toujours d'attractions ou de répulsions , dont les centres sont des points fixes ou mobiles, ou les points mêmes du fluide, on a aussi Xdx + Ydy + Zds = dV, et, par conséquent , dV dV dV dy ds V étant une fonction de t, x, y, z , qui n'est différence que par rapport a x, y, x. Dans le cas d'un fluide élastique dont la densité est constante à l'état de repos, l'intégralc^-L s'exprimera par un logarithme, si l'on suppose que la loi de Mariotlc ait encore lieu à l'état de mouvemeut ; si l'on lient compte des variations de température qui accompagnent celle de la densité pendant le mouvement, cette intégrale sera une autre fonction de p; et dans le cas d'un liquide homogène , Digitized by Google
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    UTDRODYÎUMIQUE. 410 elle te réduira à — p, abstraction faite de la i arbitraire, un seul , je ferai dp D - = P; f il en résultera 1 dp d? t dx dx' f dy dP f dz et au moyen do ces valeurs et des équations (3) deviendront d? — » dz ,1e, dV dx ~ d\ dx d'p dxdt dp dx d> a dx» dp d» e d7"d7d7 d» d« a ds d*d*' dP dV dy d« » dydt d» dx d. a dydt d, d. a dy d*« d* d« a ds dyds' dV dz ~ d\ d» d»» dsdt da dx d» a dsdx de d* a dy dxdy d» d» a d* ds« Je les ajoute après les avoir multipliées par dx , dy, dx ; il vient 4©"*©-©l dP as dV da d.- + dt et tous les termes de cette équation étant des différentielles exactes à trois variables x, y, s, on en déduit immédiatement da V - P — — + dt [©' ♦ ©' * ©'] (*) La constante arbitraire qu'on devrait ajouter dans cette intégration , peut être censée contenue dans la quantité inconnue a , et l'on peut regarder les intégrales V et P comme des quantités entièrement déterminées. Cette équation , qui remplacera les trois équations (3), fera connaître la valeur de p, quand celle de a sera déterminée ; les équations (a) détermineront aussi les trois inconnues m, v , w ; et quant à la valeur de a, elle se déduira de l'équation (4), qui " 0. (c) e, cette équadx* T dy» T ds« dans le cas d'un fluide aériforme , on y mettra pour » ta valeur en fonction de p, et pour p sa valeur tirée de l'équation (é). 655. Pour que la formule udx + vdy + wdz soit une différentielle exacte pendant toute la durée du mouvement , il faut qu'elle le soit à l'origine, et que les valeurs initiales de « , v , to , qui sont données orbitrairement en fonctions de *, y, * , satisfassent aux conditions d'intégrabilité. Réciproquement, on admet qu'il suffit que celte formule soit une différentielle exacte relativement à une valeur déterminée de I, pour qu'elle le soit aussi pour toutea les valeurs de cette quantité; mais cette proposition n'a pas toute la généralité qu'on lui suppose. Voici comment on la démontre. Soit*, une valeur particulière de»; supposons que pour cette valeur on ait udx -f cdy + ifds = d»,, a, étant une fonction de x , y , a. Si l'on désigne par • un intervalle de temps infiniment petit , et que le temps t devieune f, + • , les quantités m , t» , «p, varieront aussi; et en supposant que leurs expressions en fonctions de t soient développables , suivant les puissances de i, on aura dp, dp, dp, «=-+«,, " = — + *,= — + ,*,,, dx dy ds et , par conséquent , udx + rdy + wdM = dp, + + r.dy + en désignant par u„ t»„ w„ des fonctions de *,y, s. Pour avoir les valeurs des différences partielles du dv dw — , —, — , qui entrent dans les équations (3), il dt dt dt faudra différentier ces valeurs de u , e, w, par rapport à ce qui donne du dt dw — SB H, , SS 9n — — wr Digitized by Google
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    420 TRAITÉ DE 1ÉCANIQUB. En les substituant avec celles de «,c,w,etde | ces équations, et supprimant ensuite les termes leurs différences partielles relatives a x, y, a, dans | multipliés par », il tient 1 » dp dx " \-u d» ddx dx* df( dy d« », drdy *, ds d>; dxds ' 1 dp_ T -*\ de, d» », *, d' e, *, d' », f dy ~ dx dydx dy dy* ds dyds ' 1 dp_ Z - », da, d" *, d« dp, d» r. t dz " dx dsdx dy didy ~dt ds- J d'où l'on tire, d'après les notations précédentes , udx + t>,dy u>,dz ■ — h©*®*©]et d'où il résulte que la quantité i u dx -\- v,dy -f•vdt)t} dont s'accroît la formule «dx -{- ody -f tcda pendant le temps t , sera une différentielle exacte. Par conséquent, cette formule sera une différentielle exacte au bout du temps *, -f- «, puisqu'on suppose qu'elle l'est au bout du temps t,; elle le sera au bout du temps f, -|- 2t , puisqu'elle l'est au bout du temps t -f~ 1 • L'1 ainsi de suite. Et comme on peut prendre t positif ou négatif, on en conclut que cette formule «dx -f rdy -f wds est une différentielle exacte pour toutes les valeurs de t , si l'on s'est assuré qu'elle le soit pour telle valeur qu'on voudra de cette variable. Mais cette démonstration suppose que les valeurs de « , r, s», qui répondent a / -f « , peuvent se développer suivant les puissances de s, ou, ce qui revient au même, elle suppose que les expressions de u , v, to, en fonctions de I, satisfont aux équations du problème et à toutes celles qui s'en déduisent par des différentiations relatives à t. Or, cela n'a pas toujours lieu à l'égard des expressions «le u , r, w , en séries d'exponentielles et de sinus ou cosinus, dont les exposans et les arcs sont proportionnels à t ; et la démonstration étant en défaut, la proposition peut aussi être , et elle est effectivement en défaut dans certains cas dont j'ai rencontré des exemples. Dans chaque problème , les expressions de «, », w, dont il s'agit, satisfont aux équations relatives à la masse et à la surface du fluide en mouvement j en y déterminant convenablement les cocflicicns des exponentielles et des sinus ou cosinus , elles représentent l'état initial et donné de tous les points du fluide ; et si les séries qui en résultent sont d'ailleurs convergentes , cela suffit pour qu'elles renferment la solution de la question, quoiqu'un de leurs caractères particuliers soit de ne pas toujours satisfaire aux équations qui se déduisent de celles du mouvement, pardi* nouvelles différentiations. . 666. La condition d'intégrabilité de la formule udx -f- ody -f- wds n'a pas lieu dans le mouvement d'un fluide qui tourne , sans changer de forme, autour d'un axe fixe. En effet , les composantes de la vitesse d'un point quelconque sont alors les mêmes que dans le cas d'un corps solide ; en prenant donc l'axe fixe pour celui des a , et désignant par m la vitesse angulaire de rotation , on aura (n» 388) ss = — y- , e = #», so = 0j d'où il résulte udx + »dy + v>dv = « (xdy — ydx) ; quantité qui n'est point une différentielle exacte , puisque le facteur m est indépendant des coordonnées x et y. Il en résulte que pour déterminer la pression p en un point quelconque, il faudra recourir, dans cet exemple, aux équations (3). Or, en y mettant les valeurs de «, e, w, et considérant « comme une quantité constante par rapporta I, aussi bien qua par rapport à x, y, s, il vient 1 dp 1 dp l dp = X + *» x, = Y+.» y, =Z; f dx P dy P ds d'où l'on tire - dp = Xd* + Ydy + Zda + „■ (xds + ydy) ; f équation qui coïncide avec celle qu'où a trouvée dans le n° 690 , par la considération de l'équilibre des forces données qui agissent sur tous les points du fluide, et de leurs forces centrifuges résultant de son mouvement de rotation. )igitized by GoogI
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    CHAPITRE II. DE t.A PROPAGATION DTJ SON. M7. Il n'entre pas dans le plan de cet ouvrage , de faire connaître les résultats nombreux qui ont été déduits des équations générales du mouvement des fluides qu'on vient do donner; je me contenterai d'indiquer les ouvrages dans lesquels on peut les trouver. Dans le chapitre suivant, je déterminerai le mouvement d'un fluide qui s'écoule dans un vase, d'après une hypothèse particulière et approximative, généralement suffisante pour la pratique; et , dans celui-ci , je prendrai pour exemples de l'application des équations générales , les cas les plus simples de la théorie du son. 1» On trouvera, dans les tomes II et Y de la Mitanique céleste , tout ce qui est connu jusqu'à présent sur les oscillations de la mer et de l'atmosphère, produites par les attractions de la lune et du soleil. 2° Le tome II de la Mécanique analytique renferme lo détermination , par le moyen de séries convergentes , du mouvement d'un liquide pesant, soit dans un canal très étroit , soit dans un vase très profond. 3» Relativement aux oscillations de ce liquide dans un vase d'une profondeur quelconque , je renverrai au Mémoire que j'ai inséré , sur ce sujet , «Uns le tome XIX du Journal de H. Gergonne. 4° Pour le problème de la propagation des oudes a la surface et dans l'intérieur d'une eau stagnante, je renverrai de même à mon Mémoire inséré dans le tome Ier de l'Académie des Sciences. 6° Sur l'écoulement des fluides élastiques dans les vases et dans les tuyaux , on pourra consulter le Mémoire de M. Ravier, qui fait partie du tome IX do cette Académie. 6° Enfin, pour tout ce qui concerne la théorie du •on, et, généralement, la propagation du mouvement dans un milieu élastique ou daus plusieurs milieux superposés, j'indiquerai les Mémoires que j'ai écrits sur ce sujet, et qui font p ortie du 14' cahier du Journal de f École Polytechnique , et des tomes II et X de l'Académie des Sciences. 6ô8. Pour donner une application des équations générales, considérons un fluide élastique homogène, dont la température et la densité soient partout les mêmes dans son état d'équilibre , et qu'on ait écarté un tant soit peu de cet état , de sorte que pendant tout le mouvement qui en résultera , les vitesses de ses différons points soient très petites , et les condensations ou dilatations dont elles seront accompagnées soient aussi de très petites fractions. Nous négligerons, en conséquence, les carrés et les produits de ces quantités ; ce qui réduira les équations du mouvement à la forme linéaire, et permettra d'en obtenir les intégrales sous forme finie. Nous ferons aussi les forces X , Y, Z, égales à xéro, afin que la densité du fluide, dans l'état d'équilibre , soit constante , comme nous le supposons. Soit D cette densité; fêtant celle qui a lieu dans l'état de mouvement , tu bout du temps t et au point dont les coordonnées sont *,•/,*, on aura f = I) (1 + s), en désignant par e une fraction positive ou négative , qu'on suppose très petite. Soient aussi h et gmh la hauteur et la pression barométriques qui répondent à la densité D ; g représentant la gravité et m la densité du mercure. Dans l'état de mouvement , la pression p, qui répond à la densité f, serait gmh (l -J- e), d'après la loi de Mariotte, si la température du fluide était invariable; mais, à raison de la condensation positive ou négative #, la température augmente ou diminue ; et si le mouvement est assex rapide pour que le fluide n'ait pas le temps de revenir à sa température primitive, la pression variera dans un plus grand rapport que la densité. Nous supposerons donc qu'on ait, un général , p = gmh (1 + J + «■); e désignant une quautité de même signe que » , et qui en est une certaine fonction. A cause de la petitesse de s, on peut supposer cette quantité r proportionnelle à #, et faire rase 6f| C étant un coefficient positif et indépendant de s Au moyen de ces valeurs, on aura dp = gmh (1 + C) de , Digitized by Google
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    422 TRAITÉ DE MECANIQUE. et il ea résultera en supposant que l'intégrale t'évanouisse avec », et faisant , pour abréger, Si l'on néglige le carré de » et qu'on prenne cette intégrale pour la valeur de la quantité P comprise l'équatiou (ft) du n° 654, on aura P = o« s; dp dp df dx dy d» et supprimant le terme V qui provient des forces X , Y, Z, cette équation (6) deviendra 1 dp ' = (t)î a* d/ et en la joignant aux équations (a), savoir, * * * ■ = — , c sb dy ds ces quatre équations feront connaître la condensation, la grandeur et la direction de la vitesse du fluide , au bout du temps t et au point dont les coordonnées sont x , y, s , lorsque la fonction • aura été déterminée en fonction des * , y, z , f. Si les déplacemens des points du fluide sont aussi supposés très petits, c'est-à-dire, si les points du fluide ne font que de très petites oscillations, et n'ont pas un mouvement commun de translation ou de rotation , les variables * , y, s , différeront très peu des coordonnées initiales x', y', a', du point auquel elles répondent; on pourra les regarder comme égales à x', y', s', en intégrant les valeurs de udt , tdt , tvdt , pour en déduire , à un instant quelconque , les déplacemcus de ce point suivant les trois axes des coordonnées; et alors, on aura x — x'—fudl, y — y'=fvdt, * — z'=fwdt; les intégrales étant prises de mauière qu'elles s'évanouissent quand t — 0. Quant à la quantité • , pour obtenir l'équation dont elle dépeud , je mets D( 1 -j- *) à la place de p dans l'équation (c) du numéro cité; et en néglidt dt dp géant les produits de » et de — , —, — , il vient dx dy dx dt + dx» + dy + laTou bien , en substituant pour t sa valeur précédente , d» • d* » _ /d» e d» p dt* ~ °* Un + dy» + «i r) M Ces équations(l), (2), (S), sont celles delà théorie du son dans un air dont la température et la densité sont constantes. Elles supposent quo la formule «dx + rdy + tvdx soit une différentielle exacte; ce qui a lieu, effectivement, dans les deux cas particuliers auxquels nous allons les appliquer. 659. Supposons , d'abord , que l'air soit contenu dans un tuyau cylindrique, et que ses points se meuvent parallèlement à l'axe, qui sera horizontal, afin que la pesanteur ne fasse pas varier la densité. En prenant l'axe des x dans cette direction , on aura t» = 0 et w = 0; la quantité a ne sera fonction que de * et t ; et l'équation (3) se réduira à d« • d' p dt' dx> ' On en déduira les mêmes conséquences que de l'équation (l)du nJ 495, relutive aux vibrations longitudinales d'une verge élastique. Quand le tuyau se prolongera infiniment , a sera la vitesse de la propagation du sou suivant sa longueur ; quand il sera terminé , et d'une longueur /, le nombre des vibrations du fluide, dans l'unité de temps, correspondant au son le plus grave, sera en raison inverse de/; quand le ton s'élèvera, ce nombre croitra dans le même rapport que celui des nœuds de vibrations; et en désignant par x la distance comprise entre deux nœuds consécutifs , et par n le nombre correspondant des vibrations, on aura 2a En ces points, la vitesse des molécules d'air est nulle , et la condensation » ne l'est pas ; il y a , au contraire , d'autres points où cette condensation est zéro , et où le fluide est en mouvement. Les distances qui séparent ces autres points sont les mêmes que pour les premiers, comme on peut le voir par les formules du n° 496. Ils jouissent d'une propriété qui sert à les déterminer par l'expérience, et qui n'appartient qu'à eux. Si l'on fait une ouverture à la paroi du tuyau en l'un de ces points où la condensation est nulle , et qu'on établisse la communication avec l'air extérieur, le mouvement du fluide intérieur n'est aucunement changé , non plus que le ton qu'il fait entendre. En prenant pour x la distance de deux de ces points consécutifs , et pour n le nombre correspondant au Ion observé, l'équation précédente fera connaître la valeur de a, et par suite celle de la quantité C contenue dans l'expression de cette vitesse. L'usage , pour cet objet, du ton élevé qui répond à une partie aliquotc de /, est préférable à celui du ton Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. fondamental , qui peut être influencé par le mode d'insufflation du tuyau et par les circonstances relatiTes k l'embouchure. C'est de celte manière que H. Dulong a déterminé, pour l'air et diflcrens gat, les valeurs de la quantité y du n° 038; laquelle quantité est égale à 1 + C, comme on le terra tout à l'heure» 660. Pour second exemple , je supposerai que la masse d'air s'étende indéflniment en tous sens , et qu'elle soit ébranlée semblablement, suivant toutes les directions, autour d'un point fisc que je prendrai pour origine des coordonnées. Si l'on appelle r, au bout du temps r, le rayon vecteur du point qui répond à * , y, s , et { sa vitesse , elle sera dirigée suivant ce rayon , et sa grandeur sera une fonction de r ctl, ainsi que la condensation a ; car il est évident que tout doit être symétrique autour de l'origine des coordonnées, pendant toute la durée du mouvement. On aura t» ty f» « = -, * = -, w = r r r et à cause de ** + y* + •* = f » *d*+ ydy -f crfs = roV; il en résultera udx + i ly -f ud* — {dr, en sorte que cette formule sera la différentielle exacte d'une fonction de r et t Cette fonction étant la quantité s, déterminée par l'équation (3) , on pour la résultante des vitesses u , v , w. En la différentiant par rapport à *, y, s, on aura dp s dp dp x dp dp y dp dx dr r dy dr r da dr r en diflerentiant une seconde fois, il vient di f d> p x* dp y* -\- a* dx* dr* r* dr r3 ' d* p d* p y» dp s» -f- *' dy* dr* r* dr r» ' d* p d* p z * dp x* -f y» di* dr* r* dr ' et, d'après ces valeurs , l'équation (3) devient ±± (d* p 2 dp\ «* =a,U- + 7Tj' ou, ce (]ui est la même chose, M) Son intégrale complète est (n° 485) r. = /-(r+«l) + F(r-«t); f et F désignant les deux fonctions arbitraires. Si donc on fait da r * dfa = F's, intégrale t = -[r {r + ot)+ï>(r-at)} r --\f(r + °t) + T(r-al)},){t>) r* •as-[r(r-«0~/»(r + «01i et ces formules feront connaître la vitesse et la condensation en un point et à un instant quelconques, après qu'on aura déterminé les fonctions ftttf pour toutes les valeurs de r + ai, qui est une variable positive, et les fonctions F et F' pour toutes les valeurs positives ou négatives de r — ai. 661. Tout étant semblable, par hypothèse, autour do l'origine des coordonnées, il faut que le centre de l'ébranlement du fluide demeure immobile pendant toute la durée du mouvement ; il est donc nécessaire que la première formule (5) s'évanouisse avec r; ce qui exige que, quand ce rayon est infiniment petit, on ait /-(r + «l) + F(r_al) = Tr, r(r + a/) + F'(r_ al) = Tj t. En faisant le rayon r tout-à-fait nid dans la première do ces équations et dans sa différentielle par rapport a al, savoir, r-r(r+al)_F'(r-al) = l -, a di et mettant s au lieu de al, on aura donc fz+T{-,) = 0, f"* -*•(-*)-». («) mais seulement pour les valeurs positives de a. Ces équations feront connaître les valeurs de F ( — a) et F' ( — a), d'après celle de fs et fa; en sorte qu'il ne restera plus qu'à déterminer les valeurs de fa, /"'s, Fs, F's, pour toutes les valeurs positives de ». 1 Pour cela, soient 4»" et — irr les valeurs initiales a de { et s, de sorte que -{r et irr désignent desfoncLions données depuis r = 0 jusqu'à r = œ , dont la première devra être nulle pour r= 0, et qui sont toutes deux de certaines vitesses. En faisant 1 = 0, Digitized by Google
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    1 4Z4 TRAITÉ OE MÉCANIQUE. («), d.-fr 4r =■ I d. — fr r dfr dr' d'où Ton tire (7) arbitrai1 1 _/V+_Fr = 4. ' + r r Fr — /r = +, r -f ci en représentant par b et c deux constan res, et faisant ftrdr — 4, r, /r*rdr = *, r: on pourra supposer que ces deux intégrales s'évanouissent pour telle valeur qu'on voudra de r; nous prendront tout a l'heure r = oo pour cette voleur. Si l'on a seulement égard aux constantes b et c, les équations précédentes donneront fr=Ur- le, /V=7», Fr=^6r+ic, IV= - «j on en conclut /> + « ai, on aura aussi r(r-ot)=±b(r-ot)+ rc, r(r-«o= 7*; pour r < al, on aura f(ai-r) = i-A(a#-r)-7c, et en vertu des équations (6) il en résultera F(r-a ssf. Or, en substituant ces différentes valeurs dans les formules (5) , on trouvera qu'elles se réduisent à zéro; de sorte que les deux constantes arbitraires A et c disparaissent des expressions de f et t. En en faisant donc abstraction , et mettant s au lieu de r dans les équations (7) et dans leurs difféil F« = 1 *4, s + x, F'*=74..+ 7.(4» + **), (8) pour les valeurs qui restaient à trouver. Les formules (6) ne contiendront plus rien d'inconnu, et reufermeront, par conséquent, la solution complète du problème. On peut remarquer que rien, dans la question, ne pourrait servir à déterminer les valeurs de f{— »), dont les formules (5) n'exigent pas la connaissance. 662. Voici maintenant les conséquences relatives à la théorie du son, qui se déduisent de ces formules. Soit i le rayon de l'ébranlement primitif, en sorte que 4*" et +r aient des valeurs données arbitrairement depuis r = 0 jusqu'à r = et soient xéro depuis r = « jusqu'à r= ce . Les intégrales 4» r et -f i r seront des quantités constantes pour toutes les valeurs de x qui surpassent i; et comme on lea suppose nulles pour r =. x , elles le seront aussi depuis r es i jusqu'à r = ao . Cela posé, si l'on considère d'abord un point du fluide compris dans l'étendue de l'ébranlement primitif, on aura r < i. Tant que t sera moindre que , les valeurs de f r-\-at) tif (r-f at) neaeront pas nulles, et on les déduira des équations (8); il en sero de même à l'égard des valeurs de F (r — at) et r F' (r — at) , tant qu'on aura I < — ; quand f suro r passera — , celles-ci se déduiront decclles de ftot—r) a et f [at — r), au moyen des équations (6); enfin , • . . r "4" ' quand le temps t sera devenu plus grand rtous les termes des formules (6) seront nuls, et tous les points contenus dans l'étendue de l'ébranlement primitif seront revenus à l'état de repos. Ainsi, pour tous les points compris dans la sphère dont le rayon est «, la durée du mouvement décroîtra, du s 2i centre à la surface, entre les limites — et — . a a En dehors de l'ébranlement primitif, on aura r -j- at > i ; ce qui fera disparaître f (r + ot) et f (r -f at) des formules (5), et les réduira à 1 1 f= _F'(r-o/)--F(r_0/), r r* 1 , =-F'(r-nl), Digitized by Google

  

  
    Page 451
    

  
  
    HYDRODYNAMIQUE. 423 quand on a r > at, ou bien, en vertu des équa-.(6), à 1 l r r» • =- r ( r. Les valeurs des quantités comprises dans ces expressions de t et s seront données par les formules (8) ; elles seront nulles tant qu'on aura r > at -f- 1, et le redeviendront dès qu'on aura r < at — « ; d'où l'on conclut que le son se propagera à l'air libre avec la même vitesse a que d'un tuyau cylindrique; que le de chaque molécule d'air subsistera 8» t un intervalle de temps égal à — , et que la a largeur de l'onde sonore sera égale au diamètre 2» de l'ébranlement primitif. A une grande distance du centre de cet ébranlement, on pourra négliger les seconds termes des valeurs de f , qui sont divisés par r» , par rapport aux premiers qui ne le sont que par r; on aura alors, pendant toute la durée du mouvement, f • = -> a comme dans le n« 408 , où « représentait la dilatation au lieu de la condensation. La vitesse propre des molécules d'air décroîtra alors en raison inverse de r. On suppose l'intensité du son proportionnelle au carré de cette vitesse ; en sorte qu'à une grande distance du lieu de l'ébranlement primitif, elle décroîtra en raison inverse du carré de cette distance; ce qui parait conforme à l'espérience. Ces résultats ont encore lieu , lorsque l'ébranlement n'est pas le même en tous sens. A une distance considérable par rapport à son diamètre, la vitesse du son est uniforme et égale à la constante a, les ondes ont une forme à peu près sphérique, et, suivant la direction de chaque rayon, l'intensité du son varie en raison inverse du carré de la distance, quelle que soit, d'ailleurs, sa variation en passant d'un rayon à un autre. Cette intensité décroît aussi avec la densité du milieu où le ton est produit; en sorte que, par exemple, elle diminue à mesure qu'on approche du sommet d'une haute montagne. En considérant la propagation du son dans un air composé de couches de différentes densités, on trouve qu'à distance égale, son intensité ne dépend que de la densité au lieu de l'ébranlement primitif; d'où il résulte qu'une personne placée dans un ballon , doit entendre le bruit qu'on fait à la surface de la terre, comme si elle était à cette surface; tandis que le bruit qu'elle ferait serait entendu , à cette surface r comme si l'on était dans la couche atmosphérique où se trouve l'aérostat. Si l'intensité dn son dépend de la grandeur des vitesses des molécules d'air qui frappent l'organe de l'ouïe, si l'élévation du ton est réglée sur le nombre de ces coups dans un même temps, c'est-à-dire, sur la répétition plus ou moins fréquente des vibrations de l'air, on peut se demander ce qui liait la différence d'une syllabe à une antre, chantées avec une même force et sur un même ton. Selon Euler, cette différence doit être attribuée à la forme de la fonction qui exprime la loi des vitesses successives de l'air pendant chaque vibration ; de manière que l'organe de la voix aurait la faculté de donner à cette fonction la forme convenable, et l'organe de l'ouïe, la faculté d'en apprécier les formes diverses. 663. Sans que la forme de l'équation (4} soit changée, on peut transporter l'origine des coordonnées en d'autres points du fluide. D'après cela, si l'on désigne par r(, r„, run etc., les rayons vecteurs d'un même point, comptés de ces diverses origines, et si l'os suppose successivement que a soit fonction de t et de chacun de ces rayons, on satisfera à l'équation (4) au moyen de la valeur de a du n° 660, et des valeurs qui s'en déduisent, en y mettant r„ r„, rf(), etc., au lieu de r, et changeant à chaque fois les fonctions arbitraires. A cause de la forme linéaire de cette équation, on y satisfera donc aussi en prenant pour f la somme de toutes ces valeurs r 1 +-K ta +«!)+*,(',- «„+« gincs de r, r„ r,„ etc., la condensation — en un dt point et à un instant quelconques, qui sera toujours donnée par l'équation (1), aura pour valeur la somme des condensations qui auraient lieu en vertu de tous ces ébranlemens isolés. De plus, en vertu des équations (2), les composantes de la vitesse au bout du temps t , et eu un poiut M , dont m , y , % , sont les coordonnées par rapport à l'origine de r, pour expressions dp de dr d* drf dp dru — - + — + etc., dr, dx ix de "~7y~ dp dr dx dp dr dp dr, dp dr,, + + -f etc., dr dy dr, dy dr() dy dp dr dp dr, dp drtl + + + rte. ; dr di dr, d» dr , ds G4 Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MÉCANIQUE. dp dp dp les différences partielles—, -, —, etc., étant pridr dr,drlt ■es en regardant r, r„ r„, etc., comme des variables indépendantes. Hais si l'on appelle x,, y„ s„ les coordonnées de H rapportées à l'origine de r, et à des axes parallèles à ceux des *, y, a, ces coordonnées *„ y„ *,, ne différeront de x, y, s, que d'une quantité constante; de sorte que Ton aura dr, _ dr, _ x, dr, *i_ *#_ *J dx~ dx,~ r/ dy dy, r, ' dt ds, r,' on aura de même dx y., en désignant par xu, y„, *„, les coordonnées du même point, dont l'origine est celle de r(1 ; et ainsi de suite. Les dono dp x dp dp U~7r r + », dr ** dp dp y.» e_ dr r + ï. r„ dp z dp - + dp •» r + 7„ dr »■»• d'où l'on conclut que la résultante de «, t>, «>, dp dp dp sera la même que celle des vitesses — , — , — ,elc., dr dr, dr„ dirigées suivant les rayons vecteurs r, r,, r1(, etc., et, par conséquent, en vertu de la formule (9), la même, en grandeur et en direction, que si tous les ébranlement autour des centres de ces rayons avaient lieu isolément; ce qui s'accorde avec le principe de la superposition des petits mouvemens. «64. Cette formule (0) servira aussi à déterminer la réflexion du son sur un plan fixe. Pour cela, supposons que la masse d'air soit terminée par un plan fixe AB (fig. 140), et que l'ébranlement primitif ait lieu autour du point C, origine du rayon vecteur r, et ne se soit pas étendu jusqu'au plan AB. De ce point, abaissons la perpendiculaire CD sur ce plan; prolongeons-la d'une quantité DC„ égale à CD; supposons que C, soit l'origine de r,; et prenons la droite CDC( pour axe des * et x,. En appelant h la longueur de CD, on aura s = h et x, = — h, pour tous les points du plan AB ; pour ces valeurs de x et x , il faudra donc que la vitesse u, perpendiculaire à ce plan , soit constamment nulle (n° 653). Or, on satisfera à cette condition et è l'état initial du fluide, en prenant pour ■ la formule (9) réduite à ses deux premiers , Toir: 1 » = - r/(r + s*) + r *»_«}] et déterminant < traires f, F, /"„ F,. En effet, on déterminera les deux premières, comme précédemment, d'après l'état initial du fluide autour du point C; les points qui répondent a r, < h. n'appartenant pas au fluide , on pourra donner telle valeur qu'on voudra à chacune des fonctions f,r, et F(r( sans altérer cet état initial ; on pourra donc prendre pour les fonctions indiquées par/",, et F, les mêmes fonctions qu'on aura trouvées pour celles dont les indices sont f et F; la formule précédente deviendra alors p = _ [/> + .|) + F(r-«t)3 r + 1 \f (r, + a/) + 1 (r _ a*)], (10) et ne renfermera plus rien d'inconnu. De plus, pour tous les points du plan AB , on a r, = r; on dp dp aura donc — = — ; et comme on a aussi pour ces dr dr, mêmes points x = Ji et s, = — h , il en résultera u = 0 ; en sorte que la formule (10) représentera l'état initial du fluide , et remplira la condition relative aux points adjacens au plan AB ; ce qu'il s'agissait d'obtenir. Soit H le point du fluide dont les rayons vecteurs CM et C(M sont r et r, ; en vertu des deux parties de la formule (10), ce point sera d'abord ébraulc au bout d'un temps égal a - ' , et ensuite au tout d'un temps égal àllU-*, en désignant toujours par « le rayon de l'ébranlement primitif. Le | mouvement produira le son direct, et le second le •on réfléchi. Celui-ci sera le même que si le plan AB n'existait pas , et qu'un second ébranlement identique avec celui qui a lieu autour du point C, ait eu lieu simultanément autour du point C(. Il se propagera avec la même vitesse a que le son direct, et aura l'intensité correspondante à la distance CM, ou à la ligne brisée CEM, en supposant que E soit le point où le rayon C,M coupe le plan AB. Enfin EF étant la normale à ce plan , les deux parties CE et ME du rayon sonore qui se réfléchit au point E, feront l'angle d'incidence CEF égal à l'angle de réflexion MEF. Ainsi, il résulte de la formule (10) Digitized by Google
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    inrDRODÏIUMQUE. 487 lois de la réflexion du le» •on lur un plan fixe celles de la lui maintenant la vitesse a, donnée par la théorie, à celle qui a été déterminée par l'expérience; et pour cela, voyons d'abord ce que signifie la quantité C contenue dans son expression. D'après les valeurs de p, p, v% du n« 668, on a P = D(l+-) ou plus simplement en négligeant le carré de*. Supposons que « soit l'augmentation de température qui répond à cette condensation s ; de sorte que la température , qui était f dans l'état d'équilibre, devienne * v au bout du temps r, dans l'état de mouvement. A cet instant , la pression p, la densité f et la température I + a, auront lieu simultanément; d'après l'équation (1) du nû62ô, on aura donc p s », [1 + « (f + ,)], en désignant paris un coefficient indépendant de la densité et de la température, et par * le coefficient 0,00376 de la dilatation des gai. Dans l'état d'équilibre, ont p = (jmk , f =r D , n = 0; appliquée à cet état , l'équation précédente sera ,*,*= Ht (1 + .1); , dans l'état de et, en il en M. C = (» + ••)* Or, si l'on suppose les vibrations do l'air osses rapides pour que la condensation a ait lieu sans aucune perte de chaleur, on pourra mettre * et a à la place de t et m dans l'équation (6) du u» 637 ; ce qui donne !+< = >; y étant le rapport de la chaleur spécifique de l'air tous une pression constante , à sa rhaleur spécifique sous un volume constant. La valeur de a» du n» 66S deviendra , de cette a» = gmhy Si l'on appelle A la gmh et à la et par la pression (n» 625) D = 1 + .*' = 1/ gmhy (»+••)• Puisque la quantité y est regardée i pendante de la température et de la pression(n° 638), on voit, 1° que la vitesse a croîtra avec la temperature • dans le rapport de [/l -f- »» à l'unité; 2° qu'elle ne variera pas avec les hauteurs barométriques, puisque h et A croissent en même temps et dans le même rapport. Les académiciens français envoyés ou Pérou , pour la mesure d'un arc du méridien , ont, en effet, trouvé à peu près la même vitesse du son à Quito, où la pression barométrique n'était pas tout-à-fait de 0™,65, qu'à Paris, où elle s'élève à 0°»,76. L'état hygrométrique de l'air doit influer un peu sur la valeur de a : la densité diminuant , toutes choses d'ailleurs égales , à mesure que l'air contient une plus grande quantité de vapeur, la vitesse a augmentera avec le degré d'humidité; mais d'après les données du n° 632, à la température de l8a,76, par exemple, la densité de l'air sec excède à peine de — , celle de l'air isl chargé du maximum de vapeur ; ce qui ne fait qu'une variation de -1- pour la vitesse du son dans ces deux états extrêmes de l'hygromètre. Dans l'expérience la plus récente que l'on a faite •ur la vitesse du son , les commissaires du Bureau des Longitudes ont trouvé a = 340«,89 , en prenant la seconde pour unité , et la température de l'air étant 16°,9 du thermomètre centigrade. Or, si l'on fait dans la formule (*) 9 = 9-,80896 , h = 0-.76, -= 10,462, A • = 0,00376, 1 = 16",0, y = 1,3748, on en déduit a = 337»',07 ; ce qui diffère peu du résultat de l'observation. En prenant (n« 638), y = 1,421, et conservant toutes les autres données , on trouve a = 342m,69 , dont Ib différence ovoc l'observation est en sens contraire de la précédente, et toujours très petite. Digitized by Google
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    428 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. Si l'on te sert de la vitesse observée , pour déterminer la valeur de y au moyen de la formule ai A y = gmh (l + «S) ' on obtient, d'après les données précédentes, y = 1,4061. 666. Il ne faut pas perdre de vue, en comparant cette dernière valeur do y a celle qui la précède, qu'elles supposent Tune et l'autre la dilatation ou la condensation de l'air assex rapide pour que la quantité de chaleur du fluide n'ait pas le temps de varier sensiblement. Or, dans In propagation du son à l'air libre, d'où l'on a déduit la valcury=l,4081, il est possible que la cbaleurs'écbappe ou revienne plus facilement sous forme rayonnante , que dans le son produit par l'air renfermé dans un tube , dont la considération a donné l'autre valeur y = 1,421 , et où la quantité de chaleur de chaque couche d'air ne petit guère varier que par le contact avec les parois du tube. Celte remarque pourrait expliquer la différence des deux résultats , et porterait à penser que la plus grande valeur de y est la plus esacte. En n'ayant point égard à cette quantité, la vitesse du son , réduite à ■ y y»* est celle que Newton a donnée. Elle est trop petite de plus d'un sixième. Pour qu'elle s'accordit avec l'expérience, Lagrange avait remarqué qu'il faudrait supposer que la pression variât dans un plus grand rapport que la densité , et fût proportionnelle à peu prés à la puissance ~; et, en effet, en négligeant le carré de a, la valeur do p, dont noua avons fait usage , est f = H(l+']1 + {, pour la densité D (1 -f a). Mois il n'a assigné aucune cause de cette variation plus rapide de la force élastique de l'air ; et c'est Laplace qui l'a attribuée, le premier, à la variation de température dont les condensations et les dilatations alternatives de l'air sont accompagnées dans le phénomène du son. C'est à celte même cause qu'est due la propagation du son dans la vapeur d'eau au maximum de densité. Si l'on fait vibrer un corps sonore dans un vaisseau fermé, qui contienne celte vapeur non mélangée d'air, l'expérience prouve que le son se produit dans cette vapeur et s'entend au dehors. Or, si la température de la couche de vapeur adjacente à ce corps sonore n'était pas augmentée, quand elle est condensée par les vibrations de ce corps, elle se réduirait en eau et se précipiterait sur ce corps, puisqu'on la suppose au maximum de densité relatif à la température de l'espace où elle se trouve; mais sa température augmentant par la compression, la couche adjacente ou corps sonore peut se maintenir à l'état de vapeur : clic condense ensuite la couche suivante, celle-ci , la coucbe qui vient après , et ainsi de suite ; de sorte que le son se propage, comme dans un gai permanent , jusqu'à la paroi intérieure du vase. Les dilatations des couches de vapeur, qui suivent leurs condensations, sont accompagnées d'une diminution de température , qui ne les réduit pas non plus en eau, puisque leur densité diminue en même temps, et descend au-dessous du Maximum relatif à la température de l'espace où se passe le phénomène. 667. En considérant l'eau comme un fluide un peu compressible et parfaitement élastique , le son s'y propagera suivant les mêmes lois que dans une masse d'air. Parvenu à la surface de l'eau , le son sera en partie transmis dans l'air extérieur, et en partie réfléchi dans l'eau; dans ce partage, la direction dea ondes sonores, transmise et réfléchie , se déterminera suivant les lois de la réfraction et de la réflexion de la lumière. La vitesse du son réfléchi sera la même que celle du son direct, et les rapporta des intensités du son transmis et du son réfléchi entre elles et avec l'intensité du son direct , dépendront du rapport des vitesses de la propagation du son dans les deux milieux superposés, c'est-à-dire, dans l'air et dans l'eau. C'est ce qu'on peut voir dans les mémoires cités au commencement de ce chapitre ; ici, nous nous bornerons à calculer la valeur numérique de la vitesse du son dans une masse d'eau. D'après ce qu'on a vu, dans le cas d'un fluide élastique, cette vitesse sera la même que si l'eau était contenue dans un tube très étroit et d'une largeur constante; et, dans ce cas, cette vitesse est aussi la même que celle de la propagation du mouvement, suivant la longueur d'une verge élastique de la même matière que l'eau. Or, supposons qu'une colonne d'eau contenue dans un cylindre vertical, soit chargée d'un poids A à sa partie supérieure; soient / sa longueur naturelle , et l— W, ce qu'elle devient par l'effet de cette pression; de sorte que / soit une fraction très petite, qui exprime la condensation du liquide; soient aussi p son poids, et g la gravité ; si l'on fait , comme dans le u° 496, A 9*9 - = q, — = o' , t V a sera la vitesse demandée , ainsi qu'on l'a vn dans le n°498. Appelons b la section horixontale de la colonne d'eau; supposons que la charge A soit égale au poids d'une colonne de mercure qui aurait 6 pour base, et dont la hauteur serait représentée par A; désignons aussi par m la densité du mercure, et par f celle de l'eau; nous aurons A = ymhb , p — gfli ; et il en résultera gmh 7* n« = Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 429 en sorte qu'il suffira pour calculer la valeur de a , de connaître la fraction l relative à une hauteur donnée h. A la température de 10 degré* centigrades , le physicien anglais Canton a trouvé t = 0,000048, sous une charge équivalente à la pression ordinaire de l'atmosphère. Ce résultat a été confirmé, comme on l'a dit précédemment (n° 678), par les expériences récentes qu'on a faites sous des pressions plus considérables, et qui ont donné une condensation proportionnelle a la pression et égale à la valeur précédente de tt pour chaque pression atgrandc qu'oit été la pression, n'ont indiqué aucune augmentation sensible de température ; en sorte qu'il n'y a pas lieu de croire que la propagation du son dans l'eau , soit accompagnée, comme dansl'air, d'une variation de température qui puisse influer sur sa vitesse. Cela étant , si l'on substitue cette valeur de t dans la formule précédente, et qu'on y fasse m g= 9">, 80890, Js = 001,78, — = 13,6975, P on en dédoit a = 1484» ; de manière que la vitesse du son dans l'eau surpassa le quadruple de sa vitesse dans l'air. CHAPITRE III. DD BlOOVEMBNT DES FLUIDES, DASS UNE HYPUTUÈSE PARTICULIÈRE. 668. La supposition que nous admettons dans ce chapitre est connue sous la dénomination d'Aypoihete du parallélisme des tranches. Elle consiste à supposer que quand un fluide pesant, de l'eau, par exemple, s'écoule dans un vase, et sort par un orifice horitontal pratiqué au fond du vase, les tranches horizontales et infiniment minces se remplacent successivement , en demeurant parallèles a elles-mêmes. Cela revient à négliger les différences des vitesses verticales des points qui appartiennent à une même tronche horitontale, et à regarder chaque tranche comme composée des mêmes poinU du fluide pendant toute la durée du mouvement On néglige aussi les vitesses horitontales , qu'on suppose très petites par rapport aux vitesses verticales , et qui influent peu sur la vitesse verticale commune à tous les points d'une même tranche. Ces supposition» sont d'autant pins conformes a l'observation , que le» dimensions horiiontales du vase varient moins, et que leurs différences, d'une tranche à une outre , sont plus petites , eu égard à la hauteur du liquide au-dessus de l'orifice. Quand ces conditions sont remplies , on observe, en effet, que des parcelles d'une poussière légère, jetées dans le liquide et entraînées par son mouvement, se meuvent , à peu près verticalement , avec une vitesse a peu près égale pour toutes les parcelles qui se trouvent dans une même tranche horitontale. Elles conservent ces directions tant qu'elles ne sont pas très rapprochées de l'orifice ; quand elles en sont à de petites distances, et que l'étendue de l'orifice diffère notablement de celle des sections inférieures du vase , elles prennent des directions obliques, qui montrent qu'alors le parallélisme des tranches cesse d'être admissible; car il y a lieu de croire que ces légères particules s'attachent au liquide, et prennent exactement le mouvement des points auxquels elles répondent. Dans l'hypothèse du parallélisme des tranches , telle que nous l'expliquons, on aura donc seulement deux inconnues à déterminer , en fonctions de deux variables, savoir: la vitesse d'une tranche quelconque et la pression qu'elle éprouve, en fonctions de la distance à un plan horitontal et du temps. La question sera ainsi réduite a sa plus grande simplicité , et susceptible , comme on va le voir, d'une solution complète, dans le cas d'un fluide homogène et incompressible. 669. Soient ABCD (fig. 141) le vase, AB l'orifice horitontal , EF le niveau du liquide, 0* unaxeDigitized by Google
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    430 TRAITÉ DB MÉCANIQUE. vertical , sur lequel on compte les distances des tranches horitontales à un point fuc 0, ou au plan horizontal mené par ce point. Soit aussi MNM'N' une tranche quelconque , comprise entre deux sections horizontales MN et M'IS' du vase , dont la distance au point 0 est s au bout du temps t quelconque, et dont l'épaisseur est dx. Appelons v sa vitesse au même instant, ctp la pression rapportée à l'unité de surface, qui a lieu sur la base supérieure MN, et est transmise, par le fluide, sur la base inférieure M'ÎN' et sur les parois MX1 et K > du vase. Désignons par y Taire de la section IN du vase, qui sera donnée , dans chaque exemple , eu fonction de s. Enfin, soient y la gravité et f la densité constante du fluide ; la question consistera , comme on vient de le dire , à déterminer les valeurs de r et p en fonctions de t et ». La masse de la tranche que nous considérons sera le produit fydx de la densité p et de son volume ijdx. Si elle était libre , sa vitesse augmenterait de gdt pendant l'instant dt; elle augmente réellement de dv\ la vitesse perdue est donc ydt — dv ; et l'on a pour la force perdue , c'est-à-dire , pour la partie du poids 'jfydr détruite par la pression des autres tranches. D'après le principe de D'Alembert , il y aura donc équilibre dans le fluide, si l'on suppose toutes ses tranches sollicitées par de semblables forces ; dans cet état , la pression py qui a lieu sur la base supérieure MN de la tranche fydx, se transmettra, en raison des surfaces (n° 578), sur la base inférieure MW, et deviendra, conséquemment, py\ en désignant par y' Taire de M'Y; par conséquent •i Ton ajoute à cette pression transmise , la force motrice précédente, on aura la pression totale exercée sur M'N'j en en représentant par p' cette pression, rapportée à l'unité de surface, il en ,,y = py + (9 - î) ,yd, Or , les quantités p" et y" sont ce que deviennent p et y, quand on y met x + dx au lieu de * ; en négligeant les infiniment petits du second ordre , on oura donc dp du p'=p + -ds, y' = y + _ Ar , dx dx dx ce qui réduit l'équation précédente à ccllo-ci : dp ( dv dx >> dt' que l'on obtient aussi en mettant y à la place dt de X dans la troisième équation d'équilibre du n° 583. 670. La seconde équation nécessaire pour déterminer les deux inconnues p et v , sera fournie par la considération de l'incompressibilité du fluide, lien résulte que le volume du fluide qui passe, pendant l'instant dt , par chaque section horizontale du vase, doit être le même pour tontes les sections; par conséquent, les vitesses du fluide qui répondent , eu même temps , à deux sections différentes du vase, doivent être réciproquement proportionnelles aux aires de ces sections. Si donc on oppclle u, au bout du temps i, la vitesse qui a lieu à Torifice horizontal AB ; que Ton représente par * Taire de cet orifice , et que Ton compare cette vitesse a celle qui répond à la i MN, on aura p : « : : • : y ; d'où Ton tire y Dans cette valeur de e, « est une fonction de t , et y une fonction de* ; on peut donc en prendre la différentielle par rapport à Tune ou à l'autre de ces deux variables : la différentielle relative à * exprimerait la différence entre les vitesses de deux tranches consécutives , qui ont lieu au même instant; en différentiant par rapport a I, on aurait la différence entre les vitesses de deux tranches du fluide , qui répondent successivement à la même section du vase; mais pour avoir la différence entre les vitesses successives d'une même tranche , qui se déplace pendant Tinstant dt , il faut différentier a la fois la valeur de p par rapport aux deux variables t et *, en considérant la seconde comme une fonction de la première; ce qui donne dv a du «u dy dx dt y dt y dx dt On a d'ailleurs — =e; et on ayant égard à l'équation (3), il en résulte dp •du dt y dt dv *% m dy yi dx de — qu'il faut employer dans dt C'est cette l'équation (1), qui devient, en conséquence, dx~9f a it v3 ^ Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 431 Je multiplie se* deux membre* par ds ; j'intègre ensuite par rapport a x , et en observant qu'alors du les quantités « et — doivent être regardées comme di des constantes, il vient + Ju fdx a* »«» gtx — «• — / - — : diJ y «y • étant la constante arbitraire qui peut être une fonction de t. Pour la déterminer, je représente par «la pression atmosphérique, et je suppose que ce soit celle qui a lieu à la surface supérieure £F du liquide. Avant que le mouvement commence, cette surface est horitontale; et comme on admet que chaque tranche horitontale se ment des mêmes points du fluide, il s'ensuit que la surface EF demeurera horitontale pendant toute la durée du mouvement. Au bout du temps », je désigne par t la distance de EF au point 0, et par» l'aire de cette section variable du vase, de sorte que « soit la même fonction de I que y est de *; on aura à la I P = «• * = », V = « et si l'on suppose que l'intégrale / — à * = • , l'équation précédente doon •» Ml» au moyen de quoi , cette équation deviendra p = « + 9f (c - •) - .p - / - - - ( ). (3) Les équations (8) et (3) feront connaître diatement les valeurs des deux inconnues r etp, lorsqu'on anra déterminé la valeur de u. 671. Pour cela , j'observe que la pression qui a lieu à l'orifice AB sera donnée : si le liquide s'écoule dans l'air libre, elle sera la pression atmosphérique , comme à son niveau EF; s'il s'écoule dans le vide, elle sera téro ; pour plus de généralité, je supposerai que l'écoulement a lieu dans un air dont la force élastique est égale a la pression  sera toujours une quantité positive et moindre que l'unité ; car , pour qu'elle devint négative , il faudrait que l'aire de la plus petite section du vase surpassât celle de l'orifice, et le liquide se détacherait du vase à l'endroit de cette section minima, qui deviendrait le véritable orifice par lequel l'écoulement aurait lieu. Lorsque le niveau du liquide sera entretenu à une hauteur constante au-dessus de l'orifice, lea trois quantités A, 1 , x , seront des constantes données , et l'équation (4) suffira pour déterminer la valeur de « eu fonction de t. Quand le niveau EF s'abaissera pendant l'écoulement du liquide, A sera une variable qu'il faudra aussi déterminer en fonction de t. Or, à ce niveau, on a y = «ct M v = — ; et à cause que la somme I + A est une dt di dh dt' di' l'équation (2) on aura donc dh au - + - = 0; (6) dt m et les valeurs de si et A dépendront des deux équations différentielles (4) et (6) , qui sont du premier ordre. Ou déterminera les deux constantes arbitraires que leurs intégrales contiendront, au moyen de la hauteur initiale du liquide, et en observant qu'on a «r=0, à l'origine du mouvement. Soit que le niveau s'abaisse ou qu'il ne varie pas, si l'on appelle g le volume du liquide sorti du vase » Digitized by Google
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    TRAITÉ DE MECANIQUE. nu bout du temps t , sa différentielle sera égale au volume a.udt de la tranche qui traverse l'orifice AB pendant l'instant dt ; on aura donc dq = *udt, q = mfudt; l'intégrale étant prise de manière qu'elle s'évanouisse quand t = 0. Nous allons appliquer successivement ces différentes formules aux deux caa du niveau constant et du niveau variable. 672. Dans le premier cas , l'équation (4) ydt = 2y (h + <0 — c* «• ' d'où l'on tire, en mettant A au lieu de A + c , et xl = — r log ■ _^ cy%K |/ïoa — c« on n'ajoute pas de constante arbitraire , parce qu'on doit avoir u = 0 , quand f = 0. On pourra , sans changer cette formule, regarder, à volonté, C cl \/2ght comme des quantités positives ou négatives; nous les supposons positives. L'on aura t| j/S^Â- Cu = {l/2^h + Cu) e (6) k, à l'ordinaire, par « la base des logarithmes népériens. A mesure que t augmentera , le second membre de cette équation i ; au bout d'un certain temps , il sera ent nul , et à partir de cette époque , la vitesse « aura une valeur à peu près constante , savoir : « = I y/zgT. En chaque point du vase, la pression p et la vitesse v varieront avec la vitesse u , et deviendront sensiblement constantes en mémo temps que u. du Si l'on fait — =0 , dans la formule (3), et qu'on y dt mette pour usa valeur précédente, on aura pour la valeur finale de p, relative au point quelconque M. Dans l'état d'équilibre , la pression en ce point serait « + Of (# — »); elle est doue augmentée ou diminuée par le mouvement du liquide , selon que le dernier terme de cette formule est positif ou négatif, c'est-à-dire, selon que la section horitontale MIS' ou y , est plus grande ou plus petite que la section EF ou ». (6) de — $ CKtj/tyk 2m Cxrl/zTÂ à cause de q = *Judt, et de q = 0 quand t = 0, on aura donc 2* , / 'Cx< j/zgk Cxi {/zg~h\ pour le volume de liquide sorti du temps t. Au bout d'un certain temps, on pourra négliger la seconde exponentielle , par rapport a la première, et l'on aura simplement 9 = U l/ïgh 2»« 4oS 2. C C» x Le premier terme est le volume correspondant à la ; le vitesse consUnte — |/2 «> = 0 , en comprenant toujours la constante c dans A. J'appelle s la hauteur due à lu vitesse «, de sorte qu'on ait s»« = 2qs . udu = gdi. L'équation précédentes linéaire , savoir : dt 
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    The text on this page is estimated to be only 28.86% accurate
    HYDRODYNAMIQUE. î niveau variable et le niveau initial. 674. Supposons , par exemple , que le vase soit un cylindre vertical , terminé par un segment de surface dont la flèche est très petite et dans lequel est percé l'orifice horiiontal AB. Soient a Paire constante de la section horiiontale du cylindre, et n le rapport de a a de sorte qu'on ait n» — 1 En faisant abstraction du segment inférieur du vase qu'on suppose très petit , on pourra prendre 1 h • = «. y = «, - = -, x a dans l'équation (7), qui deviendra alors dz (»a_l)j dk k Son intégrale complète est 2 — m en désignant par C la coustante arbitraire. Si on appelle H la valeur initiale de k , il faudra que % s'évanouisse pour k = H ; ce qui exige qu'on ait C = 3 — t H2"» \ d'où il résultera , à un instant quelconque , 2 — ■» v On aura , en même temps , _fc). u = n\/%h 2 — n« et , en vertu de l'équation (6), . (3) dk . / 2 -*» C'est donc cette formule qu'il faudra intégrer obtenir I en fonction de k. Dans le cas de dk n = 1 , on dt = d'où l'on tire t=\/ LyT^k, et, par conséquent, H - k = f y» , comme cela doit être , puisque l'orifice étant alors égal à la base du cylindre, le mouvement du fluide doit être le même que celui d'un corps solide pesant qui tombe dans le vide. La formule (9) s'intègre encore sous forme finie, lorsqu'on an1 = 3 ; et cela n'a lieu que pour cette valeur et pourn* = 1. Hais son intégrale définie, prise depuis k =■ jusqu'à k = 0, qui exprime le temps de l'écoulement entier du liquide , pourra toujours se réduire à des transcendantes que M. Legendre a nommées intégrales Lulèritnnc* de la seconde espèce, et dont il a donné des tables numériques. J'ai effectué ailleurs cette réduction * , ici je me bornerai k applila formule (9) au cas de n» = 2, où elle se la forme — . » t , sa véritable D'après la règle dt = _ dk "\-i Or, si l'on fait h = He~ 2" ' dk = -4lle- *" il en résultera dt = 2 - ds. Les limites relatives à * , qui répondent 1 h = E et k = 0 , seront * = 0 et * = ao ; si donc on appelle T le temps de l'écoulement total , on aura qj ° g en observant que l'intégrale^0 4 ~* '** est la moitié de^°°^e ~' qui a |/Tr>our valeur, on l'a vu dans le n 513. Il s'ensuit que le temps T est celui des petites oscillations d'un penidule simple, dont la longueur serait — H. X 675. Lorsque l'orifice AB est très petit par rapport aux sections horiiontales du vase , on peut négliger le terme multiplié par « dans l'équation(4), du à moins que le facteur — ne soit très grand ; ce dt quia lieu, en effet, au commencement dn mouvement , où la vitesse u varie avec une grande rapidité. On peut aussi y mettre l'unité a la place de C ; et alors , soit que le niveau EF s'abaisse ou qu'il ne varie pas , l'équation (4) se réduit a 3 (* + •) - 7 «' = 0 ; d'où l'on tire = l/2y ;A + c). III. 5.*» Digitized by Google
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    434 TRAITÉ DE Il eu résulte ce théorème : que la vitesse d'un liquide qui sort d'un vase par un très petit orifice, est égale à celle qu'un corps pesant acquerrait en tombant dans le vide, d'une hauteur égale à celle du niveau du liquide au-dessus de cet orifice, quand les pressions supérieure et inférieure sont égalas , ou , plus généralement, de la hauteur du niveau , augmentée de la constante c , quand ces deux pressions sont inégales. Dans le cas du niveau constant, ce théorème résulte de la valeur finale de m, trouvée dans le n» 672, en y faisante = 1. Il résulte aussi de la formule (8), appliquée au cas oùn est un très grand nombre , afin que l'orifice « soit une très petite partie de la section horisontale a du cylindre. On peut alors mettre n» a la place de »» — 2; ce qui chango d'abord la formule (8) en celle-ci : u = v*$V i - (Ay\ Or, dès que a sera notablement moindre que H, h la puissance n» du rapport — sera une très petite fraction, et cette valeur de u se réduira, à très peu près, à ss= X'^'jh. L'orifice AB étant très petit , si la section MN n'est pas très voisine de cette ouverture, le rap•» port — , qui entre dans ! a formule (3) , sera très V* •» petit; le rapport — l'est également; on pourra •* donc supprimer le dernier termede rette formule; et si l'on néglige aussi le terme multiplié par « , elle se réduira à * = • + » (*-•); d'où l'on conclut que, dans le cas d'un très petit orifice, la pression en tous les points du vase éloignés de cette ouverture, est sensiblement la même pendant le mouvement que dans l'état d'équilibre. 670. L'hypothèse du parallélisme des tranches exige, en général, que l'orifice soit horizontal ; mais, dans le cas d'un très petit orifice, on l'admet encore lorsque le liquide s'écoule par une ouverture latérale, dont le plan a une inclinaison quelconque, et peut même être vertical. L'observation fait voir qu'alors le liquide situé à peu de distance au-dessous de celte petite ouverture, demeure stagnant , et que les tranches horisontales situées à une pareille distance au dessus de cette même ouverture, descendent parallèlement à ellesmêmes ; en sorte que le parallélisme des tranches n'est troublé . comme dans le cas d'un petit orifice horitontal, que pour la partie du liquide très voisine de l'orifice. On pourra donc prendre V*9 (*+«)» po«r !» vitesse d'un liquide qui s'écoule par une très petite ouverture , quelle que MÉCANIQUE. soit l'inclinaison de cet orifice; k étant la hauteur variable ou constante du niveau du liquide audessus du centre de l'orifice, et c la constante provenant de la différence des pressions extérieures qui répondent à ce niveau et à cette ouverture. Si le vase est placé dans le vide, de sorte que les deux pressions et cette constante soient nulles, les molécules du liquide auront, en sortant du vase, la vitesse [/2gh duc à la hauteur h , qui est aussi la vitesse nécessaire pour s'élever , dans le Yide , à cette hauteur (ri* 130). Par conséquent , si l'on donne au fluide, au moyen d'un tuyau, une direction verticale , il remontera , au dehors , à la hauteur de son niveau intérieur ; ce qui est , en effet , conforme à l'expérieuce. Géuéralement , les molécules du fluide décriront dans le vide, après un très court intervalle de temps , des paraboles dont la tangente à leur point de départ dépendra de k direction du jet, et le paramètre, de la hauteur h ou h -f- c, si la constante c n'est pas nulle. I.a pression p sera sensiblement la même que dans l'état d'équilibre, excepté à l'orifice , où elle sera égale à m— ope, au lieu de «-|-apA. Or, si elle était aussi égafe à «-f gfh sur cette partis] du vase , les pressions horisontales se détruiraient , les pressions verticales se réduiraient au poids du liquide, augmenté de la pression mm qui a lieu sur la surface du -niveau ; d'où l'on peut conclure que , dans l'état de mouvement , la charge totale que le vase aura a supporter se composera de la pression verticale qui aurait lieu dans l'état d'équilibre, et d'une force normale au plan de l'orifice, dirigée de dehors en dedans du vase, et égale à l'excès de la pression . • — ,Jfk) « sur la pression (« — gfc) m, ou à (A -f c | * , en désignant toujours par* l'aire très petite de cet orifice. 677. Dans le cas d'un niveau constant » t d'un orifice très petit, horizontal ou incliné , la dèpemso pendant le temps t , c'est-à-dire, le volume q du liquide qui sort du vase ovec la vitesse J/i^A, sera ce qui résulte aussi de la valeur finale de q trouvée dans le n° 672, en y négligeant le carré de *. Mais on ne doit pas oublier que l'hypothèse du parallélisme des tranches , sur laquelle celte valeur de q est fondée, n'est qu'une approximation dont le degré d'exactitude ne peut pas élre évalué à priori, et dont les résultats ne doivent pas être employés sans restriction. Or, l'expérience ne s'accorde pas toujours ovec cette valeur théorique de la dépense. Si la paroi du vase n'est pas très mince , et que l'ouverture pratiquée dans son épaisseur soit évasée intérieurement , de telle sorte que le fluide qui s'écoule hors du vase soit un cylindre vertical, ou un cylindre recourbé dont les sections normales soieut constantes et égales à l'aire » de l'orifice, prise sur la surface extérieure du vase ; dans ce cas , disons-nous , la dépense observéu s'accorde Digitized by Google
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    HYDRODYNAMIQUE. 435 n voc la valeur précédente de g. Hais dans le cas d'un orifice en musc* paroi , la dépense observée est toujours proportionnelle à Taire de l'orifice , et à la racine carrée de l'élévation du niveau , comme dans la formule théorique; mais elle s'écarte de cette formule dans sa valeur absolue . qui en diffère par un facteur a peu près constant et moindre que l'unité. D'après les eipériences qni méritent le plus de confiance, ce facteur est 0,62 ; en sorte que la valeur de g, dont on fait usage dans le pratique, est g = (0,82) «r pour un très petit orifice en mince paroi , et une hauteur du niveau asset grande par rapport aux dimensions de cette ouverture, horizontale ou inclinée. On attribue cette différence aux directions inclinées que prennent les molécules du liquide en approchant de l'orifice, que je suppose horizontal, pour fixer les idées ; directions qu'elles conservent après avoir traversé la mince paroi du vase. Il en résulte que la veine fluide eitérieure se rétrécit, jusqu'à une petite distance du vase , où la section transversale est à son minimum, pour devenir ensuite constante. Ce phénomène est ce qu'on appelle la contraction de la reine fluide. L'écoulement du fluide est le même que si l'orifice était la section de la veine à l'endroit de sa plus grande contraction , de manière quo si l'on désigne par Taire de cette section, et par à' sa distance constante au niveau du liquide, la dépense sera exprimée par »' t [/îgk\ ou , à très peu près , par «' t \/2Qhy à cause du peu de différence de h' et h; or, en effet, par des mesures directes de la section *' comparée à l'orifice • , on trouve que ces deux quantités sont dans un rapport à peu prés indépendant de ft, et que Ton a constamment = (0,82) Si Ton adapte à l'orifice en mince paroi, un ajutage cylindrique en dehors du vase, perpendiculaire au plan de Torifice , et par lequel l'écoulement aura lieu, l'expérience montre que la dépense est augmentée, et peut s'élever aux quatre cinquièmes du résultat de la théorie. Si cet ajutage est enfoncé dans l'intérieur do vase , la dépense est, au contraire, diminuée, et réduite à moitié de la dépense théorique ; en sorte que , dans la valeur précédente de g, le facteur 0,82 doit être remplacé par 0,80 dans le premier cas , et par 0,60 dans le second. Je me borne à citer succinctement ces résultats de l'observation , qui n'ont été ramenés, jusqu'à présent, à aucune théorie. 678. On admet aussi l'hypothèse du parallélisme des tranches dans le mouvement d'un fluide élastique qui sort d'un vase par un orifice quelconque ; et ello s'écarte peu de la vérité, quand les sections du vase, parallèles au plan de Torifice , ne diffèrent pas beaucoup Tune de l'autre , et que la longueur st asses grande par rapport à leurs dimensions. Dans ce cas, on peut faire abstraction de la pesanteur, et supposer que le mouvement soit uniquement dû à la force élastique du fluide , plus grande ou plus petite à l'intérieur du vase qu'en dehors. On supprimera donc le terme dépendant de g dans l'équation (1) , qui convient aux liquides et aux fluides élastiques. De plus , la différentielle de e , qu'elle renferme, devant être prise par rapport à I et à la variable * considérée comme fonc tion de f, on aura dv dr dr dv = — dt A dl \ dt ds dt on a aussi — = e, cette équation dedt dp dv de - + r 7 + I» T = •< ds dt ds Le fluide étant compressible, il n'en plus un même volume, à chaque instant, par toutes les sections du vase, et l'équation (2) n'aura pas lieu. La niasse de fluide qni passe pendant l'instant dr par la section M , sera égale à rycdl j ce sera cette même masse qui passera , l'instant d'après , en changeant de volume, par la section l'FT ; et pendant toute la durée du mouvement , sa grandeur ne variera pas. La différentielle du produit fyp, prise pnr rapport à t et à la variable * considérée comme une fonction de t, sera dono nulle; et à cause que y n'est fonction que de tt , ds et qu'on a — = v , on en conclura d'J d.*v d.,v Enfin , si Ton suppose que la meure constante pendant le mou toute la masse du fluide , on aura P = r*î k étant un coefficient constant et donné. Cela posé , en mettant — au lieu de » dans le* équations (a) et (4), on aura deux équations aux différences partielles du premier ordre , pour déterminer, en fonctions de s et t , les deux inconnues v etpdu problème. Elles ne sont pas intégrantes sous forme finie , et les valeurs de r et p ne pourront s'obtenir que par approximation. Ces valeurs renfermeront deux fonctions arbitraires , que Ton pour cela, je supposerai, d'une part , que l'écoulement ait lieu à Tair libre , en sorte qu'en désignant Digitized by Google
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    43Ô TRAITÉ DE MÉCANIQUE. par m la pression atmosphérique, ropportéc à l'unité de surface, on ait constamment p = «,à l'orifice AB. D'un autre côté, je supposerai aussi i soit en communication avec un gazo» d'une gronde capacité, au moyen duquel on entretienne une pression constante et donnée, sur une section EF du fluide , parallèle à AB et de position fixe, de manière qu'en désignant par cette pression rapportée à l'unité de surface, on ait aussi p=V, en cet endroit du vase, pendant toute la durée du mouvement. Si donc on compte la distance x à partir du plan EF , et qu'on appelle l la distance comprise entre AB et EF , on aura , quel que soit I , p = «' pour s = 0, et p = m pour x=l ; ce qui servira à déterminer les deux fonctions arbitraires, et & compléter la solution du problème. Hais cette solution est trop compliquée pour qu'on en puisse déduire aucun résultat utile ; et, dans la pratique, il suffit de connaître In vitesse constante de l'écoulement du fluide par l'orifice AB , lorsque la pression y et la vitesse 0 sont devec. instantes en chaque point du vase ; ce qui arrive, en général, après un très court intervalle de temps. dv dp 678. Faisons dooo — = 0 et— =0 , dans les dt dt équations (a) et (6) ; elles se réduiront a deux équations différentielles, savoir: k dp dv p dx dx 0, (c) dy d .pv F* — H y dx dt p=kf. L'intégrale de la seconde de ces équations est ypv = c; e étant la constante arbitraire. En désignant toujours par « l'or 1 : AB, et par si la vitesse du fluide à cet orifice, de sorte qu'on ait à la fois y = *, v — «i p = », et, par conséquent, c = mii, il en résultera , en un point quelconque du vase , » = . (d) yp cette valeur de v dans la première (c), il vient ^ — — 4. *' ~% w> g _ 0 ~pdx py dx * ' d'où l'on tire, en intégrant et désignant par c1 la constante arbitraire , .1 „« u> = c Je désigne par a l'aire de la section EF , de 1 qu'on ait, en même temps, y —a et » = •'; on aura donc a.* «* V* et, en retranchant cette équation de la précédente, P 1 / 1 1 \ A loi; 1 m» «« ( ; 1=0. (#) Les équations (d) et («) feront connaître fa vitesse et la pression en un point quelconque du vase , dès que l'on connaîtra la vitesse si relative a l'orifice. Or, en faisant ps« et f/ = «, dans l'équation 1», on en conclut ",(l-oT^r)==8*,og7; W d'où l'on tirera la valeur de si. On fera , dans cette formule, k = yrh, en appelant y la gravité , et r le rapport de la densité du mercure à celle du fluide intérieur , sous une pression barométrique dont la hauteur est k , le volume du fluide qui sortira du vase pendant le temps t aura pour valeur «us. Quand l'orifice sera très petit, ou remarquera, comme dans le n° 676 , qu'il ne sera plus nécessaire qu'il soit parallèle à la section EF, c'est-àdire , qu'il pourra être pratiqué à la partie latérale du vase , et avoir une inclinaison quelconque sur le plan de cette section. On pourra alors négliger a* de l'équation (f) qui deviendra si* = 2grk . log — ; par conséquent, la vitesse de l'écoulement du fluide par un très petit oriGce, sera celle qui serait due à une hauteur rh, multipliée par le logarithmo V népérien du rapport — . La supposition qu'on a m faite d'une température invariable pendant toute la durée du mouvement exige que la vitesse u ne •oit pas très considérable, sans quoi la température varierait comme dans la propagation du sou. Digitized by Google
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    ADDITION RELATIVE A LOSACE DU PRINCIPE DES FORCES VIVES, DANS LE CALCCL DES MAC111NKS E* MOUVEMENT. 680. Lo principe des vitesses virtuelles donne immédiatement les conditions d'équilibre des forces appliquées eux machines; celui des forces vives renferme de même la théorie de leur mouvement, et h i m il le moyen le plus direct de calculer les effets des forces qui leur sont appliquées. Cet usage du principe des forces vives forme, pour ainsi dire , le point de jonction de la Mécanique rationnelle et de la Mécanique industrielle. Cest pourquoi j'ai cru devoir donner succinctement , dans cette addition , les notions les plus générales sur cette matière. Pour de plus grands dévcloppemens, j'indiquerai les leçons de M. Xavier, à l'École des Ponts et chaussées, et de M. Poncelet, a l'École de l'Artillerie et du Génie, qui ont été seulement lithogrsphiées , nuis auxquelles ces aavans professeurs donneront sans doute plus de publicité. 681. Va machines sont des instrumens ou des systèmes de corps solides, propres à transporter Faction des forces, d'une partie à une autre de ces assemblages. Quand une machine est en mouvement, certains points sont donc soumis à des forces données , et d'autres parties exercent des pressions sur les corps extérieurs, ou sont pressées réciproquement par ces corps que la machine est destinée à déplacer ou à déformer. Les premières forces s'appellent fore*» mourantes; leurs points d'application se meuvent suivant lenrs directions, ou, plus généralement , les directions des mouvemens de ces points font des angles aigus avec celles de ces forces. Par opposition, on nomme forces ri Estantes , les pressions exercées par les corps extérieurs ; et les directions des mouvemens de leurs points d'application sont contraires a. celles de ces forces, ou, du moins, elles font avec celles-ci des angles obtus. La liaison des parties d'une machine est telle, qu'elle ne peut prendre, en général, que deux mouvemens directement opposées l'un à l'autre; il s'ensuit donc que, quand le sens du mouvement qu'elle prend effectivement est connu , il suffit d'une seule équation pour déterminer ce mouvement d'une manière complète. Cette équation est celle que Ton obtient en intégrant les deux membres de l'équation (o) du n» 666 , savoir : ld.W=2»(Xdx + YoV+Wa). (a) Au bout d'un temps quelconque I, compté depuis l'origine du mouvement, r représente la vitesse du point dont x , y , s , sont les trois coordonnées rapportées à des axes fixes et rectangulaires; sa est la masse de ce point , dx , dy , ds , sont les projections, sur ces axes, de l'espace qu'il parcourt pendant l'instant dt ; on désigne par m \ , m Y , «Z , les composantes de sa force motrice parallèles à ces mêmes axes, et les sommes S s'étendent à tous les points m du système. 682. Avant d'aller plus loin , il importe de distinguer t dons le second membre de l'équation (a), les termes qui proviennent des forces mouvantes et ceux qui résultent des forces résistantes, et de leur donner une autre forme. Pour cela, soient P unedes forces mouvantes, et «, C, y y les angles que fait sa direction avec des parallèles aux axes des x, y, s; relativement à cette force, on aura mX=Peos«, i»Y = PcosC, n»Z = Pcosy. Soient aussi ds l'espace décrit pir son point d'application pendant l'instant ds, et x, r, les angles que fait la direction de dt avec ses projections dx , dy, ds, de sorte qu'on ait dx = ds cos x , dy = ds cos M , dt SS dt cos r. Désignons enfin par dp la projection de dt sur la direction de la force P, et par » l'angle compris entre dp et dt ; nous aurons dp = dt cos r, cos r = cos * coi > + cos C cos ai ■+■ cos y cos r; Digitized by Google
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    438 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et, de ces diverses é\|U...».„ , , «(Xd* + Xdy + 14b) = Vip , i de l'équation (a), pour le terme du second qui répond à la force P. En désignant par Q une des forces résistantes , et par dq la projection sur le prolongement de sa direction , de l'espace parcouru pendant l'instant dt par son point d'application, on trouvera de même — Qdg pour le terme de ce second membre qni provient de la force Q. De cette manière , l'équation (a) prendra la forme ld.2mt«= ÏPJp — ïQrfî; (ft) l'une des sommes S contenues dans son second membre s'étendant à toutes les forces mouvantes de la machine , et l'autre à toutes les forces résistantes. D'après les hypothèses qu'on a faites sur les directions de ces deus sortes de forces, eu égard au sens des mouvemens des points où elles agissent, les quantités dp et aVy sont positives , ainsi que P et Q, et conséquemment, les sommes 2 ne se composent que de termes positifs. 683. En désignant par A la vitesse initiale du point quelconque m, ou la valeur de v qui répond à t = 0 , et intégrant les deux membres de IV tion (4) , on _ 1 2m*. = fïVdp - ftqiq ; (c) les intégrales étant prises de manière qu'elles •'évanouissent à l'origine do mouvement. C'est sous cette forme qu'on emploie l'équation des forces vives, pour calculer les efTels des machines en mouvement; elle coïncide avec l'équation (&) du n° 665, lorsqu'on peut effectuer les intégrations indiquées dans son second membre. Les produits Vdp et Qdp , dont les sommes sont soumises à ces intégrations , ont reçu différentes dénominations : on les appelle Quantités d'action , moment d'activité , effets dynamiques, des forces P et Q. Il serait à désirer qu'on les désignât toujours par un même nom. H. Coriolis a proposé de lea nommer quantités de travail élémentaire; nous adopterons cette dénomination. Les sommes ~XPdp •t ZQdo seront donc les quantités de travail élémentaire, produites pendant un même instant par toutes les forces mouvantes et toutes les forces résistantes; et leurs intégrales f%Pdp et /2Qdg exprimeront le travail moteur et le travail résistant qui ont ed lieu dans la machine , depuis l'origine du mouvement jusqu'à l'instant que l'on considère. Ainsi, l'équation (c) signifiera que, dans une machine en mouvement, l'accroissement, pendant un temps quelconque, de la demi-somme des forces vives de toutes ses parties, est toujours égal à l'excès du travail moteur sur le travail résistant pendant le même temps. 684. Si la force mouvante P, ou la force tante Q, est un poids II, qui descende, dans le premier cas, d'une hauteur verticale A, ou qui monte, dans le second cas, à la même hauteur, le travail moteur ou résistant qui en résultera, aura pour valeur le produit Pk , quel que soit le chemin parcouru par ce poids, de manière que A soit toujours la projection verticale de la ligne droite ou courbe que son centre de gravité a suivie. Si cette ligne est fermée ou présente des sinuosités, il y aura eu alternativement travail moteur et travail résistant; et h étant la différence de niveau du point de départ et du point d'arrivée, TIA sera l'excès du premier travail sur le second. Dans le cas où il n'y a pas d'alternatives, la quantité de travail correspondante à un poids n élevé à à la quantité de travail • m II' élevé à une hauteur A', telle que Ton ait A'= — . n> Quelle que soit la force P ou Q, l'intégrale JPdp ou fQdq est toujours équivalente au produit d'un poids II et d'une hauteur A; et pour comparer entre eux et exprimer en nombres des travaux de différente nature, on peut ainsi les assimiler à des poids donnés, élevés à des hauteurs données. On prend alors pour unité de travail, que l'on appelle communément unité dynamique , le travail correspondant k un poids de 1000 kilogrammes, qu'on élève à la hauteur d'un mètre, ou qui descend d'nn mètre de hauteur verticale. Cela étant, si l'on calcule les valeurs numériques des intégrales fVdp et ftydq , en prenant 1000 kilogrammes pour unité de force, et le mètre pour unité linéaire, lea nombres que l'on obtiendra de cette manière exprimeront en unités dynamiques , les quantités de travail représentées par ces intégrales. Unei vive, telle que -Imv ^^m. Hau,|»«, , être exprimée en unités dynamiques ; car si l'un appelle / la hauteur due à la vitesse e, y la gravité, etp le poids de m, on surs f1 = 2gl, p = ym , — Imv = Xpl ; et cette somme est de la même nature que les intégrales pfdp et/Qdg, ou que le produit TIA. 686. Lorsque la machine part du repos, l'équstion (c) se réduit à *m» = f*Vdp - Jïqdq. (si) Son premier membre étant une quantité essentiellement positive, il faut que dans les premiers momens le travail moteur l'emporte sur le travail résistant. Hais les vitesses des points de la machine ne pouvant pas croître indéfiniment , ce premier membre atteint son maximum au bout d'un certain temps, qui est généralement peu considérable. Par un moyen qui sera indiqué tout-à-l'heurc, on fait en sorte qu'à partir de cet instant du maximum, ls demi-somme — Imv* des forces vives demeure cont Digitized by
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    ADDITION. Vante, ou n'éprouve plat que de t rès petites ▼■rie- I tiona ; et Ton dit alori que la machine est parvenue à son état permanent. Dans cet état constant, on a, eo différentiant l'équation précédente, XVdp = 2Qdo ; de manière que la machine n'a plus d'autre effet qne de changer, à chaque instant, le travail moteur élémentaire en une quantité égale de travail résistant. Hais il importe d'observer que la quantité /XQdo de travail résistant dans lequel se change le travail moteur /SPd/>, pendant un temps quelconque, ne comprend pas seulement le travail qu'on veut exécuter, au moyen de cet instrument ; l'intégrale J ïûJq comprend aussi le travail résistant qui provient du frottement des parties de la machine, entre elles ou contre des corps étrangers, et de la résistance du milieu dans lequel la machine est en Pour avoir égard, par exemple, aux frottemens, il faut, d'après ce qu'on a vu dans le n» 569, ajouter à l'intégrale / 2Q la pression mutuelle des parties frottantes, et d» l'élément de la courbe décrite par leur point de contact. Cette addition changera l'équation {d) en celle-ci : -.JZPdq-PQdq-fZfXd,. (.} - Zut» » Il suit de là que quand une machine a atteint état permanent, la quantité de travail j1?dp^ produite pendant un temps donné, par les forces mouvantes, n'est pas représentée en totalité par la par* tie utile JIQdq du travail résistant, laquelle partie est toujours moindre que le travail moteur / SPa*!), de tonte la quantité de travail correspondante aux frottemens et aux autres résistances. Une machine est d'autant meilleure que le travail utile flQdq approche davantage d'être égal au travail moteur / tPdp ; mais la première intégrale ne peut, quelle que toit la combinaison des parties de la machine, être égale à la seconde , ni , à plus forte raison, la surpasser. Parmi les machines imparfaites , où le travail utile n'était qu'une très petite fraction du travail moteur, et où la plus grande partie de celuici se trouvait absorbée par les frottemens, on peut citer, pour exemple, l'ancienne machine de Marly : le travail moteur consistait en une chute d'une partie considérable des eaux de la Seine, et le travail utile était l'élévation d'une quantité d'eau à une hauteur qui était bien loin de compenser l'exiguité de son volume. 88r5. Les quantités qui constituent essentiellement une machine sont la partie a laquelle sont appliquées les forces mouvantes, celle qui est en contact avec le corps que l'on a pour objet de mouvoir ou de déformer, et la partie intermédiaire qui transmet l'action des forces mouvantes. Quand on a satisfait aux conditions de la solidité, il importe pour l'économie des frais de construction et pour la diminution des frottemens, que la masse totale de la machine soit la plus petite possible; mais il y a nne autre considération, qui exige que l'on augmente cette masse, et qu'on ajoute aux trois partiel essentielles dont elle se compose, une autre pièce qu'on appelle un volant, et qui consiste, en général, en un corps solide tournant autour d'un axe fixe horizontal. Les mouvemens des trois premières parties d'une étant alternatifs ou révolutifs, la demi~^mv* des forces vives qui s'y rapportent, •près qu'elle a atteint son maximum, devient une quantité périodique ; il en est de même, par conséquent, à l'égard du secoud membre de l'équation(e); en sorte que si la machine était réduite à ses trois parties essentielles, le travail moteur et le travail résistant, en comprenant dans celui-ci les effets des frottemens, l'emporteroient alternativement l'un sur l'autre; et si les variations alternatives du travail moteur / ZPdp, et de la partie f2ftldt du travail résistant, n'étaient pas réglées exactement sur les périodes de la machine, la quantité JHQdq de travail utile varierait continuellement. Or, pour la bonne exécution des ouvrages que l'on veut effectuer au moyen d'une machine, il est iudispensable, le plus souvent, que le travail utile approche, autant que possible, de l'uniformité; et c'est à remplir cette condition que le volant est destiné. En effet , soient dm un élément de la masse du volant, et r sa distance à l'axe de rotation ; appelons m la vitesse angulaire autour de cet axe, commune à tous les élémens dm, et qui peut varier d'un instant à un autre ; r» sera la vitesse absolue de dm; par conséquent, la somme des forces vives de toute la masse du volant aura pour vuleur Jr>
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    ADDITION. 441 désignant répond à one antre quantité de travail équiva 1 na> lente à la denii-foree vive — en 2 9 par g la gravité. On devrait encore ajouter à l I7o« r~ » U Partie do la demi-somme des force» a 9 vives provenant des vitesses relatives de tous les autres points du corps (n° 570); mais j'en ferai abstraction dans cette évaluation , qui ne peut être qu'un aperçu. Je supposerai aussi que le second demi-pas a lieu en vertu de la vitesse acquise à la fin du premier , et du poids du corps qui retombe 1 , de manière que , pendant le second i, l'homme n'exerce plus aucun effort , et que les vitesses verticale et horitontale , dont son centre de gravité se trouve encore animé à la fin dupas entier, soient détruites par le choc et le frottement de son pied droit contre le sol. Dans cette hypothèse, la quantité de travail de l'homme 1 Hat 2 9 ' oull + en appelant « la hauteur due à la vitesse a, de sorte qu'on ait a* = 2g». Il suit de là que dans un nombre n de pas égaux et semblables , la quantité de travail d'an homme ou d'un animal, portant un fardeau et marchant sur une route horizontale, aura pour valeur (• + *)t «n désignant par h son poids II augmenté de celui du fardeau. Si le poids total a été élevé verticalement à une hauteur h au-dessus du point de départ , il faudra ajouter K h à la quantité n K (• + •); et si le fardeau est traîné sur une route, où il éprouve un frottement qui soit représenté par une partie F de son poids, il en résultera une autre augmentation de travail égale à Fi, en appelant /la longueur du trajet. 690. Dans le calcul des effets des machines en mouvement, il est souvent utile de distinguer les vitesses communes et les vitesses relatives de leurs différens points. Pour cela , soient toujours * , y , z , au bout du temps *, les coordonnées du point quelconque dont la masse est m; à cet instant, les composantes de sa vitesse absolue seront ds dg ds — » — , — ;et,aubontdutempsr + dr, lescoordt dt dt données de ce même point deviendront x +dx, y + •% » * + ds. Or , on peut décomposer le mouvement du système , pendant l'instant dt , en un mouvement de translation et de rotation commun à tous ses points, dans lequel leurs distances soient invariables , et en des mouvemens particulier! où ces distances varient convenablement. Rappellerai ds , d'y , d's , les accroissemens de * , y, », qui proviennent du mouvement commun , et rf> » ceux qui résultent du mouvemeut relatif de m , de sorte qu'on ait dx = d'*-fd(x, dy — Jg^d^, rf*=(fs+d>. Pour ce point m , j'appellerai aussi »', «/, les troi» composante» de la vitesse commune qu'on regardera comme des fonctions donnée» de r, *, y,», et qui seront dfx dg d», dt dt dt celles de sa vitesse 4« ds dt ~ pour d.s dv relative seront aussi — , — , dt dt 4> dy d,y ds ds «'+-, — = »'+ — , - = *>'+-, dt dt dt dt dt les composantes de sa vitesse absolue ; et en , il en résultera d> s du' ddx _ — • . dt* dt T ' d'y _ dv' ^ ddy dt* ~ dt + "d7r' en tP s dt* _ daV dds dt + dt> ' pour les forces accélératrices de ce point m, suivant tes axes des coordonnées; les différentielles relatives à t qui sont indiquées, étant prises par rapport a cette variable et aux coordonnées *, y, s, regardées comme des fonctions de t. Si ce point m est astreint à se mouvoir sur une surface qui peut être fixe ou mobile , mais dont la forme est invariable, il devra demeurer constamment sur cette surface, en vertu de sa vitesse absolue , et l'on pourra aussi supposer qu'il y resterait constamment, en vertu du mouvement commun du système. En représentant par L = 0 , l'équation de la surface, L sera une fonction donnée des coordonnées de w, rapportée» à des axes mobiles qui participent au mouvement commun, et celte quantité pourra être changée en une fonction du temps et des coordonnées de m rapportées à des axes fixes , c'est-à-dire, en une fonction de t, s, y , s. L'équation L=0 devra subsister, lorsqu'on y remplacera ces quatre variables , soit par t -f dt, x + «f*i y + dy» « +  + d,y) + _ («/a + d(î) = 0, dg dt dl dl dl dl ~ + -d-* + _d>+_dJ==l,, dt di dg ds 50 Digitized by Google
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    442 TRAITÉ DE MÉCANIQUE. et , par conséquent , dl dl dl _d, + — d,y + -d(a = 0. (g) dx dy dt Cela posé , nous niions chercher la somme des forces vives dues aux vitesses relatives de tous les points du système , et la comparer à la somme des forces vives qui résultent de leurs vitesses absolues. 691. Reprenons, pour cela, la formule générale du n° 632, de laquelle on a déduit l'équation (a) du n° 681 , et formons successivement les termes de cette formule , relatifs ans différentes sortes de forces qui peuvent agir sur le système que l'on considère. Désignons d'abord par P une des forces extérieures et données ; tj> étant la projection du déplacement de son point d'application, sur sa direction , et en regardant cette projection comme une quantité positive ou négative, selon qu'elle tombe sur la direction même de P ou sur son prolongent, on aura , comme dans le b» 682 , m(X* + Y#y + ZJ»):=P*, citée, qui résulte pour la partie de la de cette force P. Soit aussi R l'action mutuelle de deux points du système dont les masses sont met m' ; appelons r la distance mm1, dont R est une certaine fonction ; *, y, s, **, y', *\ étant les coordonnées de m et m', r* =(*-#> + (y -y»)» +(»-»')' i et si Jt exprime la variation de r qui résulte de **, Xy, J*, ls\ ly\ **\
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    ADDITION'. 443 Cela posé, si l'obligation d'une partie des pointa du | système, de demeurer sur ces surfaces, est la seule condition qui restreigne les mouvemens du système entier, on pourra maintenant considérer tous ces points comme entièrement libres, et faire telle hypothèse qu'on roudra sur les variations i i , ly, tx, des coordonnées d'un point quelconque. 692. Je supposerai d'abord qu'on prenne tx = dx , tu = dy , ds; de sorte que le déplacement du point quelconque m aoit celui qui a lieu effectivement pendant l'instant dt. On aura, en même temps, Jr=d> ; et l'on remplacera «p, tu, tt, par dp, du, ds, qui représentent les projections du déplacement réel du point m sur lea directions des forces P, «II, «.F. En appelant t>, la vitesse d'un point quelconque m, et observant qu'on a d» x d* v d> z * — dx+--?-dy+ ---d*=-d,r> , dt. ~ dt* 7 dt* a l'équation (A) deviendra = ïPrfp ± 2!Wr + X.Uds. — S.Fd*. En intégrant, on aura donc =/ïPdp±/ïRdr-r-/S«Udi. -fï*Td*, \ k étant la valeur initiale de r, et les intégrales roençant à l'origine du mouvement. Le terme J'iVdp comprendra la partie du travail moteur qui répond au poids du système j et si l'on appelle II ce poids, et ; la hauteur verticale doot le centre de gravité sera tombé pendant le temps I, cette partie sera égale a II f, Lorsque les distances des points du système que l'on considère demeureront invariables pendant le mouvement , on aura dr = 0 , et le terme /"ïRdr disparaîtra de l'équation (•). S'il s'agit d'un fluide, ce terme comprendra les attractions ou répulsions mutuelles de ses points, qui s'étendent a de grandes distances ; il comprendra aussi les actions mi qu'on appelle proprement forces moléculaires (n<> 589), qui ne s'étendent qu'à des distance* insensibles, et qui produisent les pressions intérieures, auxquelles on n'a point eu égard en formant l'équation {i). La valeur de cette intégrolc/2Rd> dépendra du changement de forme et des condensations ou dilatations du fluide pendant son mouvement ; et pour les très petites variations de densité qui ont lieu dans le liquide, elle pourra varier dans de très grands rapports, à raison des forces moléculaires ou des pressions intérieures qui en résultent (n >577) Les sommes 2*1 du et 2»¥d* comprises sous les deui dernières intégrâtes, sont elles-mêmes des intégrales doubles étendues à tous les élémens • des surfaces résistantes et frottantes. Si la partie du ) de ces surfaces est un corps solide, ls force «F sera indépendante de la vitesse de ce corps, et proportionnelle, pour chaque élément », à la pression correspondante, laquelle est égale et contraire à la résistance «U. Si cette partie frottante du système est un fluide, la force •F dépendra de sa vitesse relative, et sera indépendante de la pression ( n» 457 ). Lorsque la surface dont L — 0 est l'équation, sera immobile, la projection du déplacement de* m sur la normale à cette surface sera nulle, puisque le point m est assujetti à demeurer sur cette surface; on aura donc du — 0; ce qui fera disparaître l'intégrale/ïi.L'du; et si l'on fait, de plus, abstraction du frottement, l'équation (i) se réduira à l'équation ordinaire des forces vives. 603. Prenons actuellement i* = d,*, ty = djf, — ; de manière que les déplacemens des points du système que suppose l'équation (a), soient leurs déplacemens relatifs. Désignons par djp, dtu, dx, les projections des déplacemens relatifs des points où sont oppliquées les forces P, D, F, sur leurs directions. Les valeurs de tp, tu, d», qui répondent à celles de /x, ty, ts, que nous employons, seront dp, d>, d>. De plus, les autres parties dfx, d'y, d"s, des différentielles totales dx, dy, ds, n'influant pas, psr hypothèse, sur les distances mutuelles des points du système, Sr se changera dans la différentielle dr , comme dans le numéro précédent. L'équation {h) deviendra donc (d> x d* v d» s \ as 2Pd,p ± 2Hdr + TmVd,u — ïmfds. Si l'on appelle r, la vitesse relative du point m, dx dty d s dont les dt dt dt et, en différentiant, I dd,x ddy dd,z -d °'t=-dTd>*+-dtrd*+dird>>Eu vertu des équations (/), ou aura donc 1 du1 dv' dw' = _aJ.r.+ -4,. + -d,y + -dz. 3 dt dt dt D'ailleurs, si l'on met dx, d,y, e>, d«u* icipreaDigitized by Google
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    ADDITION. 4M ment commun à tous ses points, il est aisé de voir que Ton aura /2P(4p - a» = ne. De plus, s'il n'y a qu'une seule surface résistante, et que ce soit, par exemple, un plan qui se meut parallèlement à lui-même, on pourra prendre, pour donné de ce plan, car il satisfait aux deux conditions du «° 690 : il ne changera pas les distances mutuelles des points du système, et il n'empêchera pas les points qui sont en contact avec ce plan mobile, de demeurer à sa surface. D'ailleurs, il est évident que ce mouvement étant perpendiculaire au plan mobile, il n'influera aucunement sur les vitesses relatives des points qui glissent sur ce plan, non plus que sur les trajectoires qu'ils y décrivent ; d'où il résulte que le travail résistant dû au frottement contre ce plan, sera le même dans le mouvement absolu et dans le mouvement relatif, i pose l'équation (m). Pour simplifier encore cette équation, je que le mouvement du plan résistant soit uniforme ; en sorte que tous ses points décrivent des perpenà sa position initiale, avec une vitesse commune, qui sera rendue, par un moyen quelconque, invariable et indépendante de l'action du système sur ce plan. Ses composantes u\ r', seront constantes, et l'on aura du de' dw' /2m(- d,x + - d,y + - dtt) = 0. ^dt dt dt ' En désignant cette vitesse par a, et par a l'angle que sa direction fait aveo celle de la pesanteur, ou aura aussi {' = at cos a. Soit , en outre, Q la pression exercée au bout du temps t, sur la surface entière du plan donné, et dans le sens de la vitesse a. Le travail résistant qui répond à cette force prise en sens contraire de sa direction, c'est-à-dire) h la résistance du plan, sera — /Qodr, pendant la durée du temps r, en supposant que l'intégrale s'évanouisse avec cette variable. En faisant passer le facteur a en dehors du signe /, nous aurons donc fluXdu — — a/tyf/, pour la valeur du dernier terme dol'équation (m), laquelle deviendra i 2m ( la - V ) _ L 2« (*» - v ) + n0r cos - = ofqdt. (-) La vitesse r, est la résultante de t> et de la vitesse a prise en sens contraire de sa direction ; si donc, on représente par «, l'angle que fait la direction de La vitesse v avec celle de a, on aura v* = v* — 2av cos • -\- a ' , •t si l'on désigne par i la valeur initiale de *, on *V = A» - 8aA cos i + n> ; d'où il résulte -~ 2m(A« — A,» ) = sîmt cos*— 1 a» 2m, ± 2m ( e» - v J = a 2me cos . - 1 a* 2m ; ce qui change l'équation (») en celle-ci, 2mA cos t — 2mc cos » + n# cos m =f^dt , (o) après qu'on a supprimé le facteur a commun à tous Les sommes 2mA cos * et 2mt> cos t expriment, au commencement et à la fin du temps I, les quantités de mouvement de tous les points du système , dans le sens perpendiculaire au plan donné ; le produit lit cos » est la quantité de mouvement produite suivant la même direction par le poids 17 du système, pendant la durée du temps t ; et l'intégrale ypd/est la quantité de mouvement détruite pendant ce temps par la résistance du plan donné. Or, il est évident que cette dernière quantité doit être égale à. l'excès de la première somme sur la seconde, augmenté de la quantité Ur cos »; en sorte que I équation précédente , qui exprime cette égalité peut être regardée comme une vérification de notre analyse. 696. Lorsque la vitesse A de chaque point du système se changera brusquement dans la vitesse r, l'action du système sur le plan donné sera une percussion : pendant sa durée très courte , on pourra négliger l'effet lit cos m de la pesanteur; et la quantité de mouvement détruite par le plan sera l'excès de 2mA cos t sur 2mo cos *. Si le système est un corps solide situé au-dessus du plan, et qui demeure juxta-posé à sa surface après le choc, la composante v cos • de la vitesse v sera la même, à cet instant, pour tous les points du corps, et égale à la constante a; en difTérentiant l'équation (•) par rapport à I, on aura donc II cos a = Q ; et, en effet, la vitesse du plan étant invariable, par hypothèse^ il faut que sa résistance détruise incessamment les accélérations do la gravité , qui auraient lieu perpendiculairement à sa surface; il faut donc que cette force soit égale et contraire à la composante du poids II suivant cette direction, et que la pression Q soit égule à cette composante. On peut remarquer que, quand l'angle * est obtus, la valeur précédente de Q a le signe — . Hais on a supposé plus haut que la pression exercée sur ce plan était dirigée dans le sens de la vitesse a; et, si le contraire avait lieu il faudrait changer le signe de Q dans toutes les équations précédentes. Or, la
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    446 TRAITÉ DE pretsion Q t'exerce effectivement en sens contraire de la vitesse a, lorsque l'angle « est obtus; la valeur de Q est donc alors — 17 coa », ou, autrement dit, cette valeur est tonjours II cos abstraction faite du signe. 697. L'équation (o) évidente en elle-même , peut servir a déterminer la pression d'une veine fluide en mouvement sur un plan AB(fig. 142), animé de la vitesse a perpendiculaire à ce plan, et dont la direction fait, avec celle de la pesanteur, un an^le «. Pour fixer les idées, supposons que le liquide sorte d'un vase par un orifice horitontal, et qu'il forme, au-dessous de la contraction de la veine (n<> 677), un cylindre vertical dont tous les points ont une vitesse commune et verticale, que nous désignerons par y. Supposons aussi que le niveau du liquide soit entretenu à une hauteur constante dans le vase; ce qui rendra la vitesse y indépendante du temps. Jusqu'à une section horitontalc CD, faite à une petite distance au-dessus du plan AB, la veine conservera sa forme cylindrique et sa vitesse y\ elle s'étendra ensuite sur ce plan, et finira par le déborder. Au bout d'un certain temps, le fluide parviendra à un état permanent dans lequel la vitesse de chaque molécule ne dépendra plus que du lieu qu'elle occupe, et où la pression en un point quelconque du plan AB sera aussi indépendante du temps. C'est dans cet étal qu'il s'agira de déterminer la pression totale Q, exercée sur la surface entière du plan. La partie de cette pression due au poids