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PREFACE. Si I’on doit juger de rexcellcucc d’une institution uni-
((uement d’apres les résultats qu’elle a fournis, d’apres les * fruits qu’elle a
portés, il est peu d’institutions humaines qui paraissent plus excellentes et
plus utiles que celle de I’Ecole Polytechnique : née d’hier, elle a déja scs
litres de noblesse; et ces litres, personne ne les lui conteste, car ils sont en
bonne forme et revétus des noms glorieux de la plupart des inventeurs du
siécle. Toutefois, si la création de I’Ecole Polytechnique a été la réalisation
d’une grande pensée, la marche suivie dans son enseignement intérieur, la
direction qu’elle a imprimée aux études scleniiGques extérieures, et méme
les travaux incessants des maiires et des éléves, ont eu ce résultat, faicheux
selon nous, de créer autour de I’étudiant en mathématiques une atmosphere
artificielle, le faisant vivre dans le présent, mais le séparant completement
du passé; rélléchissant vers lui toutes les lumieres de 1'analyse
contemporaine , mais * absolument impénétrable anx rayons de la
Géometrie moderne. Pour celui qui vit dans un pareil milieu, 1’hisloire des
mathématiques ue parait guere commencer sérieusement (ju’a I’époque de
la fondation de 1’Ecole Polylechniipie. C’est 14 1’origiiie du monde, 1¢
commencement du temps, de la lumiére et de I’ordre, au dela duquel on
trouverait sans doute les ténebres et le chaos. > Aussi les méthodes des
inventeurs sont-elles généralement , ignorées des €leves; elles ont disparu
sous I’uniformité d’une analyse ¢légante; et si leurs noms sont prononcés
fjucl<iueDigitized by Google



PREFACE.

Si Von doit juger de I'excellence d'une institution uni-
quement d’aprés les résultats qu'elle a fournis, d’aprés les
fruits qu’elle a portés, il est peu d'institutions humaines
qui paraissent plus excellentes et plus utiles que celle de
I'Ecole Polytechnique : née d’hier, elle a déja ses titres de -
noblesse; et ces titres, personne ne les lui conteste, car ils
sont en bonne forme et revétus des noms glorieux de la plu-
part des-inventeurs du siécle.

Toutefois, si la création de 'Ecole Polytechnique a été la
réalisation d’une grande pensée, la marche suivie dans son
enseignement intérieur, la direction qu'elle a imprimée aux
études scientifiques extérieures, et méme les travaux inces-
sants des maitres et des éléves, ont eu ce résultat, facheux
selon fious, de créer autour de 'étudiant en mathématiques
une atmosphére artificielle, le faisant-vivre dans le présent,
mais le séparant complétement du passé; réfléchissant vers
lui toutes les lumiéres de I'analyse contemporaine, mais-
absolument impénétrablch anx rayons de la Géométrie mo-
derne. Pour celui gui vit dans un pareil milieu, Phistoire
des mathématiques ne para;\it guére commencer séricusement
(qu'a.Pépoque de la fondation de I’Ecole Polytechnique. Clest
la Torigine du monde, lé commencement du temps, de la
lumiére et de I'ordre, au dela duquel on trouverait sans
doute les ténébres et le chaos. _

Aussi les méthodes des inventeurs sont-elles généralement
ignorées des éléves; elles ont disparu sous I'uniformité d'une

analvse élécante: et si lenrs noms sont nrononcés auelaue-



PREFACE. VI u fois, il semble que ce soit moins par (lébireiite
(juc pour la commodité du discours. Cette adoration du préseut et cet oubli
du passé se traduisent parfois d'une maniere naive . ainsi l'on dit
généralement la formule de Petit (1) ou la formule de M. Ch. Dupin (a); il
serait en effet de mauvais gofit, eu pareille matiere, de faire remonter ses
connaissances histori<[ues au dela de 1794, « et d’attribuer une formule a
celuil qui I’a donnée pour la premiere fois, celui-ci s’appelat-il le marquis de
I'Hopital 4 ou Maclauriu. . Par un contraste remarquable, ¢’est d’une fagon
tout opposée que I’on procede dans les études littéraires. La le culte du
passé fleurit dans toute sa splendeur : les grandes voix des poctes, des
philosophes, des bistoricus qui vivaient il y a deux mille ans, dominent
toutes les voix du siécle; et si leurs ceuvres renferment des beautés
¢ternelles, <m n’est pas injuste envers eux, et I’admiration qu’ils inspirent
demeure éternellement jeune. Et je ne sache pas de plus ¢locpientc louange
des gloires littéraires de 1’antiquité, que le spectacle donné depuis vingt
siecles par chaque génération nouvelle venant continuer, avec les espnts les
plus profonds et les plus ¢légants de la Gréce et de Rome, ce commerce non
encore interrompu qui forme la chaine vivante du passé au présent, et dont
Descartes a si bien caractérisé le charme et I’utilité, en le présentant comme
« une conversation avec les plus honnétes gens des temps passés, et méme
une conversation étudiée en laquelle ils ne nous découvrent que les
meilleures de leurs pensées (3) ». .* Ainsi ranlagonisme entre le présent et
le passé qui se manifeste dans tous les tléveloppements de la pensée
moderne, se retrouve encore a I’état latent sans doute, mais avec une
incontestable réalité, dans les voies contraires de. nos deux (1) Pt oblétnii
dot» caustiques. (q) Expression du rayon de courbure de t cllipse. (.H)
Dibcours de la Méthode. , * Digitized by Coogle



vl PREFACE.
fois, il semble que ce soit moins par déférence que pour la .
commodité du discours.

Cette adoration du présent et cet oubli du passé se tra-
duisent parfois d’'une maniére naive . ainsi I'on dit généra-
lement la formule de Petit (1) ou la formule de M. Ch. Dupin (2);
il serait en effet.de mauvais golit, en pareille matiére, de
faire remonter ses connaissances historiques au- dela de 1794,
et d’attribuer une formule & celui qui I'a donnée pour la
premiére fois, celui-ci s’appeléit-il le marquis de I'Hopital
ou Maclauriu, ,

Par un contraste remarquable, c'est d’une facon tout
opposée que I'on procéde dans les études littéraires. La le
culte du passé fleurit dans toute sa splendeur : les grandes
- voix des poétes, des philosophes, des historiens qui vivaient
‘il y a deux mille ans, dominent toutes les voix du siécle;
et si leurs ceuvres renferment des beautés éternelles, on
n'est pas injuste envers eux, et 'admiration qu'ils inspirent
demeure éternellement jeune. Et je ne sache pas de plus
¢loquente lonange des gloires littéraires de I'antiquité, que
le spectacle donné depuis vingt siécles par chaque génération
nouvelle venant continuer, avec les esprits les plus profonds
et les plus élégants de la Gréce et de Rome, ce commerce non
encore interrompu qui forme la chaine vivante du passé au
présent, et dont Descartes a si bien caractérisé le charme et
I'utilité, en le présentant comme « une conversation avec les
plus honnétes gens des temps passés, et méme une conversa- -
tion étudiée en laquelle ils ne nous découvrent que les meil-
leures de leurs pensées (3) ».

Ainsi 'antagonisme entre le présent et le passé qui se ma-
nifeste dans tous les développements de la pensée moderne,
se retrouve encore a l'état latent sans doute, mais avec une
incontestable réalité, dans les voies contraires de.nos deux

(1) Probléme des eaustiques. .~

fal Renvaceinn don vavan da soaschasa da Palliaca



PBEFACE. Vil cnseigiieineuts littéraire et scientifique. Or, si les
méthodes opj)osécs que I’on suit dans I’un et dans 1’autre ont cependant
porté leurs fruits, quels résultats plus excellents' encore ne devrait-on pas
attendre de. I’introduction de la méthode historique dans 1’enseignement
scientifique actuel? Et sans parler de I’attrait que présente 1’étude des
origines de chaque science, de sa formation et de ses développements
successifs , 11’est-il pas infiniment probable que plusieurs des méthode»
créées par les Inventeurs pour résoudre certains problemes aujourd'hui
connus ou oubliés, pourront s’appliquer avec avantage a la solution de
problémes nouveaux, non encore formulés; et que, par suite, la
connaissance de ces” méthodes peut aider puissamment, dans leurs
enfantements futurs , les esprits créateurs que nous réserve I’avenir? Ces
réflexions m’ont inspiré le désir de tenter cet ouvrage , dans lequel j’ai
cherche¢ a réunir, sous les titres généraux d’un petit nombre de méthodes et
de problémes , en méme temps .que les procédés d’investigation
géométrique susceptibles d’une définition rigoureuse, la plupart des
doctrines acquises a la géométrie infinitésimale pendant la premiere période
de son histoire.



PREFACE. Vil

enseignements littéraire et scientifique. Or, si les méthodes
_opposées que I'on suit dans 1'un et dans I'autre ont cependam
porté leurs fruits, quels résultats plus excellents encore ne
devrait-on pas attendre de I'introduction de la méthode his-
torique dans l’enseig;lement scientifique actuel? Et sans parler-
de I'attrait que présente I'étude des origines de chaque science,
de sa formation et de ses développements successifs , n'est-il pas
infiniment probable que plusieurs des méthodes créées par les
inventeurs pour résoudre certains problémes aujourd’hui con-
nus ou oubliés, pourront s’appliquer avec avantage a la solu-
tion de problémes nouveaux, non encore formulés; et que,
par suite, la connaissance de ces méthodes peut aider puis-
samment , dans leurs enfantements futurs,, 1es esprits créateurs
(ue nous réserve |'avenir? ‘
Ces réflexions m’ont inspiré le désir de tenter cet ouvrage,
dans lequel j’ai cherché a réunir, sous les titres généraux
d’un petit nombre de méthodes et de problémes; en méme
temps .que les procédés d'investigation géométrique suscep-
tibles d'une définition rigoureuse, la plupart des doctrines
aequises ‘i la géométrie infinitésimale pendant la premiére
période de-son histoire. ’
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comme rigoureusement égales entre elles , p. 103. Applications . t. Droite
minimum menée par un point donné dans un angle donné , p. 104. a.
Rectangle maximum inscrit dans un segment de courbe (Newton), p. i05. 3.
Probléme du plus petit créjiuscule. — Historique. — SoTution, p. loC. " 4-
Polygones a aire maximum ( ou minimum) inscrits ( ou circonscrits) a une
courbe donnée. — Théorémes généraux; applications au cercle, a rdlipse, p.
108. 5. Polygones a périmetre niaxiiniim (on minimum) inscrits (ou
eircoiiscriu) Digitized by Googie
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XIV TAB1.E DES MATIERES. h nnc courbe ilonnéc. Théorémes
(généraux. — Applications au cercle et a rclUpae; théoremes de M.r.hasles
sur les ellipses homofocales, p. 109. § II. — De la grandeur maximum ou
minimum 1>ariii des grandeurs indéterminées. Nouveaux problemca sur les
maxima et minima , leur définition d'apres Jean Bernoulli et Euler. —
Méthode de Maclaurin pour leur résolution ; principe fondamcntul de cette
méthode; manicre générale de rappliquer; il en résulte la définition de
chacun des ¢léments de la grandeur maximum ou minimum que Ton
cherche ; sa comparaison avec la méthode analytique, p. 11a. Applications :
A 1. Lecmme général , p. 1 1 3. 2. Probléeme de Format sur les routes de la
lumiere, p. 1143. Probleme de la brachistochronc dans le cas ordinaire de la
pesanteur, p. 115. /|. Probleme de la brachistochrone dans le cas d'un centre
dtUrant placé a une distance finie. — Examen du cas particulier ou la
courbe cherchée est une ép1* rycloide, p. 117. 5. Probleme. — Trouver la
courbe plane passant par deux points donnés” et engendrant une aire
minimum par sa rotation autour d'un axe situé¢ dans son plan, p. 119.
CHAPmUI V. Oe* maxima et minima relatifs. Définition du probléme
général qui consiste a déterrainer parmi toutes les courbes pour lesquelles la
fonction ¢ de la courbe a une valeur constante , celle pour laquelle la
fonction F de la courbe a une valeur maximum ou minimum. Enoncé
général do la méthode qui ooiisisle a chercher la courbe pour hagqiielle la
fonction mF de In courbe acquiert une “Icur maximum ou minimum, m et n
étant des nombres indéterminés; remarque sur la détermination iillérteure de
ces nombres , p. 120. > Applications : * 1 . Brachistochrone parmi toutes les
courbes d'une longueur donnée , la pesanteur s'exercant par des paralleles,
p. 121. "+ 2. Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur
donnée , la pesanteur s’exergant par des droites concourantes , p. 122. . 3.
Parmi toutes les lignes planes d'une longueur donnéje, réunissant deux
points donnés, trouver celle qui, par sa rotation autour d'un axe situ¢ dans le
méme plan , engendre une aire minimum , p. 123. 4. De la ligne qui
renferme la plus grande aire parmi toutes les lignes d'égale longueur, p. 123.
CHAPITRE VZ. De la méthode par déeoxnposition en éléments
correspondants. Enoncé des deux problémes généraux auxquels s'applique
cette méthode.— Digitized by Coogle
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a une courbe donnée. — Théorémes généraux. — Apphcatiuns au cercle ot a
Pellipse; théorémes de M. Chasles sur les ellipses homofocales, p-109.

§ 11— DE LA GRANDEUR MAXIMUM OU MINIMUM PARMI DES GRANDEURS INDETERMINEES,

Nouveaux problémes sur les maxima et minima, leur définition d’aprés Jean
Bernoulli et Euler. — Méthode de Maclaurin pour leur résolution ; principe fon-
damental de cette méthode ; maniére générale de V'appliquer; il en résulte la
définition de chacun des éléments de la grandeir maximum ou minimum que
V'on cherche ; sa comparaison avec la méthode analytique, p. 112,

Applications :

1. Lemme général, p. 113,

~2. Probléme de Fermat sur les routes de la lumiére, p. 114. .

3. Probléme de la brachistochrone dans le cas ordinaire de la pesanteur,
p. 115,

. Probléme de 1a brachistochrone dans le cas d'un centre dttirant placé a une
lealanoe finie. — Examen du cas particulier oui-la courbu cherchée est une épi-
cycloide, p. 117. ,

5. Probléme. — Trouver la courbe plane passant par deux points donnés, et
engendrant une aire minimum par sa rotation autour d'un axe Slllll' dans son

plan, p. 119.

-

cmz_'nm V.
Des maxima et minima relatifs.

Définition du probléme général qui consiste & déterminer parmi toutes les
courbes pour lesquelles la fonetion @ de la courbe a une valeur constante, celle
pour laquelle la fonetion F de la courbe a une valeur maximum ou minimum.

Enoncé général de 1a méthode qui consiste a chercher la courbe pour laquelle

“la fonetion mF + nd de la courbe acquiert une vgleur maximum ou minimum,
m et n étant des nombres indéterminés ; remarque sur la détermination ulté--
reure de ces nombres, p. 120.

Applicnlions -

. Brachistochrone parmi toutes les courbes d’une longueur donnée , la pesan-
tem' E) uxercnnt par des paralléles, p. 121.

2. Brachistochrone parmi toutes les courbes d'une longueur donnée, la pesan-
teur s’exercant par des droites concourantes, p. 122. , -

3. Parmi toutes les lignes planes d'uné longueur donnée, réunissant deux
points donnés, trouver.celle qui, par sa rotation autour d’un axe situé dans le
méme plan, engendre une aire minimum , p. 123.

4. De la ligne qui ranf‘erme la plus grande aire parrm toutes les lignes d ‘égale
longueur, p. 123. :

-

. CHAPITRE VI. :
De la méthode par décomposition en élél'nenl..s-correlpondnnh.

Enoncé des deux problémes généraux auxquels s'applique cette méthode. —
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TABLE UES MATIERES. XV Elle remplit eu ~*éométric le rale
réserve iiftns I’analyse au calcul intégral * ot «loi( fournir a celiti"ci le
principe de ses transformations, p. \ 71\. Applications: I. Attraction d'une
sphere sur un point extérieur (Newton), p. 1a5. 'i. Attraction d’un cylindre
indefini sur un point extérieur, p. ia8. 3. Theorie géométrique des courbes
tautochrones , d’aprés Newton. — Principo fondamental. * Applications :
au cas ordiiiairo de la pesanteur; au cas d’un contre attirant situé a une
distance finie; cas spécial de Pépicycloidc , p. lafj. f\. Probléme de Viviani
sur la vofite carrablc. — Solutions en nombre infini , d’apres Leibnitz et
Jean Bernoulli. — Identité de I’une des solutions fournies par CO dernier
avec celle de Viviani. — Observation de Rossut sur une solution
particuliere du probleme de la voéte cubablc d'Eulcr, p. 13a. 5. Rectification
des épicycloides allongees ou raccourcies, d'apres Pascal , p. 135, 6.
Seconde solution du méme probléme. — Formules, 136. 7. Démonstration
nouvelle du théoréme de Fagnano , p. iSg. 8. Théorémes de M. Chasles sur
les arcs d’ellipse a différence rectifiable, 9. Construction géométrique des
rayons de deux cercles dont les circonférenres comprennent entre elles !e
périmétre d'une ellipse donnée. — Construction semblable s'appliquant a la
détermination des limites inférieure et supérieure d’un arc quelconque d
cllipsc. — Enoncé d’un théoreme de Bernoulli (.Ic.in ) fournissant une
approximation plus rapiffe , mais s’np)»ligiiant seulement a révaluation du
périmetre total de Iellipse, p. 17, \ bigitized by Coogle
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Elle rem;ilil en géométrie le rdle réservé dans 'analyse au caleul intégral, et
doit fournir a celui-ci le principe de ses transformations , p. 124.

Applications :

1. Attraction d'une sphére sur un point-extérieur (Newton), p. 125.

2. Attraction d’'un cylind;e indéfini sur un point extérieur, p. 128.

3. Théorie géométrique des courbes tautochrones, d’aprés Newton. — Prin-
cipe fondamental. — Applications : 1° au cas ordinaire de la pesanteur; 20 au
cas-d’un centre attirant situé & une distance finie ; cas spécial de ’épicycloide,

p- 129.
4. Probléme de Viviani sur la voute carrable. — Solutions en nombre infini,
* d’aprés Leibnitz et Jean Bernoulli. —-ldentité de 'une des solutions fournies

par ce dernier avec celle de Viviani. — Observation de Bossut sur une solution
particuliére du probléme de la voite cubable d’Euler, p. 132.
5. Rectification des épicycloides allongées ou raccourcies, d’aprés Pascal ,
p. 135. :
6. Seconde solution du meme probléme. — Formules, 136.
. Démonstration nouvelle du théoréme de Fagnano, p. 13g.

8 Théorémes. de M. Chasles sur les ares d’ellipse 4 différence recuﬁable,
p. . .

g. Construction géométrique des rayons de deux cercles dont les circonfs-
rences comprennent entre elles le périmétre d'une ellipse donnée. — Construe-
- tion semblable sappliquant a la détermination des limites inférieure et supé-
vieure d'un are quelconque d'ellipse. — Enoncé d’un théoréme de Bernoulli
(Jean) fournigsant une approximation plus rapide, mais s :lppllquanlsculemem
al'évaluation du pdrimétre total de Uellipse, p. 142,
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DES METHODES EN GEOMETRIE. PREMIERE PARTIE.
DES METHODES RELATIVES A LA GEOME DES FIGURES FINIES.
CHAPITRE PKEIfIIER. Analyse de différentes méthodes que 1'on peut
suivre dans la problémes ou dans la démonstration des théorémes de
geometrie. 1 . Ri'JIvxioiis geiicrnlfs sur rmilitc tPunr cUissiJicatioii tics
divers prot edés r/iw Von peut employer ppur résoudre les. questions de
geometrie. — Nous nous j)ro[)OSiins, dans ce chapitre, de présenter une
classification rationnelle des diiiérentes méthodes que 1’on emploie en
géométrie pour la démonstration des vérités déja anpiises ou pour la
solution des problémes. Sans doute une pareille classification aura quelque
chose d’arbitraire, et les mcthoilcs auxquelles nous donnerons des
dénominations diflérentes , en les regardant comme parfaitement distinctes,
pourront avoir bien des jwints de ressemblance. Toutefois, et malgré ce
défaut inévitable, une classification aura cet avantage de définir d’une
maniere plus nette plusieurs des méthodes ipie peut suivre l'esprit dans ses
efforts pour établir une vérité géométrique, et qu’il Suit quelquefois
confusément, en ne se rendant pas un compte exact des opérations
auxquelles il sc livre ; elle éclairera les routes que nous avons suivies pour
I’¢établissement des vérités ¢élémentaires; et", donnant pour ainsi dire a
chacune d’elles un numéro d’ordre, elle nous [lermettra do les aborder
successivement, sans confusion, jus<iu’a celle qui nous montrera d'une
maniere plus visible le but que nous voulons atteindre. Ainsi que le fait
observer M. Lamé dans son excellent ouvrage : Examen des différentes
méthodes employées /mur résoudre les proldémes de géométrie, la
multiplicité méme des moyens ((ue jieiit employer la géométrie |[K)ur
arriver au but proposé, jiarait d’abord devoir écarter les méthodes générale
et laisser I'esprit incertain de la route qu’il doit choisir jwrm toutes celles
qui sont ouvertes devant lui. Digitized by Google
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METHODES EN GEOMETRIE.

PREMIERE PARTIE.

DES METHODES RELATIVES A LA GEOME
DES FIGURES FINIES.

e — G —

CHAPITRE PREM IER.

Analyse de différentes méthodes que l'on peut suivre dans la solu ton des
problémes ou dans la démonstration des théorémes de géométrie.

1. Réflexions g oéneérales sur Putilité dune classification des divers pro-
cedes que Pon pewt cimployer pour résoudre les. questions de géométrie.
— Nous nous proposons, dans ce chapitre, de présenter une classification
rationnelle des différentes méthodes que I'on emploie en géométrie pour
la démonstration des vérités déja d(‘t[lll:ea ou pour la solution des pro--
blémes.

Sans donte une pareille classification aura quelque chose d'arbitraire,
et les méthodes auxquelles nous donnerons des dénominations difiérentes ,
en les regardant comme parfaitement distinctes, pourront avoir bien des
points de ressemblance. Toutefois, et malgré ce défaut inévitable, une
classification aura cet avantage de définir’ d'une maniere plus nette plu-
sieurs des méthodes que peut suivre l'esprit dans ses efforts pour établir
une vérité géométrique, et qu'il 3uit quelquefois confusément, en ne se
rendant pas un compte exact des opérations auxquelles il se livre : elle
éclairera les routes que nous avons suivies pour I'établissement des vérités
¢lémentaires; et, donnant pour ainsi dire & chacune d'elles un numéro
d'ordre, elle nous permettra de les aborder successivement, sans confu-
sion, jusqud celle qui nous montrera d’une maniére plus visible le but
que nous voulons atteindre.

Ainsi que le fait observer M. Lamé dans son excellent ouvrage : Examen
des-différentes méthodes employées pour résoudre les problémes de géo-
métrie, la multiplicité méme des moyens que peut employer la géométrie
pour arriver au but proposé, parait d’abord devoir écarter les méthodes
oénérales et laisser Pesprit incertain de la route qu'il doit choisir parm
toutes celles aui sont ouverles devant lui,




2 DES .METHODES EN GEOMETRIE. CoUc inccrtiludo , qui ,
en laissant de cala des hasards heureux , frappe de stérilité les recherches
inhabiles, provient précisément de 1’absence de méthodes nombreuses et
nettement délinies parmi le.squelles on puisse, par des essais successifs ,
rechercher celle qui s’adapte le mieux a la question proposée. Nous allons
commencer 1’exposition de plusieurs de ces méthodes , en avertissant, ce
qui sera sans doute superllu, que nous n’attachons pas une réalité absolue a
la séparation ou classification que nous en a\ ons faite , et que nous sommes
surtout tres-¢loigné de croire avoir prévu toutes les voies que 1’on peut
suivre dans la recherche directe des vérités géométriques. 2. Dtmx
méthodes génémles. — Annfyse et Syntheése. — Les moyens si variés (pic
I’on peut employer iwur €tablir une proposition de géométrie peuvent tous
se rattacher a deux méthodes principales : la méthode par analyse et la
méthode par synthese. 1°. Une proposition .sera démontrée jiar la méthode
analytique si, en * prenant pour point de départ les relations données,
explicitement ou im/dicitement, entre les éléments que 1’on considere, on"
parvient, piar un dénombrement complet de toutes ces relations, ou
seulement par un choix intelligent des relations utiles et leur transformation
, a faire voir qu’elles entrainent nécessairement les relations affirmées par la
proposition. a”. La synthese peut arriver au méme but par deux voies
distinctes : Soit en excluant entre les €léments considérés toutes relations
difT¢érontes de celles affirmées par la proposition ( yoir ci-apres la méthode
par la réduction a I’absurde) ; Soit en admettant les relations a démontrer,
les prenant pour point de départ, et faisant voir que, par un enchainement
mutuel, elles entrainent des relations comprises dans les relations données.
Il est peut-€tre inutile d’ajouter que 1’on ne saurait parvenir a la solution
d’un probléme quelconque que par une suite 'de raisonnements dépendant
essentiellement de la méthode analytique , la syntheése pouvant intervenir
seulement dans la démonstration de la solution a laquelle on est parvenu.
(Examen des différentes méethodes, pages 9 et 10.) Nous allons passer
maintenant a I’exposition de plusieurs méthodes particulieres , moins vastes
que les deux méthodes générales que nous avons du signaler, et par cela
méme plus utiles , et dont chacune devra étre regardée comme s’appliquant
plus spécialement a une certaine classe déterminée de questions , quoique la
solution d’un probléme pris au hasard puisse exiger 1’intervention
simultanée de plusieurs d’entre elles. m 3. PREMZEHE METBOSB. — Par



substitutions successives. — Dans cette méthode , on fait dépendre la
solution de la question proposée d’une question plus simple, celle-ci d’une
troisieme, etc., jusqu’a ce que I’on arrive enfin a un dernier probleme dont
la solution soit évidente ou simplement connue. Cette métiiode intervient
dans la solution de prestpie tous les prob'emes Digiiized by Google
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Cette incertitude , qui, en laissant de coté des hasards heureux, frappe
de stérilité les recherches inhabiles, provient précisément de 'absence de
méthodes nombreuses et nettement délinies parmi lesquelles on puisse,
par des essais successifs, rechercher celle qul g'adapte le mieux & la ques-
tion proposée.

Nous allons commencer I'exposition de plusieurs de ces méthodes, en
-avertissant, ce qui sera sans doute superflu, que nous n’attachons pas une
réalité absolue & la séparation ou classification que nous en avons faite, et
que nous sommes surtout tres-éloigné de croire avoir prévu toutes les
voies qque l'on peut suivre dans la recherche directe des vérités géomé-
triques. :

2. Deux méthodes générales. — Analyse et Synthése. — Les moyens si|
variés que I'on peut employor pour établir une proposition de Zéométrie.
peuvent tous se rattacher a deux méthodes principales : la méthode par
analyse et la méthode par syntheése.

1°. Une proposition sera démontrée par la méthode analytique 51, en *
prenant pour point de départ les relations données, crphcztmmnt ou im-
plicitement , entre les éléments que1'on considérc, on parvient, par un
dénombrement complet de toutes ces relations, ou seulement par un choix
intelligent des relations utiles et leur transformation, a faire voir qu'elles
entrainent nécessairement les relations affirmées par la proposition.

2°. La synthése peut arriver au méme but par-deux voies distinctes :

Soit en excluant entre les éléments considérés toutes relations différentes
de celles affirmées par la proposition ( #oir ci-apres la méthode par la ré-

“duction a I'absurde);

Soit en admettant les relations & démontrer, les prenant pour point de
départ, et faisant voir que, par un enchainement mutuel, elles entrainent
des relations comprises dans les relations données.

1l est peut-étre inutile d'ajouter que I'on ne saurait parvenir .i la solution
d'un probléme quelconque que par une suite de raisonnements dépendant
essentiellement de la méthode analytique, la synthése pouvant intervenir
seulement dans la démonstration-de la solution & laquelle on est parvenu.
(Examen des différentes méthodes , pages g et 10.)

Nous allons passer maintenant a 'exposition de plusieurs méthodes par-
ticuliéres , moins vastes que les deux méthodes générales que nous avons du
signaler, et par cela méme plus utiles, et dont chacune devra étre regardée
comme s'appliquant plus spécialement a une certaine classe déterminée de
questions, quoique la solution d'un probléme pris au hasard puisse exiger
V'intervention simultanée de plusieurs d’entre elles.

3. PREMIBRE METHODE. — Par substitutions successives. — Dans
cette méthode, on fait dépendre la solution de la question proposée d'une
question plus simple, celle-ci d'une troisiéme, etc., jusqu'd ce que 'on ar-
rive enfin & un dernier probléme dont la solution soit évidente ou simple-
ment connue. :

Cette méthode intervient dans la solution de presque tous les prob/émes



. PREMIERE PARTIE. 3 de géométrie, en se combinant avec les
différentes méthodes que nous avons encore a examiner; et la marche
qu’elle suit est tout a fait comparable a celle de I’analyse, dans la résolution
des équations par les transformations successives qu’elle leur fait subir.
[Examen des differentes métliwles, page 12.) ' ' APPLICATIONS. e* -> —
Probi.kme I. — Deux mohiles se mouvant uniformément et en ligne ilroite ,
on prpjmse de eonstruire les positions oecuj>€cs par ces mobiles a I’instant
ou la distance qui les sépare est minimum. Solution. — Observons d’abord
que si, des I’origine du mouvement, on attribue aux deux mobiles A, A'
deux nouvelles *tesses composantes égales, paralléles et de mémo sens,
dans la nouvelle marche simultanée des deux mobiles, la droite min' qui, a
I’époque quelconque t , mesure leur distance, sera €gale (et parallele) a la
droite MM' qui elit mesur¢ leur distance a la méme €poque dans leur mouV
- ' vement primitif : ceci résulte immédiatement de la composition des
vitesses. Cola posé€, communiquons a chacun des deux mobiles A et A', une
vitesse €gale et contraire a celle de A'; ce dernier restera en repos. Quant au
mobile A, s; -\V représente sa vitesse primitive et si nous menons AV' égale,
parallele et de sens contraire a la droite qui représentait la vitesse de A' dans
le mouvement primitif, la diagonale AU (lu parallélogramme construit sur
AV, AV' représentera la vitesse du mobile A dans son nouveau mouvement.
D'ailleurs, d’apres la remanjue qui a €té faite [dus haut, la question
proposée s¢ra ramenée 4 la sui\ante ; Etant donnés un jxiint fixe A' et un
]>oint A qui décrit une droite AU, construire, la position du jKiint mobile
pour laquelle sa distance au point fixe est minimum. Or on obtient
immediatement la réponse a cette derniére question en abaissant du point A'
une perpendiculaire k'x siu- la droite AU; et si I’on veut passer de la
construction du second probléme .a la construction du premier, on menera
xa parallele a A'V',*et rencontrant AV en «; et la droite au', égale et parallele
a sera la distance minimum des deux mobiles A et A' dans leur mouvement
primitif. Observation. — On trouve dans la Correspondance sur V Ecole.
Polytechnique, tome II, page 22, une solution analytique de ce probléme,
par Puissant. ’ . . Probléme II. — Les deux premiers sommets iFun triangle.
ABC glissant sur deiar. droites fixes Ox, Oy, trouver la nature du lieu décrit
par le troisieme sommet. .Solution. — Prenant la figure mobile dans I’une
quelconque de scs posiDigitized by Coogle
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de géométrie, en se combinant avec les différentes méthodes que nous
avons.encore a examiner; et la marche qu'elle suit est tout a fait compa-
rable & celle de I'analyse, dans la résolution des équations par les transfor-

mations successives qu'elle leur fait subir. ( Examen des différentes mé-
thodes |, page 12.)

APPLICATIONS.

ProBLEME 1. — Deux mobiles se mouvant uniformément et en lig’ne
dmite , on propose de construire les positions accupées par ces moblles a
Uinstant ou la distance qui les sépare est minimun. . :

‘Solution. — Observons d’abord que si, deés Forigine du mouvement, on

attribue aux deux mobiles A, A’ deux nou-

W » o velles vitesses composantes égales, paral-

. Nl 7 léles et de méme sens, dans la nouvelle
,/' \ ,,." marche simultanée des deux mobiles, la
\,x S ,;/ droite mm' qui, 4 'époque quelcongue 7,
“_5',!,\,.._,7/‘(/ mesure leur distance, sera égale (et pa-

‘ﬂ_'_' et , rallele) & la droite MM’ qui et mesuré leur

r ' distance & la méme époque dans leur mou-

C T " vement primitif : ceci résulte immédiate-

ment de la composition des vitesses. Cela posé, communiquons A chacun des
deux mobiles A et A', une vitesse égale et contraire a celle de A’; ce dernier
restera en repos. Quant au mobile A, st AV représente sa vitesse primitive
et si nous menons AV’ égale, paralléle et de sens contraire a la droite qui
représentait la vitesse de A’ dans le mouvement primitif, la diagonale AU
du parallélogramme construit sur AV, AV’ représentera la vitesse du mo-
bile A dans son nouveau mouvement. D’ailleurs, d’aprés la remarque qui a.
été faite plus haut, la question proposée sera ramenée a la suivante :

Etant donnés un point fixe A' et un point A qui décrit une droite AU,
construire la position du point mobile pour laquelle sa distance au point
Jixe est minimum.

Or on obtient immédiatement la réponse 4 cette derniére question en
abaissant du point A’ une perpendiculaire A’z sur la droite AU; et si 'on
veut passer. de la construction du second probleme  la. construction du
premier, on ménera za parallele & A'V',et rencontrant AV en «; etla droite
ad', égale et paralleled # A', sera la distance minimum des deux mobiles A
et A’ dans leur mouvement primitif.

Observation. — On trouve dans la Correspondance sur T Ecole Polytech-
nique , tome II, pa se 22, une.solution analytique de ce probléme, par
Puissant. . ‘

ProsLiME II. — Les deux premiers sommets d’un triangle ABC glissant
sur dewx droites fixes Oz, Q 7> tmuver la nature du liew déerit par le
* troisiéme sommet.

Calutinen  Dwanant la fioura mnhiln dance Puna munleanms de ang nncio



4 DES MimiODES E\ GEOMETRIE. fions, construisons la
circonférence OAB , joignons son centre D au sommet libre C par une
droite qui cou(>e la circonférence en A', B', et menons les droites indéfinies
0.V, OB’. Si I'on remarque que, le triangle ABC ¢étant donné,ainsi
queVanglejO.T, la grandeur de la circonférence 0.\B et la position de son
centre D, [>ar rapport au triangle ABC, '/smUietmiiinécs , on pourra
concevoir que cette circonférence “participe au mouvemi'nt du triangle , et
I’on verra que, dans le mouvement commun résultant, les dillérenls
segments de la droite A'DB'C conservent des grandeurs invariables. Or, il
est facile d'établir que les droites indéfinies OA', OB' sont dHcrminées et
demeurent immolules dans le mouvement général q\ie nous venons do
substituer au premier. lin effet, les angles de OA aven; OB , de OA' avec
OB', et de CD avec .\B demeurant coiislanUs , les sommes arc BB' -t- arc
AB', arc AB'-)- arc AA', arc AA' -4- arc BH' demeurent aussi con.slantcs :
donc les arcs BB', AB', AA’ sont constants, cl les directions 0.\', OB' sont
déterminrrs. Il résulte de 1a que le mouvement du point C, considéré comme
sommet libre du triangle AUC, est le méme tpie le mouvement du point C
considéré comme apliarlenauf a la droite A'B'C dont les points A' et B'
glissent sur les deux axes rectangulaires O.A', OB’; et le probléme est
ramené au suivant, dont la solution est connue ; Dctuc /mintf ff 111ir dmite
"Jixsdiit sur deux axrs rrrtimgidintrs, trouver ht nature du Heu il€erit jutr un
troisiecme /joint de eette droite. Ce lieu primitif est donc une elliiise ayant
[wur centre le iioint O. 4. SXnJXIEMi: METHODE. — Par construction.
— Cette méthode consiste a substituer a la définition en langage ordinaire
de certain ¢lément d'une figure une construction géométrique équivalente
qui mettra souvent en lumiere ries relations utiles a la solution de la
question proposée. 11 |>ourra méme arriver que cette construction modifiée
laisse subsister les rfiémes relations, et la méthode actuelle fournira alors,
en meémo temps que la réponse a la question proposée, la solution d’une
question nouvelle. A cette méthode se rattache encore I’emploi des
constructions auxiliaires d’une si grande importance dans la solution des
questions de géométrie, mais pour le choix dtscpielles il est presttue
impossible d'assigner des reégles -générales. On peut toutefois indiquer une
de ces constructions qui trouve son application dans beaucoup de cas, et qui
consiste a fixer la position des points, connus ou inconnus, par rapport a
I’ensemble de la figure, en menant par chacun de ces points des paralleles a



deux droites de la figure terminées a ces droites. D’ailleurs la méthode
actuelle ne doit pas €tre regardée comme une méthode particulicre ,
indépendante d¢ celles que nous avons d¢ja examinées ; ' mais seulement
comme une méthode de cjétail , destinée a préter son appui a toutes les
autres. Digilized by Google



4 DES METHODES EN GEOMETRIE.

tions, construisons la circonférence OAB, joignons
son centre D au sommet libre C par une droite
qui coupe la circonférence en A’, B’, et menons
les droites indéfinies OA', OB,

Si I'on remarqueque, le triangle ABC étant don-
né, ainsi que I'angle y Oz, la grandeur de la circon-
férence OAB et la position de son centre D, par rap-
port au triangle ABC, sont déterminées , on pourra
concevoir que cette circonférence parlicipe au
mouvement du triangle, et l'on verra que, dans le
mouvement commun résultant, les différents seg-

ments de la droite A’DB'C conservent des grandeurs invariables.

Or, il est facile d’établir que les droites indéfinies OA’, OB’ sont détermi-
nées et demeurent immobiles dans le mouvement général que nous venons

-de substituer au premier. En effet, les angles de OA avec OB, de OA"avec
OB, et de CD avec AB demeurant constants , les sommes are BB' +-arc AB/,
arc AB'+arc AA’, arc AA’ - arc BB’ demeurent aussi constantes : donc les
arcs BB, AB', AA’ sont constants, ¢t les directions OA’', OB’ sont. déter-
minees.

Tl résulte de la que le mouvement du point C, considéré comme sommet
libre du triangle ABC, est le méme que le mouvement du point C considéré
comme appartenant i la droite A'B'C dont les points A’ et B' glissent sur
les deux axes rectangulaires OA’, OB'; et le probléme est ramené au sui-
vant, dont la solution est connue :

Dewx points d'une droite glissant sur dewx axes rectangulaires, trouver
la nature du licu décrit par un troisieme point de cette droite.

Le lieu primitif est donc une- ellipse ayant pour.centre le point O.

4. DEUXIEME METHODE. — Par construction. — Cette méthode
consiste a substituer ala définition en langage ordinaire de certain élément
d’une figure une construction géométrique équivalente qui mettra souvent
en lumiére des relations utiles i la solution de la question proposée. Il pourra
méme arriver que cette construction modifice laisse subsister les mémes
relations, et la méthode actuelle fournira alors, en méme temps que la ré-
ponse a la question proposée, la solution d'une (uestion nouvelle.

A cette méthode se rattache encore 'emploi des constructions auxiliaires
d'une si grande importance dans la solution des questions de géométrie,
mais pour le choix desquelles il est presque impossible d'assigner des régles
-générales. On peut toutefois indiquer une de ces constructions qui trouve
son application dans beaucoup de cas, et qui consiste a fixer la position des
points, connus ou inconnus, par rapport i 'ensemble de la figure, en me-

" nant par chacun de ces points des parallcles 4 deux droites de la figure
termingées a ces droites. o _ ‘

Dailleurs la méthode actuelle ne doit pas étre regardée comme une mé-
thode particuliére , indépendante de celles que nous avons déja examinées;
mais seulement comme une méthode de détail. destinée a préter son appui




PREMIERE PARTIE. 5 APPLICATIONS. Prbmikhe question. —
Probléme. — Par un j>oint C, situe sur la hisséetriée (Vun angle 0, un meéne
une transversale coupant en A, B, les c6tés de C angle, et par les points A B
on abaisse, sur Iti bissectrice OC, les perpendiea/aires A«, hb ; prenant le
/Mint b milieu de OC, sicrla droite ak comme diamétre , on construit une
demi-circonférence qui est rencontrée en M par la droite Bé; et Pon
demande le lieu geométrique des points M. Solution. — La construction
fournit immédiatement la relation (>) “\b = ab .kb. A/ Cela ]K)s¢, on a («)
Or,, a la définition du point k, d'apres laquelle ce point est lo milieu de la
droite CO, nous pouvons facilement substituer une construction
géométrique. Car, si I’on mene CA parallele au cété .AO et terminée au coté
BO, et que I’on abaisse du point h une perpendiculaire sur la bissectrice , le
pied de cette perpendiculaire sera le milieu de CO, et pai' suite co'incidera
avec lo point k. ai) = Ci. A? CB’ et au moyen de la construction du point k ,
on trouve aus.si B A (1) XA = OA. BO Substituant ces valeurs de ab et de kb
dans la relation (1), et observant qu’en vertu do la construction il vient enfin
(1) BABO BA BC“BA’ CB'BO’ Mi = Ci.0A. Ce qui fait voir que le lieu des
points M est la circonférence décrite sur la droite OC comme diametre.
Scolie. — Les relations précédentes subsisteraient encore et conduiraient
par suite au méme résultat, si, la droite OC n’étant plus la bissectrice de
I’angle 0, le ))oinl k €tait toujours défini par la méme construction, qui
consiste a mener CA parallele a OA, et a abaisser AA perpendiculaire sur
OC. Deuxieme question. — Théoreme. — Les quatre c6tés d'un
quadrilaleére,pris trois a trois, forment quatre triangles : construisant le /joint
de rencontre des hauteurs de chacun de ces triangles, on 1étient quatre
//oints qui sont en ligne droite. , Digitized by Google



PREMIERE PARTIEs 5

APPLICATIONS.

PREMIERE QUESTION. — PROBLEME. — Par un point C, situé sur la bissec- -
trice d'un angle O, on méne une transversale coupant en A, B, les cotés
de langle, et par les points A et B on abaisse, sur la bissectrice OC, les -
perpendiculaires Aa, Bb ; prenant le point k milicu de OC, sur la droite ak
comme diamétre , on construit une demi-circonférence qui. est rencontrée
en M par la droite Bb; et Pon demande le liew ‘géométrique des points M.

Solution. — La construction fournit immédiatement la relation
(1) Mb = ab.kb.
Or,.a la définition du point 4, d'aprés
laquelle ce point est le milieu de la
droite CO, nous pouvons facilement sub-
stituer une eonstruction géométrique.
" Car, si I'on méne C/ paralléle au coté AO
et terminée au cdté BO, et que l'on
abaisse-du point 4 une perpendiculaire
sur la bissectrice, le pied de cette per-
pendiculaire sera le milieu de CO, et par
suite coincidera avec le point 4.

Cela posé, on a

(a) : ub:Cb.%—g;

et au moyen de la construction du point 4, on trouve aussi
‘ g B

(b) kb =00. 30

Substituant ces valeurs de ab et de 4b dans la relation (1), et observant
qu'en vertu de la construction

il vient enfin ‘
—1
(1) Mb=Cbh.0b.

Ce qui fait voir que le lieu des points M est la circonférence déerite sur la
droite OC comme diamétre,

Scolie. — Les relations précédentes subsisteraient encore et conduiraient
par suite auméme résullat, si, la droite OC n’étant plus la bissectrice de
I'angle O, le point 4 était toujours défini par la méme construction, qui con-
siste a mener C/ parallele a OA, et 4 abaisser /4 perpendiculaire sur OC.

DEUXIEME QUESTION. — THEOREME. — Les quatre cdtés d'un quadrila- -

tére , pris trois a trois , forment quatre triangles : construisant le point de
rencontre des hauteurs de chacun de ces triangles, on obticnt quatre



6 DES METHODES EN GEOMETRIE. Déimmtration. —
Soient, par exemple, h(, /i, p les points de rencontre des hauteurs des
triangles ABD, BCF, .AGE, et cherchons a établir qu’ils sont en ligne
droite. * ' fMenons a cet effet la droite CL parallele a BD , et constmisons
anxiliaircment le / . point do rencontre des hauj tours du triangle ACL ; soit '
J X ce point de rencontre. / ApiK'lons d, l,e, f les / 1 pieds des hauteurs
ahaisl "A / séos sur la droite ABC des sommets D, L, E, F. - apercoit
immédiatem V I ment que les points A , /i, X sont on ligne droite , ainsi
NN quo les points G, X ; et \ip que les droites mk et C« sont i>arall¢.108. 11
suffira donc , iK)ur démontrer quo les points /« , « , p sont en ligne droitd,
d’établir Or les lignes km et Cn qui sont paralléles , les lignes kp et C/* qui
sont des segments d’une mémo droite , sont entre elles comme leurs
projections sur la droite ABC; on a donc les égalités suivantes : Il suffira
donc d’¢établir I’égalité¢ donc 1’égalité¢ a déemontrer (.r') revient a la suivante
qui résulte immédiatement do la construction , CL ayant €té numéc
parallélement a BD ou FD. J)onc I’égalité primitive (.r) est démontrée, et
Itis trois points w , n, /> sont en ligne droite , ce qui suffit pour la
démonstration du théoréme. S. TROiSIEraE METBOSE. — Par
duplication. — Cette méthode consiste a faire tourner une jiortion d’une
figure autour d’une certaine droite, pour lui donner, par rappori a Taxe de
rotation, une position Digitized by Google



6 DES mﬁon EN GEOMETRIE.

Démonstration. — Soient, par exemple, m, 2, p les points de ren-
contre des hauteurs des triangles ABD, BCF, ACE, et cherchons & établir
qu’ils sont en ligne droite.

' . [Menonsa cet effet 1a droite
%  CL paralléle a BD, et con-
struisons awxilidirement le
point de rencontre des hau-
teurs du triangle ACL; soit
A ce point de rencontre.

Appelons d, I, e, f les
pieds des hautewrs abais-
sées sur la droite ABC des
= sommets D, L, E, F.

On apergoit immédiate-
ment que les points A, m,
& sont en ligne droite, ainsi
que les points p, C, A5 et
\p _ que les droites mi et Cn

sont” paralléles. 11 suffira
donc , pour démontrer que les points 7, 7, p sont en ligne droite, d'établir
I’égalité : A

4 m

o} TGy |
Or les lignes Am et Cn qui sont parallles, les lignes 4p et Cp qui sont
des segments d'une méme droite, sont entre elles. comme leurs projec-
tions sur la droite ABC; on a donc les dgalités suivantes :

km . r_ll ¢ hp el_
Cr-Cf ® Cp~eC
1l suffira donc d'établir I'égalité '
, dl el . Cf
(=) ﬁ_fz ¢’ o bien L=

Mais
w_DL o Cf_FC,
Ie ” LE' Ce CE’
donc I'égalité a démontrer (') revient a la suivante :
DL FC
(=) LE = CE’
qui résulte immédiatement de la construction, CL ayant ¢té menée paral-
lélement & BD ou FD..Done I'égalité primitive () est démontrée, et les
trois points 2, n, p sont en lighe droite, ce qui suffit pour la démons-
tration du théoréme.
5. TROISIEME METHODE. — Par duplication. — Cette méthode
consisle a faire toufner une portion d’une figure autour d’une certaine



PIIEMIEKK PAIITIE. 7 symélriquo de celle <iu'elle occupait
d’abord; oiwrafion qu'on exprime plus simplement en langage ordinaire on
disant qu’on opdre la duplicntion d’une portion de la figure primitive autour
do I"une des lignes do cette figure. Or, si la ligne autour de laquelle on a fait
la duplication a €té convenablement clioisio, il arrivera que. les ¢léments
linéaires ou angulaires que I’on avait a comparer no seront pas altérés , et
que les relations qu’il fallait mettre en évidence dans la premiere figure
deviendront intuitives, ou au moins d’un plus facile acces, dans la seconde.
On pourra d’ailleurs, dans certains cas, avoir a opérer plusieurs duplications
successives autour de dittérents a.xes. ,iPPLIC.\TIO.\S. PnEMiEaE
ovESTiox. — Probléme. — Trotm-r le plus court chemin pour aller (P un
point a un antre, en passant par une droite donnée qui laisse tI’un me'nie
eaté les deux jjoints donnés. Solution. — Soit .\J1B un chemin quelconque
réunissant les deux [voints A et B, en passant i>ar un point M de la droite
Opérant la duplication autour de la droite XJ- de la portion de la ligure qui
contient les droites issues du point A, le jioint A viendra en A', symétrique
de A par rapiwrt a xr\ et le chemin AMB sera remplacé par le chemin égal
,4'MB qui réunit le point déterminé .4' au point B et qui traverse la droite
xv. Le chemin AMB sera donc minimum quand le chemin correspondant
A'MB sera minimum, c'est-a-dire (Juand la ligne A’MB sera droite. Le point
cherché M , auquel correspond le chemin minimum AMB , est donc
déterminé j)ar l'intersection dos droites .4' B et xj-. Seconde question. —
Probléme. — Etant donnés deux points .4 et B, situés <Pun meme cote (P
une droite xr, trouver sur celle-ci un /x>int M tel, qu’en joignant AM et
BM, P angle AMXx soit double de P angle BM ) . Solution. — Supixpsons le
probléme résolu , et opérons la du)>lication autour de xy de la portion do la
figure “B qui contient BM ; le point B viendra en B' symétrique do B par
rapport a xj-\ ’angle B'My égal a BMjy sera donc la moitié¢ do I’angloAMXx;
donc si I’on prolonge AM suivant Mc, la ligne B'M sera la bissectrice de
I’angle rtM v ou «Mg, et le point B', sera ¢galement ¢loigné dos deux” cotés
de cet angle. Donc, si' du point B' comme centre et avec un rayon égal a B'
A =" B'B nous décrivons une circonférence, cette circonférence sera
tangente a la droite ,4M«; donc, réciproM\ / 'A I Digilized by Google



PREMIERE PARTIE, 7
symétrique de celle qu'elle occupait d’abord; opérafion qu'on cxprime
plus simplement en langage ordinaire en disant qu'on opére la duplication
d’une portion de la figure primitive autour de I'une des lignes de cette
figure. Or, si la ligne autour de laguelle on a fait la duplication a été con-
venablement choisie, il arrivera que les éléments linéaires ou angulaires
que l'on avait 2 comparer ne seront pas altérés, et que les relations qu’il
fallait mettre en évidence dans la premiere figure deviendront intuitives,
ou au moins d'un plus facile acces, dans la seconde.

On pourra- d’ailleurs, dans certains cas, avoir 4 opérer plusieurs dupli-
cations successives autour de difiérents axes.

APPLICATIONS.

PREMIERE QUESTION. — PROBLEME. — Trowver le plus court chemin pour
aller dun point & un autre , en passant par une droite donnée qui laisse
Lun méme eété les dewr points dannés.

Solution. — Soit AMB un chemin quelconque réunissant les deux points
- A et B, en passant par un point M de la
w . droite zy. ' '
A / . Opérant la duplication autour de la droite
i 2y de la portion de la figure qui contient les
\/ droites issues du point A, le point A viendra
™ v en A’, symétrique de A par rapport & zy; et
{ A le chemin AMB sera remplacé par le chemin
¥ égal A'MB qui réunit lo point déterminé A’ au
point B et qui traverse la droite zy. Le che-
min AMB sera donc minimum quand le chemin correspondant A'MB sera
minimum, c'est-d-dire quand la ligne A'MB sera droite. Le point cher-
" c¢hé M, auquel correspond le chemin minimum AMB, est donc déterminé
par VUintersection des droites A'B et z).

SECONDE QUESTION. — PROBLEME. — Etant donnés deux points A et B,
situés d’un-miéme cété dune droite xy, trouver sur celle-ci un point M tel,
qu'en joignant AM et BM, Pangle AMx soit donble de Pangle BM y.

Solution. — Supposons le probléme résolu, et opérons la duplication

autour de xy de la portion de la figure

. . B ‘ qui contient BM; le point B viendra
\ /Ea en B' symétrique de B par rapport &
- L\

= e pa N Pangle B'My égal & BMy sera
e o ™ L done la moitié de 'angle AM.x; donc

\\i\‘ ‘v ,} si I'on prolonge AM suivant Ma, la li-

i gne B'M sera la bissectrice de I'angle

aMy ou aMb, et le point B’ sera éga-
lement éloigné des.deux cotés de cet anglc Donc, si du point B’ comme

centre et avec un rayon égal & B'b = 5 " B'B nous déerivons une circonfé-

s



8 DES METHODES ES UEOMETHIE. quemenl, pour avoir la
droite AM, il suflira de mener du (loint A une tangente a la circonférence
B', et le point M sera déterminé par l'intersection do cette tangente avec la
droite u:r. Troisikmb question. — Tiiéorkme. — /xj foiiimc (les tUstamcs
<riiii point quelconque rie la buse /F un trianj™lc isocele aux ilcux cotés rie
ce triangle est constante * quel que soit le imint choisi sur la base.
Démonstration. m— Soit o un point .quelconque pris sur la base BC du
triangle isocele ABC; et oc, ob les la'rpendiculaires abaissées de ce |X)int
sur les cétés .\B , AC. li>¢érons la duplication autoifr de la ba.se BC de la
~xprtion de la figure qui contient le c6té AC et la per[>cndiculaire
corresiwndante ob\ le c6té COA prendra la position symétrique Co' A’, et la
droiUro6’=s«/;sera encore iwrpendiculaire a Cb'A'. Or on aj>er¢oit
immeédiatement dans cette nouvelle figure que les droi les BA et CA’ sont
paralléles; que, 1>ar suite, oc et ob' sont sur le prolongement Tune de 1’autre
, €t que la somme oe.qg- ob' est constante et indépendante do la position du
point o, puLsipie celte somme représente la distance des deux paralleles
AB, CA', distance qui reste la méme, quelle que soit la perpendiculaire
commune aux deux droites AB, CA' sur laipielle on la mesure. La somme
¢gale ob + tu- est donc aussi constante. ' ' m'’kRemarque. - La nouvelle
figure montre encore la modification (ju’il faudrait faire .subir a I'énoncé
dans le cas ou le point o serait choisi sur I’tm des prolongements de la base
BC. 6. QDATRIEnn: méthode.' — Par abstraction ou par généralisation. —
On peut en général regarder une vérité géometrique €noncée ¢ (Kiur une
certaine figure comme un cas i>artiru'ier d'une autre vérité plus étendue,
relative a une figure iilus générale que la premicre, et dans laquelle certains
¢léments seraient définis par un nombre moindre de conditions que dans la
figure do 1'énoncé. On pourra donc , dans certains cas spér'iaux, faire
abstraction d’une ou de plusieurs des Jiropri¢lés qui définissent cerUiins
¢léments principaux de la figure primitive, pour ne conserver que celles qui
paraitront sufiire a I’existence d'une proposition plus générale et dont la
proposee ne sera qu’un cas jiarticulier. 11 arrivera souvent, d'ailleurs, que la
démonstration do celte pro|)osilion générale paraitra plus facile que celle do
la pro(>osition primitive, et ¢’est ce dont il est facile de se rendre compte :
I’une des plus grandes difficultés que 1’on éprouve a établir telle proi)riété
d’une figure donnée, réside, en effet, dans le choix (pie 1'on a préalablement
a faire des relations utiles et dans leur séparation de toutes les autres



relations , souvent en nombre considérable,' qui existent entre les ¢léments
de la figure, et (pie I'on n’a pas a employer dans la démonstration de la.
projiosition. Si donc on est parvenu a cette séinaration des relations utiles,
on aura réellement fait un |ias vers la siilution de la (piestion imopcist'c. .
Digiiized by Google



8 -~ DES METHODES EN GEOMETRIE.

quemem pour avdir la droite AMa, il suffira de mener du point A une
tangente a la circonférence B', et le point M sera déterminé par I'intersec-
tion de cette tangente avec la droite zy.

TromsieMe QUESTION. — THEOREME. = La somme des distances Cun
point quelconque “de la base un triangle isocéle aux deuxr cétés de ce
triangle est constante , quel que soit le point choisi sur la base.

Démonstration.— Soit o un point quelconque pris sur la base BC du
triangle isocéle ABC; et oc, ob les perpendiculaires
A abaissées de ce point sur les cotés AB, AC. Opérons
la duplication autodr de la base BC de la portion de
4 la figure qui contient le cdté AC et la perpendicu-
5 laire correspondante ob; le coté CHA prendra la
. o=+¢ position symétrique CA'A’, et la droite vb' == ob sera
/b encore perpendiculaire a C4'A". Or on apercoit im-
P * médiatement dans cette nouvelle figure quedes droites
. BA et GA’sont _paralléles; que, par suite, oc et ob’
sont sur le pmlongement 'une de l'autre, et que la somme oc+-ob' est
constante et indépendante de la position du point o, puisque cette somme
représente la distance des deux paralléles AB, CA’, distance qui reste la
méme, quelle que soit la perpendiculaire commune aux deux droites AB,
CA’ sur laquelle on la mesure. La somme égale ob-«}-m‘ est donc aussi
constante. B
Remarque. - La nouvelle figure montre encore la modification qu'il
faudrait faire subir a I'énoncé dans le cas eu le point o serait choisi sur
I'un des prolongements de la base BC.

6. QUATRIEME METHODE. — Par abstraction ou par générali-

sation. — On peut en général regarder une vérité céométrique énoncée
pour une certaine figure comme un cas particulier d’'une autro vérité plus
" étendue, relative & une figure plus générale que la premiere, et dans la-
quelle certains éléments seraient définis par un nombre moindre de con-
ditions que dans la figure de I'énoncé. On pourra donc, dans certains cas
spéciaux , faire abstraction d'une ou de plusieurs des propriétés qui déti-
nissent certains éléments principaux de la figure primitive, pour ne con-
server que celles qui paraitront suflire a I'existénce d'une proposition plus
générale et dont la proposée ne sera qu'un cas particulier.

Il arrivera souvent, dailleurs, que la démonstration de cette proposition
générale paraitra plus facile que celle de la proposition primitive, et ¢’est
‘ce dont il est facile de se rendre compte.: Pune des plus grandes difficultés
que 'on éprouve i établir telle propriété d’'une figure donnée, réside, en
effet, dans le choix que l'on a préalablement & faive des relations utiles
et dans leur séparation de toutes les autres relations, souvent en nombre
considérable , qui existent entre les éléments de la fizure, et que I'on n'a
pas a employer dans la démonstration de la proposition. Si done on est
parvenu a cette séparation des relations utiles, on aura réellement fait un

~



PREMIEBB PARTIE. 9 APPLICATIONS. Théobéhe de Newton.
— Dans un quadrilalérc circonscrit a un cercle , lu droite qui joint les
milieux des diagonales passe par le centre du cercle. Démonstration. —
Soient ahcd le quadrilateére considéré et o le centre du cercle inscrit. Parmi
les nombreuses relations qui lient le point o au quadrilatere ahcd,
choisissons la suivante ; (>) tri oab + tri oed — tri ohe 4- tri oda , qui
exprime que la somme des aires des triangles ayant pour sommet commun
le point o et pour bases deux cotés opposés du quadrilatére, est équivalente
a la somme des aires des triangles ayant pour bases les deux autres c6tés. Or
il est facile do démontrer que, dans un quadrilatére quelconque abcd, tout
point o satisfaisant a la relation (i) est situé sur la droite rnn qui joint les
milieux des diagonales. La relation (i) peut, en effet, s’écrire ('l tri oed/ —
tr1 obe = tr1 oad — tri oed ; et si I’on appelle m, n les milieux des diagonales
//c, bd, on aper¢oit immeédiatement que (a) tri oab — tri obe = % tri omb.
Car les triangles qui entrent dans la relation (a) ont une base commune ob ,
et sont, par conséquent, entre eux comme les distances dos points a] ¢, m a
la droite ob. On aura de méme (3) {.noad — inoed = *i.lnomd. ' « * Il
suffira donc, pour que le point o satisfasse a I’équation de condition (1'),
qu’il satisfasse a la suivante : (4 ), tri omb = tri omd, ce qui exige, les
triangles omb cl omd ayant une base commune om, que les sommets b, d
soient également ¢loignés de la droite om, ou, ce qui revient au mome, que
om passe par le milieu « de la droite bd-, ou enfin que le point o soit situé
sur la droite mn qui joint les milieux des diagonales. Nous avons donc ce
théoréme général : I . T>i€oréme. — Dans un quadrilatére plan qutdconque,
le lieu des points o tels, que des quatre triangles avant pour sommet
commun P un de res points, et pour bn.ses respectives les quatre cotés du
quatlrilatere , la somme de deux triangles non adjacents soit €égah- a la
somme des deu.r autres , est la droite qui joint les milieu.e des-
diagiinales.'(\.con K-ss*.) . Digitized by Google



PREMIERE PARTIE. 9

B APPLICATIONS.

TuEorEME DE NEWTON. — Dans un quadrilatére circonserit a un cercle,
la droite qui joint les milieux -des diagonales passe par le centre du -
cercle.

Démonstration. — Soient abed le quadrilatére considéré et o le centre
du cercle inscrit. Parmi les nombreuses relations qui
lient le point o au quadrilatére abed, choisissons la

- suivante :

(1) tri oab +tri oed = tri obc + txi oda,,

qui-exprime-que la somme des aires des triangles ayant
pour sommet commun le point o ot pour bases deux
cotés opposés du quadrilatére, est équivalente a la
somme des aires des triangles ayant pour bases les deux
autres cotés. Or il est facile de démontrer que, dans un
quadrilatére quelconque abed , tout point o satisfaisant a la relation (1) est
situé sur la droite mn qui joint les milieux des diagonales.
La relation (1) peut, en effet, s'écrire

(1" ‘tri oab — triobe = trioad — triocd;

et si 'on appelle m, # les milieux des diagonales ac, bd, on apercoit
immédiatement que

(2) trioab — triobe = atriomb.

Car les triangles qui entrent dans la relation (2) ont une base commune 0b ,
et sont, par conséquent, entre eux comme les distances des points a, ¢, m.
a la droite 0b. On aura de méme

(3) tri oarl — triocd = atriomd.

11 suffira done, pour que le pgmt, o satisfasse a 1'équation de condition (1),
~quiil saucfaasc a la suivante :

(4) tri omb = triomd,

ce qui exige, les triangles omb et omd ayant une base commune om, que
les sommets &, d soient également éloignés de la droite om, ou, ce qui
revient au méme , que om passe par le milieu # de la droite bd; ou enfin
que le point o soit situé sur la droite mz qui joint les milieux des diago-
nales. Nous avons donc ce théoréme général :

TueorREME. — Dans un quadrilatére plan quelconque, le licw des poirits o
tels, que des quatre triangles ayvant powr-sommet commun Cun de ces points,
et pour bases respectives les quatre c6tés du quadrilatere, la somme de

deux tnﬂnglcc non a(ljnuvm soit égale a la somme des deax autres, est la
FianFiin seunt Saloud b exitPavins Pl .....L..- VT Aam Awrwrn )



lo DES MA.THODES EN GEOMETUIE. Si le quadrilatére est
rireonsoriidible, le centre du cercle inscrit est évidemment 1’un des points
du lieu précédent; nous retrouvons ainsi le théoréme de Newton dans un cas
particulier du précédent. ScoUe. — A la méthode actuelle se rattache
encore” l'emploi des lieux ;;eomeétrique8 ou des courbes envrlojvpes dans
la.résoiution dos [iroblemes déterminés, ayant pour objet de trouver un
point (ou une droite) satisfaisant a plusieurs conditions A et B. Eu effet, si
I’on fait alternativement abstraction de 1 une des conditions B ou A, qui
définissent lo point (ou la droite) que I’on cherche, on trouvera
successivement deux lieux géométriques («) et [b) [ou deux courbes
envelopiKS {*) et (?)] des points (ou des droites) satisfaisant isolément aux
conditions A et aux conditions B. Le point ou la droite que I’on cherche sera
donc le point commun aux courbes (n) et (A), ou la tangente commune aux
courbes (a) et (f'). Supposons, par exemple, qu’il s’agisse A'inserirc dans un
triangle * dunné ABC un triangle MNP dont les cotés passent par trois
points donnés TT , fi, V , situés en ligne droite. 11 suffit évidemment , pour
résoudre le probléme , do déterminer 1’un dos sommets M, fwr exemple, du
triangle cherché. Or, d’apres ’une des conditions du probleme, le sommet
M doit se trouver sur le coté .\B; et si nous ' faisons })our un moment
aBsiraction do cette condition, nous aurons, au lieu du triante déterminé
MPN, une infinité de triangles, tels que mpn, dont les cotés passeront par
les points fixes 1, n, v, et dont les sommets n.p décrivent les cotes CB, CA
du triangle ABC. Mais ,--d’apres un théoreme connu, le sommet libre m du
triangle variable mnp décrit une droite jiassant par le point de concours C
des droites CB, CA, (jui servent de directrices aux sommets n, p. point
cherché .M sera donc fourni par I’intersection du c6té -AB avec la droite
Cm. 7. CINQtniaaE IOEIXROVE. — Par conijmsitinn et décomposition.
— Cette méthode consiste 6 conqioser (soibpar voie d’addition, soit par
voie de soustraction), avec les grandeurs dont on veut établir I’égalité,
d'autres grandeurs auxiliaires dont 1 €galité est évidente ou jamt étre rendue
telle; les nouvelles grandeurs qui résultent de cette oivération €tant alors
identiques ou simplement écluivalentes. ¢ A cette méthode se rattachent
encore les démonstrations ou 1I’on décompose™ les doux grandeurs
considérées en un mémo nombre (limité ou illimité) de parlies que 1’on
prouve étre égales ou équivalentes deux a deux; la méthode prenant alors le
nom do méthode jiar décomposition. 'applications. Les ¢léments de



geomeétrie présentent plusieure applications do la mélliode acluc'lle. Nous
citerons 'comme exemlilc les theoreiiies relatifs au Digilized by Google



10 DES METHODES EN GEOMETRIE.

Si le quadrilatére est circonscriplible, le centre du cercle inserit est
évidemment 1'un des points du lieu préeédent; nous retrouvons ainsi le
théoréme de Newton dans un cas particulier du précédent.

Secolie. — A la méthode actuelle se rattache encore 'emploi des lieux
géométriques ou des courbes enveloppes dans la.résolution des problémes
déterminés, ayant pour objet de trouver un point (ou une droite ) satisfai-
sant  plusieurs conditions A et B.

En effet, si 'on fait alternativement abstrac-
tion de I'une des conditions B ou A, qui défi-
nissent le point (ou la droite) que l'on cherche,
on trouvera successivement dewr licux géomé-
triques (@) et (&) [ou deux courbes enveloppes
(2) et ()] des points (ou des droites) satisfai-

s —pr. p 4¢  sant isolément aux conditions A et aux condi-
“‘:’ \k dions B. Le point ou-la droite que I'on cherche
¥ sera donc le point commun aux courbes (a) et (4),

" ou la tangente commune aux courbes (z) et ().

Supposons, par exemple, quil s'agisse d'inscrire dans un triangle

.donné ABC un triangle MNP dont les cdtés passent par trois points dun-
nés w, @, v, situés en ligne droite.

Il su[ﬁt év ndemmcnt pour résoudre le probleme, de déterminer I'un des
gommets M, par exemple, du triangle cherché. Or, d’aprés I'une des con-
ditions du probléeme, le sommet M doit se trouver sur le coté AB; et si nous -
faisons pour un moment abstraction de cette condition, nous aurons, au
lieu du triangle déterminé MPN | une infinité de triangles, tels que mpn,
dont les cOtés passeront par les points fixes =, 4, v, et dont les sommets #,
décrivent les cotés CB, CA du triangle ABC. Mais ,.d’aprés un théoréme
connu, le sommet libre 72 du triangle variable mzp décrit une droite pas-
sant par le point de concours C des droites CB, CA, qui servent de direc-
trices aux sommets #, p. Le point cherché M sera donc fourni par l'inter-
section du coté AB avecda droite Cm.

7. CINQUIEME METHODE. — Par composition et décomposition, —
Cette méthode consiste & composer (soit-par voie d’addition, soit par voie -
- de soustraction), avec les grandeurs dont on veut établir 1'égalité, d’autres
grandeurs auxiliaires dont I'égalitc est évidente ou peut étre rendue telle;
les nouvelles grandeurs qui réﬁultent de cette opération étzmt alors u]en—
tiques ou simplement équivalentes.

A cette méthode se rattachent encore les démonstrations ou l'en décom-
poseles deux grandeurs considérées en un méme nombre (limité ou illimité)
de parties que I'on prouve étre égales ou équivalentes deux a deux; la
méthode prenant alors le nom de méthode par décomposition.

"APPLICATIONS.

Les éléments de géométrie présentent plusieurs applications de la mé-



PaEMIEBE PARTIE. I I triangle rectangle, et plusieurs
propositions relati\es 4 la mesure des solides. 8. SIXIEME METHOEE.—
/'«r/e.i/i/Hite.t.— Cetteméthodoestfondée sur la définition méme de la
limite d’une grandeur variable ; elle consiste a substituer aux grandeurS'A,
B, C...., entre lesquelles on s'out établir rexistonco d'une certaine relation,
des grandeurs variables a, b, c,... ayant pour limites respectives A, B, C,...;
cherchant ensuite la relation (x) /(a' 6, c,...) = p, ' qui existe entre les
grandeurs a, é, c,..., et examinant ce que devient cette relation (X) quand a,
b, c,... convergent simultanément vers leurs limites A, B, C,..., on obtiendra
enfin la relation (X) F(A, B,C,...) = o qu’il s’agissait de trouver. Remarque.
— Les ¢léments de géométrie présentent un grand nombre d’applications de
cette métHode. 9. SEPTIEME METHODE. — Par la réduction a V
absurde. — Dans cette méthode on établit entre les grandeurs considérées
les relations ajjirmées p>ar 1’énonce, en faisant voir que toute supposition
de relations différentes conduirait a des conséquences opposées aux
données de la question , ou absurdes en elles-mémes. Cette méthode ne
doit, au point de vue de 1’élégance géométrique, étre employée que dans le
cas ou elle fournit une démonstration plus simple que la méthode analytique
ordinaire , et particulicrement pour les cas ou celle-ci serait insuffisante ;
car il est. visible que ces sortes de démonstration peuvent convaincre
Pesprit, mais non pas Péclairer, ce qui doit étre cependant le principal fruit
de la science. (Logique de PorfrRoyal.) APPLICATIONS. THEonE.UE. —
Deux jx>fygoncs circonscriptibles et dPun meme nombre de c6tés sont
¢gaux si les distances de leurs différents sommets aux centiTs des cercles
inscrits sont égales deux a deu.x et se succedent dans le meme ordre. IV. R.
Le théoréme suppose en outre que chacun des deux polygones enveloppe
completement le cercle inscrit correspondant. Démonstration...— On
apercoit immédiatement que 1’égitlité des deux polygones entraine 1’é€galité
doS rayons des cercles inscrits, et que réciproquement, s’il était établi que
les rayons des cercles inscrits sont €¢gaux , il en résulterait I’égalité¢ des deux
{Wlygones, (lui seraient alors comiiosés d’'un méme nombre de triangle.s
rectangles égaux ( comme ayant rhy|U)ténuso égale et un coté do I’angle
di'oit égal) et se succédant dans le mérite *ordre. Il suffira donc d’étafilir
régalitji. des rayons c, /. * * Digitized by Google



PREMIERE PARTIE. R )

triangle rectangle, et plusieurs prcposmons relatives 4 la mesure des
sohdes

8. SIXTEME METHODE.— Parles limites.—Cette méthode est fondée
sur la définition méme do la Zimite d'une grandeur variable : elle consiste
A substituer aux grandeurs'A, B, C,..., entre lesquelles on veut établir
existence d’une certaine relation, des grandeurs variables a, b, c,...
ayant pour limites. respectives A, B, C,...; cherchant ensuite la relation

() flaib, e,)=0,

qui existe entre les grandeurs a, b, c,?.., et examinant ce que devient cette
relation () quand a, b, c,... convergent simultanément vers leurs limites
A, B, C,..., on obtienflra enfin la relation ‘

(X) F(A,B,C,.)=0

qu’il s'agissait de trouver.
Remarque. — Les éléments de géométrie présenttnt un grand nombre
d’applications de cette méthode.

9. SEPTIEME MEBTRBODE. — Par la réduction & labsurde.— Dans
cette méthode on établit entre les grandeurs considérées les relations «ffir-
mées par I'énoncé, en faisant voir que toute supposition de relations diffé-
rentes conduirait & des conséquences opposées aux donm,cs de-la ques-
tion, ou absurdes en elles-mémes.

Cette méthode ne doit, au point de vue de I'élégance géométrique, étre
employée que dans le cas ou elle fournit une démonstration plus simple
que la méthode analytique ordinaire, et particuliérement pour les cas ou
celle-ci serait insuffisante; car il est visible que ces sortes de démonstration
peuvent convaincre Pesprit, mais non pas Péclairer, ce qui doit étre ce-
pendant le principal fruit de la science. (Logique de Port-Royal.) )

APPLICATIONS.

THEOREME. — Deux polygones circonscriptibles et dun méme nombre

de cbtés sont égaux si les distances de leurs différents sommets aux

_centres des cercles inscrits sont égales deux a deux et se succedent dans
le méme ordre. ‘

N. B. Le théoréme Suppose en outre que chacun des deux polygones
enveloppe complétement le cercle inserit correspondant.

Démonstration.— On apercoit immédiatement que I'égalité des deux
polygones entraine I'égalité desrayons des cereles inscrits, et que récipro-
quement, s'il était établi que les rayens des cercles inscrits sont égaux, il
en résulterait I'égalité des denx polygenes, qui seraient alors composés
d’'un méme nombre de triangles rectangles égaux (comme ayant 'hypoté-
nuse égale et un coté de I'angledreit ézal) et se =uc<‘t,ddnl d.ms le méme
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i1a, DES METHODES EN OEOMETRIE. Supposons, a cet effet,
que I’on ait « *« Soient ABC...L, A'B'C'...L' les deux polygones; O, O' les
centres di's cercles inscrits desquels nous abaisserons Oa, 0/ et ii'n', O'b',...,
07' perpendiculaires respectives a AB, BCLAetaA' B', B'C',..., L'A";
joignons enfin les centres 0 et 0' aux différents sommets des deux
polygones. La comiwraison des triangles rectangles AO«, A'O'n', dans
lesquels les liyixjténuses 0.\, O'A' sont égales et les cotés 0«,0'«'sont
inégaux, montre que les angles AOa, A'O'a' sont inégaux ; et d’ailleurs
suivant gtie I’on aura r'r', ¢’est-a-dire * * on aura on verrait de méme que on
a donc, en ajoutant, on aurait do méme AOrt*A'O'W'; «OB"VU'B";
AUB"A’O’B'; BOC*B'O'G'. LOAL'd'A". B ” Par suite , en ajoutant ces
inégalités membre a membre , on arriverait a *cp résultat, (}uc la somme
des angles formés autour du point 0 a'rait différente do celle des angles
formés autour du point O', conséquence absurde, jtuisquo chacune de ces
sommes est €gale a quatre droits. Donc on a nécessairement r =1', et le
théoréme se trouve démontré. ¢ TiiEoiiE.ME IL — Deux polygones
inscriptibles et )JFun méme nombre de cotés sont égaux quand les distances
a leurs cotés respectifs des centres lies cercles circonscrits sont égales deux
a deux et se succedent dans le méme ordre. La démonstration est
entierement analogue a la précédente ; elle consiste a établir, par la mémo
méthode, 1’¢galité des rayons des cercles circonscrits. {Nouvelles Annales
de Malhématiipics , i848j page 6i.) *10. HUITIEME METHODE. — Par
inversion. — Cette méthode consiste a prendre pour données d’une
nouvelle' question auxiliaire les inconnues de la question proposée, les
données de celle-d devenant le.« inconnnes dela question aq.xiliaire. Si I’on
résout directement cette dernicre, on ol> tiendra un¢Tigure semblable a
celle gge I’<§n devait construire [UHir résoudre Digitized by Google



12 " DES METHODES EN GEOMETRIE.

Supposons, a cet effet, que V'on ait

rz £

Soient ABC...L, A’B'C’...L' les deux polygones; O, O' les centres des
cercles inscrits desquels nous abaisserons Oa, 04,..., 0l et 0'd’, 0'0',...,
0’7 perpendiculaires respectives a AB, BC,..., LAeta A'B’, B'C',..., L'A";
joignons enfin les centres O et 0" aux dlﬂ‘érents sommets des deut poly-
gones. La comparaison des triangles rectangles AOa, A'O'a’, dans les-
quels les hypoténuses OA, O*A’sont égales et les edtés Oa,0'a’sont iné-

gaux, montre que les angles AOa, A'0’a’ sont inégaux ; et d'ailleurs suivant

- que l'on-aura '
o rz 7, c'est-a-dire OaiO'a‘,
on aura

\0(1<A'U'u :
on verrait de méme que

I A
aOBSa'0'B’;
on a donc, en ajoutant,

A .".? »
AOB ; AO'B;
on aurait de méme

soc<p e,

P ] " ,/‘-. 4
LOA>L O'A

Par suite, en ajoutant-ces inégalités membre a membre, on arriverait a
“ce résultat, que la somme des angles formés autour du point O serait dif-

férente de celle des angles formés autour du point O', conséquence absurde,

puisque chacune dé ces sommes est égale & quatre droits. Donc on a

nécessairement 7 = 7', et le théoréme se trouve démontré.. ¢

Tutorene . — Dews polygones ms‘cnpablt’s et dun méme nombre de
ebtés. sont égaux quand les distances & lewrs cBtés re spectifs des centres
des cercles circonserits sont égales deux a deux et se succédent rl(m.s le
méme oidre.

La démonstration est entierement analogue a la précédente; elle consiste
a établir, par la méme méthode, I'égalité des rayons des cercles circon-
scrits, (Nouvelles Annales de Mathématiques , 1848,, page 61.)

10. HUITIEME METHODE. — Par uwcr,;;r,n. — Cetteméthode con-
siste a prendre pour données d'une nouvelle:question awriliaire les incon-
nues de la question proposée, les definées de ealle-ci devenant les inconnues
de'la question ayxiliaire. Si l'on résout d'lmtomvnl celte dermerc on oh-
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PHEMIKRE PARTIE. I 3 In probléme proposé , qui n’offrira plus
dés lors aucune difficulté. {Examen t/es différentes mclhotles, page 16. ) La
méthode actuelle pourra étre employée avec avantage dans la plupart des
problémes ayant pour objet 'de construire une ligure semblable a une figure
connue, et ayant avec une autre figure donnée certaines relations de
[losition spécifiées dans I’énonce. On lient d’ailleurs, dans certains cas,
diriger la construction du probléme inverse de maniere a obtenir
immeédiatement certains ¢léments principaux suffisant pour déterminer 1a
figure que 1’on avait a construire dans le probléme primitif. On en verra un
exemple dans le second des problémes suivants. APPLICATIONS. Nous
prendrons, comme application de la méthode, 1'e.xemplo choisi parM.
Lamé, en modifiant seulement la solntion de la question auxiliaire.
PnoBLKIJIE I. — Inscrire a un quadrilatere dunné (Q) un quadrilatere
sem/dable a un autre quadrilatere donné (Q')/ . Solation. — Pi oposons-nous
le problému inverse consistant a circonscrire h un quadrilatére donné (Q')
un quadrilateére (Q) donné trespere. Cette (luestion auxiliaire est plus facile
a traiter directement , et c’est de » solution que nous allons nous occuper.
Soit abt'd le quadrilatere cliercljé , circonscrit au quadrilatere A'B'C'D' (Q")
et semblable ail quadrilatére donné (Q). Les angles d, a, b étant donnés, les
.sommets rf, «, b seront respectivement sur des segments caiiables d’angles
connus construits sur les cotés D'A', A' B', B'C'; si, do plus, nous joignons
oc/'qui conpe en b'd' les segments construits sur B'C', D'A', nous
reconnaitrons que nous jiouvons déterminer a priori les points b\ ¢/;'car le
quadrilatére abcd étant semblable a un quadrilatére donné (0), le triangle
partie! «ic/, par exemple, est semblable a un triangle donné¢; les angles ahd,
adb sont donc connus; et comme ils oiit pour mesures resjiectives les demi-
arcs B’0', k'd\ nous pourrons, par une construction simple, obtenir chacun
des points b'pf. Cela posé, la'droite b'd', joignant ces deux points, ira
coujver une deuxieme fois les segments construits sur B'C' et D'.\' suivant
les points b, d\ nous aurons donc deux sommets opposeés b, d du
quadrilatere cherché , et le probleme auxiliaire sera résolu. Enfin, si nous
revenons au probléme primitif, il nous suffira, pour le résoudre, de diviser
les cotés du quadrilatére ABCD (Q) dans des rapports €égaux aux rapports
des segments que les points B', C', D', déterminent sur les cotés «//, br , cd,
da de la figure précédente, et de joindre les points de division. Digiiized by
Google



14 DES METHODES EN GEOMETRIE. Remorque. — Le
probléme piiijwiso a liait solution.”. Car, si nous examinons le nombre des
solutions du probleme auxiliaire nous trouverons ([UC ; 1". En supposant
d’abord ([uo I’angle a s’appuie sur le co6té A' B', nous [inuvons supposer :
soit que les angk'S b et fl s’appuient reS|)octivement sur A'D' et sur B’C', ce
qui fournit une [iremiere solution ; soit au contraire que h et <l s’appuient
respectivement sur B't"'et A'D' comme dans notre figure, CO qui fournit
une seconde solution (cette seconde solution rentrerait toutefois dans la
premiere , si ’on avait a la fois et cercle A' t/D' = cercle C'B'0, c’est-a-dire
.V1V=B’C). a". On aura do méme trois autres systémes de deux solutions
fournis successivement par 1I’hypothese que l'angle 'n s’appuie sur les c6tés
B'C, C D’, D'A’, au lieu de s’appuyer sur le c6té A’li’. Li"' probléme aura
donc huit solutions dans le cas général. Puoiil.i;ME il. — On propose
1Pinscrire /Tons un Iri/tngle donné un triangle dont les rotés soient
jmr/illeles a des tlirections données. * Solution. — Construisons un triangle
mnp ayant ses cOtés paralleles a eoux du triangle cherché, et dont Iw
sommets m, n soient situés sur les cotés AC, AB. Un voit immédiatement
alors que, si par le sommet P de ce triangle on menait la droite be parallele a
BC, on obtiendrait une figure Aor, mnp semblable a colle que I’on veut
construire, et semblablement placée ; ces deux figures ayant d’ailleurs le
point A pour centre de similitude , il suffira , pour obtenir le sommet P du
triangle cherché, do prolonger la droite \p jusqu’a son intersection avec le
coté BC, et le probléme se trouvera résolu. 11. NIHIVIEME WETHODE.
— PrtT les lignes, les aires ou les volumes nujdlitdrcs. — Cette méthode
consiste a employer comme auxiliaires , dans la recherche d’une relation
entre des grandeurs d’une certaine espece (lignes, aires ou volumes) des
grandeurs d’espece différente (aires, volumes ou lignes) entre lesquelles on
pourra mettre en évidence des relations contenant im|[)licitement celles que
I’on cherchait a établir entre les grandeurs de la premicre espece. La mesure
des aires et des volumes qui permet d'exprimer ces grandeurs jiar le produit
des nombres qui représentent certaines do leurs dimensions linéaires,
conduit naturellement a substituer a la comparaison de deux aires ou de
deux volumes la comparaison d’un certain nombre do lignes, dont on n’a
plus ensuite qu’a composer les rapports. Cette substitution est, comme on
sait , d’un usage tres-fréquent dans les €léments, ou elle fournit en général
des démonstrations beaucoup plus simples que ne le ferait 1’é¢tude directe



des grandeurs que 1’on en\isage : ¢’est ainsi (juo les théoremes relatifs aux
aires que I’on peut construire sur Digilized by Google



.14 DES METHODES EN GEOMETRIE.

Remarque. — Le probléme proposé a huit solutions. Car, si nous exa-
minons le nombre des solutions du ‘probléme auxiliaire nous trouverons
que : .
1°. En supposant d’abord que P'angle a s’appuie sur le coté A'B’, nous
pouvons supposer : soit que les angles b et  s'appuient respectivement
sur A'D’ et sur B'C’, ce qui fournit une premiére solution; soi¢ au contraire
que b et d s'appuient respectivement sur B'C" et A'D' comme dans notre
figure, ce qui fournit une seconde solution (cette seconde solution

Cp i i Shmon
rentrerait toutcfois dans la premiere, si T'on avait & la fois & = o, et
cercle A'd D' = cercle C'B'Y, c¢'est-a-dire A'D'=B'C').

2°. On aura de méme trois autres systémes de deux solutions fournis

successivement par I'hypothése que P'angle a s'appuie sur les cotés B'C,
C'DY, D'A’, au licu de s'appuyer sur le coté A'B'..

Le probléme aura done huit solutions dans le cas général.

ProsLiME I — On propose dinscrire dans un triangle donné un triangle
cdont les cotés soient paralléles & des directions données.

Solution. — Comstruisons un triangle mnp ayant ses cotés paralléles a
' ceux du triangle cherché, et dont les sommets
m, n soient situés sur les cotés AC, AB. On
voit immédiatement alors que, si par le soni-
met pede ce triangle on menait la droite be
paraliéle a BC, on obtiendrait une figure Abe,
mnp semblable & celle que I'on veut construire,
et semblablement placée : ces deux figures
ayant d’ailleurs le point A pour centre de si-
militude, il suffira, pour obtenir le sommet P
du triangle cherché, de prolonger la droite Ap jusqu’a son intersection
avec le coté B?, et le probléme se trouvera résolu.

11. NEUVIEME MEBTHODE. — Par les lignes , les aires ou les vo-
lumes avxiliaires. — Cette méthode consiste & employer comme auxiliaires ,
dans la recherche d’une relation entre des grandeurs d’une certaine espéce
(lignes, aires ou volumes ) des grandeurs d’espéce différente (aires, volumes
ou lignes ) entre lesquelles on pourra mettre en évidence des relations con-
tenant implicitement celles que I'on cherchait & établir entre les grandeurs
de la premicre espece. '

_ Lamesure des aires et des volumes qui permet d’exprimer ces grandeurs
par le produit des nombres qui représentent certaines de leurs dimensions
linéaires, conduit naturellement a substituer & la comparaison de deux aires
ou de deux volumes la comparaison d'un certain nombre de lignes, dont on
‘n'a plus’ ensuite qu’d composer les rapports.

Cette substitution est, comme on sait, d’un usage trés-fréquent dans les
éléments, ou elle fournit en général des démonstrations beaucoup plus
simples que ne le ferait I'étude directe des grandeurs que 'on envisage :

Aask aimor savn las thhAnanimane wolatife anv airae rma Pan nant annabeeina moee




PREMiknE PARTIE. 15 les cotés d'un triangle Tcclangle, sur la
hauteur opposée a I’hypoténuse et sur les segments de celle-ci, se
démontrent aw plus de rapidité, on substituant a ces aires les produits de
lignes qui les représentent, et en comparant ces lignes entre elles. Dans ce
cas et dans la plupart de ceux que présente la géometrie €lémentaire, on
substitue aux grandeurs a eompaler, surfaces ou volumes, des grandeurs
plus simples , lignes ou surfaces. Mais il arrive d’autres fois que la
recherche de la relation qui existe entre des lignes ou des surfaces
présentant des difticultés,, on pourra recourir avec avantage a des surfaces
ou a des volumes auxiliaires : on aura alors substitué¢ aux grandeurs a
comparer, lignes ou surfaces, des grandeurs plus complexes, surfaces ou
volumes; et, quoique cette substitution parai.sse tI’abord contraire a
I'élégance géométrique, on ne de\ra [>as cer>endant l'exclure
systematiq\iemenl dans les cas surtout ou elle conduira plus rapidement que
tes méthodes directes au but que I'on se propose. ' . APPLICATIONS.
Théorkme 1. — Drs sijT urgmt'nts ijit’1irw timixvrrsn/r irrtiligi'ic detfrminc
sur tes rotes 1Ptin triaiiglr , trois segments mm ailjiirviits forment un jnn/uit
¢giit nu preuluit des trois autres. Démonstration. — Ainsi I'on aura ({}
Ac.Dff.Co = Br.Cn..\é. Désignons en effet par A, B, C les aires des triangles
que ta transver.salo considérét; détermiiKi dans les angles B, C du triangle,
on aura I’identité. (m>) ABC b'c'a Mais deux triangh'S qui ont un angle égal
ou supplémentaire sont entre eux comme les produits des cotés'qui
comprennent cet angle; on a donc les valeurs suivaixles pour chaam des
rapports rpd entrent dans la formule (-Jt) :\ _\rrli  b“b77" B _Brtne. C
Crt td>' C __ Ci> ha Ah hc Multipliant ces ¢égalités membre & membre,
substituant dansl'identité(2) et simiilUiant, on trouve la relation qu'il
s’agissait d'établir. TiiEonEME U. — Lt's droites qui joignent les sommets
d’un triangle a un menu; }toint déterminent sur les cotés opposés six
segments -, le produit de trois segments non adjacents est égal au produit
des trois autres. Digitized by Google
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les cOtés d'un triangle vectangle, sur la hauteur opposée a I'hypoténuse et
sur les segments de celle-ci, se démontrent avee plus de rapidité, en sub-
stituant a ces aires les produits de lignes qui les représentent, et en com-
parant ces lignes entre elles. Dans ce cas et dans la plupart de ceux que
présente la géométrie élémentaire, on substitue aux grandeurs a compa- .
rer, surfaces ou volumes, des grandeurs plus simples', lignes ou surfaces.
Mais il arrive d’autres fois que la recherche de la relation qui existe entre
des lignes ou des surfaces présentant des difficultés,, on pourra recourir
avec avantage a des surfaces ou a des volumes duxiliaires : on aura alors
subslitué aux grandeurs & comparer, lignes ou surfaces, des grandeurs plus
complexes, surfaces ou volumes; et, quoique cette substitution paraisse
d’abord eontraire a I'élégance géométrique, on ne devra pas cependant
I'exclure systématiquement dans les cas surtout ou elle conduira plus rapi-
dement que les méthodes directes au but que 'on se propose.

S APPLICATIONS.

Tutonkye 1. — Des six segments qu’une transversale rectiligne déter-
mine sur les cotés d’un tnano'lc- trois segments non adjacents ﬁ;rmt'm un

produit égal au produit des trois autres. .
.

Démonstration. — Ainsi 1'on aura
(1) Ac.Ba.Cbh=Bec.Ca.Ab.

Ae Désignons en effet par-A, B, C les aires des
triangles que la transversale considérée déter-
mine dans les angles A, B, C du triangle, on
aura l'identité.

B C_ ..

e
=
:':lcu
-

Mais deux triangles qui ont un angle égal ou supplémentaire sont entre
eux comme les produits des cdtés qui comprennent cet angle ; on a done
les valeurs suivantes pour chacun des rapports qui entrent dans la for<
mule (2): '

A_Acd
B™ Be ca
B Ba ac
C Cb ba

AT KD b
Multipliant ces ézalités mcmbre a membre, SubsutuanL dans 1’ xdenmu(z
et simplifiant, on trouve la relation qu'il s'agissait d'établir.

- Tutoreme W, — Les droites qui joignent les sommets d’un triangle a un
méme point déterminent sur les cotés opposcs six segments ; le produit de
trois seements non adiacents ost eégal au produit des trois autres.



16 DES METHODES ES OEOMETHIE. Démonstration. —
Soient ABC le triangle et o lo point considérés; désignons para,a'b,h', c
, <*', les aires «les triangles ayant [lonr sommet commun lo 1>oint o et pour
bases les différents segments pris dans leur ordre de succession, en faisant
le tour du triangle a partir du sommet B dans le s<*ns BCA. On apergoit
immeédiatement les relations suivantes ; B« h Cé Ac d’ou, en multipliant
membre a membre, ti.b.r Brt.Cé.Ac (>) a'.b'.r' AA.Bc.C« D'un autre coté,
comparant deux a deux les aires a, b, r avec celles des aires rt’, /«', ¢' qui ont
un angle commun avec les premieres, on trouve aoB .oub oC.nbcn.\. or
[? 0.\ .oht' 0B . or a' oC . oa Dope, en multipliant membre a membre et en
simplifiant, il vient Enfin, la comparaison des relations (i) et (2) démontre
le théoréme énoncé. Titkoubme UI. — Soient o le sommet tI’iin angle
soliile il’oetaeilre rt'-gulicr, eta , b, ¢, (I les points suieant lesipiels les
arétes issues du jHUnt n sont eoajfées par an jdan ipu'lronipie ; on a cette
¢galit¢e I111,, oa or ob oil (Lévy.) Démonstration. — Menons les
diagonales «c, bd du «|uadrilatére abed', on a I’identité I»yram. oacb +
pyram. oacd = pyram. oWc¢/ + pyram. obde. D'ai!)curs deux quelconques do
ces pyramides sont entre elles comme les produits de leurs bases par leurs
hauteurs; et, en choisissant |)our bases les triangles aOc ou bod dont les
angles en n sont €égaux, on verra que les bases sont entre elles comme les
rectangles on.oe et ob.od\ quant aux hauteurs des quatre pyramides, elles
sont entre elles comme les segments ob, oil, oa, oc; donc, en divisant les
deux' membres de 1’identité précédente par un méme nombre, on aura ,
ob.oa .oc od .0a .or = oa .ob.otl.+ oe .ob.orl; It O Digilized by Google



16 DES METHODES EN GEOMETRIE.

Démonstration. — Soient ABC le triangle ct o le point considérés; dési-
_gnons par a, «', b, &', ¢, ¢, les aires des triangles
A avant pour sommet commun le point o et pour
\ bases les différents segments pris dans leur ordre.
. de succession, en faisant le tour du triangle & par-
~ tir du sommet B dans le sens BCA. On- apercoit

immédiatement les relations suivantes :

a Ba b Cb ¢ Ac,

. T PTED PER

d’ou, en multipliant membre & membre,
a.b.e  Ba.Cb.Ac .

@.b.c Ab.Bc.Ca

(1)

Diun autre cdté, comparant deux a deux les aires a, b, ¢ avec celles des
airesa’, I', ¢' qui ont un angle commun avee les premiéres, on trouve

a oB.ow b - oC.ob -¢ oA . oc

T e e § = D Seem— g — TT .
U oA.ob’ ¢ oB.oc a o(C.oa

Dope, en multipliant membre a membre et en simplifiant, il vient

a.b.c

2) — = 1.
(2] a.b'.e

Enfin, la comparaison des relations (1) et (2) démontre le théoréme énoncé.

Tukonkme Ul — Soicnt o le sommet d’un angle solide d’octaédre régu-
licry et a, b, c, dles points suivant lesquels les arétes issues du point o
sont coupées par un plan quelconque ; on acette égalité

i 1 - I 1
oa  oc ob ' od
{LEvY.)
Démonstration. — Menons les diagonales ac¢, bd du quadrilatére abed ;
on a l'identité .

_pyram. oach + pyram. oacd = pyram. obda -+ pyram. obde.

D'ailjeurs deux quelconques de ces pyramides sont
entre elles comme les produits de leurs bases par
leurs hauteurs: et, en choisissant pour bases les
triangles @dc ou bod dont les angles en o sont
ézaux, on verra que les bases sont entre elles
comme les rectangles oa.oc et ob.odd; quant aux
hauteurs des quatre. pyramides, elles sont entre
elles comme tes segments ob , od, oa, oc; donc,
en divisant les deux membres de Uidentité pré-

cédente par un méme nombre, on aura )

ob.oa.oe +od .oa.0c = oa.ob.od=-oc.0b.od



[ PREMIEHE PAKTIK. T 7 OU, en (livisanl chaque terme par le
produit, oa.ob .or.otl, 1 =-J- H—J* c. 0" F. D. ofi oc ob ofl {NouveUrs
Annales de Mathématiques” i853. ) 12. SIXIEME METBOSE. — Par les
solides aujciliaircs. — Cette méthode consiste a faire intervenir la
géométrie a trois dimensions dans la solution d’une question de géomeétrie
plane. Elle possede en général le précieux avantage de fournir des
solutionseldémonstrations intuitives des problémes et théoremes auxquels
on a su I’appliquer ; dans cette méthode, on effet, si I'on veut, par exemple,
¢tablir une propriété déterminée d’une figure plane ,. on considere cotte
figure comme la base d’un édifice dont on regle la construction comme on
le veut, sans étre arrété par aucune des exigences ordinaires des données- de
la question ; et , si I’imagination de 1’architecte a ét€ heureusement inspirée
, 11 n’a plus qu’a s'élever au-dessus de son ceuvre pour apercevoir nettement,
dans les harmonies de I’ensemble, les propri¢tés particulicres de la figure
qu’il considérait d’abord. ' « De grands géometres se sont servis avec
avantage de cette ¢légante méthode : Desargues d’abord , qui I’employait a
peu pres exclusivement dans ses démonstrations ; Pascal , dans la
rectification des roulettes ci-apres le chapitre VI), et Monge dans
I’¢établissement des propriétés des peles et des polaires pour les courbes du
second degré. APPLICATIONS. Premic¢he o1'Estiom. — Probléme. —
Mener, par un point donné ¢, une droite co ridant passer par le point de
concours inaccessible de deux droites données ao et bo. * Solution. — Le
probleme €tant supposé résolu , regardons les droites an, ho , CO comme
les projections sur le plan de la figure des arétes d’un angle solide triedre O,
et concevons. que celui-ci soit coupé par doux plans paralleles qui' y détei-
minent deux sections triangulaires a cotés paralleles ABC, A'B'C'. La
projection de cotte figure auxiliaire sur le plan de la figure primitive se
composera dos droites ao, bo, co cl des triangles abc, a'b'c', dont les cotés
do méme nom seront parall¢les, et dont les sommets a, a'-, b, b'; ¢, ¢' seront
situés deux a deux .sur les droites ao , bo, co. Or ceci suffit a la solution du
probleme : car le triangle abc peut €tre regardé comme donné; et [wur
construire le triangle db'c’, il suffira de tracer dans la (wrtion accessible des
droites ao, bo , a' b' paralléle a ab -, et do mener enfin par a' et b',
parallelement aux droites ne et bc , des droites qui se couperont en ¢’ et
détermineront un second point do la droite cher- « * chée cc'o. Seconde
question. — Probléme. — Mener, parallélement a une direction donnée dd',



une droite co allant passer par le /mint de concours inaccessible de deux
dmites données an ,< bo. Digitized by Google



PREMIERE PARTIE. 4
ou, en divisant chaque terme par le produit, oa.ob.oc.od,

) A I | I

e — I ¥ C. Q. F. D.
ot oc ob ' od °

( Nouvelles Annales de Mathématiques, 1853, )

12. PIXIEME MEBETHODE. — Par les solides auxiliairés. — Cette mé-
thode consiste a faire intervenir la géométrie a trois dimensions dans la solu-
tion d’'une question de géométrie plane. Elle posséde en général le précieux
avantage de fournir des solutions etdémonstrations intuitives des problémes
et théoremes auxquels on a su l'appliquer : dans cette méthode, en effet,
si I'on veut, par exemple, établir une propriété” déterminée d’une figure
-plane , on comsidére cette figure comme la base d’un édifice dont on régle
Ja construction comme on le veut, sans étre arrété par aucune des exi-
gences ordinaires des données de la question; et, si I'imagination de I'ar-
chitecte a été heureusement inspirée, il n'a plus qu'a s'élever au-dessus
deson ceuvre pour apercevoir nettement, dans les harmonies de 'ensemble,

les propriétés particuliéres de la figure qu’il considérait d’abord.
-~ De grands géométres se sonl servis avec avantage de cette élégante mé-
thode : Desargues d’abord, qui I'employait a peu prés exclusivement dans
ses démonstrations; Pascal , dans la rectification des roulettes (voir ci-aprés
le chapitre VI), et Monge dans I'établissement des propriétés des pdles
et des polaires pour les courbes du second degré. :

APPLICATIONS.

-

PREMIERE QUESTION. — PROBLEME. — Mcner, par un point donné ¢, une

droite eo dllant passer par le point de concours inaccessible de dewx droites
données ao et bo. .

* Solution. — Le probléme étant supposé résolu, regardons les droites ao,
bo, co comme les projections sur le plan de la figure des arétes d'un angle
solide triedre O, et concevons que celui-¢i soit coupé par deux plans pa-
ralléles quiy déterminent deux sections triangulaires a cdtés paralléles

- ABC, A’B'C’. La projection de cette figure auxiliaire sur le plan de la
fizure primifive se composera des droites o, bo, co et des triangles abe,
a'b'c’, dont les cotés de méme nom seront paralieles, et dont les sommets
a,a; b, b'; e, ¢ seront situés deux & deux sur les droites ao, bo, co.
Or ceci suffit a la solution du probléme : car le triangle abc peut étre. re-
gardé comme donné; et pour construire le triangle @' &' c’, il suffirade tracer
dans la portion accessible des droites ao, bo, a'b’ parallele a ab; et de
mener enfin par @' et &', parallélement aux droites ac et be,, des droites qui
se couperont en ¢’ et détermineront un second point de la droite cher-
chée cc'o.

SECONDE QUESTION. — PROBLEME. — Mener, parallélement a une direc- -
tion donnde dd'y une droite co allant passer par le point de concours inac-
naveihla do dewr droites données ao . bo.



|8 DES METHODES ES GEOMETBIE. Solution. — Imaginons
encore un angle triedre O défini comme précédemment et coupé par les
plans pa d ralleles ABC, A'B'C'. Regardons le triangle A'B'C' comme la
base supérieure d'un prisme auxiliaire ayant |[K)uraréteCC' (qui représente la
droite cc'o dont la direction est connue ) ; et soit A, B, C la base inférieure
de ce prisme ; A, B, C sera inscrit dans I’angle ACB et sera égal et parallcle
a A'B'C'. Si nous passons maintenant de la figure de resjiace a ea projection,
nous parviendrons facilement a cette constniction : Trarrr ilans la jiurlie
arcfssiblc de 1’angle aob les pa- ¢ ralléles ab, a’b' \ par a' et b', parallélement
a M'f mener les droites indéfinies n'rt, et b' b, que Pon eoupe par une
transversale parallele h ab\ mener enfin les droites aa,, bb, qui se coupent en
un point ¢ apparrcnfl/j/n/«f//»/tccAer«™ec cc'o. On peutd’aiHeurs, si on le
veut, obtenir un second point ¢' do la mome droite , en achevant la
construction du triangle a’b'c' parallele a abe. * Tboisieme qcestiox. —
Théoréme. — Propriétés des podles et des polaires dans les coniques. Soient
AEBEF une section conique quelconque et CD une droite située dans son
plan. Concevons que la courbe tourne autour de I’un de ses axes AB, de
manicre a engendrer une surface de révolution, et -concevons les deux plans
tangents a cette surface menés par la droite CD ; ces plans auront leurs
points de contact particuliers C' et D', et la droite C’D' sera perpendiculaire
au plan de ;la courbe .AEBF, et rencontrera ce plan en un point déterminé
N. Cela pose, si I’on congoit le cone ayant pour sommet un point
quelconque H de la droite CD et circonscrit a la surface de révolution, il
louchera celte surface suivant une courbe passant nécessairement par les
deux points C'étD'. Cette courbe, C'...D', sera plane; son plan, qui
contiendra la droite C'ND' perpendiculaire au plan de la section AEBF,
coupera ce dernier suivant une droite EF passant par le point déja déterminé
N, et cette droite EF sera précisément la corde réunissant les points de
contact des tangentes menées a la section conique par le point H. On
retrouve donc ainsi l'une des propriétés des poles (N) et des polaires (CD)
dans les courbes du second degré. {Voir \e& Séances des Ecoles normales ,
tome n , page 356 ; Monge. ) Quatrieme question. — Théoréme de
Brianchon. Soit abca'b'e' un hexagone circonscrit a une ellipse (E).
Dig.117"<! by GoosU
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Solution. — Imaginons encore un angle triedre O défini comme précé-
demmient et coupé par les plans pa-
d__ d ralleles ABC, A'B'C'. Regardons le
triangle A'B'C’ comme la base supé-
rieure d'un prisme auxiliaire ayant
pouraréteCC' (qui représente ladroite
ec’o dont la direction est connue);
et soit A, B, Cla base inférieure de
ce prisme; A B, C sera inscrit dans
'angle ACB et sera égal et paralléle &
A'B'C'. Si nous passons maintenant
de la figure de I'espace a'sa projection, .nous parviendrons facilement a
cette eonstruction : Tracer dans la partie accessible de Uangle aob lc.s; pa- -
_ralléles ab, a'b'; par'a' et b', parallélement a dd'y mener les droites in=
définies a' a, et b'b, que Pon coupe par une transversale ab, paralléle
a ab; mener enfin les droites aa, ,bb, qui se coupent en un point'c appar-
tenant i ladroitecherehée cc'o. On peut d’ailleurs, si on le veut, obtenir un
second point ¢’ de la méme droite, en achévant la construction du triangle
a'b'c’ paralléle a abe.
" TROISIEME QUESTION. — THEOREME. — Propriétés des pdles et des
polaires dans les coniques.

Soient AEBF une section conique quelconque et CD une droite située
dans son plan. Concevons que la courbe tourne
autour de l'un de ses axes AB, de maniére a
engendrer une surface de révolution, et conce-

- vons les deux plans tangents a cette surface
menés par la droite CD; ces plans auront leurs.
points de contact particuliers C' et D', et la
droite C'D’ sera perpendiculaire au plan de.la
courbe AEBF, et rencontrera ce plan en un
point déterminé N. Cela posé, si 'on congoit le
céne ayant pour sommet un point quclconque H
de la droite CD et circonscrit a la surface de
révolution, il touchera cette surface suivant une
courbe passant nécessairement par les deux

points C’ ét D'. Cette courbe, C'...D’, sera plane; son plan, qui contien-
dra la droite C'ND’ perpendiculaire au plan de la section AEBF, coupera

ce dernier suivant une droite EF passant par le point déja déterminé N,

‘et cette droite EF sera précisément la corde réunissant les points de

contact des tangentes menées a la section conique par le point H. On re-
trouve donc ainsi l'une des propriétés des poles (N) et des polaires (CD)

dans les courbes du second degré. (Poir les Séances.des Ecoles normales ,

tome II, page 356; MoNGe.) '

QUATRIEME QUESTION. — THEOREME DE BRiANcHON.
Soit abca'b'e’ un hexagone circonscrit a une ellipse (E).




PHEMIEBE PiBTIE. m9 Regardons les cotés de cet hexagone
comme les projections, sur le plan de I’ellipse , do sU- génératrices
rectilignes d’un hyperboloide auxiliaire a une nappe dont 1’ellipse proposée
serait I’ellipse de gorge.' Toutefois , comme chacun de ces cotés recoit la
projection de deux génératrices de la surface, nous entendrons que deux
cotes consécutifs de ’hexagone recoivent les projections de deux
genératrices de systemes différents, lesquelles se rencontrent, par
conséquent, sur la perpendiculaire au plan de I’ellipse donnée, menée par
I’extiémité commune a ces deux cotés. * On apercojt facilement alors que
les six géné’ g. ratrices forment un circuit ferme, ou "Cm hexagone gauche
ABCA'B'C'A, et que les cotés opposés de cet hexagone sont deux a deux
dans un meme plan. 11 en résulte que les diagonales AA', BB', CC', qui
joignent les sommets oppos€s de Théxagone gauche, sont deux a deux dans
le méme plan. » . Or, si I’on supposait un moment que ces diagonales se
coupent deux a deux en des points différents, 7, a, p, on en conclurait que
les six points A, B, C, A", B', C' sont dans un méme plan, ce qui n’est pas;
donc les diagonales de 1'hexagone gauche se coupent en un méme point O ;
donc il en est de méme de leurs projections, c’est-a-dire des diagonales tui',
bb\ cc' de I'hexagone plan nbca’b'c'. c. q. f. d. © Scolic® — On démontrerait
avec la méme facilité et par les mémes considérations que ; Si dans un
polygone de 4 m 2 cdtés , circonscrit a une conique y im diagonales ,
joignant les sommets oppos€s , se coupent en un meme point o , lu dernicre
diagonale passera aussi par le pennt o. La eondition que lemombre des
sommets du, polygone soit de la forme 4 »> + u résulte, dans ce mode de
démonstration, de la nécessité que la génératrice initiale et la génératrice
extréme soient de systémes différents et puissent, en se rencontrant, fermer
le circuit. . CIXQCIEME OCESTION. — TIIEOItEME DE PASCAL. Le
théoreme de Pascal se déduit avec la méme facilité de la figure précédente.
Obsenons, en effet, que les plans ABC, A'B'C; BCA', B'C'A; CA'B', C'AB
se coupent deux a deux , suivant trois droites situées dans un méme plan P
(et ce plan P est déterminé par les trois points AB A'B', BC B'C, CA' C).
Les traces de ces plans sur le plan do I’ellipse de gorge se cou))eront, par
suite, deux a deux, suivant trois points situés en ligne droite (et cette droite
sera la trace du plan P sur le plan de I’ellipse de gorge). Or ce résultat
démontre le théoréme en question, car les traces dont nous parlons sont
précisément les cotés opposes d’un hexagone * inscrit a 1’ellipse de gorge,



et dont les sommets coincident a\ec les points de contact des cotés de
I'hexagone circonscrit abca'b'c'. Digiiied by Google



20 RF.S méthodes en GEOMETRIE. 13. OMZIEEIE
METHODE. — Par Ui transformation des Jif*ures, — Rrflextons générales
sur t imjmrtance de cette méthmle. — Cotto méthode, 1’1ine des plus
importantes et des plus fécondes de la géoméli'ie, est certainement celle qui
a le plus puissamment servi les g€éometres de notre siecle dans leurs efforts
pour reculer les bornes de la science de leurs prédécesseurs. Ceux-ci
paraissent I'avoir a peu pres ignorée, et ¢’est a peine si quelques-uns
I’emploient accidentellement, dans des applications isolées ; Cavalleri , ))ar
exemple, en faisant naitre la parabole du second degré de la spirale
d’Archimede {>ar un mode particulier de dérivation qui , n’altérant pas les
¢léments superficiels correspondants des deux figures, lui permit de déduire
de I’exi)ression connue des aires paraboliques celle des aires spirales ;
Grégoire de Saint- Vinrent et Pascal , qui traiterent le méme sujet avec de
grands développements; J<ewton, qui donna, en passant, les formules qui
servent de hast* a la construction des figures homologiques; et Maclaurin,
qui appliqua ¢ divers sujets de géométrie" et de mécanique*la méthode si
féconde et si rapide des projections. Dans notre si€cle, au contraire,
d'éminents géometres, parmi lesquels nous citerons M.M. Poncelet, Chashs
et Ch. Dupin, ont cultivé cette méthode avec une sorte de prédilection. Ainsi
chacun connait les ¢légantes transformations par lesquelles Al. Ch. Dupin
(*) est parvenu a une déduction si lumineuse des théoremes d'Euler et de
Monge sur la courbure des surfaces, ainsi que les belles et nombreuses
propriétes des courbes et des surfaces du second degré, découvertes {«tr
.MM. Poncelet (** (**e)) et Chasles ("‘j, a ’aide de transformations
purement géométriques. C’est donc de nos jours seulement que celte
méthode a réellement pris naissance ; et , des fruits qu elle a déja portés ,
des rapprochements inattendus qu’elle établit si fréquemment entre des
figures diverses, il est permis de conclure qu’elle constitue la véritable
méthode en géométrie, et doit le mieux contribuer a agrandir indéfiniment
le champ des vérités géomélriqui>s , sans introduire, iwr ce nombre
considérable de veérités nouvelles ajoutees acelles déja acquises, aucune
confusion dans la science. Elle aura, en effet, pour point de départ
I’ensemble des vérités simples, €lémentaires qui doivent €tre toujourtr
présentes a 1’esprit, et pour in-stniments les divers morles de transformaflon
déja découverts et que leur classification permettra d'appliguer a telle figure
déterminée que I’on aura 'a envisager. Nous allons donner, comme exemple



de la méthode actuelle, les principes relatifs a la transformation des figures
par rayons fccteui-s réciproques, et leur application a plusieurs propositions
de géométrie plane et spherique. (*) Developpcmenti de Géométrie . (**)
Traité des propriétés projectives. ’, (**¢) Mémoire sur deiu principes
(Généraux de la science: La Dualité Vttonioffraptiie. . « ' Dkji-.-- r



,; PREMIERE PARTIE. 31 Cette partie de notre travail ne sera
pas inutile , si I’on trouve que le nouveau mode d’exposition de la
trigonométrie sphérique qu’elle renferme permet d’établir dans un
parallélisme plus complot les formules analytiques relatives aux triangles
sphéri(Jues, et leurs principales propriétés géométriques j car c’est la, ce
nous semble, le critérium de 1’excellence de telle ou telle méthode
appliquée a un probléme donne¢ : que la source a laquelle le calcul vient
puiser ses formules successives sen’e en mémo temps de centre aux
investigations de la géométrie. CHAPITRE II. ¢ De la traiufonnation des
figures par rayons vecteurs réciproques. § 1. — PrIiICIPES GEXER.XUX
REnVTIFS A LA TRANSFORMATION DES FIGURES PAR RAYONS
VECTEURS RECIPROQUES. 1 i. Definitions tics récipruqups. — Point-
origine. — Puisxnnce. — Deux points ni et m' sont dits réciproques par
rapport a un point u , appelé \>oinl origine , et suivant une puissance V,
positive ou négative, lorsqu’ils sont situés sur nnc méme droite passant par
le point o et que le produit do leurs distances a ce point est ¢gal a la
pui.ssance P. Si le point m se meut et engendre dans son mouvement une
ligno'L (“ou une surface S), le point ///' réciproque du premier, par rapport a
une méme origine et suivant une méme puis”nce, engendrera une ligne L'
(ou une surface S') réciproque do la premicre. Enfin si I’on a un systéme
quelconque de points isolés, de lignes et de surfaces formant une figure F,
les points, les lignes et les surfaces récij)roques, \)ar rapport a une mome
origine et suivant une méme puissance , formeront une figure F' réciprocpie
de la premicre; et la transformation par laquelle on passe de la premiere
figure a la seconde porte le nom do transformation par rayons vecteurs
réciproques'. 13. Relation entre la distance de deiev points (V une. figure et
la distance des points eorn’spondants de la figure réciproque. — Soient nin,
m'n les distances de deux points correspondants des deux figures. De la
relation fondamentale « ' ' on tire J ' oni.om' = on.on' =P, * m . om on' on
oin' Lee triangles onin, qn'in' sont donc semblables et fournissent la
proportion , « nin 'om >m'n' on' P/ P\ De la, en remplacent om (ou on"\
par sa valeur — (ou —,1-, 1~ icnt nn\ om } (A) mn p. om' ,on' > Digitized
by Google



PREMIERE PARTIE. 21

Cette partie de notre-travail ne sera pas inutile, si I'on trouve que le
- nouveau mode d’exposition de la trigonométrie sphémque qu elle renferme
permet d'établir dans un pagallélisme plus complet les formules analytiques
relatives aux triangles sphériques; et leurs principales propriétés géomé-
triques; car c'est la, ce nous semble, le criterium de I'excellence de telle
ou telle méthode appliquée a un probléme donné : que la source a laquelle
le" calcul vient puiser ses formules successives serve en méme temps de
centre aux investigations de la géométrie. '

CHAPITRE II.
De la transformation des figures par rayons vecteurs réciproques.

§ 1. — PRINCIPES GENERAUX RELATIFS A LA TRANSFORMATION DES FIGURES
PAR RAYONS VECTEURS RECIPROQUES.

H Définitions des ﬁ sures réciproques. — Point-origine., — Puissance,
— Deux points m et ' sont dits réciproques par rapport & un point o,
“appelé point origine, et suivant une puissance'P, positive ou négative,
lorsqu'’ils sont situés sur une méme droite passant par le point o et que
le produit de leurs distances & ce point est égal a la puissance P.
. Si le point m se meut et engendre dans son mouvement une ligne L
- (ou une surface 8), le point 7' réciproque du premier, par rapport a
une méme origine et suivant une méme pulssance engendrera une ligne L'
(ou une surface 8') réciproque de la premiere.

Enfin si I'on a un systéme quelconque de points isolés, de lignes et de
surfaces formant une figure F, les points, les lignes et les surfaces réci-
proques, par rapport a une méme origine et suivant une méme puissance ,
formeront ume figure F' réciproque de la premiére; et la transformation
par laquelle on passe de la premiére figure & la seconde porte le nom de
tr(m.'-fm ‘mation pm m:) 0ns veeteurs rec zpmqm'

13. Relation entre la distance de deux points d’une figure et la dis-
‘tance des points correspondants de la Sigure réciproque. — Soient mn, m'n
les distances de deux points correspondants des dem figures.

De la relation fondamentale

‘ om.om' = on.on'= P,
on tire

om on' '
on om'

Les triangles omn, on'm’ sont donc semblables et fournissent la pro-

portion .
- mn . om

m'n’ " on'

- L

> ; . 3 p X 5
De la, en remplacant om (ou or') par sa vaieur-n—” ou— 5 il vient
o

| B |
0 . m s

ey -

o ¢




32 DES MIETHODES EN GEOMECRIE. (A') * P. Ainsi : La
distance entre deux points de P une des figures est €gale a la distance des
points correspondants de la seconde , divisée par le produit des rayons
vecteurs qui aboutissent a ces derniers points, et multipliée par la puissance.
i6. THHIEOREHE I. — Les angles correspondants sont égaux dans- deux
figures réciproques. Démonstration. — Lemme. — Le rayon vecteur qui
abaidit a deux points correspondants de deux lignes réciproques , coujie
celles-ci sous des angles supplémentaires . Menons en effet un rayon onri
\oisin du rayon omm’, et joignons mn, m’n'. L’égalité fondamentale * om
.ont' =on .on' , montre que le quadrilatere mnn'm' est inscriptible, et que,
par suite, la somme des angles m et n' est €gale a doux droits. D’ailleurs, si
I’on sup|H)se que lo rayon onn' se rapproche indéfiniment du rayon omm',
on voit : f* que la somme des angles m', n' tend vers deux droits, et , par
suite, que tes angles variables m, m' tendent vers 1’égalité ; a* que dans ce
rapprochement, les cordes correspondantes variables mn, m' n,' tendant
simultanément vers les tangentes mt, m't' en m,'m' aux deux lignes
réciproques, les angles m, m' du quadrilatére variable mnn'm' ont pour
limites respectives les angles m'mt, mm'i'. Ces derniers sont donc égaux, et
les angles omt, om' t” sont supplémentaires. . Cela posé, soient mt , mt, les
tangentes de deux lignes de la premicre figure qui se coupent au point m-, et
m't', m'é, les , tangentes en m' aux lignes correspondantes de la figure
réciproque. Nous supposons d’ail- _ leurs mt et m't', mt, et m'¢, (qui sont
deux a deux dans un mé€me plan) , dirigées de part et d’autre du rayon
omm'. Sous cette condition, les Iriedres, formés aux points m et m' par les
droites mo, mt , mt, et m'o, m't', m'é, , seront égalat , comme ayant un angle
diedre égal (diedre suivant om = diedre suivant om'), compris entre des
faces égales (a /s /A /N /\ savoir omt = om t omt, = om {,, ces égalités ayant
lieu en vertu du lemme et a cause des directions opposées de mt , m't',
Aemt,, m'¢,). Les troisiemes faces Digitized by Google



22 DES METHODES EN GEOMETRIE.
ou

(A') e mn
’ ) om-.on

Ainsi : La distance entre deux points de Pune des figures est égale a
la distance des points correspondants de la seconde , divisée par le pro-
duit des rayons vecteurs qui aboutissent a ces derniers points, et multi-
pliée par la puissance.

16. TukorkME 1. — Les angles correspondants sont égaux dans: denx
JSigures réciproques. .

“Démonstration. — LEMME. — Le rayon wecteur qui aboufit a deux
points correspondants de deux- lignes r(*clpmths » coupe celles-ci sous
des angles supplémentaires.

Menons en effet un rayon onn' voisin du rayon omm’, et joignons
mn, m'n'.

L'égalité fondamentale

om.om' = on.on'

montre que le quadrilatére mnn'm' est inscriptible, et que, par suite, la
somme des angles m ct »' est égaled deux droits. D'ailleurs, si I'on suppose -
que le rayon onn' se rapproche indéfiniment
du rayon omm', on voit : I° que la somme
des anglés m', n' tend vers deux droits, et, par
suite, que les angles variables m, m' tendent
vers 1'égalité ; 2° que dans ce rapprochement,
les cordes correspondantes variables mn, m'»'
tendant simultanément vers les tangentes m¢,

© m't" en m, m' aux deux lignes récnproques,
lesangles m, m' du quadnlamre vanable mnnr'm' ont pour limites respec-
tives les angles m'mt, mm't'. Ces derniers sont donc égaux, et les angles
omt, om't’ sont fupplementmre.r.

Cela posé, soient mt, mt, les tangentes de deux lignes de la premxére
figure »qui se coupent au pomt m; et m't', m't, les tangentes en m' aux
lignes correspondantes de la ﬁgure réciprocpm. Nous supposons d’ail-
leurs mt et m't', mt, et m't, (qui sont deux
a deux dans un méme plan), dirigées de part
et d’autre du rayon omm’'. Sous cette condi-
tion, les triédres, formés aux points m et m'
par les droites mo, /mt, mt, et m'o, m't',

) G m'?, , seront évaugc, comme ayant un angle
1 At diddre égal (diédre suivant oz = diedre sui-
1 1

[/ vant om’), compris entre des faces égales (3

o savoir omt = om't et omtl = om’ ¢,, ces éga-
lités ayant lieu en vertu du lemme et & cause



PRRMIERK PARTIE. sont donc ¢gales, et I’on a 23 (/«/, =r Ce
qui montre d’abord que X'anglc formé par deux lignes trunc figure est égal
h Pangle des lignes correspondantes de la figure réciproque. Enfin , si dans
la figure primitive on a deux surfaces S, S, , se coupant suivant la courbe
mn , et que par I’un de ses points m on mene sur chacune d’elles les lignes
ma, ma,, coupant a angle droit la ligne commune mn, 1’angle des lignes ma,
ma, mesurera I’angle sous lequel se coupent les deux surfaces au point m.
Or, d'apres ce qui précede, si I’on passe a la figure réciproque , les lignes m'
a', ni'd, ( réciproques de ma, ma, ), couperont encore a angle droit la ligne
m'n' commune aux deux surfaces” réciproques S', S', ; I’angle de ces
dernieres , au point m', sera donc encore mesuré par I’angle des lignes m'a’,
m'a',; et' comme ce dernier est €gal a I’angle des lignes ma, ma, , on voit en
second lieu que : L’angle de deux surfaces en un point m de leur courbe
cPintersection est €¢gal a Pangle des surfaces réciproques au point
correspondant m'. Corollaire. — Si Pangle de deux surfaces demeure
constant tout le long de leur courbe iPintersection {et si, en particulier, cet
angle constant est droit), il en sera de méme pour les surfaces réciproques.
Scolie. — Le principe de la conservation des angles dans deux figures
réciproques et la possibilité¢ d’exprimer la distance de deux pointe
quelconques de Tune de ces figures en fonction de distances qui se
rapportent uniquement a la seconde , permettent fréquemment de substituer
a I’¢tude de certaines proprietés métriques et descriptives d’une figure, une
¢tude analogue pour la figure réciproque. Nous verrons bientot les
avantages spéciaux que présente celte substitution dans 1’é¢tude des
propriétés des figures sphériques. © 17. Propriétés particulieres de deux
surfaces réciproques. Théoreme II. — Deux surfaces réciproques
quelconques jouissent des propriétés stuvanies : ” * 1°. Toute ligne de
courbure de la premiere surface a pour ligne réciproque une ligne de
courbure de la seconde ; ' 1°. Aux lignes de plus grande oif de plus petite
courbure de la premiere correspondent les lignes de plus petite ou de plus
grande courbure de la secorule; et par suite a un ombilic de Pimc des
surfaces correspond un ombilic de P taure; 3". Si fi on désigne par r, r' les
rayons vecteurs qui aboutissent a deux points réciproques m, m' des deux
surfaces; par p, p, les rayons de courbure des sections principales de la
premicre surface en m; par p', p', les rayons de courbure des sections



principtdes correspondantes tic la secontlc surface en m', on aura la relation
(A) Digitized by Google



PREMIERE PARTIE. 23
sont donc égales, et 'on a

~ A
tmt, = t'm't,,

Ce qul montre d'abord que V'angle formé par deux lignes dune ﬁgurc
est égal a Pamgle des lignes correspondantes de la figure réciproque.

Enfin, si dans la figure primitive on a deux surfaces S, S;, se coupant
suivant la courbe mn , et que par 'un de ses points /» on méne sur cha-
cune d’elles les lignes ma, ma,, coupant & angle droit la ligne commune
mn , 'angle des lignes ma, ma, mesurera I'angle sous lequel se coupent
les deux surfaces au point ». Or, d'aprés ce qui précéde, si I'on passe &
la figure réciproque, les lignes m'a', m'd (véciproques de ma, ma, ), cou-
peront encore & angle droit la ligne m'»’ commune aux deux surfaces ré-
ciproques 8, 8/ : I'angle de ces derniéres, au point ', sera done encore
mesuré par I'angle des lignes m'a’, m'd; et comme ce dernier est égal a
I'angle des lignes ma, ma,, on voit en second lieu que : L’angle de deux
surfaces en un point m de leur courbe dintersection est égal a Pangle
des surfaces réciproques au point eorrespondant m'.

CoROLLAIRE. — 8i Pangle de deux surfaces demeure constant tout le
long de leur courbe d’intersection (et si, en particulier, cet angle constant
est droit), il en sera de méme pour les surfaces réciproques.

Scolie. — Le principe de la conservation des angles dans deux -ﬁgures
réciproques. et la possibilité d’exprimer la distance de deux points quel-
conques deT'une de ces figures en fonction de distances qui se rapportent
uniquement a la seconde, permettent fréquemment de substituer a I'étude
de certaines propriétés métriques et descriptives d'une figure, une étude
analogue pour la figure réciproque.

Nous verrons bientdt les avantages spéciaux que présente cette substi-
tution dans I'étude des propriétés des figures sphériques. -

17. Propriétés particuliéres de deux surfaces réciproques.

TutorkMe IIl. — Deux .mr:faces reapmqucs quelconques jouissent des
pmpr iétés suivantes :

1°. Toute ligne de courbure de la premiére surface a pour ligne réci-
proque une ligne de courbure de la seconde ;
< 2° Aux lignes de plus grande oy de plus petite courbure de la premiére
correspondent les lzgnes de plus petite ou de plus grande courbure de la
seconde; et par suite & un ombilic de Pune des surfaces correspond un
ombilic de Pautre ;

3°. Si Pon désigne par r, r' les rayons veeteurs qui aboutissent a
deux points réciproques m, m' des dewx surfaces; par p, p, les rayons de
courbure des sections principales de la premiére surface enm; par g', ¢,
les rayons de courbure des sections principales eorrespondantes de la sc-
conde surface en m', on aura la relation

AN ..{' l\n ..'/l !\_,‘.

-



a4 DES METHODES EN CEOMETKIE. 4°. Enfin, si Von
désigne pur R , R' les rayons de courbure de deu.c sections normales
correspondantes des deux surfaces, on a, quelles que soient les sections
considérées autour des points m, m'. Ut relation (B) R"R -, = constante.
Observation. — Nous ne nous arréterons pas a démontrer ces proprietés que
nous avons di énoncer parce qu’elles peuvent €tre utiles, mais qui no sont
pas essentielles a 1’ebjet que nous avons eii vue. m18. Théoreme UIl. — Une
circonférence a pour ligne réciproque , par rapport a P un quelconque de ses
points pris pour origine , une ligne droite jwrpcruliculaire au diametre
origine. ., ‘. Corollaire. — Une sphere a pour surface réciproque , par
rapport a P un quelconque de .ses points, pris pour origine, un plan
perpendiculaire m au diametre origine. Rcmanpie. — Il est peut étre inutile
d’ajouter que, par inversion , une droite et un plan ont pour réciproques une
circonférence et une sphere. 19. Théoréme I'V. — Une circonférence a /mur
ligne réciproque , par ,rap/)ort a un /mint quelconque de son plan , /tris /jour
origine , une seconde circonférence. Corollaire I. — Une s/j/tére a pour
surface réci/jmque par rappOrt a un point quelconque de P espace , />tis
/jour origine , une seconde s/jheére. Hemarque. — Les centres de dou.\
circonférences, ou de deux si>liéres réciproques, sont sur une mémo droife
passant par 1’origine. Corollaire 11. — La ligne réci/jroque tPune
circonférence /jar rapport h un /joint quclcom/ue de Pcspace, pris pour
origine, est une circonférence. Il suffit, pour le démontrer, de regarder la
circonférence donnée comme I’intersection de deux spheres auxiliaires S,
S,. Car la ligne réciproque de cette circonférence devant coincider avec
I’intersection des sphéres S', S', réciproques des premicres, sera elle-méme
une circonférence. (Piouvelks Annales de Mathématiqiu-s , 1854,p. a38.) 1
20. Nouvelles définitions. — Relations entre une figure sjjhérique et sa
/jrojection stéréographique. On sait que I’on al)pelle /jrojection
stéréographique d’une figure sphérique, la projection {ou perspective) de
cotte ligure que I’on obtient en prenant pour centre de projection (ou point
de vue) un point de la sphere, et pour plan de projection (ou plan du
tableau) le plan diamélraP perpendiculaire au rayon qui aboutit au centre do
projection. * Or, de cette définition et du corollaire du théoréme 111 , il
résulte que la transformée, par rayons vecteurs réciproques, d’une figure
sphérique coincide avec sa projection stéréographique lorsque , V origine
des rayons vecteurs ¢oincidant avec le point de vue , on supiwsc la



/juissance €gale a deux fois le carré du rayon de la sphere. * l.a
transformation des figures sphéiiipies par projection stéréographif "fized by
Google



24 ' DES METHODES EN GEOMETRIE.

4°. Enfin, si Pon désigne par R, R’ les rayons de courbure de deux
ar:tlwns normales corrc.\pnmlamcs rl(’.r deux surfaces, on a, quelles que
soient les sections considérées autour des points m, m', la relation

RR’

Observation. — Nous ne nous arréterons pas a démontrer ces propnétés
que nous avons di énoncer paree qu'elles peuvent étre utiles, mais qui
ne sont pas essentielles a 1'ebjet que nous avons en vue.

(B) = constante.

~ 18. TugorkME Ill. — Ure cipconférence a pour ligne réciproque , par
rapport a Pun quelconque de ses points pris pour origine , une ligne droite
perpendiculaire au diamétre orrgme.

CoROLLAIRE. — Une sphére a pour surface mmpmque par rapport a
lun (]l((.'lf.‘ﬂﬂql(t,’ de ses 1)0"’?[5, prn pour Ol"la‘lﬂt,’ un ]Jl{lﬂ PE?;U(’"(‘ILHI(IU‘L’ &
au diametre origine.

Remarque. — 1l est peut étre inutile d’ajouter que, par inversion, une
droite et un plan ont pour réciproques une circonférence et une sphére

19. TugoreME IV. — Ure circonférence a pour ligne réciprogué, par

Jrapport & un point quelconque de son plan , pris pour origine , une seconde

circonférence, ;

Conoriare I. — Une sphére a pour surface réciproque par rapport
a un point quelconque de Pespace , pris pour origine , une seconde sphére.

Remarque. — Les centres de deux circonférences, ou de deux sphéres
réciproques, sont sur une méme droife passant par |'origine.

CoroLiARE Il. — La ligne réciproque d’une circonférence par rapport
a un point quelconque de Pespace, pris pour origine, est une circonférence.

Il suffit, pour le démontrer, de regarder la circonférence donnée comme
I'intersection de deux sphéres ‘auxiliaires S, S,. Car la ligne réciproque
de cette circonférence devant coincider avec lintersection des spheres

', §) réciproques despremiéres, sera elle-méme une circonférence. ( Nou-
velles Annales de Mathématiques, 1854 , p.238.)

20. Noupelles définitions. — Relations entre une _ﬁ'gure sphérique et sa
projection stéréographique.

On sait que l'on appelle projection .ﬂéréogmphiqrw d’ane figure sphé-
rique, la projection (ou perspective) dé cette ligure que I'on obtient en
prenant pour centre de projection (ou point de vue) un point de la
sphére, et pour plan de projection (ou plan du tableau) le plan diamétral™
perpendiculaire @au rayon qui aboutit.au centre de projection.

Or, de cette définition et du corollaire du théoréme 111, il résulte que la
transformée,, par rayons vecteurs réciproques, d'une figure sphérique
coincide avec sa projection stéréographique lorsque, l'origine des rayons
vecteurs ¢oincidant avec le point de vue, on suppose la puissance égale
a deux fois le carré du rayon de la sphere.



PREMIicRE PARTIE. I5 m que étant des lors un cas [wrliculicr
de la transformation par rayons vecteurs réciproques , on peut, en réunissant
les résultats précédents, énoncer ce théoréme : TiiEohEME V. — Etant
donnécs"une Jigurc sphrriqiic et sa projection steréographique : 1. On peut
c.eqMtner {d’apres la formule (A') du n°13, page 22), ta distance entre deux
jxdnts quelconques de la figure projetée, eh fonction de distances prises
uniquement dans la figure sphérique ; 2°. Les angles correspondants des
deux figures sont égaux; 3”. Un cercle de la figure sphérique a pour
projection stéréographique un cercle ; ¢, 4. Enfin, le centre du cercle
projection coincide avec la projection du sommet du cone, circonscrit a la
sphere suivant le cercle primitif. Cette dernieére remarque, que I'on doit a M.
Chasles, constitue un théoréme important par ses nombreuses apj)lications;
pour celte raison, nous en donnerons deux démonstrations, 1’une plus
¢lémentaire, et I’autre déduite du corollaire du théoréme 1. Premiére
démonstration. — Soient sm une génératrice du cone circonscrit a la Sphere
suivant le cercle considéré ; s' et m' les projections . du sommet du cone et
du point m du cercle suivant le centre de projection stéréographique 0;
joignons s'm'. IVai>res le ¢, lemme du Théoiemc I ( ou par une
démonstration directe fort simple), ms étant tangente a la sphére, le rayon
vecteur ont' m coupe, sous des angles *msupplémentaires, la tangente w;.vet
sa projection m's'. Les triangles om's', oms ont donc 1’angle commun o et
les angles gn m' et m supplémentaires ; par suite (d'apres un théoreme qui
manque dans les éléments de géométrie) , les cotés de ces triangles, opposés
aux angles égaux et supplémentaires, sont proportionnels, et I'on a s'm' os'
sm os *d’ou s m — sm ¢ et commola génératrice du cone.«/M conserve une
valeur constante, queoa', os sont des grandeurs fixes , on voit que le point
m', projection du point m, décrit une circonférence dont le centre est v',
projection du pointa. Seconde démonstration. — Imaginons une sphere
auxiliaire S, ayant pour centre le sommet a du cone circonscrit a la sphere S
suivant le cercle considere , et passant par ce cercle. Celui-ci sera des lors
I’intersection des deux spheres orthogonales S, S,. Or, si I'on forme la figure
réciproque par rapport au point o de la sphere S, celle-ci se transforme
suivant le plan diamétral de projection P, et la sphere S, est remplacée par
une sphere S',, dont le centre est quelque part sur le rayon oa, et qui est
d’ailleurs coupée orthogonalcment par le (ilan P ( corollaire du
théoDigitized by Coogle
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que étant dés lors un cas particulier de la transformation par rayons vec-
teurs réciproques, on peut, en réunissant les résultats précédents, énoncer
ce théoreme :

TutionkME V. — Etant données une figure sphérique et sa projection
,flére’agraplciqac 2 '

1°. On pewt exprimer (d’aprés la formule (A’) du n® 13, page 22), la
distance entre deuzx points quelconques de la ﬁgun' projetée, en fonction
de distances prises uniquement dans la figure sphévique ;

2°. Les angles correspondants des dewr figures sont égaux;

. 3. Uncercle de la figure sphérique a pour projection stéréographique
un cercle ; ‘

4°. Enfin, le centre du cercle projection coincide avec la projection du
sommet du cone circonserit a la sphére suivant le cercle primifif.

Cette derniére remarque, que I'on doit & M. Chasles, constitue un théo-
rénie important par ses nombreuses applications ; pour cette raison, nous’
en donnerons deux démonstrations , I'une plus élémentaire, et l'autre dé- .
‘duite du corollaire du théoréme I. g

Premiére démonstration, — Soient sm une génératrice du. cdne cir-
conscrit & la sphére suivant le cercle considéré; s' et ' les projections
du sommet du cone et du point m du cercle suivant le centre de projec-
‘tion stéréographique o; joignons s'm'. D'apres le
lemme du théoréme I (ou par une démonstration
directe fort simple ), s étant tangente a la sphére,
le rayon vecteur om'm coupe, sous des angles
supp]émentalrea la tangente ms-et sa projection
m's'. Les triangles om's’;, oms ont donc l'angle
commun o et les angles en m' et m supplémen-
taires : par suite (d’aprés un théoréme qui manque
dans les éléments de géométrie), les cotés de ces
triangles, opposés aux angles égaux et supplémentaires, sont proportion-

nels, et l'ona "

s'm' o8 Rl == os' .
— = — dou s'm'=sm.-—;
sm o0y 0y
et commela génératrice du conesm conserve une valeurconstante, queos’,
os sont des grandeurs fixes, on voit que le point 2/, projection du point i,
décrit une circonférence dont le centre est s', projection du point s.

Seconde .démonstration. — Imaginons une sphére auxiliaire S, ayant
pour centre le sommet s du cone circonscrit a la sphére S suivant le
cercle considéré, et passant par ce cercle. Celui-ci sera dés lors I'inter-
section des deux spheres orthogonales S, S,. Or, si I'on forme la figure
réciproque par rapport au point o de la sphére S, celle-ci se transforme
suivant le plan diamétral de projection P, et la sphére S, est remplacée
par une sphere S dont le cenu‘e cst quc]quo pﬂll sur le rayon os, et qul

LI L] -tk S ! -—=il.



20 DES METHODES ES CEUIHBTRIE. réme I). Cotte derniére
circonstance exige que le centre de la sidiercS', soit situé¢ dans le plan P, et
coincide par conséquent avec le point s' i>rojection du sommet s. Le cercle
primitif, intersection' des spheres S, S,, a donc pour réciproque le grand
cercle déterminé dans la sphere S', par le plan P J et celui-ci a pour centre le
centre méme de la sphere S', , ¢’est-adire le point s', projection du sommet
du cone circonscrit. Corollaire. — Etant donnés un cercU’ C et un jioint
intérieur o, on peut toujours [et <F une infinit¢ de manieres tF ailleurs) le
projeter centralement suivant un cercle C' qui ait jxmr rentre le point o',
projeetion du point donné o. * il suffit, en effet, pour satisfaire, a cette
double condition, de faire passer une sphere quelconque par le cercle
*donné, et de former ensuite la projection stéréographique de ce dernier, en
prenant pour point do vue I’'un des deux points d'intersection do 1a sphere
avec la droite qui -joint le point donné o, au sommet du cene circonscrit a la
sphere suivant le cercle J donné. fibservation. — Le mode de tranformation
par rayons vecteurs réi'iproques, employé d’abord par M. W. Thomson,
sous le nom de piificipe des images, a été étudi¢ par M. Liouvillo dans un
beau Mémoire que I’on trouve dans \n Journal de Mathématiques , tome
XI1I, page -275. ~ § 11. — Applic,vtion des principes précédents a diverses
proi>ositions DE GEOMETRIE PLANE. 21 . Transformation des
propriétes ilcscriptives des figures planes composées de lignes droites ou
circulaiivs. " La figure réciproque d’un polygone rectiligne oie... par rapport
a un point quelconque o de son plan , est un polygone curviligne a'b'c'...,
formé par des arcs do cercle qui se croisent au point o : de cette remarque et
du princi()e de 1’égalité des angles dans deux figures réciproques, on déduit
les propositions suivantes : 1". La somme des- angles iFun jmlygonc
circulaire o, a’b'c'..., est €gala autant de fois deux droits qn’il y a de cotés
moins deux dans le jxdjgone. Dans un triangle circulaire o, a' b' c¢', si Fort
mene par le pointa et par chaque sommet un arc de cercle , dicisanten
deu.v parties €gales I'angle en ce sompet, ou perpendiculaire au cote cfi-
culainr opposé, les trois arcs hauteurs, ou les trois arcs bissecteurs /r/n.w
obtenus, se couperont suivant les deux mémes jroints. 3°. Zc lieu
géométrique du second jioint rFintersection de deux circonférences qui
passent respectivement par les jxiints fires o et .\, o et B, et qui se coupent
sous un angle constant, est une circonférence. Soit une figure plane
composée do trois cercles qui se coupent deux a deux ; on sait que les



cordes communes a ces circonférences, prises deux a deux, se coupept en
un méme point. Si l'on forme la figure réciproque on obtient ce théoreme :
4*, Etant rlonnées trois circonférences situ¢es dans le méme plan, si, par un
méme point o, et par tes /tnints tF intersection de deux quctcon
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reme I). Cette derniére circonstance exige’ que le centre de la sphere S,
soit situé dans le plan P, et coincide par eonséquent avec le point s' pro-
jection du sommet s. Le cercle primitif, intersection des sphéres 8, S,, a
donc pour réciproque le grand cercle déterminé dans la sphére S, par le
plan P; et celui-ci a pour centre le centre méme de la sphére 8/, c'est-a-
dire le point s', projection du sommet du‘cone circonscrit.

COROLEAIRE. — Etant donnés un cercle C et un point intérieur o, on peut
toujours (et d’une infinité de maniéres dailleurs) le Py yeter centrale-
ment swivant un cercle C' qui ait pour centre le point o', projection du
point donné o.

Il suffit, en effet, pour satnsl‘axre a cette double condition, de faire
passer une sphére quelconque par le cercle donné, et de former ensuite
la projection stéréographique de ce dernier, en prenant pour point de vue
'un des deux points d’intersection de la sphére avec la droite qui-joint le
point_donné o, au sommet du. cone circonscrit a la sphére suivant le cercle’
_donné.

,Obu-n-auon. Le mode de tranformation par rayons vecteurs récipro-
ques, employé d’abord par M. W. Thomson, sous le nom de pgincipe des
images , a 6té étudié par M. Liouville dans un beau Mémoire que 'on trouve
dans le Journal de ﬂfntlzémn:iqum » tome XII, page 275. ‘

e § 1l — :\PPLICATION DES PRINCIPES PRECEDENTS A mvrn;;-:a Pnom:,rrm\s
DE GEOMETRIE PLANE.

21. Transformation des propriétés rlz'svn'ptiw.ﬂs des figures planes com-
posées de lignes droites ou circulaires. '

La figure réciproque d’un polygone rectiligne ab... par rapport a un
point quelconque o de son plan, est un polygone curviligne «'d'c"..., formé
par des arcs de cercle gui se croisent au point o: de cette remarque et du
principe de I'égalité des angles dans deux figures réciproques, on déduit les
proposmons suivantes :

1°. La somme dag angles d’un po{) gone circulaire o, a'b'c'..., est égala
autant de fois deuz droits qr’il y a de cdtés moins deuz dans le polygone.

2°. Dans un triargle circulaire o, @'b' ', si Pon méne par le point o et
par chaque sommet un arc de cercle, divisanten deux parties égales
langle en ce sommet, ou perpendiculaire au, c6té circulaire opposé, les
trois arcs hauteurs, ou les trois arcs bissecteurs ainsi obtenus, se coupe-
ront suivant les deux mémes points, .

3°. Le liew géométrique du second point dPintersection .«Ie deux circon-
[férences qui passent respectivement par les points fixes oet A, 0 et B, et
qui se coupent sous un angle constant , est une circonférence.

Soit une figure plane composée de trois cercles qui se coupent deux &
deux : on sait que les cordes communes 4 ces circonférences, prises deux &
deux, se coupgnt en un méme pmnt Si I'on forme la figure réciproque on
obl.nent ce théoréme : .

§°. Etant données trois circonférences situées dans le méme plan, si,



PREMIERE PARTIE. ' 2'] ques (Centre elles, on fait passer un
cercle, les trois noncelles circonférences ainsi obtenues se couperont
suivant les dcujc mémes points. Soit la figure formée par tes différentes
normales d’une circonférence, qui passent toutes par le centre c. Formons la
figure réciproque par rapport a un point quelconque ,-o , du méme plan. Si
I’on désigne par a et 6 tes extremités du diametre ce para', b' ,c' les
réciproques de a,b, ¢, par rapport au pointe, on verra facilement que le point
c' est conjugué harmonique du point o, par rapport aux extrémités a' et b' du
diametre ’ oh' ¢'a’ de la circonférenco réciproque. Car la relation en ~ eu do
la figure primitive ehtraifte la suivante dans la figure réciproque ; * * « * c'a’
cb'ca'c'h'—,—r,ou-7-;=%,; (K- .0(1 m- .OU o a o u on aura donc ¢e
théoreme : 1, 5. lyCS circonférences passant par un point fixe o, et coupant
orthogonalement une circonférence donnée, se coupent suivant les deux
mémes jxiints o et o', conjugués harmoniques par rapport (/u.c extrémités
du diametre que la dsoite 00' détermine clans la circonférenof donnée.
Considérons encore un angle fixe et tous les systémes d¢ deux circone
férences tangentes entre elles et inscrites dans cet angle ;.lo lieu des points
du contact t de ces circonférences est évidemment la bissectrice de 1’angle
considéreé ; et si, en outre , on meéng, par un point fixe o , une circonférenco
tangente en t aux deux circonférences de 1’un des systemes, toutes les
circonférences ainsi obtenues passeront évidemment par un point fixe o' (
symétrique du point o par rapport a la bissectrice do 1'angle ).. Cela posé¢ , la
figure réciproque fournit ce théoreme : 6°. Si dans Pespace compris entre
deux arcs de cercles qui .se coupent, on inscrit une infinité de systémes de
deux cercles tangents entre eux, le lieu géométrhpie de leur point de contact
est un arc de cercle , et Cenveloppc de leur tangente commune se réduit a
un jmint. Proposons-nous enfin, comme application du corollaire du
théoreme V (page 26), de démontrer cette proposition ; 7”. Un polygone de
4 /« -1- 2 cotes circonscrit a un cercle, présentant un I diagonales c/ui
réunissent les sommets opposés , si un de ces diaDigitized by Google
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ques d’entre elles, on fait passer un cercle, les trois nouvelles circonfe-
rences ainsi obtenues se couperont suivant les deux mémes points.

Soit la figure formée par les différentes normales d’une circonférence,
qui passent toutes par lecentre c. Formons la figure réciproque par rap-
port & un point quelconque ,-o, du méme plan. Si I'on désigne par a et &
les extrémités du diameétre ce; par o', b’ ¢’ les réciproques de «, b, ¢,
par rapport au point o, on verra facilement que le point ¢' est conjugué
harmonique du point o, par rapport aux extrémités «' et b’ du dlamétre

ob'c'a’ de la crrconférence réciproque. Car la relation

>

ca = cb

“de la figure primitive entraine la suivante dans la figure réciproque :

& -
c'a ' eq ¥,
of ou () 1: AR}
oc' oa' = oc'.ob' o'a  ob

on aura donc ge théoreme : :

5°. Les circomférences passant par un point fixe o, et coupant orthoge-
nalement une circonférence donnée, se coupent suivant les deuxr mémes
 points o et o, copjugués harmoniques par rapport aux extrémités du
diamétre que la dpoite 00" détermine dans la circonférenee donnée.

Considérons encore un angle fixe et tous les systémes de deux circon-

. férences tangentes entre elles et.in-

scrites dans cet angle :Je li¢u des
points du contact ¢ de ces circon- °
férences est évidemment la bissec-
trice de I'angle considéré; et si, en
outre, on méng, par un point fixe o,
une circonférence tangente en ¢ aux
deux circonférences de I'un des sys-
témes, toutes les circonférences ainsi obtenues passeront évidlemment par un
point fixe o' (symétrique du point o par rapport & la bissectrice de I'angle)..
Cela posé, la figure réciproque fournit ce théoréme :

/ \ " 6° Si dans Pespace compris entre denx ares de

cercles qui se coupent, on inscrit une infinité de
systémes de deux cercles tangents entre eux, le
licu géométrique de leur point de contact est un
are de cercle , et Penveloppe de leur tangente com-
mune se réduit a un point. ‘

Proposons-nous enfin, comme application du
corollaire du théoréme V (page 26), de démon-
trer cette proposition :

7°. Un polygone de § m -+ 2 cOtés circonscrit @ un cercle, présentant
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en un méme jxnnt , lu derniére iliignnide jMisseru etleméme /mr le point
de concours de toutes les autres. Il suffirait évidemment, ix>1ir établir cette
proiwsition , de faire voir que, I’on peut projeter la ligure considérée de
telle fagon , que la projection de la derniere diagonale (lasse par le point O ,e
commun aux projections do toutes les autres. Donc, en vertu du princi|>e
contenu dans le corollaire du théoreme V (page 26), il suffira d’établir le
théoréme énoncé pour le cas ou le point d’intersection 0 des a;n diagonales
concourantes coincide avec le centre du cercle inscrit au polygone. ' . Soit
donc ABC... Kl.rtic... kl, un polygone circonscrit d’uii nombre pair do cotés
(nous n’ajoutons pas que ce nombre pair est- de la- forme 4 "'4- 2, la
démonstration que nous allons donner devant nous conduire d'elle-meéme a
cette condition), et dans letiuel lesdiagonalesB6,Cc,...,KX, Li, pas%mt par
le centre 0 du perde inscrit ; joignons AQO, «0, et ¢tablissons qu« la somme
dos angles formes d’un c6té de la ligne AO« est €gale a la somme des angles
formés de 1’autre coté de cette ligne ; op , si I’on désigne en général par F
I’angle formé par.tla daoito OF avec le rayon qui aboutit au point de contact
de I’'une des tangentes issues du sommet F, démontrons 1’égalité * , A4-2B-
t-2C-t-...-1-2K + 2L-t-rt = ﬂ-1-2©-|- 2C «+e... A ; K * ou, en simplifiant,
I’égalité (x) B4-C4-D -H...4. 11+ K+L=b+c-Jrd +...-*h 4-" +/. Or, les
lignes BOG,..., LO/ étant droites, on a les égalités . (A) BOC = 60c, DOE =
</0c,.... 0 11 0 ou, en remplacant chacun do ces angles, tels que DOE , [>ar
savaleur, D4-E, .m.jB-hC=¢4 (B)ID4E 1-: =1/ -t-c,a’  fK+L *
Ajoutant toutes ces "alités membre a membre, 'on trouve 1’égalité (x), et le
théoréme se trouve démontré. Remanpie. — Pour que la combinaison des
relations (B) entraine 1’égalité (x), il faut et il suffit que les angles qui
entrent dans les relations (B) soient tous différents; et, par suite, que les
angles entre lesquels existent les relations (.A) n’aient aucun c6té commun.
D'ou I'on voit que si le nombre des égalités (A) est m, les rayons OB, OC,...,
OK, OL seront Djgilized by Google A
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gonales concourent en un méme point, la derniére diagomule passera elle-
méme par le point de concours de towtes les autres. )

1l suffirait évidemment, pour établir cette proposition, de faire voir que.
I'on peut projeter la figure considérée de telle fagon, que la projection de
la derni¢re diagonale passe par le point O, commun aux projections de
toutes les autres. Donc, en vertu du principe contenu dans le corollaire
du théoréme V (page 26, it suffira d’ éuﬂ)hr le théoréme €noncé pour le -
- cas ou le point d'intersection O des 2 m diagonales concourantes coingide
avec le centre du cercle inscrit aw polygone.

Soit donc ABC... KL abe... A, un polygone c:rconscrll d’uﬂ nombre
pair de cOtés (nous n'ajoutons pas que ce
nombre pair est-de laforme § m+2, ladé-
monstration. que nous allons donner devant
nous conduire d’elle-méme a cette condition),
et dans lequel les diagonalesBJ,Ce,..., K4,
L ¢, passent par le centre O du gercle inserit :
joignons AO, 40, et établissons que la somme
des angles formés d'un cdté de la ligne AOa-
est égale a la somme des angles formés de
I'autre coté de cette ligne ; ou, si 'on désigne

en général par F 'angle formé para deoite
OF avec le rayon qui aboutit au point de contact de Yune des tangentes
issues. du sommet F, démontrons I'ézalité

"A42B+42C+.. +2K+2L+a=a+ab+uc+ 42K+2l4A;

ou, en axmphhant I'égalité .

(%) BB s, A KL= P s s 4 R
Or, les lignes BOJ,..., LO! étant droites, on a les égalités .

(A) BOC—bOc, DOF.._dOc, ., KOL= £0d;
{)u, en remplagant chacun de ces angles, tels que DOE, par sa valeur,
D+ E, .
;  B4-C= b+ c,
(B) g D+E (l+f, c
'K+L—£+I

Ajoutant toutes ces égalités membre & membre, on trouve l’émahté( x), et
le théoréme se trouve démontré.

Remarque. — Pour que la combinaison des relations (B) entraine 1'¢-
‘galité (), il faut et il suffit que les angles qui entrent dans les relations
(B) soient tous différents; et, par suite, que les angles entre lesquels exis-
tent les relations (A) n alent aucun cOté commun. Dou I'on \ou que si

~e ~a



PREMIERE PARTIE. 39 au nombre de 2hi, les sommets B, C,...,
K, I., / seront donc au nombre de 4'«; et en tenant compte des sommets A,
on voit que le polygone doit avoir 4 w + a sommets pour que la
démonstration précédente réussisse. 22. Transformation des propriétés
métriques. — Dans un plan , le lieu géométrique dos points m également
¢loigneés d’un point fixe c, est par definitioh une circonférence. Formant la
figure réciproque par rapport a un pointe du mémo plan, et désignant par et
c' les réciproques des points m et r , on aura , <I’apre8 la formule (A) du n®
dS (page ai), et I'on voit que le rapport demeurera constant. Donc I . Li’ lieu
géométrique des points dont les tlistances a dirujt points fires ont un rapport
constant , est une circonférence, «* Soient trois points en ligne droite et se
succédant dans ’ordre «, b, ¢.\ on a , entre les distances de ces points, la
relation évidente ac = ab -h bc. Formant la figure réciproque', par rapport a
un point extérieur o, on obtient un quadrilatere inscriptible oa'b'c', et la
relation (1) est remplacée par celle-ci:,a'c'a'b'.b’cl (1)1 T—» 77l
TT T’' OU .OC oa.ol) ob .oc > qu’on peut écrire (2) ,a’.c'.oV=o0a’.b’c'+
oc'.a' b'. Ainsi ; a. Dans un cpindtilatére inscrit a une circonférence, le
rectangle des tliagonales est équU'ident a la somme des rectangles des cotés
opposés. 3. Réciproquement, si un quadrilatére présente cette propriété , ses
sommets o, a', b', ¢' tij>j>artiennent il une mémo, circonférence.. Car la
relation (a), ou ce qui revient au méme, la relation (i'), ayant lieu entre les
disi tances mutuelles des quatre sommets o, a', b', ¢' du quadrilatere
considére, si I’on construit les points a,b,c réciproques do a', b\ ¢' par
rapport au pointo, on aura, entre les distances de ces nouveaux points, la
relation ( 1), ac =r ab 4- bc. Digitized by Google
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au nombre de 2.m; les sommets B, C,..., K, L, b, e,..., &, / seront donc au
nombre de 4m; et en tenant compte des sommets A, @, on voit que le
polygone doit avoir 4 m + 2 sommets pour que la démonstration précé-
dente réussisse.

22. Transformation des propriétés métriques. — Dans un plan, le lieu
3 . Réométrique des points m également éloignés d’un
7 . point fixe ¢, est par définitioh une circonférence.
Formant la figure réciproque par rapport a un point e
" du méme plan, et désignant par m' et ¢’ les réci-
-proques des points m et ¢, on aurd, <'aprés la for-
mule (A) du'nﬁ 1% ( page 21), ’ .
m'e'
om', oc'

L M

: c'm' O
et I'on voit que le rapport S demeurera constant. Done . -

. Le licu géométrique des points dont les distances a deux points firm
ont.un rapport constant , ¢st une circonférence. e
Soient trois points en ligne droite et se succédant dans I'ordre a, &, ¢
‘on a, entre les distances de ces points, la relation évidente

(1) ) ac = ab -+ be.

Formant da figure réetipmquc" par rapporb a un point extérieur o, on ob-
tient un quadrilatére mscnphble oa'b'c’, et larelation (1) est remplacée
par celle-ci : . '

( 1') ﬂ, L" - ﬂ' bl bl “!
y od'.oc’ T od. ol ob.oc |
qu'on peut écrire
r ro 4?)1 b= ] b: ’ ’ l,!
(2} - ac.ob =oa0.0c +oc.al

Ainsi :

2. Dans un quadrilatere inscrit & une circonférence, le rectangle des
diagonales est équivalent a la somme des rec-
tangles des cbtés opposés.

3. Réciproquement, si un quadrilatére pre-
sente cette propriété, ses sommets o, a', b',c'
-appartiennent & une méme. circonférence.

Car la relation {2), ou ce qui revient au
f N méme, la relation (1'), ayant lieu entre les dis-
a b T tances mutuelles des quatre sommets o, @', ', '
’ du quadnlatere considéré, si 'on construit les

points a,b, ¢ rémproqucs de a', &', ¢’ par rapport au point e, on aura, entre
les dlstances de ces nouveaux pomts, la relation (r),

mn — nh 1 ha



30 DES méthodes e\. uéométbie. Les points «, b, r sont donc en
ligne droite; et, par suite, les points (', b', ¢' appartiennent a une
circonférence passant par le point o, et le quadrilatére oa' b' ¢' est
inscriptible. c. o. F. n. *' | Entre les distances mutuelles des points n, 6, ¢ en
ligne droite et leurs distances a un point extérieur o, existe la relation
connue oti. bc + ot .nb = ob .ac ab. bc. ac. Si I'on forme la figure réciproque
par rapport au point o lui-méme , on retrouve le théoreme qui donne
I’expression du rapport des diagonales dans un quadrilatére inscrit.
Considérons enfin un .nombre quelconque de poi™fs en ligne droite /i,¢, r,
ils fournissent la relation ab + be -Jr ... bl = al. Formant la figure réciproque
par rapport a un point extérieur a, et transformant la relation qui précede, on
obtient ce théoreme : . , 4. Si Von a un nombre quelconque <Ic jmintx .a
tués sur une méme circonférence et se succédant dans Vonlrc o, n, b, c,..., b,
1, entre les distances mutuelles de ces points existe ta relation m "¢ ” be ” kil
_al oa.ob ob.oc ~ ok.ol~ oa.ol * Si le polygone ayant pour sommets les
points a, b, c,..., A, 1 devient régulier, la relation se simplifie et I’on a ce
théoréme : 5. Si1 aU\.. kl est un polygone régulier et o un jmint du cercle
circonscrit compris entre les sommets a et I, on a la relation ' — h -7 = —
i-;0a.0b ob.oc ok.ol oa.ol Scolie. — Les théoremes généraux de M. diasles
sur des systemes de points situés en ligne droite ( Géométrie supérieure,
page 229 ) fourniraienf , par des transformations analogues , des tli¢orémes
correspondants sur des systemes de points appartenant a une méme
circonférence. § III. — Applicatio.x a m trigonométrie spuérigve. 23.
Enoncé tic diverses pi-opriétés tics triangles sphériques , et conséquences
de ces propriétés. — Les triangles sphériques jouissent de nombreuses
propriétés analogues a celles.des triangles rectilignes. Ainsi : Les trois arcs
de grand cercle menés par les milieux des c6tés perpendiculairement a ces
coOtés, se coupent suivant les deux mémes points , extrémités d’un diametre
de la sphere 11l en est de méme des arcs joignant chaque sommet au milieu
du c6té oppose , des arcs passant jmr chaque sommet et perpendiculaires au
coté oppose , et enfin des arcs qui divisent en deux parties €gales les angles
du triangle.



PRENIEKE PARTIE. 31 ' Les démonstrations que 1’on connait de
ces propositions sont tres-simples (*), et il n’y aurait pas avantage a leur en
substituer d’autres que 1’on j)Ourrait"ns doute déduire des principes
précédents. Nous ferons d’ailleurs en passant cotte remarque, que toute
propriété descriptive d’un triangle sphérique fournit immeédiatement une
propriéte analogue pour un systeme de trois circonférences tpti se coupent
deux a deux dans le méme plan. Ainsi , par exemple, de ce que les trois arcs
hauteurs d’un triangle sphérique se coupent suivant les deux mémes points,
il résulte que trois cirronférences se coupant deux a deux dans le méme plan
, 81, par les points communs a deux d'entre elles , on mene une
eireonférence coujnmt orthogonalement la troisieéme, les trois nouvelles
circonférences ainsi obtenues se couperont suivant les deux mémes points.
(Plucker.) 11 sullit en effet, iwur parvenir a ce théoreme, de joindre au
principe rappelé plus haut cette obser\'atioh , que trois circonférences qui se
coupent deux a deux dans le méme plan , peuvent €tre considérées comme
les projections stéréographiques des trois cotés d'un triangle sphérique. 24.
Démonstration du théoréme de Lexell. — Enoncé d’un théoréme de M.
Steiner. — Construction du demi-exces sphérique. Théoréme de Lexell. —
Le lieu géométrique des sommets des triangles sphériqiw.s de méme base et
de .surfaces équivalentes , est un petit cercle de la sphere, passant par les
/mnts diamétralement oppose€s aux extrémités de la base. Démonstration. —
Soient ABC I’un des triangles que nous avons a considérer, er (1) 2E = A +
B + C-a" I’exces sphérique donné mesurant 1’aire de ce triangle. Soient a le
contre de la sphere. A' et B' les points diamétralement opposés aux
extrémités de la base donnée AB ; et formons la projection stéréographique
de la figure en prenant pour contre de projection le point A'. Le triangle
ABC a pour projection un triangle abc dont les c6tés ab et ac sont
rectilignes , le premier étant fixe et le second mobile autour du centre a. Le
troisieme coté be est un arc de cercle passant par les points fixes b et b',
projections des points B, B’.' D’ailleurs si I’on méne les droites bt , et
tangentes on 0, ¢ a I’arc beb', les angles en a,b,c du quadrilatere rectiligne
abet , étant respectivement égaux aux angles A, B, C du triangle sphérique,
on aura, en désignant par "rranglo bte, A.ri-B + C-\-'t'=li"‘\ ou A-t-B-f-C-
a‘"=2°"'— (*) Théoremes et problemes de Géométrie, de la FtteaoiRE et
Catalan ; a* édition, pages 21 5 et suivantes. Digilized by Google



3-2 DES METHODES EN GEOMETBIE. (le 13, en vertu «le la
relation donnite (1), Or, si 1'on mene la rordi!>'c, et que ’on dtSsigne |>ar P
I’imgle inscrit bb'c, on verra ; 1 que I'angle t a pour mesure 180 degrés
moins l'arc be évalué en degrés ; 2° que ce dernier arc mesure le double de
Tangle P, et que, par suite, on a I'égalité (3) t = — La comparaison des
relations ( 2 ) el (3) montre donc ([ue /«m demi-exces sphérirjue E est
wcesinv dans lu projection par C angle P ou bb'c : cet angle est donc constant
, et comme le coté teb est fixe , ainsi que le sommet b', on voit que, dans”la
projection, le lieu géométrique’ des sommets ¢ des triangles abc est une
ligne droite passant par le point 6'. mDonc, on revenant a la figure primitive,
bn voit que le funi géométrijue des sommets C des triangles ABC, est la
courbe déterminéie dans la sphere par le plan mené par le jwint A' et par la
droite b'e , c’est-a-dire un petit cercle de la sphere lassant par les points A'
et B'. c. . f. d. ConocLAInE I. — Du théoreme précédent M. Sleiner a
deduit cette nouvelle iiropriété des triangles sphériipies ; 1-xs trois ares de
grand ccnle passant par ehaipie sommet et dieisant r aire du triangle en deux
parties eipiivalentcs , se coupent sideant les deux memes points.
ConoLLAIRE II. — Dans la figure jirojetée, 1’angle inscrit bli'c qui mesure
le demi-exces sphérique E, est €égal a I’angle c//t, ¢’est-a-dire a 1’angle sous
lequel la droite be couive la circonférence brb'. 11 en résulte que le demi-
exces est mesuré , sur la sphere , par ’angle du grand cercle BC avec le
petit cercle déterminé par les trois points B, C et A". Cela pos€, menons le
grand cercle '/fl, passant par les milieux des co6tés AB , AC et coupant en |
le coté opposé BC ; tracons le grand cercle a.'%p perpendiculaire nu coté
BC on son milieu a, et soit, sur ce grand cercle, P le pole du petit cercle
A'BC. Les rayons «¢/, a* de la sphere étant respectivement paralleles aux
cordes A’B, A'C, le point/; est aussi le pdle du grand cercle -/fl. 1l résulte de
la: 1" q««e h's arcs pu., «2' sont complé2E =2""—t, ou (2).(=2""'—
2E. A Digilized by Coogle



32 DES METHODES EN GEOMETRIE.
et de la, en vertu de la relation donnée (1),

T
2E=a%—¢,

-

Or, si I'on mene la corde
&'c, et que l'on désigne par
ey

b' I'angle ingerit bb'c, on

N\

verra ; 1° que l'angle ¢ a
pour mesure 180 degrés
moins I'arc be évalué en de-
grés; 2° que ce dernier arc
mesure le double de I'angle
9, et que, par suite, on a
I"égalité ’

d N -
(3] t=a%==3l
La comparaison des relations (2) et (3) montre done que le demi-cxces

spherique E est mesuré dans la projection par Pangle A ou bbe: cet angle
est done constant , et comme le cOté 4 est fixe, ainsi que le sommet &', on
voit que, dans la projection, le lieu géométrique’ des sommets ¢ des
triangles abc est une ligne droite passant par le point &'.Done, en reve-
nant a la figure primitive,'on voit que le lieu géométrique des Sommets C
des triangles ABC, est la courbe déterminée dans la sphere par le plan mené
par le point A’ et par la droite b'c, c’est-d-dire un petit cercle de la sphére

passant par les points A’ et B'. C. Q. F. D.
ConoLrAre I. — Du théoréme précédent M. Steiner a déduit cette nou-
velle propriété des triangles sphériques : -

Les trois ares de grand cercle passant par chaque sommet et divisant
Paire du triangle en deux parties équivalentes, se coupent suivant les
deux mémes points. -

CororrAme II. — Dans la figure projetée, I'angle inscrit bb'e (qui mesure
le demi-excés sphérique E, est égal & l'angle cbt, c'est-d-dire a l'angle
sous lequel la droite 4c coupe la circonférence beb'. 1l en résulte que le
demi-excés est mesuré, sur la sphére, par I'angle du grand cercle BC avec
le petit cercle déterminé par les trois points B, Cet A'.

Cela posé, menons le grand cercle fI, passant par les milieux des
cOtés AB, AC et coupant en I le coté opposé BC; tragons le grand cercle
«'zp perpendiculaire au c6té BC en son milieu =, et soit, sur ce grand
cercle, p le pole du petit cercle A'BC. Les rayons av, af de la Sphére étant
respectivement paralléles aux cordes A'B, A’ C Ie pomt Pe est aussn le pole

e e acaxle BT W _Ba Maa L TL L 6 PSRy W N |



f PREMIERE Partie” 33 irlpnlaiics; 4" que les angles a, a' étant
droits, les arcs la, 1a' sont des (luadrants, et quo, par suite, I’angle 1 est
mesuré par I’arc aa'. Or, si I’on meéne maintenant 1’arc do grand cercle />C,
le triangle /-1aC, * rectangle en a et dans lequel I'angle en G est le A. .
complément du demi-exces, fournira cette rela” J,. , lion : ¢ sinCa=
langyya.cotangaC/5, ou enfin V\\i sin - = cotang aa' . lang E . s n - =tang E
.cotang [ . m, Celle formule démontre la construction suivante donnée par
M. le professeur Gudermann ; Prendre sur le coté BC , a /mrtir du point I,
Pure I M égid a la moiti¢ du c6té BC , et mener par le point M le 'grand
ccn'le MN perpendiculaire a IM et terminé h Pare H 1’arc MN ainsi obtenu
mesure le demi-exces sphérique. Srolie. — Si la somme des angles du
triangle ABC surpasse 4 droits, le point de concours t des tangentes en b et
c sera // situé¢ du coté opposé¢ a celui ou se mesurent les / *, angles de la
figure projetée, qui sont égaux aux y 't angles B etC du triangle ; -toutefois
les memeS con/ clusions subsisteront encore. En clfet , la somme’/  1des
angles intérieurs du quadrilatére ahte , (pii /" a M présente alors un angle
rentrant en a, est encore * J 'j €égale a 4 droits; on a donc, en observant que
les / ; £ angles on a, b cl c. du ([uadrilatere ont pour va\ VI leurs 4*'‘— A,
a'*' — B eta**' — C, larelation A)-t-(a""-B)4-(a‘" t=z aE — 2*” fin
trouve facilement d'aillenrs 1 = 1 OEt I’on voit, comme précédemment, que
I’angle // on ab’e est €gal au demi-exces spbériiiue. 11 résulte de cette
discussion le corollaire suivant, essentiel pour les iipplicatiens que nous
avons encore a exposer : SrPnn eortsideie un triangb- sphériipie ABC et le
triangle tectiligne 1id>r . 3 * Digilized by Google
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- mientaires; 2° que les angles «, «' étant droits, les ares I« T2 sont des
quadrants, et quo, par suite, l'angle I est mesuré par l'arc oz,
_Or, si I'on méne maintenant I'arc de grand cercle pC, le triangle p=C,

) " rectangle en z et dans lequel I'angle en C est le
; /’ ‘ complément du demi-excés fournira cette rela-
bl ‘

y \‘\ ,1' i tion : : - >
% < I sin Cx = tang pz.cotang 2Cp;

o/ { i) I\»“ ou .

! fiy / \? ¢ ; .

(T ’L 1 / X sin'—‘:cotangm’.tang]i.

\ i

\ AU T N ou enfin S
L T a
NP n— = tangE.cotang1.
N N
b O T

Cette formule démontre la construction sui-

vante donnée par M. le professeur Gudermann :

Prendre sur le cété BC, a partir du point 1, Parc IM égal & la moitié

du c6té BC, et mener par le point M le grand cercle MN perpendiculaire

a IM et terminé a Parc 1%+ ; V'arc MN ainsi obtenu mesure le demi.-excés

sphérique.

.S‘mlw — Si la somme des angles du triangle ABC surpaese 4 droits,

~ le point de concours ¢ des tangentes en b et ¢ sera

} situé du coté opposé a celui ou se ‘mesurent les

! angles de la figure projetée, qui sont égaux aux

o i ~ angles B et C du triangle; toutefois les mémes con-
\ clusions subsisteront encore. En effet, la somme

> ’a des angles intéricurs du quadrila!ére abte, qui
T présente alors un angle rentrant en «, est encore

vab

" } égale a 4 droits; on a donc, en observant que les
Ve ‘\“\c - angles en a, b et c du quadrilatére ont pour va-
‘\ St leurs 4% —A, 2" —Bet 2" —C, 13 relation
- } ) ) /,I |‘
\,/ \ ?+(4(.lr_"A)+(2dr__n)+(,ztlr_(“)Tédr’
ou - : ’
(').') = - ;:“ 2E — 2%,

¥

- On trouve facilement d'aillenrs

n" 7 ___,l\!m,tll' .
(3) t=120 —2".

Et lon voit, comme pn,rédemment que- '.an«\e B on ab'c ost égal au
demi-exces sphérique. . -

1l résulte” de “cette discussion le corollaire suivant, qunllel pour les
apphcamms que nous av ons encore a cthSer
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3/j > DKS METHODES F.\ L EOMETKE. ilimt lcs somnirts saut
ifitimcinili'luciit uppusc au suiniiwt A) des siaumets du premier, les a/ifIrs
en a, h, e du irianj”le rertiUgne auront respct Itvement /tour raleurs A, U —
K, C—T, liilésio/iant le denii-e vees sjtherii/ue. aux aiylcsuna, h'ul r
du Irianulu ab'r, (Juil' nous aurons aussi a considérer dans ce qui sui( , ds ont
é\idcinnu'nt |«iur \alcurs i"— A, I>, et A - R. JuaLlissemeat d< s itiverses
formules de la trigonométrie s/thera/ue. O. Uetalions entre les ¢léments iles
triangles AIK' et ahr ; AUC. et nié¢e. Nous désignerons conune a l'ordinaire
par a, b. r lesrotés du triangle spliérique AUC; et, quand nous aurons a les
emploxer, |iar "o, b, , 1?, e les angles des triaiilLrles rectilignes «éc. ab'r
dont nous avons vonne¢ les valeur” en fonction de A, 11, C., K. C.ela posé,
st I'on prend 4e ra\on U de la spliere pour unité ile longueur, rinspeclion de
la figuire de la page 3'j nous 'donne iinmédialemi'iil : ab tang-1 ai - tang-; **
'1'-x (Aj, cotang-i f/<' rotang-; m g ' a et, par suite. t,b' -g:-, Slll r >\nb' e¢'
désignant la corde que en prolongée détermine dans la (arconférence beb’.
Rniin la formule f.\'") du 1€’ Ki (piage rr), ilans laipielle nous devrons
reng/lacer la puissance P pur alC ou 2, nous donnera (l1) be :=lic. . ? A Il
AC..asinethr.cms-fosei.-A(/, lu: Aii,Ar.nsmefh.rrus-siie/ Ail
est sans (inute inutile d'ajouter que ces formules ne doivent pas étre n-
lenues, et qu’il suflit d'apprendre a les ///r rapidement sur la li"ure. 1 . eus ti
-cos hcisr-f-sin/» sin c eos A. On a, ilans le triangle rerlilijine nhv. U)
be mm ab 4- (/< — e10i.rtc eos A ; Digilized by GocJgle



34  DES WETHODES EN GEOMETRIE.

dont-les sommets sont Iés projections stéréographiques ( suivant le centre
de projection X' diamétralement opposé @ sommet A) des. sonunets du
premier, les angles en a b, e du triangle rectiligne auront respectivement
pour valewrs A | B— E, C— E,| E désignant le demi-c veés sphérique,
Quant aux angles en @, &' cte du triangle b’ e, que nous aurons aussi a
considérer dans ce qui :uu ils ont éy ulvmm(’-ut pour valeurs 2% — A E,

c't\ - E.

9. Etablissement des diverses jbrmulm e la trigonometrie sphérique.
. Belations entre les élémenty des triangles ABC et abe; ABC et ali'e.

Nous désignerons comme a Vordinaire par «, 4. ¢ les cdtés du triangle

Lot > : \ N
sphérique- ABC; et, quand nous aurons & les employer, par «, b, ¢,
TR N a _— . ’

, b'oe les angles des triangles rectilignes abe, «b'c dont nous avons
wnne les valenrd en fonetion de A, B, G, E. Cela posé. si Ton prendde
ravon R de la sphere poyr unité de longueur, Vinspection de la figure de
la page 32 nous donne immédiatement :

-
-

. }‘ b
[ ab - tang -, ac == fang -3
2 2

¢ 0
\ o oabcccotang—. o' - cotang - ;
2 2

() ‘
oL, par suite,
X ; 2 B X 2
W' 22—y e - 4
sine sind

e’ désignant la corde que ew prolongée détermine dans la circonférence bed',
Enfin la formule (A") du n” i3 (page 22 ), dans laquelle nous devrons
rempdacer fa puissance P par 2R* ou 2, nous donnera

in =
. h —
. be =BG —-—"AA~‘ - -

LA cnsf oS~
b

(B) ( '

.

Il est gans dnute inutile d'ajeuter que ces formules ne doivent pas étre
refenues, et qu’il suflit d'apprendre i les /ire rapidement sur la fignre.

1. Ccosa— coshcose-4-sind sine cos A.

On a, dans le triangle rectiligne abe

. — -_— 1
i) be = b e ste — auh oeena A



PREMIIIitE PARTIR. Remidatant chaquo ligne par sa valeur,
ré<iuisant au méme dénominaleur Pt supliriraant le dénominateur commun,
il vient.n.J)'r.rhsin-=sin'- cos- - -i- sur- cos - * *A A A'i A sin h sine
Multipliant par a-, changeant les signes, ajoutant 1 aux deux membres €t
rcmplay;ant Clis™1 pari — sin’ 1 — sin’”1 1l vient ou enfin 1 fi =: — A sin’
—asin’ - | 4-sin h sin c cos A, cos I — cos h cos r + sin sin r cos r1. (Il
Jtnmjri/M'. — La consiruction sur laquelle reiioso la démonstration
précédente, ne comporte d'autres restrictions que celles qui sont nécessaires
jwur la construction des points i, r. Or ces points pourront toujours étre
construits comme nous l'avons supposé dans la figure, quand les angles
AA'B, AA'C seront moindres que i droit, ¢’est-a-dire quand les arcs c, h, ¢
qui mesurent les doubles de ces angles, seront moindres que 180 degrés; ce
qui a toujours lieu dans les triangles sphériipies ipie 1'on considere. sin B
sin/' sin C. ~ sin r Désignons par r le cayon ilu, cercle /«/>', qui est coupii en
un second ])oinl ¢' par la droite in- prolongée. On sait que , dans un cercle ,
une corde quelconque est égale au diametre multiplié par le sinus de I'angle
formé )tar la corde avec la tangente menée par [’une de ses extrémités.
Appliquant cette remarque a l*bacune des cordes b/>', rc', on a ’ sin B sin ¢’
sin B hh' et, en remplacant hl/' et ce', par leurs valeurs. 3. cot(7 .sin /' =
cos/' cosC-(- .sin C. cot .A. (111) . cos .\ = cos B cos C 4- sin B sin C cos n.
( 1 V) Laméthode analytique ordinaire permet de jiasser des formules
¢tablies dans les n“* 1 et 2 a la formule (111); et la considération du triangle
supplémentaire permet de déduire la formule (IV) de celle dun" 1. a.
Fonnulex ile Delumbrr. On sait que, dans un triangle rectiligne dont les
coOtés sont /q , ¢, , et les angles opposés A,, H,, on a pour chaque, c6té la
dmdde ndation ,, I * - ¢, ) -«in .A, sin B, -L sin sinB, — sinO, Digitized by
Google
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Remplacant chaque ligne par sa valeur, réduisant au méme dénomina-
teur et supprimant le dénominateur commun, il vient

ool b tp e b sind gine
sin’= = 8in’= 08" = 4 8in* - co8’ - — ————— cosA.
2 2 2 ) 2 2

-

Multipliant par 2, changeant les signes, ajoutant 1 aux deux membres ét -

b e L b {ohBR w2
remplacant co8’—, c08* -, par 1— 8in’ -, 1 — sin’—, il vient
2 2 2 2

? i gl a0 . .
cosa == '(: - 9.sm’; 1 28I’ ;) +sindsinccosA,

ou enfin i '
cosa=coshcosc+sinbsinccosa. (1)

Remarque. — La construction sur laquelle repose la démonstration pré-
“cédente, ne comporte d'autres restrictions que celles qui sont nécessaires
_pour la construction des points &, ¢. Or ces poinls pourront toujours étre

construits comme nous I'avons supposé dans la figure, quand les angles

AA’B, AA'C seront moindres que 1 droit, ¢’est-d-dire quand les arcs ¢, b, -

qui mesurent les doubles de ces angles, seront moindres que 180 degrés;
ce qui a toujours lieu dans les triangles sphériques que P'on considére.
sinB  sind

Désignons par » le ravon du cercle bed', qui est coupé en un second
point ¢' par la droite ac prolongée. On sait que, dans un cercle, une corde
quelconque est égale au diametre multiplié par le sinus de l'angle formé
par la corde avec la tangente menée par I'une de ses extrémités. Appli-
quant cette remarque a chacune des cordes bb', ec’, on a
' bl ce' sinB N)'.

i W ey Dl
sinB  sin (. sinC ™ "

-

et, en remplacant b4 et cc) par leurs valeurs,

smB __sinb ()
simC sine ’
3. cotasind = coshcosC+sinCeotA. (1
4. co8A =cosBcosC 4-sinBsinCceosa. (IV) »
La méthode analytique ordinaire permet de passer des formules établies
dans les n” 1 et 2 & la formule (IIT); et la considération du triangle sup-
plémentaire permet de déduire la formule (1V) de celle du n” 1.
5. Formules de Delambre. \

On sait que, dans un triangle rectiligne dont les cotés sont «,, b, , ¢, , et
les ankzles opposés A, B, €, ona pour chaque coté la double relation

(b, 4-r)sinA, , (b —ec)sinA
- N -

S e AL e i



H6 ' DES m”:thode.s en nEoMEmiE. uu, en sim[>lifiant, ( h -4-
Asin— (h—r,) ros — (A)n,=B, - C. U, - C, fir, 11>»li(JU(»ns  preniirr
y.b.htitsin=hc=:—*— b.d:r,=/7r£:ab=lanu * laiii» ‘0r “'yy.
ros -COS y 2 bros -ros y y B,-C, ="-"7=(B-E)-{C-E) = H-C; A. >.n
sulistilunnt res valeurs dans (aJ el siinplifiimt, il \ient . b -\-r . X b —r A sin
sm “sinros. ayyyy rosB-C Appliquons rn scroml lieu les miimes
relalions (A) au roli //<e du Iriai”:le rectiligne ah'c, on aura a, ~ h'c = ¢ rosei
ros-smela<l,dbr,=«r+ah'—tanu-+trot-=rtautrosmh.rros-
SinaaB,-0,=7,""<E-(A-E)=aE-A=B+C -a-". par suite ,
d'aiiletirs B, - C Substituant ces valeurs dans (A), et simplifiant, il vient h
—1AA-t-c,Aros— cos - cos sin COS-=1.-Ti. — =— — (V') sin B-I-t’.
ros B + C y Digiiized by Google
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ou, en simplifiant,
A A
(b, ¢,) sin -;'- (b, —r¢) cos—t
K] e T ARl v

0§ ——— 8in
j 2

Or, appliquons en premier liew celle double rvelation au edté be dw
triangle reetiligne albe, on aura

A . bxe
sin — sin
2 b ¢ .
w=he= 7 =y bt e, = ae ab = lang - :t-ldn{,—:'
[N 2 IS
ms- cos - 3 COS = COS —
2 5 2 2

n~Q=$-?=w+5y4c By=H-C; A=7=A\
En substituant ces valeurs dans (A} et simplifiant, il vient
Ir+ A . b—¢ - A
sin = sin 08"
A . 2 2 V)
s . Rt
cos sin

sin

2

Appliquons en second lien os mémes rvldhons (A) au ¢dlé b'e du
triangle rectiligne ab’c, on aura -
i
08 —
. PRy P —
B ] ,) . = b
COs— sin ~
a2 @

=+ cos (b:tf")
2

——

b ¢
b,x ¢, = ac x ab’ = tang - == cot - =
2 2 b . r
o8 ~ Sin — .
5

B—C=0—¢=E—(A—E)=2E—A=B+4C— 2%,

par suite,

B"_Cl____.__ ldr__B+C .
2 2 !

" d'ailleprs

— ——

2 2

Al — ]dr A *

Substituant ces valeurs dans (A), et simplifiant, il _irient
| b—v" A b4+c . A

cos COS - cos sin —
‘('OSQE"-——"—“—-‘-—?"— g (2. ,(V‘)
o . BAb,. T
T oein COR e




PREMIERE PARTIE. 3? Les foi'imiles (V) cl {V") sont les quatre
formules découvertes par Delanilire. (). Amtlogics t/e Neper. On pourrait,
en suivant la marche ordinaire, déduire ces analogies do la combinaison des
relations précédent(«. Mais comme, en général, ou, n’établit les formules do
IKdambre que dans le but d’arriver, parleur secours, aux analogies do
Néper, il paraitra sans doute préférable d’¢tablir ces dernieres directement ,
ainsi qu'il suit; 1. Le triangle rectiligne r/1a- nous donne cette formule
connue. IB) lang "T- /) — ¢ A. T COt-, tw 2 tlh cl de 14, en substituant...
h-. taiig «-C. sin -t- ¢ 2 OU 2". L.e Iriangle </a'c nous donne de méme 1Q ¢
— b ah — nr a tang- - -rr- cul-2 «¢ -t- ne 2 On a d’ailleurs dans ce triangle
clnA-2E-=2- (IM-C), -=1"--; 2 2 nb' colUing biiiblie.c.bb—1Icol
- a- lang - cos 2 2 2 1l vient donc, en substituant , col 1» 1-C cos cos b j-c 2 .
Alang-b—c2b—c, eos”™,B-f- (.2 /vit.tang — col T-- (VL,i 2 0-1- ¢
2, cos * ‘2 *la-s formules ( VI|) et (VI,) forment deux des analogies de
Néper; et la considération du triangle sui)(ilémenlaire fournit les deux
autres, a sa. Digilized by Google
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Les formules (V) et (V') sont It'a quatre formules (Iémuvettos par
Delambre.

6. Analogics de Néper.

On pourrait, en suivant la marche ordinaire, déduu‘e ces analogies de
“la combinaison des relations précédentes. Mais comme, en général, on .
n'élablit les formules de Delambre que dans le but-d’arriver, par leur
© secours, aux-analogies de Néper, il paraitra sans doute préférable d’éta-
blir ces derniéres directement , ainsi qu'il suit:
1%, Lo triangle rectiligne abe nous donne cette formule connue,

\ AOA Acs
(B) | langb —c. ac—ab ta
. ‘ > . ac + ab 2
et de la,.en substituant. ..
% cb—c '
By W :

i b vl b4c

A IR
cot=- (V],)

] 2
sin ’

2°. Le triangle «b'c nous donne de méme

LN ~ y N

C) e Ca v al — ac i
: ang = col -

Y ° ab' +ac "

- On a dailleurs dans ce triangle

Fas
AN " . o a . A
c=PamA-aBea®—(B4+0) T v
: _ 2 2
ol
c [ b +
ab' — ac " U)t; - mnb;. S
D' 4+ ac ™ : [’ b—¢
o g cut‘—-&—tﬂng: cos ——
2 2 2
il vient dum . en substiluant |
) - ¢ .
€08 —— .
l()lB * . i : ta a";\
2 b— VOB 2
o8
on ' ' ‘ &
08 =f
t'm'“+‘: = 2 fut = (VL)
g g o
. CO: b—‘—— -

* Les formules ( VI, ) et ( VI,} forment (lcw. tk‘a analo:;lcs de {\ép('r, el |¢l

sanciuddwatinn da trinnela coannlAmantaioa faoent las dane aulen A



38 voir et DES MCrmODES EX « GEOMETRIE. U -c b sm
lang8in « mbTT;"""-a B - C, cosb + ¢ i lang— — , ~ - tang-- (VIJ A n " t.
X tx>s 7. E-irpresiions des sinus et cosinus ilu demi-exces S/dierii/iie. Le
triangle rectiligne nh'c, dans lequel 1'angle c¢”st égal au ilemi-exc”s, donne
-cossin E=-m1”siuA,ouenfinncos1.b.csin-sin 8in.E = isiiiA; (Vil)
n'rosX cl si I’on veut remplacer dans cette formule sin A par sa valeur, il
vient sin.E = - «)-sin(/* — b) siii(/> a b ¢ acos- cos- cosa a a (Vir) Si ’on
veut obtenir cosE, on appliquera au triangle nb'c la formule . connue (E)
oi'= (7C.COsi+1/>' cos™, et par les mémes substitutions on en déduira cosE
=eb,bc.b.cCX)S«— COS 6 COSr cot - + tang-*cos A cos - cos - +
sin-sin-+2'"22222SIU0sineab.ccos-:COS-SI11222aCOS-.
2oubiencosE=/,,,b.,<ecosU-—cosbcesc4-4cos-cos"22nbc4
cos - cos - cob222 Digilized by Coogle
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Yoir :
) si —— ,
J =~ ¢ 2 [4 ,
anre (VL)
e ~ic ey (Vi)
sin .
= ]
el
" B
(13 e e
. b+ ¢ Y “
: ng —— . — tang -+ (VI
la E 2 B B"i'"‘- nl"_‘ \ 1)
Cos —i_

7. Eapressions des sinus et cosinus du demi-excés sphérique.

Le triangle rectiligne ab’ ¢, dans léquel 'angle I:p"t‘,sl ¢zal au demi-exeds,
“donne la relation . .

A siuﬁ ac
(D) ° —— =
sina

et de la, en substituant,
* g h . ¢ b

. tang - - sin = 08—

S a2 2 2 .
sinE =: sinA-,

«
- € i COR =
2 -

ou enfin
; B
sin _ sin - _
sinA; (VI

L sin.E =

. ({4

0S8 —
A

et si Uon veut remplacer dans cette formule sin A par sa valeur, il vient

SR ysinp.sin(p — a).sin(p — b)sin(p — ¢}

{(VII')
a b c :
2008~ COS— COS—

2 2 2

Si I'on veut obtenir cos E, on appliquera au triangle ab’c la formule
connue P
~N
(E). ab' = ac.cos a + cb' ms@,
et par les mémes-substitutions on en déduira

c b b ¢ . b . ¢ cosa—coshcose
cot - tang=cos A COS— COs — Sl = 81N = ¢ ——— e "
¢ 2+ ; &3 i Nl e sind sine

cosE = - e B ,
a b o -- I3 .
COS— : COS— 8in — COS=
2 Y | 2 - .
ou bien . ' . : .
‘ . R .
o8 — c0s b cosc -4 4 cos® 5 05"~ ; >

- cos E = =

a b e 4
# AP PRPIe # .
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(*RKMIKItK I>Altili:. Cl si 1 (ni icmiilatc cnlin diiiis le
numeérateur u ces' - et I''"" I -( cosA el 1 4-cos<‘, il viendra déliuitivemenl
cos E ~ 1 4- cosrt 4- cos A -f- ¢(, n t> <: 4 cos- cos- cos*X *}. X a. /'t/tn-
satou th® la Imigriilc tlu ijuarl tir P'r.rrr\ xplirriiilir. Si, dans le triangle ah'r,
on désigne [wr a, S, m/ les cétés O|H»osés aux angles rt, A’, c, et par a et le
périmetre a-f- [iy,oua... A'E/. 51— x)(ct — y) (+) tang-=tang-=y ; et si
'on calcule les valours do w, ct — etc., ontrouve . ' 1°t* —ai!l —A~r,
tang - - i Utng * lang ~ « lang  lang — ( 1 X.) VA X A (). lititolulion tics
tritinglcs splirrit/iirs thial 1rs réles sont Irrs-pt:lils jMir rapitorl au rtuna tic
Itt spltrrr. Throrcme ttiiah"1it: a rrliii tic Jj’jfcatlrc Nous désii*ierons , dans
ce qui suit, («ir«. A, c et U les uombses qi mesurent, au moyen d’une méme
unité de longueur, les cotés du trianglr. sphérique et le rayon de la sphere.
Les rapports seront iles sphérique et le rayon de la sphere. Les rapports
seront des nombres Ires-])etits, que nous appellerons des iafiaimrai /a'tits tla
premier ortlre. Nous appellerons de méme infiniment petits du .second,
troif* " sicme et quatriéme ordre, des nombres tels gtic :jp' et nous
désignerons ces infiniment petits des divers ordres par t, s’, €', Cela posé,
considérons comme précédemment {vtar la figure de la page 3'il le triangle
sphérique .MK"., le triangle rectiligne «Ac el un second triangle rectiligne
AD,C,, , .semblable a «Ac, de dimensions doubles et que I’on peut
construire géometriquement en projetant les sommets B, C, du triangle
spheérique, suivant le centre de projection et sur le plan tangent eu A. Les
anghs du triangle rectiligne AB, C, auront pour valeurs exacles A* B, = B
—E,C,=C—E;etsil'on désigne ses cétés par a, , A, , ¢, , ou aura, en
rélabli.ssant le rayon ile la sphere dans les formules (.\) el (B) de la page
34» qui donnent «A, «c, Ac, ». rt, - 2 Ac X R sincos-" ¢ iT 2.11 2 R 2 R sin
— n2 R Digitized by Google
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u % - : ' e 2 Y Ik
et si Fon remplace enlin dans le numérateur ucna‘;-vt uvos"; par
1 4-cosb el 14 cose, il viendra définitivement

‘ca B L OBAtCO8b Hcose oy

w. . b ¢
* 4§ CO8— CO8— COS -
2 2 2

8. Expression de la tangente du quart de Uexces spherigue,
- Si, dans le trian-'lo ul' ¢, on désigne par =z, 5, 4 les colds opposés anx
anglesar, ', ¢, ot par 2w le périmetre =44 4-4, on a

= b E o — /\ {er — )
o) tang — = .m" - = —---'--'-- ( f--‘i :
. 2 \/ (& — $)
et si l'on calcule les valours do o, & — %, elc,, on-trouve
E .f ‘ — I, FOS—— .IJ : DU — Al-;l‘-— ]. [P R— 1, .—j " ‘ B
tang e \/ Laug.; - tang » tang —— - lang - (IX)

. 9. Bésolution des triangles sphériques dont les cdlc‘.v sont tres-pelits puar
rapport aw rayon de la sphere. Theéoreme analogue a celui de Legendre
Nous désiznerons, dans ce qui suit, par«, b, ¢ ¢t R les nombges (s
mesurent, au moyen d’'une méme unité de longueur, les cOlés du triangle
. W « oo @ b
sphérigque et le ravon de la sphere. Les rapports R R “ seront des
nombres tris-petits, que nous appelierons des infiniment petiis du pre-
mier ordre. Nous appellerons de méme infiniment puih du second, troi-

b et

Rg “J\ 'ﬁ;‘\ el nous
désignerons ces infiniment petits des divers ordres par ¢, %, &, '
Cela posé, considérons comme préeédemment (voir la figure de Ia p.\!,e' 32)
“le triangle sphérique ABC., le triangle rectiligne wbe el un second triangle
rectiligne AB, C,, semblable & abe, de dimensions doubles et que U'on peut
construire géométriquement en projetant les sommets A, B, € du triangle
sphérique, suivant le centre de projection A” et sur le plan tangent en A.
Les angles du. triangle vectiligne AB, C, auront pour valeurs exactes A,
B,=B-—E, C, = (C—E;j et si 'on désigne ses cdlés para,, b, ¢, on
aura, en rétablissant le rayon de la sphére dans les formules (A) el (B)
de Ta page 3§, qui donnent @b, ac, be,

sieme et quatriéme orvdre, des nombres tels quc

. :
2R sin— 4
2R Pt 4

= abr - “——"r— — 3= —- 8§,
1 £
(‘UN ('Oh'-—ﬁ- .
b

. 2R ‘-lll-—l--i-~ 5
fi';. 2AC =7 ——— II— !.'
. ; {:

«C0s

a R



40 DES METHODES EN GEOMETRIE. Ainsi , 1i'S c6tés du
triangle* rectiligne AB, C, ne différent des c6tés correspondants du triangle
sphérique proposé, que par dos inliniment petits du second ordre. Il en
résulte immédiatement la proposition suivante : TitKonkME. — .Si /c.i
cd/c'.ifl, h, r 1/'iit1 Irin/iglr sp/icrii/ur .mnt tresj>HiU par rapjiori au rayon
Hr lu sphérr, on j>rat sub.'Uituer a sa résolution vclle fl’un triangle
rrrtiUgne auxiliaire , ayant pour [’un de ses cotés a, et |>nur angles A, B —
E, C — E (-aE liésigna/it I’exces sphérique')', et les flfuix autres cotés de ce
triangle ne différeront des c6tés corrcsponilants du triangle sphérique que
parties infiniment petits du secomt ordre. On voit en effet que le triangle
au.\iliaire dont il s’agit étant semblable au triangle AB, C, , et ayant pour
I’un de ses cotés a, qui ne differe dp a, que par un inliniment jietit du second
ordre, les différences entre les . autres c6tés homologues des deux triangles
rectilignes seront du méme ordre; etipi'il en sera de mémo, par consé<iuent,
des différences entre les derniers c6tés du triangle auxiliaire et du triangle
sphérique. Remarque. — Le théoréme précédent peut , ce nous semble , étre
emjiloyé aux mémes usages qtie le théoréme analogue de Legendre.
Toutefois, I’emploi de ce théoréme exige, comme on le sait pour celui de
Legendre, que le triangle auxiliaire que I'on substitue au triangle sphérique
ait mome surface ([lie ce dernier. Or, il est facile de démontrer que la
différence entre les surfaces du triangle sphérique et du triangle auxiliaire
défini précédennnent , est un infiniment petit du second ordre. Il suffira, en
effet, [lour le démontrer de faire voir que la différence entre. ' les surfaces S
, S, des riangles ABC, AB, C, est du mémo ordre. On a, ¢n effet, (1) S -
R’».Eet(*,)” b,c,.sin AOr la formule (VU), page 38, devient, en'y
rétablissant le rayon de la sphere, et en développant les sinus et cosinus, sin
E.=b‘.c..hrsin.V—IF" cosail. 1té hc sin A— d 4R’-«’ X’ /. étant un
nombre. > ¢ On en déduit, par la division. ». ,, . 6¢csinA , ' D'apres cette
formule sinE et par suite E sont du second ordre; la différence entre E et
sinE est donc du sixieme' ordre, et 1'on [K*ut Digitized by Google



4o DES METHODES EN GEOMETRIE.

‘Ainsi, les cdtés du triangle rectiligne AB, C, ne différent des cdtds cor-
respondants du triangle sphérique proposé, que par des infiniment petits
du second ordre. Il en résulte immédiatement la proposition suivante :

TukonkMe. — Si les edtes a, b, ¢ d’un triangle sphévique sont trés-
petits par rapport aw ravon de la sphére, on peut substituer a sa résolution

© celle d’un triangle rectiligne auxiliaire , ayant pour Uun de ses c6tés a, et

. pour angles A, B — E, C — E (2E désignant Uexcés sphérique); et les
" deux autres cotés de ce triangle ne différcront des cdtés correspondants
du triangle sphérique que par des infiniment petits du second ordre.
- On voit en effet que le triangle auxiliaire dont il s'agit étant semblable
au triangle AB, C,, et ayant pour I'un de ses cotés @, qui ne différe de @,
que par un-infiniment petit du second ordre, les différences entre les .
autres cOtés homologues des deux triangles rectilignes seront du méme
ordre; el qu'il en sera de méme, par conséquent, des différences entre les
derniers cotés du triangle auxiliaire et du triangle sphérique.

Remarque. — Le théoréme précédent peut, ce nous semble, étre em-
ployé aux mémes usages que le théoréme analogue de Legendre. Toutefois,
emploi de ce théoréme exige, comme on le sait pour celui de Legendre,
que le triangle auxiliaire que I'on substitue au triangle sphérique ait méme
surface que ce dernier. Or, il est facile de démontrer que la différence
entre les surfuces du triangle sphérique et du triangle auziliaire défini
précédemment , est un infiniment petit du second ordre. ”

11 suffira, en effet, pour le démontrer de faire voir que la différence entre.

- les surfaces S, S, des riangles ABC, AB, C, est du méme ordre.
_ Ona, én effet,

(1) S =R.aE

"

(2) 8, = b e, sinA
. 2 .

Or la formule (VII), page 38, devient, en y rétablissant le rayon de
la sphére, et en développant les sinus et cosinus,

-

S ol e he sinA 3 4
g R i 4 R? be sinA — ¢
SIIIE_:‘ e = — : == 3 —
e B oA a 4R — a*
3R EL

7 étant un nembre.
* On en déduit, par la division,

be sinA

sinE == Tﬁ?—— .-

* Diprés cette formule sinE et par ‘suite E -sont du second ordre;



PREMIERE PARTIE. 4' ocnre ,, br. » ,, bt sinA,, Dela, en
mullipliant par IV, et ayant égard a (1 ), il vient (>') ér.smA , ,/j. e, Pin A ,,
et SI Ion observe que — = no différé de = S,, que par un infiniment |ictit,
du second ordre, il vient enfin (1) "'S=S, +t’. mc. V. F. D. mm Scotie. —
On peut, d’apres ce qui précede, substituer au triangle sphé-rique proposé
I’un quelconque des triangles rectilignes suivants ; ' * (, 1%, Le triangle T, ,
ayant pour 1’un de ses cotés a et pour angles <B -r E, ' (C-E. A-E, 'a”. Le
triangle T, , ayant pour I’un de sescotés a et pour angles [ A. s B, ( C - E jA-
E,. 3”. Le triangloTj, ayant pour 1I’im de ses cotés «et pour angles | B—E,
Prenant les données moyennes entre les trois systémes de données qui
précédent , on retrouve le triangle de Legendre , . aE'— T’ .'fVUiE-"6,
ayant pour un de ses cOtés a et pour angles B— * “ 1* ¢ - 27, : " 2fi.
Etablissement de quelques formulas relatives xtu.v quadrilatéivs sphériques.
, I. Dans tout quadrilatere spltcriquc inserit a un jwtit cerelc, le produit des
sinus des moiti€s des diagonaU's est €gal a la .tomme des produits des sinus
des moitiés des cotés opjmsés. m , Projetons en effet le quadrilatére inscrit
ABCD, en prenant jxiur centre de projection le .point A', diamétralement
oppos¢ au sommet A : nous obtiendrons un quadrilatere plan abced qui sera
inscriptible et fournira la relation



1 ni:s Mi:Tini>"« K.\ croMKTRIii.. or, si I'on dosisnie juirn. h .
c, d W?. rdtés Al! , BC.. C’.I), HA . |>Hr h/. «' U'S (liiii;onalps AC, Bl», on
¢labliufklk'mi'nt 1/iu‘ la relation ( 1) se transforme dans la sui\aiiU' ; ' m(1) m
U.r.h.d,sin — sin - — *sin- sin — h sin - sin- * a a a a a a Renuirquc 1.
— La relatiot™ (1) a été déeouverto par M. Coliele, solrtiU do marine
[Noui'ctlrs- Jiirndf.i , 1840, pa”o 4iol. la! démonsi 1'a lion préeddento a
'avantage d'établir la proposition réciproque en mémo temps que la
proposition directe. Cair, si la relation (1) a lien [lour un fpiadrilaU>ro
sidiérique ABC.1), la relation (1) aura lieu pour le (luadrilatere plan . uhid,
ipii en est la projection stéréographique. Donc , d'apres la réci|)ro(pie déja
¢tablie du théoreme de Ptolémée, le (Juadrilatére abi-d sera inscriplible; il
on scia donc, de méme du quadrilatere sphéiigtte ABQ). licimin/iif //. — On
¢tablirait de méme, (pioiquc par un calcul |[>lus long, celle st'comle relation
nu-/Il.11.1l h.r Sin— siu- sin- -f- sm- sm-mi. am>. *>.'X . nsm*X.n.
h sm-sin-me*a?2,r.d-.->m-sin2 2 que M. Coll¢lii établit aussi a 1'endroit
sjjjifs rii/iif 1/1ir/1'1ini/iif. Soit un quadrilatere sphérique .ACCI); désignons
par i1, h, ¢, d, nr, n scs cétés et SOS diauonales .U! , BC, CD, DA, .\C, BD;
posons A -1- B -T- C D — 4"~ — 1- » et proposons-nous d'évaluer sin
Formons, a cet effet, la projection sti'-réographique du ipiadrilalere ABCD,
en prenant pour centre de projection le point A’,'diainélralemenl {ipjKisé au
sommet A. Nous obliendrons un ipiadrilalere nlii d, dont les célés n/> , tld
sont rectilignes et les cotes /«', rd circulaires; et, si nous menons les
tangentes In, rt a I'arc In-, les tangentes <m(/, du a 1'arc cd , I'hexagone plan
nlui iid nous donnera . * A-* B J-C1 M ¢ oumiE — . -- \t -d- "10r. si l'on
appelle r' le second point d'inlecsection «hs arcs /«-, <v/, et .si [ on mené
Ics,droiles c'h, r'nr, ¢'d, on voit facilement que 'onal2 21 OC'-, O ST 2 —
%-dc r . Digilized'by Google
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or, si l'on désigne par a, b, ¢, d Jgs cdtés AB, BC. CD, DA, par m, w0
les diagonales AC, BD, on éablitdad@lement que la relation (1) se trans-
forme dang la suivante : -

."

m

: ”w b . -d
{1} sin = mn e ~-|f12 sm— -+ ~m - em— .

Remarque 1. — La r'olatim‘( (1) a été découverte par M. Colicte, soldal”
de marine (Nouvelles. Annales, 1849, page j40). La démonstration pré-
cédento a Vavantage d'établir la proposition réciproque-en méme temps
que la proposition directe. Car, si la relation (I) alien pour un quadrila-
tero sphérique ABCD, la relation (1) aura lieu pour le quadrilatére plan

_abed; qui en est la projection stéréographique. Done, d'aprés la réci-

: ” « E
- el proposons-nous d'¢valuer sin o

proque déja établie du théoréme de Piolémée, le guadrilatere abed sera

inscriptible; il en sera done de méme du quadrilatere sphérigue ABCD.
Remarque 11, — On établirait de méme, quoique par un caleul plus

long, cette seconde relation '

. N . &, od b o

sin=  sin- 8in- - sin— sin-

(" ) ) A 2 2 2

B o e
sin—  Sin- 8in- -~ sin- sin-
2 o a 2 2
que- M. Colléte établit aussi a Uendroit Aéja cité.

2. Erpression du sinus de quart de lexeés d'un quadrilatére sphe-
rique quelconque.

Soit un quadrilatere sphéri |qu(‘ ABCD : désignons par @, b, ¢, d, nr, n
ses cotés et ses diagonales AB, BC, €D, DA, AL, BD; posuns

A+B4+CH+D— 4" = =2k,

3

Formons, a cct effet, la projection stéréographique du quadrilatere
ABCD, en prenant pour centre de projection le point A’,"diamétralement
opposé au sommet A. Nous obtiendrons un quadrilatére abed, dont les
cotés ab , ad sont rectilignes et les colés be, ed ¢ ixcnlniros; et, € nous
menons les tangentes lu ct a Vare be, les tangentes o, du a Vare ed

* I'hexagone plan abtcud nous donnera

" ' N N ) R
A4+B4+CH+D414u=-- 8%,
ol .
E - ‘l -+ u\
Or, si Uon appelle ¢' le second point d'intecsection des arcs be. ed | et
si Fon mene lesydroites ¢'b, ¢'ac, ¢'d, on voit facilement que Fon a

- P - ~~



Oil.en déduit PRKMIERF. PARTIi:. *1.iWti -- 4"*' - (;-}-«) —iE,
43 et . m E = C'<1 Cela mpose, si I’on joint bt/, le triangle rwliligne hc'il
donne m ,E sin’A i hd -f* br ' — bd -f- <iv' — /f") 'm* “ybc\dc' On lit
d’ailleurs facilement sur la figure les valeurs de ces lignes, a savoir : ' bd =
H sin *i. fi d Cii8 - cos 2 a be b cosa . m cos-sin— . *i. ’A dv' = «<m05d .. ni
COS -sin—a'a (111) sin Substituant ces valeurs dans la formule
précédente, il vient ( m.nnebd\/.///.//bda «\sm-—sin — hcos-cos —
C0s-c0s- ) ( sSm—sm-4-cos-Cos — Cc0s-cos - )2252222/\222222/,a
bc.d4cos-cos-cos-cos2222("OAOLLAIREIL —Silo
tiuadrUalore proposé est inscriptiblo dans un IH'lit cercle de la sphére, on
trouve, en remplagant le produit sin par sa vdjour, tirée de la formule (I), et
enposantrt4-/>+c4-t/ —2/>,>—/7.1i—b./)—cP—dsm.sin'
.sin'.sm.,Ci12222Sin’-«J——r1,2nb C U cos -cos -cos-CO» 2
22 2 ConoLLAiRR II. — Si le quadrilatere est en mvrne temps
circonscriplibio a un petit cercle, on aura, d’apres un tliéoréme connu, «4- ¢
=/; 4- 1/, et la formule précédente deviendra (ur) ., Eahr U sm’ - = tang -
lang - tang - tang — 2 “'a 2 2 *”2 Ob.'icn'ntiiin. — Les relations
précédentes conduiraient, jiar la méHiode connue, aux ¢élégantes formules
données par jM. Dostor, et relatives a l'aire d'un quadrilateére plan. (

by Google
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On_en déduit

mﬁﬁ:4w-ﬁ+ﬁeﬂm,
el - )

E = be'd.

Cela posé, si I'on joint bd, le triangle rectiligne be'd donne

. ' ' (B b bt s de N LBl b dot = bP'Y
(a) $in’_§ — gipp % d i hel —- be e’V L bed - de be')

L 2 §.be’ . dc’
On lit d'ailleurs facilement sur la figure les valeurs de ces lighes, a
savoir : i . ‘ .
% is - B8 b ¢ :
sin ~ cos = ©os -

bd = ———nnu >, . pe’ = y  de! = ————

a d a ., m d .. m

CO8 — CO8 — €08 — 8in —, €08 - Sin —

2 2a 2 2 a " A

. Substituant ces valeurs dans la formule précédente, il vient

o

.

..m . n a ¢ b d Lm o, R b oa e\’
SIN —S8in -~ C08-C08— — COS—CO8 — Sin— 8N — ~4- 08 - CO08 = — (08 = 03—
2. 2 - .2 & i R 2 2 2 2 5 R

(II) sin==
b

‘ a b c .d
- i 4 £OS ~ COS — COS — 05 =
: ; i . 2, % 2 13
ConroLLAIRE I. — Si le (uadrilatére proposé est inscriptible dans un
“ g ' y .. M ., N
petit corcle de la sphére, on trouve, en remplacant le produit sin =Bk =
par sa valeur, tirée de la formule (I}, et en posant -

at-b4c+d= ap, >

. D—a . p—b . p—c¢c . p—+d
. Sin ]. . sln] . SIn] -y Sln,
) 2 2 2 ;

(nm'y .~ sin?

a F e, B
CO8 — COS— COS - 08 —
2 2. 2 2%

A e

ConoLrame II. — Si le quadrilatere est en méme temps civconseriptible
a un petit cercle, on aura, d’aprés un théoréme connu, a+ ¢ = b+ d,

= et la formule précédente deviendra :
: PR U a b c d
ur’ 1 3, — -] - tany — ¢ — [+ S
(‘ ) sin* ~ tzmgztm‘,‘mmnggztanaz i
Observation. — Les relations précédentes conduiraient, par la méthode
connue, aux élégantes formules données par M. Dostor, et relatives a l'aire
d'un quadrilatére plan. ( Nowcelles Annales de Mathématiques, 1848,

pages Gg et 229. '



DKS METHODES E.\' OEOMETKIE. 44 SECONDE PARTIE.
DES METHODES UELATUES A LA GEOMETRIE INFINITESIMALE
CHAPITRE PREHIER. Ses tangentes. EATAT 1)1! PnOBLE-UE DES
T.\SGE.NTES DANS LA GEOMETHIE DES A .NCIENS. 27. #iéfinitwn de
la tangente d'apres Eiiclide. — Remaripics sur 'insujfisimcc de ecltc
definitum et sur le raractere cssentu llemciit sy nthétique qu'elle présente.
— D’1ipres les anciens géometres', la tangente en un jMiint (P une courhe
est une limite passant par ce i>oint , et telle, qu'une seconde droite issue du
nuime /xtint ne puisse passer entre la premiere et la Courbe. Ainsi, Euclitle,
dans ses Eléments, détiTinino la position do la tangente a la circonférence
en démontrant que toute droite i>erpendiculaire a I’extrémité du rayon
tombe hors du ¢crclo , et que f oh ne peut mener aucune dmitc dans [espace
compris entre cette perpendiculaire et la circonférence. De celte définition il
est facile do déduire la conséquence que ; si d’un c6té et de Tautro du point
do contact la concavité de la courbe est tournée vers une méme région, la
tangente laissera d'un méme co6té tous les points do la courbe (ou au moins
tous les ])oinls d’un arc fini de la courbe, entre les extrémités duquel se
trouvera le i>oint do contact). Ce fait général, rapproché de la propriété
particuliere de la tangente a la circonférence et aux autres sc'clions
coniques, a . conduit a une seconde définition fréquemment employée par
les géometres racxlernes, imitateurs de la forme synthétique des anciens, et
d’apres laquelle la tangente est une dmitc n'ayant qu’un jmint commun avec
la courbe et laissant itun méme c6té tous les /wints de celle-c1. Or si,
revenant a la premicre définition, 1’on essaye de 1’appliquer a la résolution
géométrique du probleme des tangentes, on est immeédiatement frapii¢ du
[)eu de ressources qu’elle présemte en général , et ’on cesse de s’étonner
que ce probléme ait ét¢€ a peine €ébauché par les anciens. 11 est d’ailleurs
facile do se rendre compte, d’une maniere générale, de I’insuffisance
geometrique do cette définition. ' Le créateur do la théorie des caustiques,
Walter do Tschirnhausen , qui occupait un rang distingué parmi les savants
de son temj)S les plus versés dans la philosophie des mathématiques,
énumere longuement les diverses qualités que doit ])résenter toute
définition, dans I’ouvrage ayant pour titre : \ledicinn mentis, s'ive tenlamen
genuinte logica\ Il y ])t)Se , entre autres. * Digitized by Goegle



SECOXDE PARTIE. 45 re préfi'iilo que toute définition doit
renfeimei’ le mode de formation, la (génération de 1’objet auquel elle se
rapiwrle ; Secundo palet omnem rei sin"ularis,deJinUionem semper tjiiiddem
rei prirniiin fnrmationis rnndtwi dehrre incltalere , 1/ueiii alirOjiix rei
generationein nitncupalm (page 50). Or, on chercherait en vain Vidéo
premiere de la génération do la tan'gente dans la définition que nous en
avons donnée plus haut, d'apres les 'anciens; cette définition est donc
incompléte, au point de vue philosophhiuc , et c’est précisément de 1a que
provient son insuffisance eu géométrie. Elle présente d’ailleurs, a un haut
degré, le caractére synthétique de la méthode exclusivement suivie par les
anciens dans I’exposition de leurs découvertes géométriques. Car, tandis
(pie la définition modern(i de la. tangente contient, implicitement, Vénoncé
d’un probleme dont la solution fournirait la construction de cette droite,
celle des anciens indique seulement I’cxistenee d’un théoreme dont
I’énoncé inconnu attribuerait une certaine position a la tangente cherchée ,
et dont la démonstration établirait que la tangente occupe en effet cette
position. Nous allons rapporter la solution donnée i«r Archimede du
probléme des tangentes aux hélices on spirales. Celte solution offre un bel
exemple de la méthode géométrique des anciens ; elle présente quelques
longueurs, mais ces longueurs sont nécessaires et rachetées d’ailleurs par la
rigueur de la démonstration qui so trouve dégagée dp tout usage de la
considération de I’infini. ' 28. De la tangente h la spirale d Archimede. 1.
Lemme 1. —Dans un triangle, la bissectrice d'un angle, terminée au coté
opposé¢ , est moindre que la demi-somme des deux autres cotés. a. Lemme
IL — Soit dans une circonjérence ayant pour centre le point o, m' ab une
corde moindre qu'un diamétre, et soit oh perpendiculaire sur cette corde ; on
pourra toujours mener un rayon orc tel* que la portion de ce rayon ,
comprise entre la circonférence et la conlc ab prolongée, soit a la corde ra
dans un rapport donn¢ , pourvu que ce rapport soit plus grand que celui de
ah a oh. {Des hélices, prop. 7.) Menons, en effet, le rayon indéfini okt
jiarallele a la corde ab et qui est coupé en k et en t par la corde ar prolongée
et par la tangente en z?. Les triangles semblables arc et kro donnent 1
¢galité Démonstb.vtion. cr _or ar kr ’. ¢ et I’on voit quece dernier rapiiort ,
dont le numérateur est constint, varie en sens inverse de son dénominateur ;
et comme celui-ci va constamment en décroissant, depuis la valeur at jusqu
a z€ro, lors<iue le raj’on variable orc m . Digitized by Google
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ce précepte que toute définition doit renfermer le mode de formation, la
génération de 'objet auquel elle se rapporte : Secundd patet omnem rei
'cmwularm definitionem sc mper ¢ cjusdem rei primum ﬁmuaﬂoms' modum
rf('b('re includere , quem alicujus rei generationem nuncupabo (page 50).
Or, on chen,heralt en vain l'idée premiére de la génération de la tan-
-gente dans la définition que nous en avons donnée plus haut, d'apres les
‘anciens; cette définition est donc incompléte, au point de vue philo-
sophique , et c'est précisément de la que provient son insuffisance en
géométrie.

Elle présente dailleurs, & un haut degré, le caractere synthéthue de

la méthode exclusivement suivie par les anciens dans 1'éxposition de leurs
découvertes géométriques. Car, tandis que la définition moderne. de la,
tangente contient, implicitement, Ténoncé d’un probléme dont la solu-
tion fournirait la construction de cette droite, celle des anciens indique
seulement I'existence d'un théoréme dont I'énoncé ineonnmu attribuerait
une certaine position a la tangente cherchée, et dont la démonstration
établirait que la tangente occupe en. effet cette position.
. Nous allons rapporter la solution donnée par Archimeéde du, probleme
des tangentes aux hélices on spirales. Cette solution offre un bel exemple
de'la méthode géométrique des anciens ; elle présente quelques longueurs,
mais ces longueurs sont nécessaires et rachetées dailleurs par la rigueur
de la démonstration qui se trouve dézagée de tout usar,e de la consndérahon
de lmﬁm.

98. De la tangente @ la spirale d Archiméde.

1. LEMME 1. — Dans un triangle, la bissectrice d’'un angle, terminée aun
_ cbté opposé , est moindre que la demi-somme des deux autres cotés.

3 Lemse Il — Soit dans une circonférence n_yant pour centre le point o,
A ab une corde moindre quun diamétre, et soit nls
perpendiculaire sur cette corde ; on pourra toujours
mener un rayon orc tel; que la portion de ce rayon,
comprise entre la circonférence et lacorde ab pro-
longée, soit a la corde ra dans un rapport donné ,
pourve que ce rapport soit plus grand que celui de
ah a oh. (Des hélices, prop. 7.)

DiéMONSTRATION. — Menons, en effet, le rayon indélini oks par'illéle a
la corde «b et qui est coupé en A et en ¢ parla corde ar prolongée el par
la tangente en a.

Les triangles semblables arc el kro donnent 1'égalité

or or

— H )

et V'an voit que.ce dernier ;apport dont le numerateur est conslant varie
en sens m\erse de'son denomlnatcur et comme celui-ci va constamment ¢n

. . 1 Ala la cinlnsia s wamath mdea lavecrna la ravon variahla ases”
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4*> 1>1:s Mi/I'llODKS EX «*O.MKTRII'. pri'nd UmU'S lus
prundru touli's lus \alours siiptiiripin'sa — "~ /" _tu ot mm P--Q. F. I). 3.
Lkmuf. III. - Soif, U riirnrr, ,/,,,,.s une rin tmfvrem c ayant jmircenti f tf
I>o1nt », ah laif rortlf main, Ire ija'iin dianif/n-, oh ta pcrijemliailairr
abaisser du rrnlrr sar fa enrttr , et at ta tan fiente a Cane des ext, tin, iteés de
la conte : on pc,,t tnajoars mener an rayon ont trt , qae ta portion eide ce
rayon, interceptée entre in corde et ta circonfén-nce , soft au seg-, ,.,,;l at
qae ce rayon intercepte sar ta tangente issae d,, pont a, ,ians an rapport ,
tonné , pmiva qae , e rapp.rt soit moindre qae cetai de oh a oh.
Démonstration. — On doit avoir (V) fit n * n oh ***’ ~N oh utaiil la
parallulu a la ( (.rdp ah nu'ncu pat lu cuntru n ut turmiiiw an [.rolonguinunl
<lu la laiijtunlu; ou, comme »m/m = on - oc; on doit avoir («) CH' Of/ r/f. n
Prenons sur la tangente une longueur «/telle, que 1'on ait ftft rm Kn
remplacant »« par cette valeur dans («), on. devra avoir ""il . m , oc = — [ai
—at) —t,n ’n <'r, le triangle oth et la ligne ca parall¢le a .sa base donnent
ah d'ailleur.s 0,. ; m ” on ”* a at' donr, en substituant dans (A), on aura a
satisfaire a cette relation, O(t ('m) ot : ./ .1 fat @ —, — OU . th.a at.ak Or, si
Ion construit le ccrclo déterminé par les trois points», X-, /. et <iue oa et ot
])rolongéc>s ronpent ce cercle en «' ot t’, on anra’ces deux €galités. on
~Ud, m"" . tt'. th . tl Dqitized by Google



46 ~ DES METHODES EN- GEOMETRIE.
pﬁmd toutes les positjons comprises entre oa et nﬁt'; on voit que le rap-
re . cor on ah
' port — peut prcm:ln." toutes les valeurs supéncuro:}: kel e
: € Q. F. p,
- 3. Lemme M. — Soient encore, dans une circonference ayant pourcentre
le point v, ab une corde moindre qu'un diamétre , oh la perpendiculaire
abaissée du centre sur la corde, ot at la tangente a lune des extrémites
de la corde : on peut toujours mencr un rayon ocrt tel, que la portion cr
de ce rayon, interceptee entre la corde ot la circonférence , sojt an seg-,
ment at que ce rayon intercepte sur la tangente issue du point a, dans
un rapport donné , pourci que ce rapport soit moindre que celui de ah
ot oh. ' '

.

-

Démonstration, — On doit avoir

) crm coom_uh m  oa
(&) —Tiem W L N - -y
_ at n .on oh ook

ok étant Ja paraliele a la corde b menge par le centre o et terminée au
prolongement de la tangenie; ou, comme ¢ — oq — oc, on doit avoir

m
(ﬂ) or = 01— — ai,
n
Prenons sur la tangente une longueur a/ telle, que l'on ait .
: oa m ol oad )
(B) = =— dott. <<=, dot al> ak.
) a5 al =~ ak’ ¢ .4

En remplacant oa par celte valeur dans (), on.
devra avoir ‘

(b) oe=2Z(al—aty=" 4,
n n

Or, le triangle ot4 et la ligne e« paralléle a sa base donnent

ak
o = of, n;
d'ailleurs
m o -
n al’

- donc, en substitnant dans (4}, on aura a satisfaire a cette relation

( ¢ . d th.tl, o fig o
- Ol = ——— th. 8, M e = s
2 ) . afl .ak ol al Lith

- Or, si Ton construit le cercle déterminé par les trois points o, A, /, et-
(ue ou et ot prolongées coupent ce cercle en a’ ot #, on aura ces deux
. eaalitds, d 2

- Ot . ot & =
=, ——, i

.
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/V m,"'m Sr.COXI>E PAKTIK., 4? Pai' suite, on subsiitiianl
|Uins la relation (i j, on aurtt a déterminur le' rayon ocrtt’ (>ar la condition
(i) 1t'—iiit. Or, on pourra toujours mener par le centre o et dans la région
supposee un rajon ntt' tel, tpie le segment tt' soit €gal a tut', |iour\u (Jue nk
soit moindre que al. Sous celte restriction, on voit tiré-iiien (pie si le rayon
mobile orr, coincidant d'aliord avec s’€loigne de oa en se rapprochant de le
segment interceiité n’ est d’abord supérieur a an', et va constamment en
augmentant jusqu'a ce que le rayon mobile passe par le centre du cercle nkl.
A partir de col instant, le segment «'allant toujours en diminuant et tendant
vers z€ro, il est clair (pie le rayon mobile atteindra une position
intermédiaire pour laquelle le segment tt' sera précisément €gal a ««' ; ¢’est-
a-dire jiour laquelle le rapport * sera €gal a ~ » D’ailleurs la restriction
entraine celle-ci : nu, nu al ak ou m ah anh c. O. F. 1). 4. Jh'-fiiitinn.i. —
On appelle hain-f, ou spirale, la courbe engendrée par 'un mobile qui
parcourt une droite avec une \ ilesse constante , pea(lanl ipie eelle-ci tourne
d'un mouu'menl unifonne et dans un (ilaii invariable, autour d’un point fixe
n qui coincide avec la position initiale du mobile. Le jioinl oest ruri*iac de
I’hélice; la droite qui joint le point « a un point de la courbe est le ravnu de
ce point, et la position initiato ny. de- la droite mobile est 1¢ rayon-originr.
— Si I'on meéne le rayon oa du point a de la courbe, et (lue du point n
comme centre, avec na comme rayon, on décrive une circonférencp, nous
enlendrons toujours, dans eu (pii suit, (pie l'arc (h? celle circonférence
compris entre le rayon-origine O y et le rayon na, est celui qui serait décrit
par Lextrémilé * du. premier rayon, tournant autour de 1'origine dans le
s(>ns du inou\ement ipii adonné naissance a la courbe, et \enanf coincider
avec le rayon na. Kniin, un rayon «pielconque na sépare le plan de la
courbe en deux jégmns, cc//c tirs 1:nnséi/ia;ats qui leenferme la portion de
spirale déja décrite par le mobile, et celle des a/tfcrcih nts. Nous ne
considérerons d'ailleurs dans ce ipii suit que la premiere spire de I'hélice,
decrite pendant la premiere révolntion de la droite mobile. I’ada jKise, la
définition de la courbe conduit immédiatement aux consoiiuences suivantes
; . 5. Les mynus ipii abniitis.scnt a ileu.c points de Fhélhc sont entre eu.t:
rnmme les an s interceptés entre le raynn-nrigine et ehacun de ers rayons,
sur une cirennférenee ayant pour rentre le point-origine. ( Des héliecs ,
prop. 14.'1 6. .Si Pnii rnnsidere dans fhélire tmis rayons séparés par des



angles 1'giui.r, le rayon intermédiaire est égal a ht deini-snmme des rayons
ejc«ec/«(v. (Prop. I'.) m . <J 1 Di*itized by Google
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Par suite, en substituant dans la rclanon {¢), on aurit a déterminer le”
rayon ocret’ par la condition

() ' = = ad'

Or, on pourra toujours mener par le cenlre o et dans |d région sup-
posée un rayon o' tel, que le segment #2' soit égal & wa', pourvu que ak
- soit moindre que al. Sous celte restriction, on voit trés-bien que si le
rayon mobile ocr, coincidant d’abord avee o« , s'éloigne de oa en se rap-
pwclmnt de ol l(, segment mlercopté w' est d’abor supérieur & aa’, et
va constamment en augmentant jusqu'a ce que le rayon mobile passe par
le centre du cercle oAl. A partir de cet instant, le segment ¢¢' allant tou-
jours en diminuant et tendant vers zéro, il est clair que le rayon mobile
atteindra-une position mtermédlalre _pour laquelle le segment z¢' sera pn,-

eisément égal & aa'; cest-a-dire pour laquelle le lappml — ﬂcra ¢zal a —‘

Drailleurs la resir:ctron al > ak enlraine celle-ci =

oa o m ah
< —= Ol < = 4
' wl T ak n ol €. Q. F

4. Définitions. — On appelle Lélice, on spirale, la courbe engendrée
‘par ‘un mobile qui parcourt une droile avec une vilesse constante, pen-
dant que celle-ci tourne d'un mouvement uniforme et dans un plan inva-
riible, autour d'un point fixe o qui cotncide avee la position initiale du
mobile. Le point o est Forigine de hélice ; la droite qui joint le pointe &
un point de la courbe est le rayon de ce pomt, et la position initiale 0z
de la droite mobile est le rayon-origine. — Si on méne le rayon oa du -
point @ de la courbe, et que du point e comme centre, avec oa comme
rayon, on décrive une circonférencg, nous entendrons toujours, dans ca
qui snit, que l'are de cetle circonférence compris entre le. rayon-ori-
gine oz et le rayon oa, est celui qui serait décrit par lj(!yl,rémi[é 2 du.
premier ravon, tournant autour de l'origine dans le sens du mouvemeént
(qui a donné naissance i la courbe, et venant coincider avee le rayon oa.

“Enfin, un ravon quelconque o« sépare le plan de la courbe en deux .
rézions, celle des conséquents qui venferme la portion de spirale déja
déerite par le mobile, et celle deg entéccédenis. Nous ne considérerons
d'ailleurs dans ce qui suit que la premiere spire de Uhélice, décrile pen-
dant la premtcw révolation de la droite mobile.

Cela posé, la délinition de la courbe conduit lmmeulmlemvnt aux con--
séquences suivantes : )

5. Les ravons qui aboutissent @ dewx points de Phélice sont entre euwr
comme les arcs interceptés entre le ravon-origine et chacun de ces ravons,
sur une circonférence avant pour centre le point-origine. { Des hélices ,
prop. 14.) ' b

6. Si Pon considére dans Thélice trois vayons séparés par des angles
égaur, le ravon intermédiaire est égal a la demi-somme des ravons ex-

- Y



4S DES MErUODES E\ GEOMETRIE. CunoLi.AinR Th0 . —
Un arf quelroiuiiic do la rourbo (lui corr(”iond a un angle infiiriour a i
droits, ayant son sommet a I’origine , est tout entier situ€, par rapport a sa
corde, du coté opposé a I’origine. Car, si ’on mene la bissectrice de I'angle
W;, coupant I’arc et sa corde en «/ et ft, on aura on A- otiom — — 1 2 et
par suite, d’apres le Lemme I, oin >0 2. En répétant la méme construction
pour les angles partiels nom, bom,..., on obtiendra de nouveaux points.de la
courbe, tous plus ¢éloignés de I'origine que les points correspondants de la
corde ah. .CoROi1-LAIRE II. — rayon qui aboutit en un point queleenquec m
de I’hélice, est moindre que le rayon correspondant ot terminé a la tangente
en un point a do cette courbe. Car si I’on avait om * ot , on verrait , en
joignant la corde nm, que 1’on [Huirrait mener par le, point a une infinité de
droites comprises entre 1’arc am et la tangente supposée qt. Corollaire II1.
— Totac tangente a [ hélirc ne rencontre etflle-ei qitcn un |>oint. (Prop. 13.)
y. Théoréme 1. — Le rayon oa qui aboutit en tinjxiint a de birnurbe.,..fait un
angle obtus avec la jxtrtionjle la tangente en ce itoint qui est dirigée du c6te
des antécédents. (Prop. 16.) Démonstration. — Du point 0 comme centre,
avec oa pour rayon, décrivons une circonférence, lai |X)rtion de la courbe
située du coté des antécédents tombera nécessairement hors de celte
circonférence : il en sera donc de méme (6, Coroll. II), a fortiori, de la
portion at de la tangente a la courbe en a , dirigée vers les aiit"édcnts. 11
résulte de 1a que I’angle Considéré , oat , est droit ou obtus , et ne saurait
étre aigu. Pour écarter la premiere hy[K)lhese, supposons un moment que
I’angle ont soit droit, or étant alors une tangente commune a I’hélice et a la
circonférence ou. On établit facilement que par le centre o de la
circonférence on peut mener une droite indéfinie ort telle, que le rap|)ort au
rayon on, du segment ri intercepté sur celte droite entre la circonférence et
la tangente at , soit moindre que le rapport a 1’arc «n (compris entre le
rayon-origine oa et le rayon on), de 1’arc ar intercepté entre le ray on on cl
le rayon ort. (Pro)i. 5.) On aurait donc pour ce rayon «yv, que nous
supiyosons d’ailleurs dirigé Digltized by Google



48 _ DES METHODES EN GEOMETRIE.

ConorrAmRe 1. — Un are quelconque de la courbe qui correspond & un
»  angle inférieur & 2 droits, ayant son sommet a Vorigine
’ ~est tout entier situé, par rapport.a ga corde, du coté op~
A1 - posé a lorigine.

75| Car, si 'on méne la bissectrice de l'angle aob, coupant
]
N\ \ | larcetsacorde en m et p, on aura
o ,
\' y oa ol
J om — ——
o . 2

et par suite, d’apres le Lemme I,
om > olu.

En répétant la méme construction pour les angles partiels aom, bom ,.
on obtiendra de nouveaux points de la courbe, tous plus éloignés delon-
gine que les points correspondants de la corde ab.

.Conorrame II. — Le rayon qui aboutit en un point quelconque m de
Phélice, est moindre que le rayon correspondant oz
-terminé & la tangente en un point @ de cette courbe,

Car si l'on avait om 2 ot, on verrait, en joignant la

corde am, que V'on pourrait mener par le point @ une
_infinité de droites comprises entre 'arc am et la tan-
gente supposée at.

Conorratrg Il. — Towte tange nte & [‘helrre ne rencontre ('(’Ilc-a qu en
un point. (Prop. 13.)

© . TnkorkME 1. — Le rayon oa qru? aboutit en un point a de la courbe, -
_fa':'l un angle obtus avec la portiorn_de la tangente en ce point qui est 7
dirigée du c6té des antécédents. (Prop. 16.)

" Démonstration. — Du point 0 comme centre, avec oa pour rayon, décri-
vons une circonférence. La portion de la courbe située du coté deﬁ anté-
cédents tombera nécessairement hors de cette circonférence : il en sera
donc de méme (6, Coroll. IT), & fortiori, de la portion a¢ de la tangente &
la courbe en a, dirigée vers les antécédents. Il résulte de la que l'angle
considéré , oat , est droit ou obtus, €t ne saurait étre aigu.

Pour écarter la premiére hypothése, supposons un moment (que. l'angle
oat soit droit, ¢ étant alors une tangente commune a lhéllce et a la cir-
conférence oa. On établit facilement que par le centre o de la circonfé-
rence on peut mener une droite indéfinie or¢ telle; que le rapport au
- rayon oa, du segment ¢ intercepté sur cette droite entre la circonférence

et la tangento at, soit moindre que le rapport a I'arc za (compris entre
le rayon-origine oz et le rayon oa), de Varc ar mtorcepl.é entre le rayon
oa et le rayon ert. (Prop. 5.)

N anesaik dane nonre oo ravan v/ - ane nong ennnncana d'ailllenrs diriod



vers les nntreédents , d'ou (0 . SECONDE PARTIE. rt or 49 m (ire
y.n ot M~ arc K /¢ or on arCKrt Mais, si I’on désigne par m le point de la
courbe situé sur le rayon ort , on aura ( 5), , OUI arc « ;m (a) ="' on arc y.ii
On aurait donc, en comparant 1) cl {*/), m Ol @< OUI, * ce (pi1 montre ,
d'apres le corollaire II du.numéro précédent , 1Jue la droite ru ne saurait étre
tangente a I’hélice. Donc I’angle otit ne saurait étre droit; donc 1l est
nécessairement obtus. c. g. f. d. 8. Théoreme II. — Lu tnnorntr en un point
quelconque, n de tihélice intercepte sur la droite menée par I’origine,
perpe.ndieulaircment au rayon oa qui abmait au [>oint de contact, un
segment c¢T une longueur égale a I’arc intercepté sur la circonférence
décrite du puiint o comme centre , avec oa comme rayon, peu- le rayon-
origine o-x et le rayon oa. (Prop. 20.) Démonstration. — En désignant par t
le point d’intersection de la tangente en a et de la peqiendiculaire au rayon
oet menee par le point 0,#1 s’agit d’établir la relation (I) - o/ = arc«”™«. Pr-
e/nierr partie. — Supposons d’abord que ’on ait m; ( .\ ) e «t>arca ffl,,
on pourra alors troiuer une longueur ob satisfaisant a la double inégalité (a)
arc x5n <C.09 <Cot. Par suite , en abaissant oh perpendiculaire sur at , on
aura ou encore {bj . . tdi on “oa oh ot 0O* oa . ah O 9" oh On pourra donc
toujours, d’apres le leinijiB H, mener dans la circonférence un rayon nrc tel,
que Ponaite'* arcarrcaroa"o09'rr ar” oa O 9 'arcaéfl Digitized by
Google
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vers les antécédents ,
:1 2 arcar
or arc za

.

d'ou

(I’ ol - ol arcazys
d ) - or  oa Carcza

Mais, si I'on désigne par.« le point de la courbe situé sur le ravon ort,
on aura ( 5)
om darc «

(2) | g

o arc z ll B

On aurait donc, en comparant (1) et ( 2),
a _ of < om -

ce qui montre , d’apres le corollaire Il du.numéro précédentr, que la droite at .
ne saurait étre tangente & 'hélice. Done I'angle oat ne saurait étre droit;
done il est nécessairement obtus. “ €. Q.F.D.

8. TukoniMg 1. — La tangente en un point quelconque a de Phélice’
intercepte sur la droite menée par- Uorigine, perpendiculairement aw
rayon oa qui aboutit au point de cortact, un segment d’une longueur égale
a Parc intercepté sur la circonférence décrite du point o comme centre’,

~avec oa comme rayon, par le rayon-origine oz et le rayon oa. (Prop. 20.)

Démanstration. — En désignant par ¢ le point d intersection de la tan-
gente en « et de la perpendiculaire au rayon
oa mende par le point o ;@l s'agit d’établir la
relation

(1] = . ot = arcafa.

Premiére partie. — Stipposons d’'abord que
I'on ait ‘ ‘ 4
(A) ot >arcafa,

on pourra alors trouver une longueur 0" satisfaisant 4 la double inégalité
{a) T arczfa <of <L ot. '

* Par suite, en abaissant o/ perpendiculaire sur «/, on aura

ah ~on _oa
ok~ ot ~ab’
_ Oou encore i
oa __al

(1')'“‘.' _ e L g |
On pourrd done tDUJOI.II‘S d’aprés le Jemyme 11, mener rlans la clrconfe-

Tence #Sa un.rayon orc tel, que l'on ait _
Il‘ o I‘(.' ar < arc ar

—_— ey ou = — "

ar of o - oh Tarczba



5u DES MITIIOUES EX CEOMETIUE. ' OU, on ;ij(mlant 1
unilt'aux deux membres, on pourra mener un rayon o/o tel , (juc lI'on ait . *
>, e <pe -, are*[; w'' " ou'" areaf:« Or, en désignant par r' le point de la
eourlMj situ€ sur le rayon orr ,ona, 'd'apréeslen" 5, ,.. m'm'é¢ «Sor . fw ¢
are afc« On aurait done par eom|[>araisiin ¢ ( 3 ) <?7<m < <>1\ ee <[ui est
ineomtwtible avec 1'hypotbési™ que la droite tm: i-st lanf,'ente a
I'lielire‘(w«r le n" 3, eoroll. III; on ne Sioirait donc avoir or > arc3;|3«.’
Driuithiir — Snp|K)Sons, (m second lie\i, que l'on ait (A") . . ot <iaTC uAa.
* On Jiourra alors trouver une lon;;ueur oO satisfaisant a la do\d)lc
condition (//') m mm * et < <arcali«. . J‘ar suite, en menant encore o/r
])erpendieulaire*sur nt , on aura - ¢ itll nu n . nh on 1*') nu * nh vO™ nh
Donc, si I t)n mene la droite tanpenle en n an-cerelé on pourratoujours,
d'apri-8 le lemme III, meiie€ mi rayon ocri' I’ol, que I’on ail la relation .-t cr
on cr ni' ou enfin“é — “n’1I'U—“m@-71 (U OO0 t)(400ar(v//' —»— A~
I’unité les deux mein-* ' bn-s de 1'inégalité précédente, on trouve {>') or _
are a&r on 'arcxC”n D’ailleurs, si I'on désigne par a' le point de la ' rourbe
située sur le rayon or/-, on a, d’apres ‘la |)roiK)sitiiin 5, ¢ . or' areaS/' —T—
; , on are x 'jn Digilized by 'Google



ho DES METHODES EN GEOMETRIE. _
cu, en ajoutant Funité aux deux memhn‘q on pourra moner un rayon ore .
tel, que F'on ait : R

oc - arcalar o

(1) L e

ot arc zfa ) :

Or, en dési |gn.mt par ¢’ le point de la courbe sltué sur le rayon ore, on a,
d dprés len'5, . g

o' arcafar

2 =
(2) R oa - are 2fa
On aurait done par comparaison :
(3) oc < oc',

ce qui est incompatible avee hypsthese que la droite tac est tangente a
hélice (woir 1e n° 3, coroll. I1}; on ne saurait done avoir o2 > arc aba.

Dewxiéme partie, — Supposons, en second liew, que I'on ait
(A) T ST ot Zarcafa. ' _ ' .
- On pourraalors trouver une longueur 66 satisfaisant a la double condntmn
(a') - . A , ot ol larcufia. -

_Par suite, en menant encore o perpendiculaire’sur a2, on aura

.o ah  oa o

X oh ™~ ot~ ;E‘
ou .

p o erf ; i

i B . | <ok 2

Donr si Ton méne la droite a’, tangzente en a au.cerclé z3a, on pourra-

toujours,, d'aprés le lemme I, menef un rayon oere’ tel, (ue l'on ait la

relation 4

cr oa Cer. ot
—_—= ol — -z —
) at' ol va 00 , .
ou epfine. . ' : X
- v,  Brcar 4

T are "‘ a

pquuc at' > arcar et que 09 < are 2fa. _
Si lon retranche de I'unité les dou‘; mem-*
bres de Vinégalité précédente, on trouve

p oc _arcafir
(] } —_— ——— .
arcalba -

D'ailleurs, si I'on désigne par ¢’ le point de la
" courbe située sur le rayon ocr, on a, d’ dpl‘(,S
qa proposntmn ¥ ’ , ¢ ¥

= . oc' areabr
{ﬁ) : — T e |

i are 7z ~, 7



SECONDE PAKTIE. 5i' ou aurait <lpnc, par la comparaison des
relations |i') et (-»'), (3 ) oc<oc', .. ce (jui est incompatible avec I’hypothese
que la droite «r/ est tangente a ‘ I'hélice. Donc on,”e peut supposer
(r<arc=t"rt. Mais'il est dé¢ja démontré que I'on ne peut suppo.ser
of>arca[jn; donc on a , or = arcjtSo. c.. o- 1. d. 29. De la tangente a la courbe
tlécfitc par un j/oint dont on connait la loi lies distances a deux foyers.
PnoBLEME. - Construire la tangente de la courbe représentée en
coordontau's hijrolaires par I’équation m . *m* m m ' c.) -1-c.V==: L, dans
laquelle X , X' désignent des nombres positifs et L une longueur donnée.
Construction. — Que ’on joigne 1» jioint décrivant a aux deux foyers/, /' et
que du point a comme rentre, avec un rayon quelconque, on décrive . 1’arc
mm' terminé aux rayons vecteurs/«, fa ’. si I’on mene la corde mm', et si on
la divise au point n en deux parties récipro(iuement proportionnelles aux
nombres X , X',.'. mu X;t"'m'ns' 0~ ."'la droite un sera norriiate en a a la
courbe considérée. , m * Démonstration. — Menons tat' perpendiculaire a an
-, pour démontrer, que™’Ctte ligne est tangente a la courbe, il suHira
d'établir r 1". Que la droite «r n’a que le 1)oint a commun avec la courber ;j*.
Que la droite at laisse d'un mome c6té tous les points de la courbe.
.Premicre partie. — Soit b un point quelconque de la droite at\ joignons
bffbf et abaissons 0y.», 1yj' respectivement perpendiculaires sur.,///,” jj//'
prolongées au besoin ; menons ¢galement mq , m' /' perpendiculaires sui la
droite an. Les triangles semblables bap, amq\ luq)', ///«'//' donnent les
relations  » m © ap mq ap' mq , ' ah am ah atn' ’ « et dela, en divisant
membre & membre et en observant que i, et * .. am 'V ([lie mq in' ' mn m'
yilvientap X’ ./y/’ X’ ou'ti) s.ap,— 'l.">qp'=0. D’ailleurs le point a
appartenant a la coiirbe, on a (+a) m )..af+V.af L 4. ly Dig'iiized by Google
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.. SECONDE PARTIE. hi
on aurait dp;\(', par la comparaison des relations (1"} et (2'),
3 e oc < oc', , ‘
ce qui est mcompanhlu avec I'hypothése que la droite act -est tang,cnte a

Thélice. Done-ongne peut supposer of << arc zB«a. Mais‘il est déja démontré
que I'on ne peut supposer ot > arcza; done on a

0(:: 8}‘(}11({ C. Q. F. D.

29. De la tﬂngrnt(' a la courbe décrite par un point dont on connait la
Im des distances & deuwx foyers.

ProsLiME. — Construire la tangente de la murbe reprcwntrc en coor-

donhées blpolmres par Uéquation. - .
s K * 0 ra4-r =
dans laquelle )., désigneit des nombres positifs et L une longueur donnée.
Construction. — Que 'on joigne le point décrivant @ aux deux foyers f, S &
et que du point @ comme centre, avec un rayon quelconque, on décrive
V'arc mm’ terminé aux rayons vecteurs fa, '« ¢ si Ton mene la corde mm’,

et si on la divise au p(nnt n en deux parties rémpmquement proportion-
nelles aux nombres) .

mn -

=
-m'n A

] .

“la droite «x sera normale en a a la courbe considérée.

- “Démonstration. — Menons tat’ perpendiculaire & an ; pour démontrer,

que «cette ligne est tangente a la courbe, il suffira d’établir :
1°. Que Ja droite az n’a que le point « commun avec Ja courbe:
°. Que la droite ¢ ldizgse d'un méme cdté tous les points de la courbe.

- Prcmiém partie. — Soit b un point quelconque de la droite at; joi-
gnons bf, bf" et abaissons bp, Jp' respectivement perpendiculaires sur frr,’

Ja' prolongées au besoin ; menons également nq , m'q' perpcndi('ulaiﬁ}s su1
la droite an. Les triangles semblables bap, amy, lmp, am"q' donnent les
. relahone «

w g ap' mq ‘
—_— T m—— s 2 .
? b am m’; am' ‘ 9

'

.

mey mrt A L., . '
que —— == —— = — il vient - .
R TN .
. “ S "]J < )A'
cap' n

ou
¥ - heatp— P = 0.
(1) felP— R = C

D'ailleurs le point « appartenant ila courbe, on a

. o : ! P Cam .
et-de la, en divisant membre a membre et en observant que — =1, el

-



S5u DRS MKTIIODES r..V . KOMfrrRIK. * m 11 vient donc, en
retranelianl (i) de (a) membre a inembiv, - * (3) Il en résulte immédiatement
. mmt4) 'i.th + y.fhyu * ' et celte relation montre que le poinlé; ne s<iurait
i1)i>arlenir a 1a courbe. (th.\rr117/i0/i. — Il pourrail arriver, pour une
position du iioint h suflisam* * ment €loi>;née,de Ui dans la partie /+//, /\ ipie
le point -p bit situ¢ sur le proh//V 'v; '\ //\ reirancliant (1) de (2) et
observant h /V \ . <[ue est plus grand ipien/, il "K' AV 1i/\"\\ieni * * A’
A'"\'4ii— -ivA >Airr 1 « » (3") V.f’p' — '}..fp=:L, qui entraine encore la
relation (4). Dru.ricmr pnrtic, — Soit A un fioint situ¢ d'une maniere
quelconque au dela de la droite tat', par t > d'ou , O forihri , rapport aux
foyers/,,/* : joignons f/¢ ,.J’k cpii couthuil tat' en A, A'; et joij;nons/A', /"
A.-"» 1°. Supposons ) >>.". On a , dans le triangle AA/”, hk + kf>hj>,* . =,
.- X. AA' et de Ia, en ajoutant A /A au.v deux membres, *m',’ A. /A -
t-/J*¥"A> /A A, * Et comme, le (Htint A étant sittiésur la droite lui', on
a”™7./A4-1./'A>1L; . © «Ile signe inférieur ayant lieu dans le cas unique ou
le point A coinciderait avec le jmint «, il vient, dans tous les cas, , (5)
m/../A+X"./'A > L, ce qui montre que le jioint A ne saurait appartenir a la
combe. m2". Un traiterait d'une maniere .tr/ncrr/'1/i/c le cas ou 1'on aurait
Ramirtpir. — La construction et la démonstration ciui précedent ont été
données par Eatio de Duillier (Bibttnthi-<pie unm-mctlp et /listo/irpte ,
tome V, 1687, page 25). On voit que ItT tangente y est considérée comme
une droite n’ayant qu’un point commun avec la courbe, et laissant d’un
méme cOtét tous les points de iflle-ci. , Digilizeil by Google
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-

- 11 vient done, en retranchant (1) de {2) membre & membre ;

(3)

LIp+¥.f'p =L

Il en réquilo 1mm(‘dmlem( nt

‘41

2. Jb 41

®*

o> L;

et ceile re].lllun montre que le pomt O ne saurait dplv.lrlmur a la courbe.

Obscrvation. — 1| pmu rait arriver, pour une position du point 4 suflisam-

" k
A ,'";
7N 7y
t 4. b h! WA
<= / P
F> \
, |
: L
| \
i L
t Pl N
| 4 9-.-“._...._“\ m
: jL,n? ______ :_-',\’\‘ .
£ oy - 5
| i a
|
I
1

-
‘*

_rapport aux foyers Jo

-joignons [, f hs-

joignons S, 'k qui coupent tat' en h, k' et

ment éloignée.de « dans la partie af,
que le point g fit situé ‘sur le pro-

lonzement de «f. Dans ce cas, en

" retranchant (1) de (2) el observant

que ap est plus grand que af,

vient - °

{3') ‘)"..frll' —_ )...f)) =1L "

qui entraine encore la relation (4 ).
Devriéme partic. — Soit A un

point situ¢ d’une maniére quelcon-’
que au dela de la “droite tat’, par

1°. Supposohs % > 2. ()n a, dans le triangle hif’,

d'ou, a fortiori,

Et comme, le point 4 étant situé sur la droite tat’, on a

%

Wk -+ &f > Bt . e
Lk WAL SN
et de la, en ajoutant ). f% aux deu\ membres, - - ‘
A/A.;_ f,4>,.m+,..//;. »"—
WY S hTL; ‘ d )

e sime mfénenr ayant lieu dans le cas unique m‘r le point £ comc:dermt

. avec le point «, il vient, dans tous les cas,
k40 A > L,

«ce qui montre que le point 4 ne saurait appartenir a la coarbe.

(5)

.

2°. On traiterait d'une maniére symétrique le cas ou I'on aurait 7' > J. .

Remarque.

— La construction et la démonstration qui précédent ont é18

données par Fatio de Duillier ( Bibliothéque universelic et historique , tome'V,
1687, paze 25). On voit que 14 tangente y est considérée comme une drmte
n’ayant qu'un-point commun avec la courbe, et laissant d’un mémc :ot:e‘

inne lac nninta da aolla_si
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SE<:0.\DK PAIIT'IK. 53 § U. - méthode de Hoberval. 30. Conci-
plion géncrah; de Riiheivat sur lu desriiptUm des courbes p/ir le
hwiivriU¢Uil 1Puii jxtinl ; su solution du probleme des tangentes pur lu
eonif/osition des différentes vitesses qui animent leym'nt décrivant. — Dans
son Traité dos mouvoriu'nls conrjiosés (*), RolK*rval énonce, ainsi qu'il
suit, le principe qui s(!rt do l)aso a sa métliode et la maniere générale d’ap-
¢ pliquer ce principe ¢ la solution du prohléemo des tangentes ; Axiome ou
principe d invention. . /m direction du mouvement d'un {«tint qui décrit une
ligne cotnbe , est la touchante de la ligne courbe en chaque qjosition de ce
jniint. Ré™e générale pour I’application de ce principe. Par les p/vpriétés
sptnifiques de la ligne combe {"“qui vous seront données ) , e.xaminez les
divers mouvements ip€irle point .qui lu déej-it a P endroit ou inuts voulez
mener lu touehanle : de tous ces mouvements composes en un seul, tirez la
ligne ile direction du mouvement comjmsé , vous aurei lu tom hante de Ut
ligne combe. 31 . d pplicatiou aux crcloitles et aux roulettes. — Soit M un
point de la fourbe engendrée )«ir le mouvement d'un point invariablement
1i¢ a un cercle a'nmm' qui loUle sur une base quelconipie .rv, droite ou
courbi'. Considérons le mouvement de la circonférence niobile par lequel
l'arc iiitieninient petit ««'"de cette circonférence s'enroule sur la base xr. Ce
mouvement aura pour ufl'et ; 1" de comnnmiquer a cbiKpie point M invaria,
.. * blenieut li¢ au cercle un mouvement de translav; , tion parallele a
rélénient actuel /w/' de la base, et dont la vitesse MV sera proportionnelle a
l'arc aa"\ a" d’inijirimer'an méme point M un ' inouvement de rotation autour
du centre o, par lequel il tournerait autour du jKtinfo d'un angle Mw' =
mom' = aOu\ la vitesse de ce sf"cond mouvement étant ])roi)orlionnello a
l'arc inliniment petit .Mc' et dirigée suivant une droite pcrpendiculairoaoM;
soilMV' celte seconde vitesse composante. Si donc sur les deux lignes MV,
MV' on construit un parallélogramme, la dia-, gonale MU de ce
parallélogramme sera la tangente chercliée. Or joignons «M. On a, dans le
triangle MVI1), MV _ MV* arcrt/  “rcnwi' _om _on'.'VU MV'arcMH'
~arcM*" (*) Tii\>rrs ouvroftpi de Mathf'maliques et de Physique, par SI.M.
de 1'Academie des Sciences , pa{je 8a. I>c Trait¢ des Mouvementi
composés fut rédigé par un c«ntilhommo bordelais, 'd'ftprcs les legons qu’il
avait recues de Roberval sur celte matiere. Celui-ci revit d’aiUeurs ce traité
avant que de le lire devant r.\cadémie des Sciences, et écrivit en marge



quelques observations critiques, qui ont 6t€ conserveées dans I’ouvrage dont
nous extrayons ces détails, et qui portent d’ailleurs sur la forme et iiob sur
le fond mémo des démonslralions. Digitized by Google



g o SECONDE PARTIE. ) i
i 7 § 1. — Mernobe pe RoBERVAL.

30. Conception générale de Roberval sur la deseription des courbes par
le mouvement (Pun point; sa solution du pmblrm:' des tangentes par la
composition des différentes vitesses qui animent le point décrivant. — Dans
. son Traité des mouvements ('orn]»osés {*), Roberval énonce, ainsi qu'il
- suit, le prlnt'lpc qm sert de hase a sa méthode et la maniére générale dap-

phqner ce principe a la solution du probleme des tangentes :

Axiome ou principe d'invention.
La direction du mowvement d’un point qui décrit une Imm' ('um'br' ext
- la touchante de laligrie courbe en chaque position de ce paint.

Régle générale pour l'application de ce principe. :

Par les propriétés spécifiques de la ligne courbe ( qui vous seront don- .
nées), examinez les divers mowvements qda-le point qui la décrit a Cen- -
droit o vous voulez mener la touchante : de tous ces mouwvements compose's
enun .wul tires la ligne de direction du mnuw‘lmwl couq;ow vous atires

Y la touchante de la ligue cour e

S 8M. Application anx cyeloides et aux roulettes. — Soit M un point de la
eourbe engendrée par le mouvement d'un point invariablement lié & un
cercle @' ainm’ qui rodle sur-une base quelconque zy, droite ou courbe.

. Considérons l¢ mouvement de la circonférence mobile par lequél are infi-

*niment pelnt a” de coette mrmnl‘en‘me onmula sur“la hase xy. Ce mou- - '

“vement aura pour effet : 1° de communiquer & chaque point M invaria-

. blement lié au cercle un mouvement de transla-

tion parallele a Félément actuel ae’ de la base
et dont la vitesse MV sera proportionnelle i

.~ »

i _ Farc a4'; 2° dimprimer “an méme point M un
mouwmcnt de rotation autour du centre o
, par leguel il fournerait autour du point'o d'un
©angle Mov' = mom' = aoa', la vitesse de ce se-
A y cond mouvement étant proportionnelle a T'are
: infiniment petit Mv’ et dirigée suivant une
drmte porpendwuhnre i oM ; soit MV’ cette seconde vitesse ¢ omposante. Si
* done sur les deux lignes MV, MV’ on construit un pd!‘d"dﬂL‘,’l"lmmL, la dia- |
7. gonale MU de ce parallélogramine sera la tangente cherchée. ,
Or joignons aM. Un a, dans le triangle MVU, ‘
- MV MV:  arcad j_ arcmm' _om _ oa
Fos Tk VU~ MV arcMy ~ arcMe’ oM oM
v — .
{*)‘ Divers ouvrages de Mathématiques et de Physique, par MM. de U'deadémie
des Sciences , page 8o. Le Traité des Mouvements composés (ut rédigé par un gen-
_ tilhomme bordelais; d’aprés les lecons qu'il avait recues de Roberval sur cette
¢ "~ _ matiére. Celui-ci revit d’ailleurs ce traité avant que de l¢ live devant VAcadémié

des Sciences , et écrivit en marge quelques observations critiques, qui ont éwé
conservées dans r ouvrage- dont nous cxl.rayons ces détails, et qu: portent d’ail-



5'i m DES METHODES EX EEOMETRIE. , ' * * Lo6 doux
triangles SIVii et «<oM sont donc semblables, comme ayant un angle égal (
V -3, 0), compris entre des cotés proportionnels. Donc , puisfluc las
premiers cotés MV , VU du prenuer triangle sont respectivement
perpendiculaires aux cotés flf), oM du deuxieme coté,, le troisienui cote
MU du jtremier est pareillement perpendiculaire au troisicmo coté «M du
lienxiéme. Donc la fnngentv en un /xiint ijjnflcimqtw d’uné muhttc rtr |M-
rj» mriculairr a la tiiviCi; qui joint le jioint rlécfivant au point de contact
cofrespondant tic la ligne mobile sur Id ligne fi-re. . 32. Insujiisartre de la
métluule précédente. — Applications tueieuses qui en ont été faites ,
quoique sans erreur définitive , h des exemples auxquels elle doit, rester
¢trangere. — QucUpie ¢€légant que soit le principe précédimt, on . reconnait
cependant que les applications dela méthode qui on résulte se bornent a
quelques cas speciaux Jcls cpie celui que nous venons d’examiner; la
détermination des différentes vitesses animant le mobile qui est supimsé
décrire la courbo, offrant en*général de grandes diflicnltés. Notre sujet
présente mome cette particularité curieuse, que sur les quatorze exemples
auxquels Rpberval applique sa méthode, les seuls exemples de la roulette et
des lignes spirales” (spirale d’ Archimede, conchoi'de) .«ont bien choisis :
ils sont du moins les “euls dans lesrpielson puisse apercevoir d'une maniere
bien claire que Rolierval a exactement appliipaé¢ le jirincipe dont il était
pourtant I’inventeur. Danstouy les autres cas, il parait confondre les vitesses
composantes du mobile, suivant deux directions, avec'les projections dé la
vitesse tptalo sur cesdirections; et ce n’est que j>ar une sorte d'accident
géoméli-itpie, ai nettement mis en lumieére par M. Duhamel dans son Cours
de Géométrie infinitésimale a la Sorbonne, que cette confusion n’entrai)ic
am;nne inexactitude dans la construction définitive ries tangentes aux
courbes qu'il considere. 11 arrive, en effet, pour toutes res courbes, <pie les
vitesse composantes du j)oinl décrivant smit €gales,- et, dans ce cas, la
direction du mouvement résultant n'est pas changéo par la
suUstiiutmnx'rronée des projections do la vitesse toUde aux vitesses
composantes elles-motni's. . , , Rapportons, afin de 1égitimer ccts assertions,
la construction de la Umgente a I'hy|HTbole donnée |»ar Roberval a la page
82 de l'ouvrage indi(Jué : A et B étant les .foyers de la eourhe et fie point
qui décrit I’hypcAtole, eh quelque lieu ypte”se prenne le point /, il a deux
mouvements : Puq par., lequel il s’¢loigne de A le long de la ligne .AU ,



Paulre j>nr lequel ¢ il s’¢loigne de B le long de la' ligne BD. Puis donc
qu’H s’¢loigne ¢galement de A et de R et que les deu.v directions- sont f h,
/D, ayant fait un rhombe duquel Fangle soit Df\., c’est i1 savoir avant divisé¢
Pangle D/L en deu.r parties égales.."., la bisseetrite de I’angle D/L -s’ern la
tangente cUerrhée. Mais, coinment Roberval apergoit-il 1'égalilc des
vitesses <-oni|)o.sanU*S suivaq™A./', B,/ ' Treés-probablement en i-
mifondant les chemins 6lémen



5% - ° . DES_METHODES EN GEOMETRIE. = e
Les deux triangles MVU et aoM sont donc semblables, comme ayant un

angle dgal (Q ,:';:\) , compris entre des eotés proportionnels. Done, puisque
les premiers cotés MV, VU du premier triangle sont respectivement per-
pendiculaires aux ¢dtés ao, oM du deuxieme coté, le troisieme coté MU
~du premier est pareillement perpendiculaire au troisicme coté @M du -
- deuxieéme. Done la tangente cn un point quelconque d'uné roulette et ‘
perpendicwlaire a la dm:t«: qui joint le point décrivant an point de con-
tact. correspondant de la ligne mobile sur ld ligne fize.

32, Insuffisance de la méthode précédente, — Applications vicicuses
qui en ont été faites, quoique sans erreur définitive, @ des exemples
au.rqu'cl.y elle doit: rester étrangére. — Quelque élégant que soit le prin-
~ cipe précédent on .reconnait cependant que les apphcahons de la mé-

* thode qui en résulte se bornent & quelques cas spéeiaux .tels que celui
que nous venons d’examiner; la détermination des différentes vitesses -
animant le mobile qui est supposé décrire la courbe, offrant en *général
- de grandes difficultés. Notre sujet présente méme cette' particularité cu-
rieuse, que sur les quatorze exemples auxquels Roberval applique sa mé-
thode, les seuls exemples de la roulette et des lignes <p1ralcs‘(=p|rale

d Archlmede conchoide) sont bien choisis : ils sont du mioing les Seuls
dans ]esquels on puisse aper(‘m*bxr d’'une maniére bien claire que Roberval-
a exactement appliqué le principe dont il était pourtant I'inventeur. Dans~

toug, les autres cas, il parait confondre les vitesses composantes du mobile,
-suivant deux directions, avecles projeetions dé la vitesse totale sut césdirec-

tions; et ce m'est que par une sorte d'accident géomélrigue, 8i nettement
mis en lumiére par M. Duhamel dans son Cours de Géométrie infinitésimale

& la Sorhome, que cette confusion n’entraine aucune inexactitude dans la - -
construction définitive des tangentes aux courbes qu’ il considere. II arrive,
en effet, pour toutes ces courbes, que les vitesse§ composantes s_iu pomt
déf'ri\.ms sont ¢zales, et, dans ce cas, la direction du mouvement résultant

n'est pas changée par la substifution.crronée des projections de la \lI(‘bSL‘ .

totale aux vitessos mmpo«anh\ elles-mémes. ‘“a W

Rapportons , afin de légitimer s assertions, la ((mslruc,non de la tan-
gente a Uhyperbole donnée par Roberval a la page 82 de I'ouvrage indiqué =
A et B.étant les foyers de la_courbe et f le pomt qui décrit Pl p."rbol(-
ch qm'lqm- licu :que se prenne le point f, rt a

] ‘ / devy mouvements [ Puy” pur.lequel il s‘(*[nxg!zr'

. | /4 de A le_long de la llme AL, lPautre pur lequel

it s’c‘lmgga de B le long de la ligne BD. Pu{r
donc qi’il s’éloigne égﬂ[r'ﬂmm de A et de R et
que les dewz directions-sont f1., fD, ayant fait
un rhombe duguel l’(mo'lc soit Df [., cest asa-
voir manl fhm'e Pangle DL en dewx parties egalm.. 4 Ia bissectrice de

Peangle DfL sera la tangente cherchée.

' M(nv., comment Ruhen.;l 'qmwml-l 'égalité das \ik‘bhes composantes

P A . . TG

o Y



SKCUNUE PAHI'IE. Ulires qui I'orregpondenl a ces vitesses
coirij>osantes, avec les projections-j)>-. fr/, sur leurs dire< tions, du tliemin
¢lémentaire //°' décrit dans le mouvement réel. Car si 1I’on voulait démontrer
rigoureusement | €galité des vitesses composantes f/>', fr/\ il faudrait, en
s’appuyant sur la propri¢té fp = £</, qui résulte do la définition do la courbe
, etablir d'abord que la direction-limite de 1’¢lément de chemin// ', parcouru
par le point décrivant, divise d’angle A/B en doux parties €gales ; ce qui
rendrait ensuite inutile la composition des vju>ss(>s. La direction de la
tangente aurait donc servi a déterminer le raiiportdes vitesses composantes,
Umdis que locontraire aurait dii avoir lieu. , 3 111. — Des tangentes ai:x
counBES dexhites p.vh les difeéhents points d'INE FKiUIVE PLANE
nONNEE OIT SE MEUT DANS SO.N PL,VN. . Drfini(i<m*grncnilg des
mdettes. — Méthode de Desenrtes imtr la drseriptwn des tangentes h ees'
coitrhes, — jisepressinn de rélément rectiligne ou su]>erjiriel de ta courbe
qui rt’sulte de Peniploi de cette méthode, — La méthode dont nous allons
nous occuper a été imaginée par Descartes a 1’occasion du probleme des
tangentes a la eyclo'ide. Supposons qu’uue courbe plane (C'), entrainant
dans son mouvement ¢ un point «/qui lui est li¢ d’une maniere invariable,
roule” sur uno courbe ¢ fixe (C.) située dans le momg plan ; dans ce
mouvemen”le point m engendre une ligne appelée roulette ; et la ligne fixe
(C) est ap[>elée la base do la roulette.: cela pose, il s’agit de construire la
tangente en un point quelconque de la roulette. , A ¢et effet, substituons
avec Descartey», aux deux courbes (C) et (C') Jlelix polygones (P)- et (P')
équilatéraux et d’un nombre trés-considérablo de cotés; la longueur
commune des c6tés étant la méme pour les doux polygones et d’ailloui’s
inliniment petite. Soient abc. . .hil, a’b'c'. . .1é1'l' ces deux [lolygones que
nous supiwserons Actuellement on contact suivant les cotés al, a'l', et soit
en outre »/ la position cocr' resi)ondante du point décrivant, invariablement
li¢ ' au polygone //' 6'c'. Le mouvement du polyr/ gene mobile (P'), qvii a
amene¢ le coté I'a’ en contact m continuant , a.ura pour effet d’amener le-
coté suivant a' b' en contact avec son égal ab, en faisant ¢ . tourner la figure
(P") tout enliéro aulpurdu point a (ou //') d’un angle égal a linh'”. Le
mouvemént ¢lémentaire do la figure (P'), dans son |)assagé de la position
actuelle la position suivante, n’est donc ' ([u’un mouvement de rotation de
toute celte ligure autour du point //, tcvtrémité commune- des éléments la,
t'a’ actuellement en contact. Ix " point /// pair’ticipe en particulier a ce



mouvement et décrit le petit arc do cercler //////" ayant poiit rentre le point
//..La tangente a la courbé décrite par le point /// est donc perpendiculaire a
la droile qui le réunit au point //. _ Digilired by Google
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Lmres (i correspondent a ces vitesses composantes avec. les pro;echonsa

s fq, sur leurs directions, du chemin élémentaire ff' décrit dans le
mouvement réel. Car si 'on voulait démontrer
rigoureusement I'égalité des vitesses compo-
‘santes fp', fg', il faudrait, en s'appuyant sur
la propriété fp = fg, qui résulto de la défini-
tion de la courbe, établir d’abord que la di--
rection-limite de 1'élément de chemin f7”, par-
couru par le point décrivant, divise -V'angle
A /B en deux parties éudles co qui rendrait ensuite inutile la composition
des vitesses. La duccuon de la tangente aurait donc servi-a déterminer le -
rapportdes vitesses compos:mtes , tandis que le contraire aurait dd avoir lieu.

SHI — DEs T\M.NTM AUX counnEs DECRITES PAR LES DIFFERENTS POINTS
D'UNE. Fu.mm PLANE DONNEE QUI SE MEUT DANS SON PLAN.

. 33." Définition*générale des roudettes. — Méthode de Descartes pour
la deseription des tangentes a ces' courbes, — Expression de Pélément
rectiligne ou superficicl de la courbe qui résulte de Pemploi de cette mé-
thode. — La méthode -dont nous allons nous occuper a 6té imaginéd par-
Descartes a l'occasion du probleme des tangentes a la cycloide. ;
Supposons (u'uge courbe plane (C'), entrainant dans son mouvement
‘un point # qui lui est lié d'une maniére invariable, roule sur une courbe
fixe () située dans le méme plan ; dans ce mouvementle point 7 engendre
une ligne appelée roulette ; et la ligne fixe (C) est appelée la base de la
. roulette : cela posé, il s'agit de constrmm la tangente en-un point quel-
" conque de la roulette.
A cet effet, substituans avec Descartes, aux deux courbes (C.)‘el (C')
{letx polygones (P)-et {(P') équilatéraux et d’un nombre trés-considérable”
de cotés; la longucur commune des cotés étant la méme pour les deux
polwones et d'ailleurs mhmment petite. Soient abe. .. hkly a'b'c'. . KK
ces dPu\ polyzones que nous supposerons dctuellement en contact suivant
‘ les cotlis al, a'l', et soit en outre m la position cor-
WL lv.spondant,e du poml; décrivant , invariablement lid
A - /¢ aupolygone a'd'c’.. .'k'l'. Le mouvement du poly-
t. "\ .'r gone mobile (P"), qui a amené le ¢oté #'a’ en contact
J\tk / avec la, continuant , aura pour effet d’amener le coté

m
O\ suivant a'b’ en contact avec son égal @b, en faisan) -
« . . tourner lafigure (P') tout entiero autour du point a

" (ou &) d'um angle ézal & b’ Le mouvemént élémentaire de la figure (Ph,
dans son passage de la position actuelle & la position suivante, n'est donc -
© qu'un mouvement de rotation de toute cette Tigire ‘autour du point @,
extrémité commune des éléments la, ['«' actuellement en contact. Le
point m participe en particulier & ce mouvement et déerit de petit arc de
cercle mm' ayant pouk centre le point «. La tangente a la courbe déerite par



56 DKS METHODES ES UEOMETRIE. La ménu' ronstruclion
ayant lieu ([uelque petits que soient les cotés des deux polygones que nous
avons substitués aux lignes (C) et (C), aura lieu aussi a la limite , ¢’est-a-
dire quand on considérera le roulement de la courbe (C') elle-méme sur la
courbe (G). Donc la normale en un froint quelconque iPiuie roulefte ntmulil
, a chaque instant , au point de contact corresjxiudant de la liane mobile sur
la ligne Jixe, Seolie 1. — Les méthoil(*s miKlcrnes |[K)iir la description
d<!S tjfngentes se séparent surtout en ceci de la métlio<le des géometres
ancituis ; quelles premiéres conduisent to\ijjours a 1I’expression , plus ou
moins simple et plus ou moins ulile d'ailleurs, de I’arc ¢lémentiiire de la
courbe dont on sait constriiin* la Jangente; tandis que la marche méme
suivie par les an. ciens les écartait néci-ssaiifinent d'un pareirrésultat qui,
tout secondaire (ju’il soit dans le probléme actuel , a cependant en lui-méme
tine grande importance. Or la méthode précédente i>st piwisément 1'une de
celles qui conduisent a I'oxprossion la plus utile de I'arc élémentaire de Ui
courbe. Désignons, en effet, par s et s' les angles de contingence en a et
«'des deux polygones (P) et (P*) qui ont été substitiu”™ aux courbes (C) et
{C'*. c =bat, £=r b'a't («f ou n't étant le prolongtuhent commun de la et -
de 1'a"). L’angle de rotation b a h' est égal a la valeur absolue de I’expies-,
sion € £1', le signe -H ou le signe — ayant lieu suivant que la ligne mo-
bile roule sur la convexité ou surda concavité de la courbe iixo; et comme
I’angle mam' est égal a on a d’abord, en désignant par Ha distance «w., J ~’
"m'aiciw«'=r++d’ou, endivisant parab=:a'b,e¢'. avemm' /£*>V
"'"'*ab'\ab a’b'J El de 13, en passant aux limites et observant que et ont
pour limites - et A (p et p' désignant les ravons de courbure en « de la
courbe Pr'."'* mobile et de la courbe fixe), on a, en appi'lant ds et do les
dilférentielleE correspondantes des arcs de la courbe mobile ¢t de la
roulette, . Scolic /. — La 'méiho méthode fournit encore 1’expression de
faire ¢lémentaire de la roulette, celte aire étant I’espace compris. entre 1’arc
mm' de la roulette, 1'arc correspondant ab de la courbe lixe et les droites am
, bm'. ¢ Car cette aire se compose : 1° du secteur" circulaire amm' qui a polir
m Digitizef] by
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56 DES METHODES EN GEOMETRIE. '

La méme construction ayant lieu quelque petits que soient les cotés
des deux polygones (que nous avons substitués aux lignes (C) et (C'), aura
lieu aussi & la limite, c’est-a-dire quand on considérera le roulement de’
la courbe (C') elle-méme sur la courbe (C). Done la normale en wn point
quelconque dPune roulette dbowtit , & chaque instant , au point de mnlaw
correspondant de la ligne mobile sur la ligne five.

Scolie 1. — Les méthodes modernes pour la description des Lmgentes

se séparent surtout en ceci de la méthode des géométres anciens : que les

premieres conduisent toujours a I'expression, plus ou moins simple et

plus ou moins utile d'ailleurs, de I'arc élémentaire de la courbe dont on’

- sait construire la fangente; tandis que la- marche méme suivie par les an-

El de li, en passant aux limites et observant que _:“I
. s - & a@b

. ciens les écartait néeessairement d'un pareil résultat qui; tout secon-

daire qu’il soit dans le probléme actuel, a ‘cependant en lm—mbme une
grande importance.
Or la méthode précédente est précisément 1'une do celles qui condui-
sent a l'expression la plus utile de {'arc ¢lémentaire de la courbe.
Désignons, en effet, par ¢ et ¢ les angles de conlingence en a el a' des
deux polygones (P) et (P') qui ont été substitués aux courbes (C) et (C').

N N .
- e=bat, ¢=Vdt(at ouat étant le prolongement commun de /a- et

- de 'd'). L'angle de rotation bal' est c‘"dl ala valeur absolue de expr: es-.
sion ¢ == ¢', le signe +- ou le signe — ayant heu suivant que la ligne mo- -
bilo roule sur la comembé ou sur- la (onc.mlé de la courbe fixe; et

comme l’angle wa m est ézal i Imb‘ on a d'abord, en dm«nant parr la
distance ans,

' Yoarcan'= s rpEd),
‘d’ou, en divisant par «b = &'l ' . )
. , :
arc ' g £ % ’ i
— k| — ) .
Cab T .‘(ub a'l’

,[, ont pour Ii-
mites 5 ot =, (p et ¢’ désignant les rayons de courbure en @ de la courbe

mobile et de la courbe fixe), on a, en appelant ds et da leé‘diﬂérentielles

- correspondantes-des arcs de la courbe mobile et de la roulette,

i = ' . f!a‘ - I l X L

Scolie H. — La ‘méme méthode fournit encore l'expression de .l'aire
élémentaire de la roulette, cette aire étant l'espace compris.entre 'arc
mm' de la roulette, 'arc correspondant ab de la courbe h\e et les droites
am , bm'. —

.



SK«:«»\UE PAUTIE. 57 expression £- r'(i = 1'); 2" du secteur
m'ah, qui n'est autre chose que le SK'Cteur «;«7/ transporté dans une
position infiniment voisine. Donc,' “en désignant par <I\, t/'*, r/.v les
diirérentiellos corrcspondimtf.s de faire de la roulette, du secteur avant pour
sommet le point décrivant et pour base 1’arc enroulé de la courbe mobile , et
de l'arc enroulé de la courlie Jixe ,onaura M t! A=d't. £ f-+—\ds, »\?.
cJ le sigce & qui est devant le dernier terme du second membre ayant pour
objet de rendre ce terme additif dans tous les cas. V' 3i. Théorie de.i centres
instimtanés de rotation. — Le mouvement .d’une figure plane, de forme et
de grandeur invariables, qui se déplacé dahs son plan,. et plus généralement
le mouvement d'un corps solide autour d’un point fixe, ont été étudiés par
plusimirs géometres ,. et notamment par Euler et par MM. Poinsot et
Chasles. Leurs travaux ont produit CO (ju’on appelle aujourd'hui la théorie
des centres et axes instantanés do rotation , dont nous alténs exposer tes
principes. Titkokkmk I. — ' I.e nmitvenient ¢lémentaire iPiine figare plane
de forme I't de grandeur invariables, i/tii se déplace dans son planj est
toujours un mnuventenl injiniipent petit de rotation autour (Pua certain
jioinl fur du plan * ' Le mouvement ¢lémentaire de la figure est a chaepte
instant te mouvement infiniment petit par le(juel cotte ligure pa.sse de sa
position actuelle a la position, infiniment voisine qu'elle occupera dans
I'instant suivant. Démonstration. — Soient / et/' les positions occuji€es par
la figure mobile F a deux époipies “Hc/mwr/wce.v de son mouvement, mn,
m'n' * les deux positions occupées, dans / et/', par une mémo droite MN de
la ligure F ; et a le point d'intersection des droites mn, m'n'. m 1".
Considérons 1<> point a comme nn pomt de la figime mobile F dans sa
premiere position /. (Inand F passo de / en /', la droite MN passe elleméme
do mn en /«'«', et le point a de mn vient quelque part en a, sur n'. ; 2*. Si, au
contraire, nous considérons le point «comme un point de la figure mobile F
dans sa position /', nous ver- m rons que F revenant de,/' en-,/", la droite MN
revient elle-méme d(' m' n' en /««, et que le [Htint a de m’ n' revient quelque
part en «,, “sur mn. - ., Un voit donc , d'apres la définition des points «,, et
«I, que dans le jiassage de la figure mobile de la iioaition,/'a la position,/”',
lespointsw, et a de w« viennent respectivement co'incidCr avec les ])oints a
et «, de /«'«'; et comme dans ce mouvement la ligure reste invariable de
fonne * m Olgllized by Google
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expression == = r*(e==¢'); 2°du secteur m'ab, qui n'est autre chose que.

le secteur ma'b' transporté dans une’ position infiniment voisine. Donc,’
- en désignant par dA, di, ds les différentielles correspondantes de Vaire

de la roulette, du secteur avant pour sommet le point décrivant et pour

base I'arc enroulé de la courbe mobile, et de I'arc enroulé de la courbe
. dixe,yon aura ~ .

ot (-U) 4 dA = 2 d) i > (1 il,) ds ,
* 5

P

_pour objet de rwdm ce terme additif dans tous les cas.

" 34. Théorie dm u'ntu'r instantanés de rotation. — Le mouvement
dune figure p]ane de forme et de grandeur invariables, qui se déplace
!lahs son plan,. et plus g{*néralement le mouvement d'un corps solide au-
tour d'un point fixe, ont été¢ étudiés par plusicurs géométres . et notam-
ment par Euler et par MM. Poinsot et Chasles. Leurs travaux ont produit
ce qu’on appelle aujourd’hui la théorie des centres et axes instantanés de
rotlation, dont nous allons exposer les principes.

THEOREME ] — Le mopvement élémentaire dune fignre p!rme de .

form(' et de grandeur invariables, qui se de ‘place dﬂm son plan, est tow-
Jours un mowvement infinient petit de rotation autour dun certain point
JSixe du plan, . s

- Le mouvement ele'uu-ntmu' de la figure est a chaqu,(, instant le mouve-
ment infiniment petit par lequel cette figure passe de sa position actucllo
4 la position infiniment voisine qu'elle occupera dans V'instant suivant.

Demnmtmtmn — Soient f et f' les positions oceupées par la la ﬁgure

mobile F a deux. époqueq qu(’fmnqm s de son mouvement, mn, m'n'
lgs deux positions occupées, dans f et f7, par une méme droite MN de la
figure F; et ale pomtd’mtr\rbecnon des droites mn, m'n'.

o COHSIdt',I'O]’lb le point & comme un point de la ﬁgum mohile F dans sa
premiére position f Quand F passe de fen f”, la droite MN passe elle-
méme dc mn enm'n'y et le pomt a de mn vient quelque part en a; sur
IH n'.

2°. Si, au conltraire, nous considérons le point @ comme un point de la

figure mobile F dans sa position f*, nous ver- -
rons_que F reyenant de f* enf, la droite MN -

revient elle-méme de #'n' en mn, et que le

%\lr mun.

a, et a,, que dans le passage de la figure mo-
l}lle de la position /4 la position f, les points ,

<

‘et a de mn viennent respectivement coincider avec les points a et a,

On voit done, & apm la déﬁmuon dos points

le signe == qui est devant le dernier terme du second membre ayant

point « “de m'n' revient quelqué part en «, -



58 « DES SIKTIIOUES EX UEDMETIUE. . « * » 1+ Cl de
gramlcin-, 011 al'égalilé *,'s . n<ti—du...*.m.m-"-P»] * Dongc, si
I'on mene par les milieux de ««, des perpendi(‘ulaircs respectives a ces
droites, lesquelles se coupent en o, le point. w sera le centre d'un corde
passant par a et et I’angle n™ou sera €gal a l'angle rten,. 11 résulte do 1a que
I’on jicut amener la droite A, A de 1a ligne F de la position //,«. a celle de
w/,, et piir suite lit figure F elle- ' mémo de la position /a la position /', par
une rotation do toute la tiguro/ autour du centra o; I’angle décrit dans cette
rotation étant ni. * Donc ¢ Si r (ni considere un déplacement fini
(pielcompie d’une figure dans son plan , on peut toujours amener cette
figure de la premiére position a In dcrnieiv f en faisant tourner cette figure ,
prise dans la premiere posi- ¢ tion, if un angle déterminé autour (Cnn point
conventddement choisi dans son plan. ¢ » , ' . Dans cetto suljstitution on n’a
d’ailleurs égard qu'aux positions extrémes et nullement aux positions
intermédiaires de la figtiro mobile, qui ne sont pas reproduites, en général,
dans le mouvement do rotation dont nous parlons. Le tliéorémo précédent
ayant lieu pour -un mouvement fini quelconque do la ligure F, aura encore
lieu pour le mouvement €lémentaire ijui amene cette figure do la position /a
la posilion-i/ncir/i/c/’; mais ' alors toute restriction au sujet des positions do
la figure mobile, intermédiaires a / et a /', disparatt, et ’on trouve le
Uic¢oreme ¢énoncé. /  Définition, — Le centre autour duquel s’effectue la
rotation infiniment péti'le (lui cojistituo, d'aitres ce ipii précede, le
mouvement ¢lémentaire do la ligure, recoit lo nom de c(7i(rf c/c *
TnEouEsiE 11. — Une figure F étant animée dans son plan (Pun
nuiui'cment continu quclcompte ,.ce mouvement pourra toujours étre
jimdidj par le roulement sur une ligne fixe [n), d’une ligne ('*>),
invariahlemenl liée a la figiu'c F, ft I’entrainant dans son mouvement. .. =
— Dccongiosons, en* effet, le mouvement fini de la figure F dans scs
mouvements ¢lémentaires successits qui sont, comme nous l'avons vu, des
mou\ements do rotation mesures par des angles inlinhnont petits r, fi, /*",. .
., S'effectuant autour des centres instantanés . suceexssifs O , </, 0”, ... Ces
points se succedent d’une' maniei (! continue , si le mouvement do la ligure
est lui-méme continu, ce que nous supposons' ' essentiellement, et forment-
nne ligne polygonale a c6tés infiniment petits qui so transformera a la limite
en une courbe (0). Or, c(«i.sidérons cetto ligne polygonale pcTfi".-.,, et

199

désignons par (', c", fi", . . .; ses angles do contingence en o', 0", 0',.,. .



Par le point o; autour duquel s’effectue la rotation initiale de la ligure,
menons une ligne' polygonale ow'w”»»"'. , ou taw' w" m'"'. . . , dont les
cotés successifs ww', m" w"', ., soient respectivement €égaux aux cotés on',
n'o". fi' 0", . . et telle, en.outre, . ‘'r,v«. '.Digitrzeo byCjOOgle
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et de (Tamh-m onaicgahtu . o TH g .

£ - 5 M e

. iyt = aa,. v : ‘»

Done, si Fon mene par les milieux de a,a, aa, des pcrpnndimhﬂir('p'

respectives a ces droites, lesquelles se coupent en o, le point.o sera le .~
~centre d'un cercle passant par a,, @ et a,, et angle a,oq sera égal & -
“Tangle woa,. 1l résulte de 1a que Pon peut amener la droite A,A de la -
~ligne F de la position #,a. a celle de aa,, et par suile la figure F elle-

méme de la position f 4 la position f7, par upo rotation de toute la fi-

~
gure f autour du centre o; I'angle décnt danb cette rotation él.dnt a, o,
Done ;

Si Pon mnmlcrc un rlf*placcment ﬁm queimm/ur d’une ﬁ'gurf dans son
plrm, on peut toujours amener cette figure de la ])remlerc pormon ala
derniére, en faisant tourner cette figure, prise dans la premet're posi=
tion, d'un angle déterminé :mtnm' Lun point comwmzblcnwnt choisi dans

son plan. . . e .

Dans -cette substitution on n'a d'ailleurs ézard qu'aux posmona ex- .
trémes et nullement aux positions intermédiaires de la figtre mobile, qui
ne sont pas reproduites,”en général, dans le mouvement de rotation dont
nous parlgns. Le théoréme précédent ayant lieu pour.un mouvement fini
quelconque de la figire F, aura encore lieu pour le mouvement élénen-

3 taire qui amene cette figure de la positign f & la position suivante f*; mais

alors toute roslnctl(m au sujet des positions de la figure mobile, inter-
médiaires & f et & [y disparait, etl'on trouve le théercme énoncé,

Définition. — Le centre autour duquel soil‘u‘tue la rotation infiniment

" petite qui constitue, d'apres ce qui précede, le momement élémentaire

"

de la fizure, regml lonom de centre in cmnmw de rotation.

Tukorime U, — Une f cure ¥ étant animée dans son plan dun mou-
Pr'mcnt continu qmlcrmqur', ce nouvement pourra tnldo:{;s étre ]J]YJ{!';(;I
;-m le roulement sur une ligne fixe (o), d’unce ligne (m) , invariablement
liée & la figure F, et Uentrainant dans son mowvement. :

Démonstration. — Décomposons, en effet, lo° mouvement fini - de la
figure F-dans ses mouvements élémentaires succe\%l[s qui sont, comme
nous I'avons vu, des momementq de rotation mesurés par des anUles in- -
finmment petits », ', 7,..., s'cffectuant antour des centres instantanés .
successifs o, o', 0",... Ces points se succedent d'une maniére continue,, si

_le mouvement de la figure est lui-méme continur, ce que nous supposons

essentiellement , et forment.une hgnc poh gonale a cotés mhmment petus_
¢qai se transformera a la limite en une courbe l(’} e -

Or, c'(mxldt,rons celte ligne polygonale 0o'd’:.., et (lLSl"ﬂOnb par
¢’y ", ¢”, . ..;ses angles de-contingence en o, o, 0";... Par le point o;
autour duquel s‘eﬂu‘tuo la rotation initiale de la figure, menons une ligno‘
poly ona]e ow'e'w". .., ou ww' w"w"..., dont les cités successifs wo',

N

w'w'. w'w” ... soient respectivement L"'dll\ aux citéson’, o' 0", 0" 0", . .,



SECONDE PARTIE. « 9 . I® Que ww' ou ou fasse avec 00' un
angle égal au premier angle de rotation 7',a" Que les angles de eontin”enee,
o/, 7°,1",...,enw',w", ,, , soient définis par le,s équations. '/m'=(m’+.
.. mmV-=¢"4-v'V- - ' m F.nfin regardons la ligne . . , ainsi définie, comme
invariablement liée a la figure F, nous allons constater facilement’ que le
mouvement de la figure F produira le roulement de la ligne ww'm". . . sur la
ligne no'o". . . . En effet, dans ses déplacements successifs, 1°. I.a figure F
tourne d’abord autour du point o d’un angle égal a r; celte rotation améne
donc sur son égale no', le point w' venant eu 1’angle quo fait alors 0>'m”
venuo en avec 0'0" est €gal « a la .somme c¢'+y' des angles de contingence
en<)', t,1', c’est-a-dire est égal ar'; *» - ~ 2%, La figure F tourne ensuite
autour du point o' (ou «>',) d'un angle égal aV; cette rotation amene donc w'
sur son ¢gale 0’0”, lo point w'| venant en 0", et I’angle quo fait alors venue
en w" w" , avec 0"o" est €gal a la somme c¢" -f- 7" des angles do
contingence en 0" et w”, c’est-a-dire égal a r'"; » 3°. L.a figure F tournant
ensuite autour de o"(ouw") d’un angle égala cette rotation aménera encore
le coté u" w" sur son égal 0"o"', et ainsi m de suite. fin voit donc que si I’on
passe a la liiniU> et qué 1’on désigne par m(«) * €t (o1) les courbes limites
des {iolygones no'o". .., uu'u". le mouvement ennsidéré de la *giireV
produit le roulement , .sur 1a coiir/ie (0), de la ligne (w) immriablement li¢e
a ta figure W Donc, réciproquement, le mouvement eomidéré de la figure F
peut étre produit par le roulement jiur une ligne fixe (o), d’une ligne (w)
invariablement liée a la figure F et tentrainant (hina son mouvement. <:. g.
F. D. ’m , Hi'maripic. — he mouvement de la figure -F étant connu, on peut,
comme nous le verrons, déterminer a chaque instant la jtosilion du centre
instantané, de rotation , et déterminer jmr suite , sur le plan immobile dans
letpiel .sedépbiee bi figure F, la courbe(o), lieu des centres instan- tanés de
rotation. Quant a la détermination do la ligne (w) par rapport a lu figure F a
laquelle elle est invariablement liée , voici, d'aprés M. Chasles-, la maniere
d’y panenir : Hggardant la figure F comme situét”™ d;ms un plan mobile,
distinct du plan immobile do la ligne (0), et simplement sigKirpose a celui-
ci, on imaginera a chaque instant quo 10 centre actuel de. rotation
[considéré comme appartenant sjiécialement au plan immobile d(! la ligne
(0)J imprime sa trace .sur le (ilan de la liguro nutbilc ; le lieu de ces traces

serq la courbe cherchée ('.1 ). Digiiized by Google
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*  SECONDE PARTIE. i X 59
Que v’ ou 06 fasse avec oo’ un angle égal au premier angle de ro-
tatlon r; :
a°® Quelesan"ies decontubonce 1T e oo, 0" @ . L., soient
définis par les équanons

L '
; r'=c 4,

a = . ’JP — (:n + '/lf.n

-
. - .
. .

Enfin reﬂardons la lw,ne oo'w". .., ainsi définie, comme invariablement
i . lige a'la ﬁvure F, nous allons constater facilement °
\,‘ que le mouvement de la figure F produira le rou-
" lement de la ligne wo'e". .. 811F|a ligne oo'0". ...
En effet, dans ses dépla(-emcnts successifs,
. La figure F tourne d'abord autour du’ point o

- e d un angle éoal a r; cette rotation améne done we'
t,,-/-",};r‘"" sur son égale o', le point »' venant en o'; 'angle
@R+ que fait alors o’ venue en oo, avec o'o" "est égal
" -m\\'\ a la somme ¢ 4" des anales de contingence en-
v 0 o, cest-d-dire est égald 7';
"L e e % Ld ﬁ('ure F tourne ensuite autour du point o

" {ou &,) d'un angle ézal & 7'; cette rotation améne donc o, o sur son
_6zale o' 0", le point o venant en o", et V'angle que fait a]()lbm w”, venue

en o', o) | avec o"o0” est égal & la somme ¢” 4 7" des angles de contingence
eno” et o, cesl-i-dire égal a ;- . ‘

3. 1a ﬁﬂ’urc F tournant ensuite autour de o" (ou «}) d’un angle égal @
7, cette rotation aménera encore le cdté o7 » sur son égal o” 0", el ainsi -

o "

~de suite. -

On voit done que si 'on p'mso ala hmlt.e ot que lon désigne par {¢) .

--et (@) les courbes limites des polygones oo’ o".. ., we' &', .., le mowvement .~

considéré de la figure ¥ prodait le roulement, sur ld courbe (o), de la - -
hgm' (@) invariablement lice a I fi JSigare ¥, Donc, 1empr0quement , le
mouvement considéré de la figure ¥ peut étre prodmt par le roulement

sur une ligne fixe (o), d’une [wnc () nwarmblcmmt liée @ la figure ¥ .
et l’cntram(mt dans son mouvement. - Q. . D. o i

Remarque. — Le mouvement de la ﬁ"ure F étant connu, ‘on peut,
comme nous le verrons, déterminer A chaque-instant la position du cen-

_ tre instantané de rotation, et déterminer par suite, surle plan immobile
" dans lequel se déplace la figure F,la courbe (o), lieu des centres instan- -
' tanés de rotation. Quant a.la détermination de la ligne (=) par rapport
- "4 Ja figure F a laquelle elle est invariablement liée, voici, daprés

M. Chasles; la maniére d'y parvenir : Regardant la figure F comme située
dans un plan mobile distinct du plan. nnmoblle de la ligne (o), et sim-
plement superposé 4 celui-ci, on imaginera a chaque instant que 1e cen-
tre actuel de . rotation [oonsnderé comme apparl.enant spécialement au
plan.immobile de la ligne (o) ] imprime sa trace sur le plan de la figure



Go * I>ES METHODES EX UEomETKIE. - Saide. — la‘»
théorenu's préceédents et leurs démonstrations s'appli([uent, sans aucune
modilication, au mouvement d'une ligure sphériijuo quelconque qui se
déplacerait sans sortir déja sphere ou elle est tracée : les nouveaux
théorémes ipii en résultent servant de hase, comme ou sait, a I’é¢tude du
mouvement d’un corps solide autour d’un point lixe. 35. U*Mif;c.1 lie lu
théorie precéilentc dans le pruhléme des tiwge/ite.<’ — Examen des trois
eas ipii peuvent se' présenter,” — A'ppHratinns. — “ © - ». La théorie des
tangentes et celles des courbes enveloppes, s¢ prétant ici > * un nnituel
appui, nous indiquerons simultanément, et par anticipation sur . '' le
chapitre suivant, les applications de la théorie précédente aux deux
problemes des tangentes et <les courbes enveloppes. (.lu’une figure F, de
forme et de grandeur invariables, se meuve dans ' ; .son plan et que I’on
considere les courbes décrites dans ce mouvement |iar . [ plu-sieurs points
M, M', M", ... .de cette figure. Siiientw, H/', /H%. .., lesposi- ' ¢ tiens
eorrcspimdimtes points décrivants, a une époque quelconque du
mouvement. L(* mouvement ¢lémentaire suivant de la ligure sera un mou-
A e veinent infiniment petit de rotation autour d'un centre », en vertu diupiel
<les points /«,«(', «(", . . ., décriront de petits arcs de cercle ayant pour
centre ¢ ' commun le point «; donc, . 1. [a‘S normales aux coiirhes décrites
par les différents yminLs de ta fi- " giire mobile, menées en des points
coriespondants ees courbés , t'ont toutes concourir en un méme point o, epii
est le centre instantané de 1ota- \ ¢ tinn corresjjondant a ta position”
considérée de la Ji*ure mobile. Dans ce méme mouvement, la droite qui
joint deux jaiints (pielconques de la figure mobile, demeure dans son
déplacement infiniment petit, a la . mm méme distance du centre... o ; elle
denmure donc tangente a un cercle ayant m pour centre le point o, et, par
suite, le point ou cette droite touche scia.' " enveloppe est le pied de la
perpendiculaire abaissée du point o, sur petto * 's droite; donc, m' ... a”. Les
normales aux courbes enprlop/HU's j>ar les diverses droites de la . . m
fi"ure mobile , menées en des y.(0//iC.1' correspondants de ces courbes, vont
toutes concourir en un méme point o, centre instantané de rotation.
CoiioLL.AiHE. — Il résulte de ces deux projmsitions ipie si, dans le mou.- '
. veulent trune figure donnée , on connait h cluupie instant! I . -.CraC le
mouvement dedeuxpointsdecetterigure,c’t>st-a-direlesnormales aux lignes
que décrivent ces points; ' . . a. Soit le mouvement d’un seul point de la




figure et le point ou une droite ¢ , ' de cette figure touche son enveloppe; * .
'3, Soit enfin les (loints ou deux droites de la figure touchent leurs en- m ,
« veloppes respectives; On ])ourra, pour chaque position do la figure
mobile, déterminer le centreinstantané do rotation qui sera fouihi par
rintersf'ction do deux droites connues; et ce point une fois déterminé, on
sera en ¢tat do construire les tangentes aux lignes décri tes' par tous les
autres jioints de la figure mo-'. bigiiized by Google
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Seolie. — Les théorémes précédents et leurs démoubtratxunq s'appli-
quent, sans aucune modification, au mouvement d'une figure sphérique
quelconque qui se déplacerait sans sortir de Ja sphere ou elle est tracée :
les nouveaux théoreémes qui en résultent servant de base, .comme on !
sait, a I'étude du mouvement d'un corps ﬂohde autour d’'un point fixe. -

35. Usages de la théorie. prerﬂdentc dans le prr)bh'nw dm tangentes.
= Examen des trois cas qui peuvent se’ présenter.— Applications. —*
La théorie des tangentes et celles des courbes enveloppes, sé prétant ici
un mutuel appui, nous indiquerons simultanément , e{ par anticipation sur .~ -
- le chapitre suivant, les applications de la théorie précédente aux deux
problemes des tangentes et des courbes enveloppes. - ]

Qu'une figure F, de forme et de grandeur invariables, se meuve dans
son plan et que on consideére les courbes décerites dans ce mouvement par -
plusieurs points M, M', M", .. ., de cette figure. Soientm, m', m";. .., les posi- .~
tions correspondantes des points déerivants, a une époqie quelconque du -
mouvement. Le mouvement élémentaire suivant dea figure sera un mou-
vement infiniment pctit de rotation autour d'un centre o, en vertu duquel +
les points m, m', m", .. ., décriront de petits arcs de cercle ayant pour (Gntl‘b
commun le pointe; done, i

.
.

-

. Les normales aur: courbes décrites par les différents pmm.s de la fi- *
gure mubt!(!, menées en des points correspondants de ces courbes , vont
toutes concourir en un méme point o, qui est le centre instantané de rota-
tion correspondant a la positinn,_considérée de la figure mobile.

Dans ce méme mouvement, la droite qui joint deux points queleonques
de la fizure mobile, demeure dans son déplacement infiniment petit, 7 la
méme distance du centre.., 0; elle demaure done tangente & un cercle ayant

. poir centre le point o, et, par suite, le point ou cette droite touche son
enveloppe est le pled de la purpondwuldlre abaissée du pomt o, sur ncl;le
droite; don(', .

9°. Le¢s normales aux courbes ('JN’(‘IH])])(’(' par les diverses rlrm!r's de'la
gure mobile, menées en des points covrespondants de ces courbes, vont
toutes concourir en un meme point o, centre instantané de rotation.

(‘OROLL\IRE. — I résulte de ces deux pm}mwmm que siy dans le mow-""~ -~
vement d'une figure donnce, on connait a chaque instant ;

1.-S0it le mouvement de deux points de cette figure, ¢ "est-a-dire los nor-
~_ males aux lignes que décrivent ces points;
- 2. Soit le mouvement d'un seul point de la figure ot le point oi1 une drolm
de cette figure touche son enveloppe;
3. Soit enfin Tes points ot deux droites de la figure touchent lcurs en-
. veloppes respectives; . F

\r.

On pourra, pour (haque pnamon de la figure mobm,, delermmer le.centre-
instantané de rotation qui- sera fourni par l'intersection de deux droites
connues; et ce point une fois déterminé, on sera en état de construire les

.
L



., 'seconde partie. 61 m ' hile , ainsi que les points ou les
diirércnles droites de cette liiitire toiich(>nt leurs enveloppes respecti'\es.
APPLICATIONS. 1. (.".onsiilérons, en premier lieu, le mouvement d'une
droile Alt, de lon™uciir ronstanle, dont les extrémités A et 11 pdis' seul sur
deux axes rectangulaires Ci.c, Cr; on voit, , soit d'apres la théorie
précédente, soit par des considérations géometriques directes 1" que
I’ellipso amh. décrite par un point ([uelconque /« de la droito AH, n’est
aidre chos<* ipi une épicycloi'de raccourcie (ou allongée), engendrée par
un point m invariahlementli€¢ala circonférence oACIl qui roule
intérieurement sur la circonférence roy de rayon double; et ce résultat nous
sera ) ~ utile dans la suite; 2" que la ligne enveloppe de la droite mobile AB
est une épicycloide engendrée par le 1)oint / de la circonférence, otc roulant
. intéri<'urement sxir la circonférence xny de rayon quadngqile. a'. Si 1’on
considere , en si'cond lieu, la courbe décrite par I’extrémité B ¢, d'une
droite AB, de longueur constante, (jui tourne autour d’un point fixe * ou
quidemcvire tangente a une courbe donnée, et dont la seconde extrée . *
mité décrit une ligne directrice dopnée, on rentrera dans le second des cas
énumérés plus haut; et I’on parviendra facilement a. la construction connue
do la tangente a la ronchn'lilp décrite par le point B. 3'. Si I’on considére
enlin le mouvement d'un triangle donné¢ .MM', dont deux cotés b et ¢
demeurent tangents a deux circonférences fixes de rayon ¢ * * et 7, on
¢tablit facilement i1uo le troisieme coté n demeure tangent a une troisieme
circonférence déterminée, de rayon a; et que I’on a cette re-lation rt.5t-
1-./i.p-f-c.7= 285, ' S désignant la surface du triangle mobile. (Nouvelles

TA.XGEXTE d’aPRES J.ES GEOMETRES MODER.NKS. — * ¢/
ApI’LICAIIOXS. 'm, *'36. Solutions du probléme des tangentes iCnprés
Deseartes , Fermat et ' m liarrtuv. — Derniere définition dé la tangente. ' ' 1.
Dans sa seconde solution du [irnhléme des tangentes, Descartes ima- * gimi
qir'une s€cante tourne autour d’un point fixe pris sur le plan do la courbe,
ffe maniere (pie les deux extrémites de I’une des coixles qu’elle détermine
dans la courbe se rapprochant <lo plus en plus I'une de 1’autre. Viennent
enfin se confondre ; a cet instant, la droite mobile est tangente * m .a la
courbe, et De.scarles détermine son équation d’apres cette condition m m
que I’¢é((ualion * » , .f(e,ax + b) — o, m * dont les racines représentent les
absci.sses des fioinis communs a la couriie .’



; 'SECONDE PARTIE. - . O1

bile, ainsi que les points o les différentes droites de cette h-rure tou( hent
leurs enveloppes respectives.

APPLICATIONS.

‘OHQNILI‘OHS en premier lieu, le mouvement dune droite AB, de
longueur constante, dont les extrémités A et B alis-
~gent sur deux axes rectangulaires Cory, Gy on veit,’
~ soit d'aprés la théorie précédente, soit par des con-
-sidérations géométriques directes: 1° que ellipse
amb, déerite par un point quelconque n de la droite
AB, n'est autre chose qu'une épicyeloide raccourcie
(ou allongée ), engendrée par un point m invariable-
mentlidala circonférence ¢ ACB qui roule intérienre-
ment sur la circonférence roy de ravon double; et ce résultat nous sera
utile dans. la suite ; 2° que la ligne enveloppe de la droite mobile AB est
une épicycloide engendrée par le point ¢ de la circonférence ote roulant -
intérieurement sur la circonférence xoy de rayon quadruple.
" a'. Sil'on considére, en second lieu, la courbe déerite par I'extrémité B
-~ d’une droite AB, de longueur constante, qui tourne autour d’'un point fixe
~ ou qui demeure tangente a une courbe donnée, et dont la seconde extré-
mité décrit une ligne directrice donnée, on rentrera dans le second des
cas énumérés plus haut;- et 'on parviendra facilement & la construction
cmmue de la tangente & la conchoide décrite par le point B.

. Si I'on considéere enfin le mouvement d'un triangle donné ABC, dont
V‘deu\ cOtés b et e demeurent tangents & deux circonférences fixes de rayon
E et 4, on établit facilement que le troisieme coté @ demeure tangent &
une troisiéme cnrconference déterminée, de ra} on z; et que l'on a cette re-
latlon '

¥ | . .t—‘—b f4c.qy=128, .

.5 deswndnt la surface da triangle mobile. (wavlles Annales de ﬂ!atbé-. .
matiques, 1853 pa e 68.) :

§IV.— Df':i-':mw:i DE LA TANGENTE D'APRES LES GEOMETRES MODERNES. —
-\pi’ucm‘low ‘

" 36. Shlutions du pmb!pmr' des tangentes ri’npre‘ Descartes , h-rnmt et -
Barmu' -— Derniére définition de la tangente.

. Dans sa seconde solution du pmhléme des tangentes, Descartes ima- -
gme gu'une sécante tourne autour d’'un point fixe pns sur le plan dela
eourbe, de maniére que les deux extrémités de Pune des cordes qu'elle
détermine dans la courbe se rapprodmnt de plus en plus 'une de 'autre -
viennent enfin se confondre : & cet instant, la droite mobile est tanveme
. & Ja courbe, et Descartes détermine son équation d’ apréq cette condition
que I'équation

e, ax+b) = o,

dnnt lac racinee renrdcentont los aharisses des Hoints commims i la conrhe



Q)i *' «ES «EliiOUiS I \ <iE«.METRIE. . .y ( .<e, O, et ii*ii laiij;
Cutt! iliwlii™ K rr «.*m + A, ait deux racines €gales. Celle éomlitiun
s'c'xprhne par une rulaliim entre « et h, et cette relation, jointe A telle
condition de discription (Ju’on voudra imposer a la tangente cherchée,
permet de la délerininer c(Hn[>1€U'menl. . . ¢ Il résulte immédiatement do
cette regle analytique que la solution de Descartes n’est actuellement
"Iq)piicable qu'aux courbes algébriques. Elle exige en cfTet ipie 1'on puisse
exprimer 1'égalité de dmix des racines de I'csiuation /(.1, «,r -1-//) =0, . * ve
qu’on ne sait faire encore que dans le cas ou cotte €(|nation, et i>ar suite ®
I'éipialion do la coiirbe/(.1, 1-) =- o, est algébrique. j.a solution de Doscartes,
ciingiaréea la solution actuelle par I'emploi des dérivées, présenté m donc
une infériorité notable. Elle a toutefois ses ac atdages jji-opres dérivant du
principe analyliipie (pii lui sert de base; ils n'ont pas été signalés, (pie je
sache , et consistent en ce que la tiéti rmination de tu tangente a ' line
premicre cmirbe jnnit eomliiire a la constriirtmn des tangentes de . plusieurs
autres courbes. Pour citer un exemple a 'a[)piii de cette asser-. tion,
considérons les deux équations (I ) m.r-(m-p.''(a), « -+- (// — te 1ie]x”
— 1¢ [p™ — te ne). On sait, par la résolution préalable du probléme des
tangentes pour l'ollipse, (pie si x,r n‘prés(‘ntent des coordonnées rectilignes
,da droite représentée pat- la premiere équation est tangente a 1'ollipSo ipye
représente la seconde; car 1’équation ipii résulte de réliminalion doj.1'iitre
les deux proposées, iIKImetdoux racines égales. Or, c(' fait nnalylkiiie étant
indépendant do la signiruMlion géoniétriqiie altribuéi' aux variables .r et v,
subsis'tora encore sien les regarde, par exemplé, comme représentant des
coorm’données bipolaires. Des lors, les nomt'lles courbes représtuitées dans
lonouV(’'au systéme par les mémes étpialions ( 1) et (¢>.), auront encore
deux . points comniuns réunis en -un seul, et auront par suite méme
tangente . en ce point. Par suite, si 1’on sait construire la tangente de 1’une
do ces ’ courbes, on saura par cela mémo construire la tangente do 1’autre.
Or, dans le systeme actuel, I’équation ('js) roprésente un cercle. On saura °
donc construire la tafigente de la courbe a detix foyers que représente
I’équation ( 1 ). On parvient en effet, en suivant cette voie, et par un , calcul
assez simple, a la construction déja donnée 1’r'layoge 5i. a. Fermat et
Barrow employerent, pour résoudre le probléme des tangentes, un méme
princi|ve et des procédés analytiques a jieupres klentir(pios. Ainsi, Fermat
prend sur la tangente un point ’inlinimenl voisin du point de contact, et lo



regarde comme apjiartenant a la courbe. Cette supposition, qui détermine
geomeétriquement la tangente, en assignant tm second point par lequel eUp
doit passer, lui jiermet d’arriver a I’expression ' de la sous-tangente par des
procédés analytitpios qui sont précisément ceiix du calcul dilférentiel. - "m
Digitized by Google



' SECOXO0E PARTIE.'. G3 ' niimitTC de D;1"o\" , quoi(iue
rcvonant |ionr le fmid a celle de Feihial , iMirait plus lumineuse : il
considere le (rian},'le formé par une corde infiniment petite et par les
paralleles au.\ axes des .riit -des, r menés Jiar ¢ .les extiTinités de cette
corde; et il rejjarde ee Irianijle comme semblable a ri-bii (pie la tangente et
’ordonnée déterminent sur I’axe des r. Cette similitude lui fournit, pour le
rapport de la sous-tangente a rordonnée, une expression dont il calcule la -
valeur par des procédés analogues a ceux de Fermat. ', ., On volt que, pour
ces deux géometres, la tangente a deux points conw muns avec la courbe *
ces points sont infiniment voisins 1’un de I’autre, . mais ils ne sont pas
actuellement confondus en un seul , comme ils I’étaient , dans la solution do
Desrartes. 3. Ces modifie atiuns success'ives de la définition de la tangimle
ont enfin ¢ conduita la définition actuelle d'apres laquelle A/ en nu jxtitii
d’une eimrlip est lu limite vers laquelle tend la directinn d'une .iéennie que
I’on fuit tourner autour de ee point, de manicre qu'un second point
d’inttY'seetion de la.sérunte avec larourbe se ruppro<he indéfiniment du
premier. ' Combinée avec, les princi])es du calcul dilTérénliel , elle conduit
immediatement aux formules suivantes, les plus usitées : flv tanga = -=r'
drsmtsini' rir.)tang U. =1 —, tir - 'Il ~~ tir' L.a derniere suppose la
courbe rajiportée a un systeme do coordonnées bifiolaii;es r et r', et donne la
relation qui existe entro les angles 1 et /' nue la normale fait avec les rayons
vecteurs r et /+'. » Seolie. — La définition de la courbe fournit queUpiefois ,
pour une s¢- * cante quelconque, une propriété géométrique simple (pti
conduit facile' ' ituMit alors a la prop'riété caractéristique do la tangente. . .
Prenons iK)ur exeml|)le I’ellipse do Cassini; soient'-/,/' si's deux foyers et ma
une Sécante (pielconipte : joignons//w,/V«; /(,/'«. On a, d’apres la
deéfitut'mn'de la courbe, ffl . m . y. . f fm.f'mé=tn.fn finou -.7.-=;>-lu fm
Si donc on construit, les bissectrices des angles intérieur et extérieur en / et
en /-, 4 savoir. et fe , /' b' et/'.c', on aura cm <71 C 71 ' fil >d OU ("m Or
cette proprieté d'une sécante ((uelconque conduit Jres-simplement ji
bigitized by Google
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e Nl R suomm PARTIE. | g b3
" La maniére de B‘lrw\\. qumque revenant pour le fond & celle de Fer-
mat, parait plus lumineuse : il considere le triangle formé par une corde

mi"mment petite et par les pmdllelvs aux axes des z et-des » menés’ par -

Jles extrémités de cette corde; et il regarde ce triangle comme semblable &

celui que la tangente et lordonnév déterminent sur Paxe des . Cette simi- - |
- litude lui fonrnit, pour le rapport de la sous-tangente & 'ordonnée, une

expression dont il Laleule la valeur par des procédés analogues a ceux de
- Fermat. .

On vpit que, -pour ces deux géométrcs la tangente a deux pmnt: cone
- muns avee la courbe; ces points sont infinimenl voisins 'un de Pautre,

‘

dans la solution de Descartes. .
3. Ces modifications successives de la définition de la tangente ont enfin -

mais ils ne sont pas actuellement confondus en un seul, comme ils I'étaient

-

- conduita la définition actuelle d' apres laquelle la tangente en tin point d'une

courbe est la limite vers laquelle tend ta direction d ‘une $écante que {'on
_ﬁm tourner autour de ce point, rle manicre qu'un second point d'inter=
section de la sécante avee la.cour be se rapproche indé ifiniment da premier.
. Combinée avec les principes du calcul différentiel, elle conduut immdédia-

- tement aux formules suivantes, les plus usitées : y
B - angs =2 | tan ol
: S A= =
 afuie o dx’ g dr' . 7
4 g ' ~sind dr . : , N

sini dr’

“La derniére %uppo'ie' la courbe rapporte’c a un systeme de coordonnées
< bipolaiges r et 7, et donne la relation gui existe entre les 'mUIeR ietd
_yquer la normale f.ul avec les rayons vecteurs r et 7,

. " _Scolic. — La définition de la courbe fournit quelquefois, pour une sé- °
cante quol(cmque une propnéle géométrique simple qui conduit facile-

“*ment alors a la pmpl :[‘l,é carac l'PlSllqu(‘ de la tangente.

, S ;
_g;___._..’,"_:;_—,” Sy =~ Cassini; soient’f, /" ses-deux foyers
"‘\\" e 3 et mzz une séeante quelconque : joi-
) ‘-?L S0 o l\’ gnons {'m,f’m fn,f'n.On a, da
» ' pl os la deﬁmlwn dL la conrbe,
& 5 s e o “fmn I 'h ' g
m. m=jin. 7, on —
Jon-J { f'a; in j I

Sl done on oonstrult les blssectnces des angles intérieur el cxu,nem en
et enf a saunrfb et fe, f‘ b etf'.c', on aura

= i cm ¢'n . )
a == L
‘ o om LT, - b
d'ou ™ :
(1) : T em=¢'n. r

Or cette propr iété d'une sécante quulconque condunt tlt»‘:-sumplemcnt a

» -
. . . r
. f : - «

« - .~ Prenons pour e\emp]elvﬂtpse de

-



U4 . nE-*» METHODES EX GEOMETRIE. . . .., la construction
de la tanj'enle. Oir si I'on suppose ipie le point « s€ rapproche indéliniment
du point /», les hissectriiTS intMeurcs /", /'A*. Tendronta se confondre
respectivement avec les rayons vecteurs lesbissectricasextdrieiiros, qui sont
jierjiendiculaires aux premieres, tendront a cfl'i'ncider avec les droites //e,
/'c' perpendiculaires aux rayons et, par suite, régalité(i) prise a la limite
exprime que la portion (le la tanj'ente en w, comprise entre les droil(‘s/r ,y<-
', est divis("’e [wr le point de conlact en deux parties ¢jmles. (STEINEn,
Jnurmii <k Cretk.) , APPLICATIOXS. §$ ¢ « 37. Co/istmirr la tangente n la
roiabe il€erite jmr an point dont on connait la loi des distanees a plnsienrs
foyers. Soientm 1 (1)) =0.",'et.mmm *(st)fl, (//e,...=0,1la
relation donneie entre les distances du [atint mobile ni a des points fixes ou
foyers situés dans le plan ou il se déplace, et la ndation <|ui en résulte entre
lesdilférent'mllesdes coordonmV's focales du point /«.Soient nit et nin la
lanpente et la normale chercbé(t ; nim" — - la corde qui joint le point ¢/« a
un [wint voisin pris ¢ - sur la courbe ; /«N la perptmdiculaire a cette corde. \
j ' Sil'on dasigne (>n général par s’ un infiniment petit \ / - du second ordre,
etparAr, , A, les accroisse-. t: ments (positifs ou négatifs) des coordonnées
foc'ales dans le passage du jjoint ni au point voisin /(' de la courbe, on sait
qu’il existe entre ces accroissements la relation (3) fl, A;-, -h fl, Ar, +. . . -I-
s’ = 0. On trouve facilement d’ailleurs les expressions" .  df Ar, =/««/". sin
N /«./j.-1- ; A1)=mm', sin N mj\ -(- ! j, *rpii fournissent, en grandeur et en
signe, les valeurs de Ae” , Ar, , [lourvu (pie I’on regarde les sinus qui
entrent dans ees expressions enmine. positifs ou négatifs, suivant que lef
angles corn:spondants tombent a gntiche ou h droite de la perpendiculaire
»/N. Substituant ces \aleurs dans la relation (3) et divisant tous les termes
par mm', il vient. (4 ).« sin N ////, 4-, «,. sin Nmf, + .. .e-t- | * 0". Or si
I’on suppose maintenant ([ue le point m' se rapiiroche indéfiniment du
[Kiint /«, la perpendiculaire »1N a la corde mm' se rapprochera indéfiniment
de la normale cherchée /«//,- et -en méme temps : tendra >



w5 . DES_METHODES EN GEOMETRIE. . . .
la construction de la tangente. Car si 'on suppose que le point z sé rap-
proche indéfiniment du point m, les bissectrices intérieures fb, f"4',

v “tendront & se confondre usp(\i'memenl avec les rayons vectears fm, [ m;

: les hissectrices extéricures, qui sont p(‘rpendmul‘nmﬁ aux premieres, ten-
dront & coincider avee les droites fe. "¢’ perpendiculaires aux rawns
fm, ["m; et, par suite, 1'ézalité (1) prme a1 limite exprime que la portion.
de la tangente en s, comprise entre les droites fe, fe', est divisée par 1o -
pomt de ('onla\t en deux parties cg.llvs. ( b'rmm-:n ermaf de Crelle.)

.

APP(.ICATIO&&.

37. Construire. la tang('nt(' a la mzu[u déerite par un prunl dont on
connait la Iot des distances a plusic wrs /m ers. -

- Soient , i .

2 A Bl iy -

R . N
(2) - adr, +a,dr,4-. .. = o,

< la relation donnée entre les distances du pdint mobile 7 i des points fixes.
ou foyers f, /... situés dans le plan eu il se déplace, et la relation qui en,
résulte entre les dlﬁ'érenhelles des coordonnées focales du point m. Soient -
- mt et mn la tangente et la normale cherchée; mm'”
———=—-r—=——la corde qui joint le points» & un-point voisin pris
A Y qurla courbe; mN la perpendiculaire a cette corde.
% Si I'on désigne en général par s* un infiniment petit
- du second ordre, et par Az, ,Ar,, ..., les accroisse-
~ments (positifs ou négatifs ) des coordonnées focales
7., 7y,. .., dans le passage du point 7z au point voisin
m' de la courbe -on sait qu'il existe entre ces accroissements la rolat:on

"

(3) ' . a,Ar,+aAr, +...+e"-o
On trouve fac nlement d'ailleurs les- e\presalons e e B
: Ar, :hl{ll.ﬁlﬂb«lﬂfl—}-i., AT -
CAryg=mm'.sinNmf, 4¢3, . .

ceagessisessassns Teesd
.

© . =qui fournissent, en grandeur et en signe,les valeurs de .§r yA7yy..., pourva
que I'on regarde lc\ sinus qui entrent dans ces expressions comme. posi-
2ifs ou négatifs, suivant que les angles correspondants tombent & gauche
ou a droite de la perpendiculaire mN. bubqntuant ces valeurs dans la -

relation (3) et divisant tous les term¢s par mut', il \mnt
‘l‘f) . lnl\mf —+—u sm\mj; 'l § = 0.

;

Or si lon suppose mamtenant que le pomt ' se rapproche indéfini-
ment du point 7z, la perpendiculaire mN a la corde mm’ se rapprochera
indéfiniment de la normale cherchée mz et en méme temps ¢ tendra «

-

L]

-

e



« SF.COXDE PARTIE. - . 65 vers zéro , on aura donc , en passant
a la limite, ( 5) «, sin «m/’, 4- «, .sin ziw/, + ... = O. Celte relation , dans
laquelle sont des nombres connus, pouvant étre {Tosillfs ou négatifs,
conduit facilement a la construction de la normale, Car un terme
quelconque du premier membre, </, sin «/«/, , par exemple, représente, en
grandeur et en signe, le moment par rapport a la normale * mn d'un poi*
¢gal a la valeur absolue de , situé a une distance égale a Tunité du poinl'm,
sur le rayon w/', si «, est (josilif, ou sur son prolongement/, m , si est
négatif. La relation (5) exprime donc que'la somme algébrique des
moments, par rapport a la normale nm , de tous les poids situés comme
nous venons de le dire, est égale a zéro; et par suite, que la normale mn
1>asse par le centre de gravité de ces poids. Ori a donc cette construction : '
Joindre le jmnt décrivant a chaqup forer tel que f-, sur la droite résultante ,
si te nombre est jsositif, ou sur son prolongement s'il est négatif et h ime
méme distance du jmint m , placer un poids égal it la valeur niunérifpw de
a,.; chercher enfin te centre de gravité de ces poids et le joindre au point m
par une droite qui est la normale cherchée'. (Analyse des infiniment petits
du marquis de I’Hopital, prop. lo.) Observation. — Il est facile de voir que ,
dans la construction précédente, les signes des différents “termes de la
relation (b) sont reproduits avec fidélité par les signes des moments, par
rapport a la normale, des poids correspondants. Considérons , en effet , les
termes o, sin nmf et n, sin nmf. r. Si les sinus sont de méme signe, ainsi que
les nombres et a” les termes considéres auront le méme signe dans, la
relation .(5). Or les sinus.ayant le méme signé, les rayons mf , nf sont ,
d'apreés une observation faite plus haut , situés du méme co6té de la normale
nin\ et, les nombres u, , a, ayant le méme signe, les poids , n, sont, d’apres
la construction, situés tous deux sur les rayons mf, nf eux-mémes ° (si «, et
«J sont positifs), ou tous deux sur leurs * prolongements/,»!, /,»! (si a, et a,
sont negatifs). Les poids n, , a, sont donc, dans tous les cas, situés du méme
coté de la normale mn, et leurs ' moments sont de méme signe, ainsi que les
termes correspondants de la relation (5). . * a". De mome ,.si les sinus sont
de signes contraires et les nombres a, , », I de méme signe , les termes
considérés seront de signes , . contraires dans la relation (5). Or, les sinus
¢tant de signes contraires, les rayons mf, mf sont situés de part et d’autre de
la normale mn-, et les nombres «I, », étant de méme signe, les poids a,, «,
sont situés en méme temps sur les rayons eux-mémes, ou sur leurs



prolongemenls. t>s poids sont donc, dans 'Sm-"m.liv: ! V.r: V, m
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6H . DES MKTHODF.S EX «EOMETRIE. * tirtjs li's cas, siliiés
il(“ part et iraiitre de la nurmule nui, et leurs moments, par rapport a cette
droite, sont de signes contraires, ainsi qiie. les tennis coiTes|iomlaids de la
relation ( 5); etc., etc. "', (m.OROILI.MHE 1. — La consiruclion iiréct'dento
est encore applicable au cas oit le inoiiviHnent du point décrivant m est
défini par la relation qui existe entre les distances de ce point a plusieurs
courbes fixes C, , C,..., ces distanci's €¢tant comptées sur les normales a ces
courbes menées par le point /». On démontre aisément , en eiret,.que la
tangente en ni au lieu considéré est la mémo que la tangente a la courbe
auxiliaire que décrirait mi second mobile parlant du point ni et se mouvant
d'apres celle condition , qu'entré les distances de Ce [Kiinl aux pieds actuels
des normales abai.ssées du jMiint ni sur les coui bi's donpéos, consirU-rn.t
coninie des points _fij'< s, il existe une relation identique a la premiere
relation donnée. r.onoi.i,,\iivE II. — La construction de la tangente d’un lieu
geometrique déterminé, dont l'espece est encore inconnue, permet
quelquefois de découtrirla nature de ce lieu. Ce résultat I'st d'ailleurs un
accident géomé- . tiiqup lieureux, ne se produisant guere ipie dans le ras ou
la courbe inconnue est une circonférence. Supimsons, Jiar exemple, qu'il
s’agisse de eonstritire In Inngenla a In coiirhc , lien des points ni , tels que
In soninie des enriiis des tangentes menées de ehneiin d'eux a n
eireonfeérenei's situées dans le ni€iiie plan, ait une valeur eonstnnte. Si I’on
designe par /e, , Cj,... , /m,, les distances de I'un des points du lieu ni, aux
cenlr(>s e, , ¢” des circonférences données , on aura, entre ces distances et
leurs ilitTércntielles, les relations «i 4- c; -t-. . . -Pr?, = wonstanto r, . dr, 4
r,.de,+...r,.dr,=0.fl<m-V/m-,1\y»"tsnyc(tn<le\radonc,
pour construire la normale, joindre le jmint ni au centre * de gravité des
|Hiids /m, , Cj, . appliipiés a 'la méme distance du jioint ni sur les droites
/»c, , ..., ;hc,. Or, !|(m moment, jHir rapport a une droite quelconque is.sue
du -point ni, du poids Cj est égal au moment par rapjiort a la méme droite
d’un poids auxiliaire égal a runité et qui serait jilacé en c, (on sup|M)se nir,
= nir, m=...=1). [l en rémlte que le.centre de gravité G des poidsr, , ,/m,, et
le centre de gravité des centres c, , 1, ,..., ¢ ednsiderés comme des points
maté; ciels égaux, .sont situés sur une méme droite passant par le [loint .«/.
Dimc la normale a la courbe décrite par le iwint ni jwsse a chaque instant
"liar le centre des mdyennes distances des points c, , 1,,... , €, centres des
circonférences données, lut courbe déciile iiar le iKiint ni est donc une



circonférence, et le centre do celte circonférence se trouve en méme temps
déterminé.  , ’ Ueninrqite. — Le (irobleme géneéral que. nous venon.s ile
résoudre fut m Digitized by Google
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66 . DES METHODES EN GEOMETRIE.

"

tous les cas, situés de part et d'autre de la normale mn, et leurs mo-
ments, par rapport a cette droite, sont de signes contraires, ainsi que
les termes correspondants de la relation (5); ete., ete.

CororLrAtre 1. — La construction précédente est encore apphcable au
cas oit le mouvement du point décrivant m est défini par la relation qui -
existe entre les distances de ce point & plusieurs courbes fixes C,, C,...,
ces distances étant comptées sur les normales & ces courbes menées par
le point m. On démontre aisément, en effet, que Ja tangente en ' au liew’
congidéré est la méme que la tangente d la courbe duxiliaire que décrirait
un second mobile partant du point 2 et se mouvant d’aprés cette condition ,
qu'entré les distances de ¢e point aux pieds actuels des normales abaissées
du point m sur les courbes donpées, considérés comme des points fires,
il existe une relation identique a la premiere relation donnée.

Conorraing II. — La construction de la tangente d’un lieu géométrigue
déterminé, dont Tespéce est encore inconnue, permet quelquefois de dé-
‘couvrir la nature de ce lieu. Ce résultat est d’ailleurs un accident géomé-
‘trique heurcux, ne se produisant guére que dans le cas ou la courbe
inconnue est une circonférence. Supposons, par exemple, qu'il s'agisse
de construire lu tangente a la courbe , licu des peints m | tels que la
somme des earrés des tangentes menées de chacun dewx'éa n (‘H‘(‘I)Rf(’-
rences situées dans le méme plan , ait wne valeur constante.- Si Von dé-
gigne par 7, 7,y..., 7, les distances de T'im des points du lieu m; aux
CONLIeS ¢, Cyyeeny €, "des circonférences données, on aura, entre ces
distances et Ivurﬁ dlﬁéromwn(‘a, les relations

-

'\ 4 <+ ri+4-...4r, = eonstante
ek P . :
T +-r].:1r+...‘+r.dr:t1. =

On devra donc, pour construire la normale, jmndre le pmnl m au centre
. . de gravité des poids 7, Tyy ooy 7, appliqués @ -la

¢ AT méme. distance du p(nm. m sur les droites me,;
T ‘me,, ..o yme,. Or, le moment, par rapport a une
Loy, droite quelconque issue du -point m, du poids 7,
67 8 U2 est égal au moment par rapport a la méme droite

¥ d'un poids auxiliaire égal & D'unité et qui serait

c* , e ) | it R

‘ml placé en ¢, (on suppose mr‘ =mr,=...=1) 1|

en résulte que le centre de gravité G des poids r,, »,,...,r, et le centre

de gravité g des:cenlres e, ¢,,...,c, e congidérés comme “des points mafté-.
riels égaux, sont situés sur une méme droite passant par le point ..
" Done -la normale & la courbe décrite par le point m passe & chaque instant
‘par le_centre des mdéyennes distances des.points ¢, ¢,,..., ¢,, cenlres
des circonférences données. La courbe déerite par‘le point m est donc
une circonférence, et le ceritre de cette circonférence se trouve en méme
temps ‘déterminé. ' L, gohg |
Remargue., — Lo pruhleme général que_nous venons de résondre fut -

.



SECONDE PARTIE. (iy , proposé¢ par 'de Tsrliirithausen
{*Medirine mentis ptirs secumla, p. 74) et généralisé par Falio de nnillior,
cpii rectifia en mémo temps la solution erronée du premier [Jithlioth. vniv*
et hist, , I. V, ifiS7, p. aS). 2. Soit un polygone funieulaire plan ABCI). . .
ndiant des points mntériels de masses respretiees a, b, ¢, d,..., plaeés aux
sommets successifs du jtolygone. tx: dernier sommet du polygone se meut
sous l'influence d une certaine force et entraine dans son mouvement le
judygone tout entier. Cela posé , on demande, pour chaipie position du
/lolygone mobile, les tangentes aux courbes décrites par ses Tlijfércnts
sommets. Stdution. — Soient ABt')..., ahed... deux positions infiniment
voisines du polygone mobile, et \a,I\b. Ce,... 1(>s eliemins ¢lémentaires
décrits par ses dilférents sommets dans le passrtge de la premicre a la
deuxieme position; le rhemin A« en particulier étant évidemment dirigé

suivant AB. Par chacun des sommets a, b,c, . . ., menons les droites «*, b~y
eS, ..., ¢égales et paralleles a AB, BT., Cl), . . ., et €gales par suite, a ah, bc,
t'd ,...; et joignons bp, c-/, d9,..., qui iront rencontrer, sous des an\ / gles

infiniment |)eu diflérents d’un angle droit) les prolongi'ments des ctés AB,
BC, CD,.... Nous désignerons par B, C, D, E,.,, les angles du iwlygone
ABCDE..-.; j»ar d, d' les angles aigus (Jjue forme le chemin ¢lémentaire Dr/,
avec les cotés adjacents DC (i>our d) et DE (pour d*), et de mome en
chacun des autres sommets. m ' Tout cela posé€, si nous désignons d’abord
par/(n), f{h),f{c), .>. . les forces (provenant, par l'intermédiaire des c6tés du
polygone, de la force qui sollicite le dernier sommet) qui font décrire aux
masses/?, b, e d,... les chemins élémentaiix“s .Ka, Kb, Ce,... dans le mome
tempsO, nous aurons _ cette premiere sé€rie d’égalités (m) , a,.\a .fU>j h.iib
/Iei. ffl) c.Cc d.Dd ! (Car si I’on désignait parg'(,,j,g™(4), . . ., 1(>a
accélérations dues”™au.x forces/(n), /( 61), ..., on aurait d’aboi'd d’ou I’on
déduirait .AT/) a.ka 0' = etc.) Désignons en second lieu par F (.A), F(B),
F(C), F(D),... les forces agissant suivant AB, BC, CD, DE. . .. On voit
immédiatement tpie F (.\\)'=./'(//);'."' 5. ¢ blgltized by Google



68 DES METHODES ES GEOMETRIE. que F ( B ) a pour
composames F (A) et f(b)\ que F ( C ) a pour composantes F(B) et/(c), et
ainsi de suite; on aura donc, en employant la notation indiquée plus haut, les
relations suivantes, qui ont lieu en chacun des sommets A, B, C, D, (A)
F(A) =/(«); “FjBJ. . «'"'sinC' sinB gin/;’'(») (C) (D) sine' sinC sine ’

F(C) _/(*/) E(D). sinrf' sinD"' sinrf” £n troisieme Ucu, les triangles
infinitésimaux Bip, Cey, D*"/o, dans lesquels les cotés ip,c7,f/%, . . ., font
avec les lignes AU, BC.CD, ., des angles infiniment peu différents d'un
angle droit, nous fournissent les relations suivantes : 1°. Le triangle Bip ;
Bp kn _ sin Bip cos ABi- rosi Bi Bi ~ sinipB ~11’a”. Le triangle Ce-/ ; C7
Cerose cosi" Bi_sinCe7 rosBr,c Ce ~ cos (B1, BCi cos 6 UC et ainsi de
suite ; et en réunissant toutes ces fornjules,onakncosi1(3) 1 Bi\Bir~<L
c'/Ce COBfi,ID7/cose' cose cosi" ros d cose"”. Le probleme est
actuellement résolu , car il ne reste plus qu’a combiner les relations (1),
(a)ot(3), pour obtenir les directions Bi, Ce, De/, On. trouve ainsi les
formules cherchées : ', ,sini'a.,,l*'-mmT—“7sinBj,*cosbh”r\
(,r) 3. sine cose m sinrf' cos rf'' 1 sini sinC ¢ hosi' «in B’ e sine sinD e rf
cose' sin C m *bigitized by Gpogli



SECONDE PARTIE. O9 Remarque. — On trouve dans V
Analyse des infiniinenl-imtits du marquis de I'lidpital (section 2, prop. 16),
une solution de ce probléme, moins générale que la précédente. CHAPITRE
IL. \, « !I>«* oourbei enTeloppe™. § I. — SOLUTION DU PROBLB.«E
GENERAL. . m ’ . 38. Enoncé du prohlénie général. — Application de la
méthode par les .solides auxiliaire” , a la rcchervhe de 1’équation de la
courbe enveloppe. Probleme général. — Soit donnée une famille de
courbes, renfermant une infinité de lignes qui se succedent d’une maniere
continue dans le méme plan. Regardant I’une de ces lignes L comme fixe,
considérons une ligne L' tres-voisine de Ja premicre; elle coupera on
geénéral celle-ci en des points qui tendront vers certains points-limites
déterminés, a mesure que la ligne L' se rapprochera de plus en plus de la
ligne fixe L, en coincidant successivement avec chacune des lignes
intermédiaires. Cela pose, on propose : 1* de ttouver les points-limites dont
il s’agit , pour I’une tjuelcongne des courbes considérées ; 2° de trouver le
lieu g"métriquo formé par les points-limites de toutes ces courbes , ou \
enveloppe de ceS courbes. <, Solution. — Soit I’équation ''. (1) ' f{x,x,c) =
o, dans laquelle c représente lin parametre arbitraire qiii , en variant d’une
maniere continue dans 1’équation (i), donne naissance a une série do
courbes se succédant d’une maniere continue. Attribuons au parametre ¢
une signification géométrkiue ; regardons-)e comme exprimant la troisieme
coordonnée z , d’un point do la surface représentée [)ar 1I’équation *(2) ' "
V- m Les courbes consideérees (1) seront alors Jes projections, sur le plan =
*des XY, des diverses sections do la surface (2), parall¢les a ce plan. Dés
lors , si deux do ces courbes , correspondant aux valeurs ¢ et C A ¢ du
parametre , se coupent en un point /«, , la parallele a I’axe dos a menée par
CZA point coupera la surface on deux points M, et M', situés dans les plans z
= cetz = c-(-Ac; la distance de ces, points étant trés-petite , si Ac est lui-
méme tres-petit. Si donc oir* suppose q\ie Ac tende vers zéro , le point m,
se rapi>ro-" chera de plus en plus do 1'un des points m de la courbe
enveloppe, et la * parallele a I’axe dis z, menée par le point variable m,,
tendra de plus en' ' plus a devenir tangente a la surface {2 )."', Il en résulte
immediatement que 1’envelopiie cherchée n’est autre chose que la trace, sur
le (dan des a;»', du cylindre circonscrit a la surfav



_ SECONDE PARTIE. ' 69
Remarqne — On trouve dans V' Aralyse des infiniment - petits du mar-

~quis de I'Hopital (section 2, prop. 16), une solution de ce probléme, moins
générale que la précédente.

CHAPITRE IIL.
Des courbes ei:v'eloppqo.

~ § I. — SQLUTION DU PROBLEME GENERAL.

- 38. Enoncé du pmblc'*mc général. — Application de la méthode par
les solides auxiliaires, a la recherche de Uéquation de la courbe enve-
. [apptl
ProBLEME GENERAL, — Soit donnée une famille de courbes, renfermant
une infinité de lignes qui se succédent d’'une maniére continue dans le

méme plan. Regardant I'une de ces lignes L comme fixe, considérons une.

ligne L' trés-voisine de da premiére; elle coupera en général celle-ci en
des' points qui tendront vers certains points-limites déterminds, a mesure
que la ligne L’ se rapprochera de plus en plus de la ligne fixe L, en coin-
cidant successivement avec chacune des lignes intermédiaires. Cela posé,
on propose : 1° de trouver les points-limites dont il s'agit , pour I'une
guelconque des courbes considérées; 2° de trouver le liew géométrique
formé par les points-limites de toutes ces courbes, ou lem’el'oppe de ces
courbes. i

Solution. — Soit 'équation .
(1) flz, 5, ¢)=0,
dans laquellé ¢ représente un paramétre arbitraire qui , en variant d’une
maniére conlinue dans P'équation (1), donne naissance a une série de
courbes se succédant d’'une maniére eontinue. Attribuons au paramétre ¢
" une signification géométrique; regardons-le comme exprimant la lmlsxéme
coordonnée z, d'un pomt de la surface représentée par I'équation
(2) iy flx, 7y 2 ’).f'?- ‘e Ly

Les courbes 'considérééé (1) seront alors ]es’projactions, sur le plan -

““des 2y, des diverses sections de la surface (2), paralléles & ce plan.

Des lors, si deux de ces courbes, correspondant aux valeurs c et ¢ 4+ Ac
- du paramétre se coupent en un point m,, la parallele & I'axe des z menée
* _ par ce point coupera la surface en deux points M, et M, situés dans les
plans z=cel z=c+Ac; la distance de ces points étant trés-petite ,
si Ac est lui-méme trés-petit. .

Si donc or® suppose (ue Ac¢ tende vers zéro-, le point m, se rappro-
" chera de pl‘us en plus de I'un des pojnls m de la courbe enveloppe, et la

- paralléle i I'axe des z, menée par le point variable "y, tendra de plus en’

" plus & devenir tangente a.la surface (2).
1l en résulte immédiatement que U'enveloppe cherchée n’est autre chose
" que la trace, sur le plan des xy, da cylindre circonscrit a la surfac*
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7~ DES MErrUODES EN GEOMETBIE. parallélement a ’axe
des z. On en conclut , d’apres la forme connue de I’équation du plan tangent
, que 1’équation de la courbe enveloppe sera fournie Jiar 1’élimination de :
entre les deux €quations r. O, riz OU encore par I'¢limination de r entre
celles-ci: (3)/ (u.-, .V, 1) =0, 'm = 0. //c D’ailleurs, les coordonnées du
point de I’enveloppe situ¢ siir I’une des m courbes proposées s’obtiendraient
en remplagant dans les éqiiations ( 3 ) ¢ par la valeur particviliere qui
caractérise cette courbe , et les résolvant par rapport a x et ¢ > Remnrrpw 1.
— solution précédente dépend, comme on le voit, de la méthode par les
solides auxiliaires. Elle présente ’avantage de mettre trés-simplement on
lumicre cette importante propriété, d’apres laquelle la courbe envelop|)e
d'une série de lignes est tangente a chacune d’elles. ¢, * Soit en effet m un
point commun a I’enveloppe .et a celle des lignes données , amh , qui
corresjxind a la valeur ¢, du parametre. Menons par le point m une parallele
a I’axe des z qui touche la surface en M; par le jioint M menons le plan z =
c, , qui coupe la surface (i) suivant la courbe * AJfB dont la projection sur
le plan xi- est la ligne amh. La tangente en M a la premiére (st située dans
le plan langent en M , lequel est parallele a 1’axe dos z. La projection de
cette tangente, c'est- ' a-dire la tangente en m A la ligne amh , sera donc la
trace du.-plan tan-" gent sur le plan .1j, c’est-a-dire la tangente en m a la
courbe enveloppe. Remarque II. — 11 [x>ut arriver 1jue ’envelopjre
co’incide avec l'une des * lignes enveloppées, c’est-a-dire que 1’équation de
I’envelopia puisse se déduire de 1’équation générale des enveloppées, en
attribuant une valeur numérique convenable au parametre ¢ (*). C’est ce qui
arrivera toutes le.s, fois que la coyrbe de contact du cylindre parallele a oz
et circonscrit a_ * la surface (%), sera plane et iiarall¢le a .r;-; et, dans ce
cas, la Combinaison des deux équations du systéme (3)' devra conduire a
une valeur, numérique de c, indépendante de X et de r. 39. Envelrqrpe rFune
(igne tle forme et de gramieur im’uriabfes tpti se meut tlnns son plant .’
T11EORE.VIK. — Le jjoint ou une ligne , tle forme et tle grandeur
invariables * .te mouvant dans son plan suivant une loi déterminée , touche
son enveloppe , est le pied de la normale a eette ligne , menée par le centre
inslimtcmé de rotation corresqmndant a la jmsition actuelle de la ligne
mobile. . ,, . "' ( *) Calcul infinitésimal de M. Coiiriiol, tome I , [>a;;c33u.
Digitized by Cooglf



SEcOjiDE PAKTUI. \ Demii/iitnitiun, — Observons d'abord
<iim> si I’on a deu\ eou>bes iimh, (t'iiih, iiifmiment voisines et se coupant,
par suite, sous un angle inrmimont petit en /« , la distance iw' de deux
points do ces courbes sera ou finie, ou infiniment petite du premier ordre, si
les points a et a' sont situés a des distances finies du point »i; la distance
««'sera, au contraire, un infiniment petit du second ordre, si ces points sont
situés a des distances infiniment petites du point «/. C’est ce que montre la
considéralipn du triangle rectiligne «/««' : car,’' dans le premier cas, les cotés
/un, a' ni de ce triangle sont finis, et I’angle nnni est fini ou infiniment petit;
et, dans le second cas, les c6tés /nn, n'in sont infiniment petits, ainsi que
Vangic iwta'. / Cela posé , du centre instantané de rotation o, cofrespondanl
a la posi-' tion actuelle nmb de la ligne mobile, menons la nor- . . male ont a
cette ligne. Le mouvement ¢lémentaire du la ligne mobile, par lequel elle
passe a la position'- - * infiniment voisine ti,in,h, , est un mouvement de
rotation autour du point o par le<iu6l le point ni, en particulier, décrit le
petit arc /««/, , ayant méme tangente nu en tii, que la ligne /intb. Joignons
oin, qui , pro- * longée, coupe en t et en ni’ la tangente ntt et la courbe nntb.
D'apres le principe précédent, chacune des distances ntj, tin' est un -
infiniment , jZtit du deuxieme ordre, et leur somme, c’est-a-dire la distance
ni, ni', est du mémo ordre : les points in,, ni' sont donc, d’apres le princi()e .
précédent, infiniment voisins du point d'intersection des de'jx lignes, /inib,
a, ni, b,. Il en est donc de inéme du point «i; ce qui veut dire que le point ni
(>st le point suivant leipiel la ligne mobili- touche son enve- , loppe. Jii-
ninr/jue. — Ce tliéorémo trouve son application dans la théorie géométrique
des engrenages. ' ', § II. — ETCOE nu énOBLEME DANS LE CAS
SPECIAL OU LES LIGNES DONT ¥ ON CIIF.HCIIE I’enveloppe SONT
DES LIGNES DIIOITES. 40. 1). Le probleme ayant pour objet dé
dcterminor I’enveloppe d’une série de droites se succédant d’une maniere
continue a €té pose et résolu , pour la premiere fois , par [luyghens dans son
Homlo*itni nsciU/itnriiini , IKiur le cas le plus imiKTtant ou les droites
considérees sont les divorsi's normales d’une courbe donnée, 1'enveloppé
recevant, dans ce cas spécial , le nom de /{(/octnpjiée de la courbe. Dans la
troisieme partie de cet ouvrage, avant pOiir titre Do linonnini ctiri’amm
evolntinnc et dintensioHe, [luyghens construit successivement les
développées de la cylo'ide , de la parabole et des coniques a centre
(propo.sitions 5, 8, lo, pages OG, Gq , yq); 1l établit ce théoréme im|K)rtant



que la dévelopji¢e d’une courbe géométrique est rectifiable ( prop. 11, .
page 81 ) et applique cette théorie naissante a plusieurs problemes étrangers
a notre sujet. Digitized by Google



SECONDE PARTIE. 71
Démanstration, — Observons d'abord que si 'on a deux eoutbes
amb, a'mb , infiniment voisines et se coupant, par suite, sous un angle
infiniment petit en 2, la distance aa’ de deux points de ces courbes sera -
ou finie, ou infiniment petite du premier ordre, si les points @ et a’ sont
. situés a des distances finies du point m ; la distance aa’sera, au contraire,
“un infiniment petit du-second ordre, si ces points sont situés a des dis-
tances infiniment petites du point m. C'estce que montre la considération
du triangle rectiligne ama’ : car, dans le premier cas, les cotés am, a'm
de ce triangle sont finis, et 'angle @ma’ est fini ou infiniment petit; et,
- dans le second cas, les cOlés am, a'm sont infiniment petits, ainsi que
Tangle ama’.

Cela posé du centre mstanlané de rotation o, correspendant a la posi--
tion actuelle amb de la hgne mobile, menons la nor-
male om @ cette ligne. Le mouvement élémentaire de
la ligne mobile, par lequel elle passe a la position
infiniment voisine @, m, b, , est un mouvement de ro-
tation autour du point o par lequel le point 2z, en par-
ticulier, décritle petit arc mm, , ayant méme tangente
mt en m, que la ligne amb. Joignons om, qui, pro-
lon;,ée coupe en ¢ ot en sn’ la tangente mt et la courbe amb. D'aprés le
principe précédent, chacune des distances m ¢, tm' est un-inliniment
petit du deuxiéme ordre, .et leur somme, ¢ eat-d dire la distance mom',
est du méme ordre : les points m,, m' sont donc, d’aprés le principe
précédent , infiniment voising du point ‘d'intersection des deux lignes,
amb , a,mb,. 1l en est donc de méme du point m; ce qui veut dire que
le point m est le point suivant lequel la ligne mobile touche son enve-
loppe.

HRemarque. — Ce théoréme trou\e son application dans la théorio géo-
- métrnque des engrenages.

§iL — EwnE DU PROBLEME DANS LE CAS SPECIAL OU LES LIGNES DONT
ON CHERCHE L'ENVELOPPE SONT DES LIGNES DROITES.

40. 1). Le probléme ayant pour objet de déterminer l'enveloppe d'une
série de droites se succédant d’une maniére continue a été posé et résolu,
pour la premiére fois, par Huyghens dans son Horologium oscillatorium ,
pour le cas le plus important oil les droites considérées sont les diverses
normales d’une courbe donnée, I'enveloppe recevant, dans ce cas spécial,
le nom de développée de la courbe.

Dans la troisieme partie de cet ouvrage, avant pbur titre De linearum
curvarum evolutione et dimensione, Huy glmns construit successivement
les développées de la cyloide, de la parabole et des coniques i centre
(propositions 5, 8, 10, pages 66, 69, 79); il établit ce théoréme impor-
tant que la développée d'une courbe géomélriqm' est rectifiable ( prop. 11, -
page 81) et applique celte théorie naissante 4 phisicurs problémes étran-
gers a notre e sujel.



72 DES >IETHUDES ES (iEOMETRIE. . ' Dans I’exposition de
ces belles découvertes , Huygliens adopte la mar- , che synthétique des
anciens : pour la cyclo'ide , par exemple, i1l démontre que si I’on construit
une seconde courbe égale a la premiere et ayant avec elle cerlaines relations
de jiosition, les tangentes de cette seconde cycloide se trouveront normales
a la premicre , dont elle est , par conséquent, la dévelopii€e. Plus tard,
Newton genéralisa I’¢légant théoreme d’Huyghens, en établissant que la
développée d’une épicycloide est une seconde €épicycloide , semblable a la
premicere. [Philosnphia naturalis principia..., prop. 50.) De Tschirnhausen
ouvrit ensuite la voie a de nouvelles. S[)écu!ations géométriques en
considérant la cotlirbe enveloppe, d’une série de rayons lumineux réfléchis
par une ligne dirimante, et correspondant a des rayons incidents paralleles
[Acta Lipsin-, novemb. 168-2% Ces nouvelles courbes r.pcurent le nom de
eaustifjues par réflexion , et furent €tudi€es par * ' Deladiire, Leibnitz [Acta
L., janv. 1889), et Jean Bernoulli (Janv. 1692). Enfin, Jean Bernoulli,
considérant les caustiques par réfraction, donna-Is construction géométrique
du point ou chaque rayon réfracté touche son enveloppe (juin 1G93), et le
marquis de I'Hopital {Amdr.ie des inf. petits , proposition i, sections 6 et 7
) substitua a ces constructions deux formules qui ont été reproduites par
Petit et ont conservé son nom, {Correspmatance sur PMeole Polytechnique,
tome II, p<q;e354.") 2). Revenons au probleme proposé. 11 suffit
¢videmment, pour le résoudre , do déterminer le point ou .chacune des
droites données est rencontrée par la droite infiniment voisine ; car ce point
d’intersection étant défini géométriquement , il ne restera plus qu’a trouver
le lieu géomé- » trique de tous les points semblables, ce qui sera une pure
question de géométrie ou d’analyse ordinaire, plus ou moins facile
d’ailleurs. Or on trouve, dans le Traité des Fluxions de Maclaurin,
I'indication d’une méthode qui s'adapte parfaitement au probleéme actuel, et
qui présente d’as-sez intimes analogies avec celle de Roberval pour 1a
description des tangentes. On peut lui donner le nom de méthtxle parla
comparaison des vitesses angulaires, et elle s’applique avec une égale
facilité aux deux . * cas distincts que peut présenter le probléme. « PnEtaiEn
cas. — Le mouvement de la droite variable est défini; 1" par le mouvement
de Fuji de ses fjoints, a-, qui est donné; 2* parle mouvement angulaire
correspondant de la droite , ce dernier mouvement €étant rapporté a une
droite fixe. Solutio/r. — Soient ah, a' b' les doux positions infiniment



voisines de la droite mobile et o leur point d’intersection ; aa’ I’¢lément du
chemin parcourn par le point directeur n , et w I’angle infiniment petit dont
la direction de la droite a vari€ , dans le passage de sa premicre a sa seconde
* position. Désignons par« 1’angle sous lequel la droite ab coupe la ligne aa’
m décrite |3ar le point directeur. On connait par hypothése la limite du m
rapport dn mouvemenl angulaire de la droite ah au mouvement linéaire du .
Oigitized by Cooqlc



SECONDE PARTIE. 7" (Kiinl a , c'esl-a-dire liin. Or le triangle
infiniment petit uua' nous fournit une seconde expression du mt'me rapport,
a savoir ; smw aa' sinn na' ’ d'o(i,”en passant a la limite, d’ou (1) lim. — ; =
an’ sin» 1 on . an un = sin a lim. — ¢ pn n’aui-a donc , dans chaque cas
particulier, qu’a déterminer, d’apri'S . les données de la question, la limite
du rapport du mouvement recli- ¢ ligne du point a au mouvement angulaire
de la droite «a, pour avoir résolu le probleme. Second cas. — Le
mouvement de la droite nb est déjinl par les motive- m , ments sinMItnnés
de deujc de ses jmints a et b. Stdution. — Soient an', bh' les chemins
simultanément décrits par lesdeux points directeurs; « eti” les angles sous
lesquels la di'oite ab coupe les lignes «n', bb', et o le point d’intersection des
deux droites. Désignons . toujours par ol le mouvement angulaire do la
droite, dans le passage do sa premiere a sa seconde position; appliquant la
formule (1) a chacun des triangles oaa', obb', il vient . an oa — sm« lira. —
w ob = sind1im.” U d’ou, en divisant membre a membre, m (11) . /A oa
sm<7,. aa smi mil . Applieations de la théorie précédente t I. TiiEonEME, —
L’enveloppe du rayon du eérele générateur qui aboutit nu point décrivant
d’une épicycloide , est une seconde épicyeloidc. Démonstration. — Soit o
la limite du point d’intersection des deux positions infiniment voisines am
et a' m' du rayon qui aboutit au point décrivant du cercle générateur, on
aura, d’apres la formule (I) du numéro précédent, . m. , , ¢ c. ,, aa' an' (1) on
= sin/7 hm. — cos on/ lim. * D’ailleurs an' et w peuvent s’exprimer ’un et
I’autre au moyen do Digilized by Google



DK8 METHODES EK UEOMETKIE. 74 I’angle 7 = tct\ dont
lecercle générateur a tourné autour du point c, en pass<»nt de n en a', (iar si
r, /- désignent les rayons du cercle tlxo et du cercle mobile , on a d’abord , .
2y W=(r+/")y;etsil'on Jirend sur le cercle mobile I'arc auxiliaire «'///,
=n///,)que I*()n /N « ' joigne//'///,, on voit que ’angle w - /////, /'//]', se
compose de deux par /\ m ¢ . lies ; la premiere est I’angle am, n'//, = au, a'u’
= 7; La seconde est I'angle /*,n'///'; et comme 1’arc///,///" est égal en longueur
‘al’arc tt', on a ui,a’/t))—y p, On a donc, entin .(3) ,,;=y4-y. _et, en
substituant les valeurs (2) et (3) dans (1), il vient (/« /' coso/// =r . cos w/t, *
ce qui montre que le point o est le pied de la per()endicula?re abaissée , du
point t sur le rayon //«. Cela posé, sur at, comme diametre, décrivons une
circonférence qui passe par o; et soit M le {wint du cercle générateur
primitif, diamétralement opposé au point décrivant /;/. On apercoit
facilement que I’arc to, do la circonférence not, est de méme longueur que
I’arc /M de la circonférence U M /. Or, le point /// décrivant une épicydo'ide
, le [>oint M , qui lui est diamétralement opposé, .décrit une seconde
épicycloide égale A la premiére , et ayant son origine quebiue part en A sur
la circonférenco" fixe, de sorte que 1’arc M est €éqiHvalent a I’arc tX; par
suite, Tare, to est €quivalent a I’arc tX, et le [/oint o décrit une épicycloide
ayant |)our origine le point A. c. o- v- n. Remarque — Si nous n’avions
voulu a|)pligner les méthodes du numéro précédent, nous aurions pu
parvenir immeédiatement a la connaissance vhi point o ou chaque rayon am
touche son envelop]ie. Il suffirait en effet de remarquer que le point t est le
centre instantané de rotation autour duquel s’effectue je mouvement
¢lémentaire du cercle mobile umt, dans son passage a la position infiniment
voisine u'm't'; et que |iar suite le jioint ou le rayon am, invariablement 1i¢ au
cercle mobile, touche son envelopiKi, est précisément, d’apres le.théoreme
dun" 39, le pied de la perpendiculaire abaissée du point t sur ce rayon. » 2.
PnOBLEME. — Trouver la dri'clnjgx-c de Pépicycloide. Solutioa. -
Phemic¢iie cartie — Choi'chons d'abord le point ou chaque



SECONDE PARTIE. 7$ normale tm touche son enveloplio; et
soit, en conservant la méme figure et les mémes notations que
jtrécéilemment, 1 le point d’interseclion des deux normales infiniment
voisines mt , m‘t'. 1” formule (1) du numéro piwedent nous donnera (m) , .
IT' I1 = sin/rr lim. — CherehoiLs les expn'ssions res|H”ctives de tt' et de w
en fonctions dey = (c<.On ad’abord,'(a) m=+»mQuanta M =mt,
m't', on a, en jirenant toujours ’arc auxiliaire «'«/, ==tun" m — , [, [ /m ir'
+rU=mlm,t+mtm=7+-/«, «/«=y4--yep=Ve—"Ainsi (3jy.
j-1 Portant les valeurs (u) et (3) dans la formule (i), il vient .il _ are' eos/Zt /
m+ir' Skc.oM)E I’.vnTIE. — Lieu géoniélrit/irc du jmint 1, ou dewloppei- .
Menons par le point/, I'e |ierpendieulaire a dm et rencontrant en e i0o Vayon
et, on aura * mil 2/r' /(’ = fos de /'H- 2 /' Sur la droite tv comme diamétre,
derivons une circonférence qui passera par /, et qui sera tangente en e a la
circonférence décrite du point c comme centre avec ci’ pour rayon; le rayon
ct’ de celte derniere circonfércni’o a. |[K)ur expri'ssion (*).* =..¢, .. \r4-
2/-/'/ + 2/Des relations (//) et (1) on dwluit et £ 2/r' i*-' m ou (<*) C1* vt til'
Cette formule montre que le systéme dos circonférences do rayons ci- et est
semblable au systeme dos circonférences domiw's de rayons ;* et r\
Bigitized by Google



' ' SECONDE PARTIE. 75
. normale ¢tm touche son enveloppe; et soit, en conservant la méme figure et
' les mémes notations que pré(édomment ile pomt d'intersection des deux
normales infiniment voisines m¢, m't'. <
La formule (1) du numéro pn& édent nous donnera

. . g Ltk RE
(n : it = siniee’ lim. 2=

‘Cherchons les. expressions respectives de #' et de » en fonctions de .
A .
¢=tct'. On a d’abord

{2) ‘. - t=r.q.,

x o —/\_ anh %h
" Quantaw = me, m't', on a, en prenant toujours 'arc auxiliaire «'m = wn,

R ~ r r
m__mtmt-}-mtu —~7+—m a'm' — /+ r' '/.22_:‘,
Ainsi : ., 3
d 3 ¥ » 2’.'+’.
(.3 Y g
(3, . R By

Portant les valeurs (2) et-(3) dansla formule (1), il vient

.
(Ualt(. r +2r’

SECONDE PARTIE. — Licu géométrique du pﬂmt i, ou développée.
Menons par le point i, i perpendiculaire & itm et rencontrant en ¢ le
rayon ct, on aura : . -
‘ it 277’

cosite  r—ar

{a) o 0=

Sur 1a droite 0 comme diamétre, décrivons une circonférence qui passera
par ¢, et qui gera tangente en v 4 la circonférence déerite du point ¢ comme
centre avec ¢v pour rayon; le rayon ce de cette derniére circonférence a,
pour expression

() o v=r—uf=r(1— - Lo e
: dis= pe b=l 1t - :
' T g T r—+ar rar’

. Des relations () et (4) on déduit

op oo r

= —
vt arr’ ar.

ou i 4
y o of
(e) S,
x ot tu -
Cette formule montre que le systéme des circonférences de rayons cv et
1 . L ; ‘
St ost semblable au systéme des circonférences données de rayons 7 et . -

. . -



7<>>'1U"S METHODES EN CEUMETHIE. . <t > Si donc nous
doricé”hS"Tnenée, i>ar le point v, liarallele a la droite tm et terminée a la
ctrcohfiiTOdcc «V, le point n décrira une épicycloide semblable ' a celle qui
e¢Va'rile parilé; point m , et semblablement placée. Le point //
j&jtoétraléiiiént opposé au point» sur 1a méme circonférence, décrira donc.
1>ai¥"|eraent' une épicycloide semblable a celle décrite par le point m
mais non 'semblablement placée. ¢, ' c.'o. f. t. /3. Probléme des caustiques
par réfraction. * Notation. — Soient ah la courbe dirimante qui sépare les
deux milieux , 'et/ I’origine des rayons lumineux; fa, fl deux rayons
incidents intiniment m voisins ic les normales aux points d’incidence», b, se
coupant en c; »/', bf les. rayons jéfractés (réefs ou virtuels) se cx)upant on‘/".
Nous désignerons en outre par i, i-{-di les angles aigus d’incidence en «, 'b\
par 1', 1'-hd1' lesaugles'de réfractions corrosiiondanls et [>ar n l'indu'ede
réfraction , de sorte que on aura ... *'sin=n.sin 1, et, iwr suite, * \ * (il
.co8t.c/=ncost' . f/’, mmm-m ' ""eme. 'IFeI-.]J 1 Nous désignerons ac
par p ; afaf par r, F', et nous replnlerons r, r' comme positifs ou négatifs f
suivant ipte les droites” af, af tomberont dans la concavité ou dans la
convexité de la courbe. Enfin , en appelant c, /, /' les angles infiniment petits
'«ci, afb, «/'1 (c'est-a-dire les arcs qui les mesurent dans la circonférence
dont ,le rayon est I’unité), nous aurons 'r''eah f,ab . r,.ah C=, f=+
COSI, /=+—1COS1i;P 'm r . le signe + ayant pour objet de rendre positifs ,
dans * tous les cas, les facteurs i et V - m Tout cela posé, 1l s’agit de
déterminer le point/' suivant lequel chaque m rayon réfracté touche son
enveloppe, ou, plus généralement, de trouver la relation qui existe entre p, r,
d, 1, 1' et n-. Premier cas. — Le point / est situé¢ dans la convexité do la
courbe. ( Le nombre /¢ est alors négatif, et I’on doit écrire /=— " cos .)
Egalons d’abord a zéro la différence des angles des triangles /»c , /éc , 1l m
vient on simplifiant (et supposant, ce qui est permis,, //<./Z1), Egalons de
jnéme a zel>b,-1a différenco désanglSsdes triangles f'ar,fbc ; 1". Si le point/'
est situé dans la concavité do la courbe comme dans la Digilized by
C"ooglq



76 “DES mé-rnonns EN cé.oné'mu: o
Si donc nous conceyg_n -menée par le point ¢, oz paralléle a la droite £n et

oni ce tiv, le point n décrnra une épicyeloide semblable
erite «pa:'AIe point m , et semblablement placée. Le point 7,

daamétralﬂﬁent opposé au.point z sur la méme eirconférence , déerira dom‘ )
S parélﬁemem une épicycloide semblable a celle décrite par le pomt m; mais- -

non semblablererit placée. - . c.’0. F. T

'3
3 Probléme  des caustiques par ré ‘fraction.

Notation. — Soient ab la courbe dirimante qui sc,pm'(- les deux milieux,

et f Vorigine desrayons lumineux; fa, f& deux rayons incidents infiniment -
voising; ae, be les normales aux points d'incidence @, b, se coupant én c;
af’, bf* lesrayons réfractés (réels ou virtuels) se coupant en f*. Nous dé-
signerons en outre par i, i—+di les angles aigus d’incidence en a, b;

L opar iy @' 4di’ les angles: (h- rélractions correspondants et-par » I mduc de

réfrac uun de sorte que l'on aura

sini=n.sin#, i
ot, par suite, . . %

. ) 3

1) - cosidi=ncosi.di, . - T

. F

o

Nous desngnerons ac par p; afs"af" par r, ¥, et nous e g.mlrmns ryr
comme positifs ou négatifs, suivant qm: les droites
af, af" tomberont dans la concavité ou dans la con-
vexité de la courbe, Enfin, en appelant ¢, f, [ les
angles infiniment pelits 'acb afb, af' b (c'est-a-dire
les arcs qui les mesurent dans la c:rconférence dont

« le rayon est l'unité), nous aurons = .

ab
H.—, f‘:t:-—cosz = —cosz

»

le sngne = - ayant pour objet de rendre posml‘s dans

+tous les cas, Ies facteurs — et ;,- .. PRl '

- Tout cela posé, ils agit de détermmer le pomt f" suivant lequel chaque
rayon réfracté touche son enveloppe, ou, plus généralement, de trouver
_la relation qui existe entre p, r, 7, i, i’ et n: '

Premier cas. — g pomt f est situé dans: la mnvexlté de la courbe. (Le
nombre 7 est alors négatif, et T'on doit écrire f = —\b- cos . )-

Egalons d’abord a zéro la duﬂ'érence des angles df_:s .trwnglgs Jac, foe, i)
viedit en simplifiant (et supposant, ce qui est permis, fa < fb),

ol % R cosi S
v S B e et Yo é
I s it d )

Egalons de méme a’zél*o la dll‘l'érence des-anglesdes tnangles f ac, f'b(
1”. Sile pomtf’ est sntuc dans la ronuwﬂé dela rourbe comme dans la

»

>



* o« « ' SECONDE PARTIE ligure, on trouve facilement ' 77 (3)
car, /-.¢tant positif dans le ras actuel, on a /'=4-"cosj'2”. Si le |)oint /' est
situé dans la convexité de la courb<',- comme le point/, on a, comme pour
ce point. car, 1’ €tant négatif, on a /'= — yCOSi'. L’expression définitive de
<U' est donc la méme dans les deux cas; et si 1’on substitue les valeurs de
<m//, di' données par les formules (2) et (3) dans la relation (i), il vient, en
divisant parai, (I) (I cosA/ 1 oos/\I=ncosJIT-1m.P>"J\P,'/ Srrnnd
cas. — Le, point f est situ¢ dans la concavité de la courbe. Le m nombre r
est donc positif, et 'ona'-ai..*/=— cosi. >'* On aura d’abord pour le.
point / ( en supposant toujours /a <,/i ), m , di=f-c, que ’on déduit de la
formule (3) di' = ¢ —f, en renversant 1’ordre des soustractions (cette
inversion €tant due a ce que, le point/' auquel se rap{/ortait la formule (3)
¢tant situé dans la concavité comme le point actuel/, .on avait pour ce point
/'a>/"1, tandis qu’on suppose actuellement j'ac*b). On peut I’écrire (»') di =
— (c —f]=—ab (I _ cos I P ~y Quant au point/', 1. Si ce point est situ¢
dans la convexité de la courbe , on aura d’abord rf,' = -(ct/'), ' que, pour des
raisons semblables, on déduit do la relation (2) en y changeant le signe de
(f1 ; et enfin en remarquant que/-' est négatif, (3')- 'ai: - *>>>"1 Digiliized
by Google



: ; ' SECONDE PARTIE 77
" figure, on trouve facilement

(3) \'(h"=!"—f'=ab %——cos‘.)’

o
f ’

car,  étant positif dans le cas actuel, on a

= +n—b(‘0st .

2°, Si le point f est situé dans la convexité de la courbe; comme le -
" point f, on a, comme pour ce point,

.(1i'=r+f’_—;ab (%__(‘08’1")’

. r
| J— :
car, 7' étant négatil, on a '
~ ‘ AN W
== I

L’expression définitive de /i’ est donc la méme dans les deux cas; et sil'on’
substitue les valeurs de i, di’ données par les formules (2) et (3) dans la
relation (1), il vient, en divisant par ab, '
‘ /1 cosi L1 cosi
(1) cos:(-———):ncosa (-———,) :
‘ fle Po. ¥

" Second eas. — Le point f est situé dans la concavué de la courbe. Le
""nombre 7 est donc positif, et I'on a
[= (-ﬂcosi

On aura d’abord pour le.point f (en supposant toujours fu < fb),
‘ :f — 6y

que lon déduit de 1a formule (3) @i’ = ¢ —f", en renversant l'ordre des -
soustractions (cette inversion étant due & ce que, le point f” auquel se rap-
portait la formule (3 ) étant situé dans la concavité comme le point actuel f,

_.on avait pour ce point f'a > f'b, tandis qu'on suppose actuellement
fa < fb). On peut V'écrire

(2’) : (ﬁ:—((-__ﬂz__ab(l CO’S.I'V )

Quant au point f', "
- 1°. Si ce pomt est situé dans la convexité de la courbe, on aura d’abord

di' =— (c+f"),

que, pour des raisons semblables, on déduit de la relation (2)eny chan-
..geant le signe de di; et enfin en remarquant que r' est négatif,

R P Y .



78 DES METHODES EN GEOMETRIE.* 2°. Si le point/' est au
contraire dans la concavité de la courbe, il sera placé do la mémo manicre
que le point / auquel se rapporte la formule (2'); et, on remarquant que /' est
devenu positif, on retrouvera . encore la formule (3'). > * Enfin, si l'on
substitue dans la relation (1) les valeurs de c¢/i, 1!i don- ' n€es par les
formules (2'), (3"), on retrouve évidemment la formulp (I) ((u1 s’applique ,
par conséquent , a tous les cas. Il résulte immédiatement d’ailleurs des
conventions déja faites sur les sijmes de r', que, si la résolution de
I’équation (I) fournit pour r' une valeur positive ou nés’ativo , le point
cherché /' sera situé sur la i>ortion du rayon réfracté qui tombe dans la
concavité de la courbe, ou, au contraire, sur son prolonitement. »
COROLL.URE. — Sil’on romiilace dans la formule (I) «par — 1, et f par/,
on obtient la formule analogue |K)ur les causliipies (lar réllCxion (,,, * - . 1=
cosi(i+ 7'r); . et ’on pourra , au moyen de cette formule , déterminer r', si 0
et r sont ’ -connus ; ou , suivant une observation de Jean Bernoulli , p lui-
méme, si 1, ' sont connus, ainsi que cela arrive pour rellii>so rapiwrtée a
ses foyers. 4. D¢jinitiun et fimstriictiim des rnusliiiucs xri oiulithvs de
M.Qiietelet. — Des ovales de Descartes. La détermination de la caustique
par réfraction, e’est-a-dire du lieu ¢ . géométrique des points d’inteisection
de deux rayons réfractés successifs, qui sont définis isolément par la
formule précédente, jirésente en général de grandes difficullés. Or on 1>eut
fréquemment les €viter d’una maniere tres-heureuse, en substituant a la
recherche de la caustique la recherche de I’une rie ses développantes,
puisqu’il est évident d’ailleurs que la connaissance de celle-ci suffit a la
délinition géométrique de la caustique elle- * mome. I.’auteur de cette
ingénieuse substitution, M. Quetclet, a donné a la développante de la
caustique principale le nom de caustique sccontlairc , et voici, d’apres ce
géometre, la construction générale de cette dernicre. * ' Que du point
lumineu.r f comme centre, on décrive une circonférence de rayon arbitraire
, et que de cluuptc point- a de la ligne dirimante eomme centre on décrive
un cercle dont le rayon soit, a la distance de ce /wint a la circonférence f,
dans le rapport constant de \ a n[n désignant 1’indice de réfraction);
I’cnvclopqté de tous les cercles ainsi obtenus serp la caustique secondaire. .
> Démonstration. — Il faut, pour établir cette construction, faire voir (jue
les rayons réfractés sont normaux a I’enveloppe dont il s’agit, ou montrer,
inversement, que les normales de I’envelopiic co'incident a\ec les rayons



réfractés. Donc , si I’on observe qu’en général les normales a I’envc- ,
lo])pe sont aussi normales aux lignes enveloppées , il suffira d’établir
qutij™*”” pour chacun des cercles considéres, a par exemple, le rayon de ce
cercle" . Digilized 1 v Coogl



- SECONUE PARTIE. 79 elui aboutit au ]iointouil louclu; son
cnvelo|)|H>, est prérisémont le rayon réfracté correspomlant au rayon inr
ident en n. Soient, a cet etfet, « et h les centres inliniment voisins de deux
des cercles considéres, F' un (le leurs points d’intersection; joignons F'rr,
V'h\ (1, fh\ posons /« = /m, F' a=R. et désignons par /, 1° les angles
d’incidence et de réfraction en a, et par I la limite de I'angle que a F' fait av
ec la normale a la courbe dirimante on a. Les triangles /a/;, V nh donnent
c<Mi relations, ¢ . . m d'ou, (‘Il passant a la limile. et, de mi'nie. fit — th =
Sr !=: ni) cos fn\ nh, ilr (/R ds - sin1; —sin 1 . De 1a, en divisant membre a
membre, et observant (Ju’en vertu de la (‘(instruction R 2 ~ dr n il vient sin
(=a.sin 1, *et par suite [ = il, ce qui sutRI a la démonstration. CoiioujiiKE.
— Le théoreme précédent conduit trés-simplement a I’'une d(« définitions
geometriques des (iyales do Di'scartes, c’est-a-dire des lignes qui nnl la
pniprié¢lc de réfracter vers un foyer donné f les rayons lutnineu.r émanant
d’un point donné. Car, si la ligne ab possede cette propriéte, la caustique
secondaire, (Jui est coupée a angles droits parles rayons réfractés, lesquels
vont concourir enfl, ne peut étre qu’une circonférence ayant pour centre le
point/'. Des lors, le rajon de chacune des circonférences ayant pour centre,
I’un des points n de la ligne dirimante cherchée, est €gal a la distance du
jioint u a la circonférence /'. Mais, d’apres la construction générale, ce
méme ra”n est a la distance du méme |K)int a a une circonférence ayant
pour centre le foyer / dans le rapport de I a n. Donc Tovale cherchée est le
lieu géometrique des points dont les distances a deux circonférences ayant
pour contres le point lumineux/ et le foyer/', sont dans la raison constante
des nombres «et 1. Obsenntion. — Les droites /«, /'« coupant eh F, F' les
circonférences/, /', si I'on mene les droites indéfinies FF', ff' ((ui se coupent
en o, le théoréme de Ptolémeée (1" 1*arlie, page 15), appliqué au triangle fa /'
* coupé Jiar 1a transversale FF'o, montre que le rapport * est constant, et
Digitized by Google



. g SECONDE PARTIE. 79

qm aboum an point ou il touche son enveloppe est prémsémnnt le rayon
réfracté wrrmpondanl au ravon incident en a.

Soient, a cet effet, « et b les centres infiniment voisins de deux des
cercles considérés, F' un de leurs points
d’intersection; joignons F'a, F'b; fa,
Tb; posons fa = r, F'a = R, et dési-
~gnons par , i' les angles d'incidence
et de réfraction en @, et par I la limite

_de T'angle que «F’ fait avee la normale
a la courbe dirimante en «.
Les triangles lnl: F' ab donnent ces
relations,

— P il
' fa — fb = Ar = abcos fa,ab,
d’'ou, en passanl a la limite,

dr sin

—_—= 3 4
- s 3
el, de méme,

dR .

—— = sin|

dy

De la, en divisant membre & membre , et observant qu'en vertu de la
construction
, . dR =1

: dr —n’
il vient_ ’ )
sini = n.sinl, sk
_«el par suite l = i!, ce qui suffit a la démonstration.

CoroLLAIRE. — Le théoréme précédent conduit trcs-ﬂmplementa I'une
des définitions géométriques des ovales de Descartes, c'est-d-dire des
lignes qui ont la propriété de réfracter vers un foyer donné [ les rayons
lumineur émanant d’un point donné. Car, si la ligne ab posséde cette
propriété, la caustique secondaire, qui est coupée & angles droits par les
rayons réfractés, lesquels vont concourir en#, ne peut étre qu'une cir-
conférence ayant pour centre le point f”. Dés lors, le rayon de chacune des

- circonférences ayant pous centre 'un des points a de la ligne dirimante
cherchée , est ézal 4 la distance du point a a la circonférence f’. Mais,
d’apres la construction générale, ce méme rayon est a la distance du méme
‘point @ 4 une circonférence ayant pour centre le foyer f dans le rapport
de 1 & n. Donc I'ovale cherchée est le lien géométrique des points dont les
distances 4 deux circonférences ayant pour centres le point lumineux f* et
le foyer f", sont dans la raison constante des nombres 2 et 1.

. Observation. — Les droites fa, f'a coupant en F, F' les circonférences:
£ [, si 'on méne les droites indéfinies FF', ff* qui se coupent en o, le
théoréeme de Ptolémée (I™ Partie, page 15), appliqué au triangle fa f*

N A 3 n 3
coup¢ par la transversale FF o, montre que le rapport 7 est constant, et



80 DES METHODES EN «EOMETHIE. par suite que o est un
point fixe. Cette remarque permet de construire trés-simplement la tangente
de I’ovale ah. Car si I’on congoit que les points a, F, F' se déplacant sur
leurs courbes respectives, viennent occuper les positions «, , F, , F, , on
verra que les triangles a FF', a, F, F, sont tellement situés, que leurs cotés de
mémes noms concourent en trois points/, /', O situés en ligne droite. Donc ,
d’apres un théoreme connu , les droites joignant les sommets de mémes
noms des deux triangles concourent en un ' méme point. Il en résulte enfin ,
en supposant que les points a, , F, F, se rapprochent indéfiniment des points
a, F', que les tangentes en a, F, F' a I’ovale et aux deux circonférences,
concourent en un méme point. (On peut consulter sur ces courbes la
Géométrie de Descartes; Paris, 1705, page 86; les Opuscules de Newton,
tome II, page 172, et enfin I’*/"r¢a historique de M. Chasles, note 21 (*),
d'ou nous avons extrait la plupart des détails précédents. ) . m . . . b.
E.rpression du rayon de courbure d’une roidctte. Considérons la roulette
engendrée par le point M , invariablement li¢ a la ligne A,Aa qui roule sur
la ligne fixe A, AA'". Le point de contact actuel des deux lignes éfant A, la
droite .4M est normale a la roulette au point M. Dans I’instant suivant , 1’arc
trés-petit A n de la ligne mobile s’enroulera sur I’arc égal .4A' de’ la ligne
fixe ; le point M, décrivant ’arc MM, viendra en M', et la droite M'A’ sera
normale a la courbe en M'. Les deux normales infiniment voisines , MA ,
M' A' se coupant en un point C, la limite du point C, quand la seconde
normale se rapproche indéfiniment de la premicre , coincide avec le point
qu’on appelle le centre de courbure de la roulette au” point M, et la droite
MC est le rayon de courbure ..de la roulette en ce point, dont nous nous
proposons de calculer 1’expression. Notation. — Nous appellerons H, R' les
rayons de courbure en A de la ligne fixe et de la ligne mobile ; «&, du, les
différentielles des arcs corros(*) Au Heu de renvoyer a la note 21, il serait
sans doute prérérable d'indiquer le numéro de la page correspondante ;
malheureusement cela m'est impossible, et eu voici la raison. L’ouvrage
dont il s’agit, qui a paru en 1SSy, n’a été tir¢ qii’h un tres-petit
nombreal’exemplaires. Il est devenu depuis excessivement cher et beaucoup
plus rare encore; et I’on peut dire que 1’un des plus beaux monuments
scientifiques qui aient été ¢levés a la gloire du passe, sert bien moins
aujourd’hui a l'instruction des savants qu’aux spéculations des
commissionnaires en librairie. Il résulte de la cette conséquence étrange,



j’allais dire absurde , que celui qui veut lire Y Apercu historique . ouvrage
écrit en francais et publi€ il y a moins de vingt ans , doit préalablement
apprendre rallemand et se procurer ensuite la tcaduclion, en cet le langue,
de M. le professeur Sohnckc (Halle, 1889; librairie de Gebaucr)'. C’est ce
que j’ai fait personnellement, et cela explique qu’ayant sous les yeux ce

dernier ouvrage , j’éprouve cependant quelque difificiiltéa deviner la
pagination du premier. Digitized by Coogl



SECONDE PARTIE. ¢, SECONDE PARTIE. '' 81 pondants ( tels
que A.\’ et MM") rte lu ligne fixe et rte la roulette; 1, la distance MA du
point décrivant M au, point de contact actuel rte la ligne mobile sur la ligne
fixe, rt mm s rrgnn/rmns r romme r.ixrntif'llemr/it /yisitif; 1, I’angle que fait
la direction AM avec la portion rte la normale en A a la ligne fi.xe qui est
rtirigéo rtan.s la concavite rte-, celle-ci , rte sorte que cosr .HTrt positif ou
négfUiJ suivant que. le i>oiiit drrrivuut M sera, pur rup]X>rt 'h la tangente
en A, dis méme c6té que tu ligne Ji.te , ou du c6té opposé. Enfin, nous
désignerons par p le rayon de courbure M(1 rte la roulette, et notes
regarderons P romme positif ou négatif , suivant que .MC sera dirigée de M
vers A, im dans le sens opjxi.sé. - Cela posé€, pour déterminer la position du
point-linvitc C sur la droite AM, ' conforniéraeiit au second cas de la
niétluxle générale indiquée a la |iage 76,, nous regarderons le mouvement
de la droite .A.M comme défini fiar les mouN eraents simultanés des [loints
Aet M ; et les' deux triangles C.K.\\ C.MM' nous donneront ’. . . ' d'ou T«)
sinC — sinCA’A = sinCM'M; [..A,CM ¢+« CM _siM;* * CA m“ sinCA A
m A.V* Sil’on passe a la limite, et si I’on observe qu’a. cet instant les
angles CM'M et C.A'A ont pour valeurs 1'*' et 1"'— que d’ailleurs il viendra
(A) mos/ VR «7 CM cr' Toutefois, comme, d’apres les conventions déja
faiti“S, ros/ peut étre négatif; qu’il en e.sl de méme du facteur * * dans le
cas ou la ligne triobile roule sir la concavité de la ligne fixe , il faudra ,
dans les appliCOSf rations de la relation (.A), faire précéder du signe — les
facteurs et + quand ils se trouveront négatifs. . > U'apres cela, et en
considérant iFabord le ras des roulettes extérieures , ¢ si l'on suppose le
jKiint décrivant M situg, par rapi>ort a I’élément de contact A,,A, du coté
oppos¢ a la ligne fi.\e, et le. point G situé comme dans la figure précédente,
p sera (lositif, CM et GA- auront pour valeurs p et 'p —r, et cos/ étant
négatif, on devra écrira ainsi la formule (A) ;. ...« "' ("1'"\imp-"r.'m’
~eosi \K R' 7 m 1. .0Oigitized by Google
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SECONDE PARTIE. E 2 81

pondants (tels que AA’ et MM') de la ligne fixe et de la roulette; r, la dis-
tance MA du point décrivant M au point de contact actuel de la ligne mobile
sur la ligne fixe, et nous regarderons r comme essentiellement positif;
i, 'angle que fait la direction AM avec la portion de la normale en A 4 la
~ligne fixe quiest dirigée-dans la concavité de.celle-ci, de sorte que ecos
-sera positif ou négatif suivant que le point décrivant M sera, par rapport

A la tangente en A, dwméme cbté que la ligne fixe, ou du cdté opposé.

Enfin, nous désignerons par p le rayon de courbure MC de la roulette,
et nous regarderons p comme positif ou nég m'n‘ 5 suivant que MC sera diri- |
gée de Mwers X, ou dans le sens opposé.
- Cela posé pour déterminer: la position du point-limite C sur la dl oite AM,
. conformément au-second cas de la méthode générale indiquée a la page 76,
- nous regarderons le mouvement de la droite AM comme défini par les
mouvemenis simultanés des pmnt-. Aet M; et les” deux trmn"les CAA',
~ CMM' nous donneront

MW . "

AA'
c'm( ‘-—‘—f\-s nCA'A - o sin CM'M;
don : " -
CM - sinCM'M MM’ .
.»(a) : >

oo 7. ~'.ml'»\f\ 7\_\_

~ Sil'on passe & la limite, et si Ion observe qu A cet instant les angles
- CM'M et CA'A ont pour valeurs t"' et ldr-- #; que dailleurs

MM de 1 Y\ .
: l|m.-&-\-,... =7 (‘—{ i]’{") (_;_)agq 56),
il viendra P '

' il . CM N ¢ TR L 3
(A) . "m-?:x:’za;;'(ﬁtw)'

~ Toutefois, comme, d’aprés les conventions (iéj;\ faites, cosé peut étre

négah[ qu'il en est de méme du facteur = dans le cas ot la ligne

R R‘
mobile roule sur la concavxté de la ligne fixe, il faudra, dans les appli-

cations de la relation (A}, faire précéder du sizne — les facteurs c_(:%—i

R R’ quand ils se trouveront ne"ahfa

Dapres cela, et.en ('nnw[m(m! :I’ulmrd le cas 114 s roulettes extérie mm'

- &i l'on suppose le point décrivant M situé, par rapport & I'élément de con=
tact A A, du cdté opposé a la ligne fixe, et le point € situé comme dans
la figure précédente, p sera positif, CM et CA-auront pour valeurs g ¢t

~p— r, et cosi élant négatif, on devra écriré ainsi la formule (A ) :

. N O | I ;_vl) . . .
. p--._i'_m‘-r "—cosf \R- B/ A

. -
. ) ' 6
. . . “ .
- . -
- i 2 .




8a DES METHODES EN CEOMETBIE. OU , en rliangcant les
signes des doux membres , (I) 0 — » r*p COSJ » Si, au 'contraire, comme
dans la figure a c6té, on suppose le point décrivant M. situé du méme coté
que la ligne fixe; lo*” [K)iut C ast toujours situé entre les points A et M;
pesl positif, CM et CA ont pour valeurs p et c— p, et cosf étant jwsitif, on
doit €crire la formule (A), - — P . rosi \H"R7’ ce qui est encore la formule
(D). *.m'P. Si, passant au cu.v rlrs rmilcttrs intérirures, nous supposons jf;
~ le point décrivant du c6té opposé a la courbe fixe et le point C situé
comme dans la figure * a coté; p'sera négatif, CAI et CA auront pour
valeurs — p et c— p, et cos/ étant négatif, on devra écrire ' “ >y r—p —
cosf\U R A ou, en .changeant les signes des doux membres ,*.."'. mp
*"(R~1y) . (I' S1, au contraire, le. i>oinl décrivant étant du hidome coté que la
ligne fixe, on suppose le point C situé comme dans la liaure et 1 <i; p est
négatif, CM et C/V ont pour valeurs — p et /m— p; et cos/ étant positif, *
 négatif, on doit écrire ainsi la formule (A): —p (}. —-I-N,» i ,7—
p“\R R'/' cos/’ ot, en changeant les signes des deux membres, on retrouve
encore la formule (1'). Les autres cas que 1’on pourrait encore examiner
conduiraient aux mémes formules (I) ou (T); et comme celte derniére ne
différe de la premiere que par le changement du signe de R', on voit que ;
Di6"1zod'by Googli




82 .- DES METHODES EN GEOMETRIE.
ou, en changeant les signes des deux membres,

: : "2
(1 N P _ r(ﬁ_}_w)_

P cosi

-Si, au contraire, comme dans la figure & coté, on snppose le point dé-
crivant M_situé du méme cOté que la ligne fixe; le”
.~ point C est toujours situé entre les points A et M; pest .
étant positif , on doit écrire la formule (A),
P s als (A5
r—p . cosi, \RT R}’

ce qui est encore la formule (I). I

gL bent 1
Si, passant au cas des roulettes intéricures, nous Supposons ﬁ'> T;.; ‘

le point décrivant du coté opposé a la courbe:
fixe et 1¢ point C silué comme dans la figure
4 coté; p sera négatif, CM et CA auront pour
valeurs —p et »—p, et cosi étant négatif,
on devra émm ‘ -

e P it caa .'_i)'
r—p  —cosi \R R/}

ou, en.changeant les signes des deux membres,

) ' - _f_zi_(ij_)

r—p cosi

-

Si, au contraire, le point décrivant étant du méme cdté que la ligne
fixe, on suppusn le point C situé comme dans-

la figure et <“,, p est négatif, CM et. A
~ont pour \aleurs —p et r—p; et cosi élant

négahf on doit écrire. ainsi la

1 i
kg, SMEIEN (Korle it T, g SR
. T=p R R cosi
"ot, en changeant les signes des deux membres; on retrouve encore la

- formule (1'). :
Les autres cas que l'on pourralt encore examiner conduiraient aux
_ mémes formules (1) ou (I); et comme cette demlére ne differe de la pre-
miére que par le changement du signe de R’, on voit que :

positif, CM et CA ont pour valeurs p et r—p, et cosi .



r SECONDE PARTIE. 83 « La formule (I) confient a tous tes cas,
jmurx’u qu'aux conventions initiales, sur tes signes de p et de cosi, on
ajoute celle-ci : que le rayon de eourburc R' rfe la ligne mobile sera regardé
comme positif nu négatifs suivant que cetie” ligne roulera sur la convexité
ou sur la concavite de ta ligne fixe. Enfin la formule (I) étant générale, la
suivante, ' que I’on obtient en résolvant la premicre par rapport a p * est
paiement m. * ' générale. ' ¢, Scolie. — La formule (I) s’applique encore au
probléme 'qui a pour objet . m de déterminer le rayon tic eourlnire de t
enveloppe d’une courlte donnée , invariablement liée a hi ligne mobile et
partieijmnt a son mouvement. . ' Concevons , en effet , que du point de
contact actuel A on méne une nor' ' male AM m a la enurbe donnée, dont la
position correspondante est connue : soit m le pied do cette normale et M le
centre de courbure pour le point m. On sait, d’apres le théoreme de la page
70, que la droite wjMA est une premiere noiinale de la courbe-enveloppe.
Dans I’instant suivant, I’arc An do laligne mobile s’enroulant sur 1’arc égal
AA' de la ligne fixe, *' le point M vient en M’ en décrivant le petit arc MM'
d’une roulette par- ticulicre; et I’on voit facilement que” la droite A'M' peut'
étre considérée comme normale a la courbe mobile dans sa nouvelle
position ; cette droite - ' A'M' représente donc une seconde normale de la
courbe-enveloppe. Il résulte de luque/c centre de courbure de F enveloppe ,
en un point m de cette ligne , cnincitle avec le centre tic courbure en M de
la roulette qui serait engendrée par le point M , centre tle courbure en m de
la courbe dont on considere Fenveloppe. ¢ . . ' m Observation. — On trouve
des formules- équi\alentes a celles qui prée " 'Céflent dans YAnaly.se des
infiniment jietits ( section 9, prop. 4 )m On peut ' aussi consulter sur le
mémo sujet des articles de MM. Abel Transon et . Chasles (Journal de
Mathématiques , tome X, p. 148 et 204). *» 6. Construire par ptnnts la
deévelop])ée de Pellipse plane ,, en prenant la , . propriété principtile des
foyers pour définition de la courbe. De ’un des foyers F, comme centre, et
avec un rayon ¢égal a I’axe focal , décrivons une circonférence sur laquelle
nous prendrons deux points tresvoisins K et K' que nous joindrons par des
droites au foyer F et au foyer F'. Les 'droites FK et FK.' rencontrant 1’ellipse
en M , M, si nous menons par 'mces jK)ints des paralleles MC, M’C aux
droites F'K,'F'K', ces parallel(>s seront normales a la courbe en .M , M', et
la limite de leur point d’interscc- ’ lion C sera le point de la développée que



nous nous proposons de construire. ./, A cet effet nous remarquerons iiuc
la, formule (I) dun”40, appliquée. G. Digitized by Google



SECONDE PARTIE. - 83

* La formule (1) convient é tous les cas, pourvu qu’aux conventions ini-
tiales , sur les signes de p et de cosi, on ajoute célle-ci : que le rayon de
courbure R’ de la ligne mobile sera regardé comme positif ou negatif
suivant que cette ligne roulera sur la convezité ou sur la concavité de la
ligne fixe.
Enfin la formule (I) étant générale, la suivante,
1 1

e

m - p=ro - .
’ . ('OS£+_I_+__I-
r R ™R

que T'on obtient en résolvant la premiére par rapport a p ; est également
. générale. : -
- Scolie. — La formule () sapplique encore au probléme qui a pour objet
de déterminer le rayon de courbure de Perveloppe d’une courbe donnée,
invariablement liée & la ligne mobile et participant & son mouvement.
Concevons, en effet, que du point de contact actuel A on méne une nor-
miale AM 2 & la courbe donnée, dont la position correspondante est con-
nue : soit 77 le pied de cette normale et M le centre de courbure pour le
point =. On sait, d’aprés le théoréme de la page 70, que la droite mMA
est une premiere normate de la courbe-enveloppe. Dans I'instant suivant,
- l'arc A« de laligne mobile s’enroulant sur I'arc égal AA’ de la ligne fixe,
" le point M vient en M’ en décrivant le petit arc MM"-d'une roulette par-
ticuliére; et 'on voit facilement que la droite A'M’ peut’ étre considérée -
comme normale & la courbe mobile dans sa.nouvelle position; cette droite
A’M’' représente donc une seconde normale de la courbe-enveloppe. Il
résulte de la que le centre de courbure de Penveloppe , en un point m de -
" cette ligne , coincide avee le centre de courbure en M de la_roulette qui
serait (nrrcndn"(' par le pant M, centre de courbure en m de la courbe
~dont on con.ud( re Penveloppe. . ,
Qbservation. — On trouve des formules. équivalentes & celles qui pré-
-cédent dans I'Aralyse des infiniment petits ( section g, prop. 4 ). On peut
" aussi consulter sur. le méme sujet des articles de MM. Abel Transon et
Chasles ( Journal de Mathématiques, tome X; p. 148 et 204).

. 6. Construire par points la développée de Pellipse plane , cn prenant la

-« . propriété principale des foyers pour définition de la courbe.

De l'un des foyers F, comme centre, et avec un rayon égal 4 I'axe focal ,
décrivons une circonférence sur laquelle nous prendrons deux points trés-
voisins K et K’ que nous joindrons par des droites au foyer F et au foyer F'.
Les droites FK et FK' rencontrant ellipse en M, M, si nous menons par
"~ ees points des paralleles MC, M'C aux droites F'K,-FK, ces paralléles
séront normales & la courbe en M, M, et la limite de leur point d’intersec-
- tion C sera le point de la dé\.elolxpco (ue_nous nous propusons de con-
struire. ot

A (ot effet nous n-murquemms quo la, I‘urmulv (I). dun® 40, appliquée-
6.



84 UF.S MEI'IODKS F:> UKO.MKTKIE. au triangle QQI',
donne I’expression de p*lim. MC, par le rapport du mouvement linéaire du
point M au mouvement nngidaire de la droite MC. Or la formule (IT) du
méme numéro, appliipié<; aux deux triangles T-'MM’, FKK', fournit le,
rapportdu mouvement linéaire du point M a relui du point K; tandis que la,
formule (1),*ap]diquée au triangle F'KK', donne le raptiort du mouvement
angulaire de la droite F' K et , par suite, de sa [>arallele .Mti, au
mouvement linéaire du (wint K. Il ne reste plus dés Ioh! qu’a rotnjioser res
rapports pour obtenir 1a formule Buiéante : » . ' > p =1lim.MC = F'K. ni FK
Iros’/'(/*-hryro.sIdan.s laquelle 1 désigne 1'angle de la normale au
point M aver 1'un ou I’autre des deux rayona vei'teurs dont r désignent les
longiieui's. Fnfin Ja normak'au point M ruupant 'axe forai en 1, on trouve,
sur la ligure. M1 F K.™ 1 kpj.. En substituant relit valeur dans la fonnide
prérédenle, 1l vienl'''=AL-'"mros’’’. m” "'« et celle formule conduit a la
ronslruction suivante : Parle point 1, ou la normale MC coupe Pa.ce fmal ,
mener, pnralMemrnt a la twif'enfe en M, une ilroite 11’ terminée an rayon -
veeteur F.M . par le. jtnint P mener au rayon 7>11/<?«/- FiM la
perpeniliculaire PC. Cette (Iruite va rencontrer la normale MC en un itoinl
t/ni appartient a Ut tléeelopjM’e , ' < Observation. * Nous sommes entré
dans quehpies détails sur la ma- © ni¢re 'de [>arvenir a celte construction ,
alin d'écjairer la route que nous ‘suivrons dans la solution du probleme
sirivanl, qui j)résente plus de dif-, lirulté et qui nous conduira a une
analogie nouvelle et remarquable entre les ellipses plane et sphérique. 7.
CotLstruire ftar points la ilévelo/rpée <U: C ellipse sphérit/ue. Nous
cntendogs par 1a (pje par, chaque point de ’ellipse S])hérique on * méne un
arc' de grand cercle normal a la courbe, et que 1'on propose de construire le
poinlou cet arc de grand cercle touche son enveloppe, celle-ci pouvant étre
appelée la développée .sphérit/ue de 1’ellipse. Lkmmk 1. T- Soient, dans un
triangle sphériqtio //«/', mi et mu les arcs de grand cercle bissecteurs des
angles intérieur 1q extérieur en m , et soit abaissé t’ar¢ de grand cercle /'A
perpendindaire sur I’arc bissecteur mw,. Digiiized by Google
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an triangle L)N donne Vexpression de p = lim. MC, par le rapport du
: mouvement linéaire  du point M aun

mouvement angulaire de la droite MC.
Or la formule {11} du méme numéro,
appliquée “aux deux triangles FMM',

- FKK', fournit le rapportdu mouvement
linéaire du point M a celui du point 'K

~ tandis que la formule (1), “appliquée
au triangle F'KK’, donne le rapport du
mouvement angulaire de la droite F'K

, par suite, de-sa pamllvlv \IL au mouvement linéaire du pointK. 1l ne

‘ reqle plus des lors qu'a cnmpoeter ces rappor. {s* pour ohlomr ld furmn‘lu

" En substituant cetlg valeur dans la formule précédente, il vient:

mm‘hntn . : .

: F.\l' ( "A arr'. .
p = lim. MC = F’K. H\ e {j‘_-%—r'}wsi‘ ‘

dans laquelle i désigne l'an;lo de la normale au point M avec I'un ou autre

“des deux rayon$ vecteurs dont », 7' désignent les longueurs. Enfin Ja

normale an point M coupant Paxe focal en I, on trouye, sur la figure,

.\n-’n\-fl‘

' i * " »
ML -

cos’i’ e | : 5

- et cette formule conduit & la constmclmn suivante :

Parle point 1, ou la normaie MC coupe Paxe focal, mencr, pnrallm’f'- :
ment a la tangente en M, wune droite 1P terminée aw rayon vecteur FM

par le point P mener au rayon veecteur ¥M la perpendiculaire PC. Cctte

- droite va rencontrer la nornmh' MC en un point qui n]ymment a led

développée, .+

Observation. — Nous sommes entré dans quelques détails_sur la ma- o

niére de parvenir & celle construction, afin d’éclairer la route que nous

“suivrons dans la solution du problunc sm\dnt, qui présente plus de dif-
_ ficulté et qui mous conduira A une analogie nouvelle et remarquable eritre

les ellipses plane et sphérique.

7. Construire par points la développée de lellipse sphérique.
Nuus entendons par 1a que parr(haquc, point de Fellipse sphérique on

- méne un are’de grand cercle normal a la courbe, et que I'on propose de
construire le point ol.cet arc de grand cercle wuche son enveloppe, celle-ci-
“ pouvant étre appelée la developpée sphérique de Vellipse.

Lemye 1. — Soient, dans un triangle Sphéi‘i(]ll() Smf’, mi et mu les arcs.
de grand cercle bissecteurs des angles intérieur et extérieur en m , et sou
abaissé Varc de ‘rrand cercle '/ porpcfndwulanre sur I'are bnssecteur mu.



sKco.M)!”. PAitrii-:. 85 un aura ta rulation (j ) laiiff 111 ~ isiny 'A *
. siii /'/// Dvmoiisiration. — en ptiet, * le [>oinl irinteiwliuiulesan s ,/w el /71
4)rolongcs; on aura, a eause de 1'égalito lies, ,Tanglesen//> , m*mm ; m m
- 'nh — et, [)ar suite, « . " *“ D'ailleurs I’égalité /'X-fe a/Vi, la eonsidératiou
du triangle /m/«/( coupé [>ar le grand cerclo./y'«, et les deux triangles
rectangl(>s h/’//, Kim fournissent ces relations : 'm sin/'X =2§in/7'.cos_/7(,
sin WM . sin/7< . sin/X = sin /iH . sin/" X- . sin./w , sm /"' h sin hii . lang (/
=tang,/h—eusfhm << tang/W”sin/Mo.tangrt. . ,m.1»*. me'"'*Or,
ai I'on uuilli|)li<; ces égalités membre a membre et ipie 1’on simplilie, on
obtient précisément la relation énoncée. Lemme II. — Dans F ellipse
divise en deux juirties égales F angle des arcs de grand cercle <pd joignent
ce point aux deux foyers. * Omettant la démonstration de ce lemme qui
n'offre aivcune diflicidté, occuiwns-nous, en premier lieu, de construire
deux arcs de grand cercle .normaux a la courbe. Nous devrons, a cet effet,
substiluer a lu propriété de 1'arc normal que 1’on vient de rappeler une
construction géométrique équivalente; or, on apercoit aisément que la
suivante satisfait a cette condition ; du point/comme podle, avec un rayon
sphérique égal afmy-f'in, décrire un arc de |)otit cercle, sur lequel on prend
deux points voisins X, X'; joindre (par des arcs de grand cercle) fk.fk’ qui
coupent I'ellipse en w, w'; joindre de méme kf, k’f et iTrendre sur leurs
prolongements les' arcs f'n,f'n' complémentaires des moities des arcs/'X,
/'X"; et mener eniin les arcs de grand cercle w«, m'n' qui seront normaux a la
rourln' en w, w'. Les arcs normaux' w«, w'«' se coupent en qn point ¢, dont
nous avons, en second lieu , a déterminer la position limiU*. Nous
menerons, a cet effet, les arcs de grand cercle ««', XX’, mm', et ‘ I’arc
tangent mit qui est perpendiculaire a l'arc /'X en son milieu h. Si nous
supposons ¢€tabli (coipie nous démontrerons'rigoureusi'montala lin), que
Fnrr nn' est , a la liniite , perpendiculaire a Farrmn, nous en di'xluirons (le
point'» €tant 1€ polo do I’arc w/il, ipio la limite de I’angle./ '//«'est Digitized
by Google
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on aura la relation
. st lm

% G l,am*-.' ] sinf k-
W) RANZ=3 5 %lul fr/1+/ m)

Démonstration. — Soit, en effet, 4 le pointd'intersection desaves fim el
-J"h prolongés; on-aura, a cause de. léwahw des
H an;;les en mn, . '
- mk = mf", .
et, par suite , o
- fA' = fm + fin,

Dailleurs |é::al|tu f'h=af'h, la considération

du triangle Amh coupé par le grand cercle H w, etles deun triangles rec-
. tanzles uf' b, wim fournissent ces relations : o

sin f*h = asin ["h.cos f'h,
sinmu . sin ' k.sin fk = sin ke sin f" kgin fir
sin f'h

- sinhue. tang ¢ = tangf h = Sk 2
sin A tang ¢ g!,‘/~ cos ) %"

-~
-

5 i N
. lang nii = sin my . tang .

~ Or, si Fon multiplie ces ézalités membre 4 membre et (que Uon simplitie,
on obtient précisément la relation énoncée. .

Lensg I — Dans Pellipse sphévique, Pare de grand cercle normal a

la courbe en Pun de ses points, divise en devx parties égales Pangle des
ares de grand cercle qui joignent ce point aux dewe Joyers, _

~ Omettant la démonstration de ce lemme qui n'offre aucune diﬂ‘ici:lti‘;_
occupons-nous, en premier liew, de construire deux ares de grand cercle
_normaux 4 la courbe. Nous devrons, a cet effet, substituer a li propriété
~de 'arc normal que I'on vient de rappeler une construetion "eom(-tnque
~ équivalente; or, on apercoit aisément que la suivante salisfait & cette con-
dition : du point f comme pdle, avec un rayon sphérique égal a fin +- f'mn,
déerire un arc de petit cercle, sur lequel on prend deux points voising £,

i ¢ Jomdre (par des arcs de grand cercle) fk, fA" qui coupent Pellipse en.’
m, _10mdm de méme I!f’ A'f" et prendre sur leurs prolongements les’

arcs f’n S'n' complémentaires des moitiés des arcs /4, f'4'; et mener.
enfin les arcs de grand cercle mn, m'n' qui seront nurmau\a 4 la courbe
en m, m'.

Les ares normaux. mz, m'n’ se coupent en un pmnt ¢, dont nous avons,

“en second liew, & délerminer la position limite. :
Nous menerons; a cet effet, les arcs de grand cercle nn', kh', mm , et

P'are tangent mh qui est perpendiculaire a Vare /4 en son mllwu lr. Si nous

: ‘Suppos(ms établi (ce que nous démontrerons rigoureusementala fin ), que

Pare nn'est , a la limite, perpendiculaire a Pare mn , nous en déduirons

b mBaa™l Blaih TR LAV B Waa XN ——— la Vaaifa i Vanala £ ans



86 DES METHODES ES GEOMETBIE. mesuré par un quadrant
augment¢ du I’are nm. On a dune, en supprimant le mot limite, pour
abréger, - _(a), sin/'«n' == cos WA. , . - . 1 D'ailleurs, en désignant par 1
I'angle/zw = f'mi, on a (P) m’ * sin/"*/' = cos»1/'A, '(7) sin/«)/«' = cos», () . *
. sin/XX'" = sin(Vi«' = sinc/«/«' =1 . " . Tout cela posé€ , si I’on désigne par
p, 1, 1' les arcs me, mf, mf, la ewn- ¢ [«raison des deux triangles emm’, c/iit'
donne <t abord, en remanpiant que les arcs . cm et en sont complémentaires
,et On [«s- santa lalimite, . *...sm mm sinc=— : sinc/« . Sin rin sinc/i
d’ou (>) langp: En senmd lieu, la comparaison des triangles f'nn', /'XX";
I’égalité/'X = -1/Vi, jointe a pette remarque que les arcs /'/» ot/'« sont
complémentaires; et la considération du triangle rectangle/' /«A,
fournissent. ces trois relations ° . : sinf'n cos /«/'/»' . sin /»«' * isir, Eii- cos
mh ~ sin XX"” "' sinX'X . ,, cosmli .s'mf'mb ou cos mit. cos i— cos mf h.
Multipliant ces égalités membre a membre, il vient, apres simplification, * m
(2) cos 1 sin nn asin/'/i ~ sin XX' En troisieéme lieu, on trouve, par la
comparaison deg triangles /XX', ; > sin XX' sinw/u' . , . sin/ — -1—7=7- =
-7-=-7 sm fmm , ' sin/X siny»«' * ' et de la , en passant &' la limite , (3) sin
fk sin XX' ¢ -'-cos» 7= sin/ni ‘ sin mm' Knfm, si I'on multiplie membre a
membre les €galités (1), (a) et [3), on Digilized by Google



SECONDE PARTIE. 87 trouve définitivement (II) . I » ., sin fin
tangp.cos’i = asm f h. = tang'»<, en ayant égard a la formule (i) du lemme
1. Or cette formule conduit a cette construction : Parla point de rencontra de
taxe focal ff' avec Parc normal m\, mener a cc dernier un arc
perpendiculaire terminé a /’rtn-’fm; par le point p, et perpendiculairement a
Parc fm” mener Parc \tciiui ira rencontrer Parc normal xni prolongé
appointe suivant lequel cet arc touche la dévelopi>¢éc sphérique de Pcllipse.
Remarque. — La construction que nous venons do démontrer, com- m parée
a celle do I’exemple précédent, établit une nouvelle et intime analogie entre
tes deux ellipses plane et sphérique. 11 serait intéri'ssant do rechercher si la
méme construction s’appliquerait aussi, dans Vellipse géodésique tracée sur
une surface quelconque , a la détermination du point ou chaque normale
geodésique touche son envelopjie. . Obseivation. — 11 reste a établir que
l'arc de grand cercle ««'est, a la, _limito>|)erpendirulaire sur I’arc «/«. Nous
remarquerons pour cela que les anglescn m, ni' du triangle emm! étant
infiniment 1th‘u dilTéronts d’un droit, la mdilTérence entre les arcs r/«,
c«/'estun infiniment petit du second ordre ; la dilférenee entre les arcs
complémentaires en, en' est donc du méme ¢ ordre, et par suite les angles en
«, «' du triangle cnn' sont infiniment peu différents I’un do 1’autre, et
clmcun d’eux enfin différe infiniment peu d'un angle droit. 8. Construire
/lar points Pchveloppc du coté ' libre (Pun polygone de périmétre constant.
Soiti le point d’intersection do deux positions infiniment voisines ab et a' b’
du céte libre. Les deux polygones abrd.. .L, a' b'ed. . .1 €tant isopé"rimetres,
il vient, en négligeant les parties communes, * ia' ->r ib' aa' — in ib " bb',
ou.e*,V/(1) {ia'—1ia)'-\-an' = (ib — 1b")-\-bb'. v Siqiposons, comme' cela
arrive dans la figure, queU”s angles intérieurs rt'étidu polygone soient
aigus. Il résulte do cette hypothese et de la position de a' b' par rapport a ab,
que les , différences 1a' — 1a, ib-r-ib' sont positives ; par suite , si I’on
néglige les infiniment petits du second ordre, ces différences seront
représentées, en grandeur et en signe, par na'.co&a et par bb.cosh, et la
relation (1) deviendra (') an' (I -P cos a)'=z bb' ( 1 -t- cos¢ ). . . jigitized by
Google



SECONDE PARTIE. L . By
_ trouve déﬁmtwemem "

sin fin
sin fA

(1) K tangp cos’i = asin f'A. = tangmi,
enay ant égard 4 la formule (1) du lemme L. Or cette formule conduit a cette -
construction : Parle point de rencontre de laze Jocal ft' avec Parc nor-
“malmi, mener a ce dernier un arc perpemlwulmre ip terminé a larc'm
par.lepoint p, et pcrpcmiwulmrenwrzt & Parc fm, mener arc pe qui ira
rencontrer Parc normal mi prolongé awpoint ¢ suivant lcqlu:l cet are touche

a développée sphérique de Cellipse.

Remarqztc — La construction que nous venons de démontrer, com-
parée & celle de I'exemple précédent, établit une nouvelle et intime ana-
logie entre les deux ellipses plane et sphérique. Il serait intéressant doe
rechercher $i la méme construction s'appliquerait -aussi, dans I'ellipse

" géodésique tracée sur une surface quelconque, a la détermination du point

« ol chaque normale géodésique touche son enveloppe.
.« Observation. — Tl reste a établir que I'arc de grand cercle nn'est, a la
_limite, perpendiculaire sur l'arc mn. Nous remarquerons pour cela que les

- anglesen /2, m' du triangle conm! étant infiniment peu différents d’un droit, la

_ - différence entre les arcs e/n, em' ést un infiniment pctit du second ordre :

. la différence entre les arcs complémentaires cn, cr'.est done du mémé
ordre, et par suite les angles en n, »' du triangle czn' sont infiniment ~
peu différents I'un de lautre, et chacun d'eux enfin différe infiniment

.- peu d'un angle droit.

8. Construire par points Penveloppe du cdte libre dun _pnh gone de

. ])er um*tre constant.

Soit ¢ le point d'intersection de, deux posxtu)ns infiniment voisines ab et
a'lt! du coté llbre Les deux polygones abed. ..l a'b'ed. . étant isopé-
" rimetres, il vient, en négligeant les parties communes,

ia' 4 il 4 aa' = ia+ib -+ bb',

%

ou
(1) e = ia)4-aa' = (ib—ib") + bb'.
Sl;;)pesons', comme cela arrive dans la figure, que les angles intérieurs .

2ot du polygone soient aigus. 1 ré-
sulte de cette hypothése et de la posi-

N s
: iy ‘\\ _tion de «'0’ par rapport & ab, que les
d ’ ) différences ia' — ia, ib < ib' sont posi-
o = tives; par suite, sil'on néglige les infi-

v 4 - " niment petits du second ordre, ces diffé-

/ e rences seront représentées , en grandeur

P \.’/ g . etensigne, par aa'.cosa ot par bb.cosb,
\?\;\‘\ ; et la relation (1) deviendra

-(i’) i -« ad (14-cosa)= bb' (14 cosb).
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comparaison des' triangles ibb', i/m* fournit cette relation : '~ ., ."hh', (Iu',
, ® ¢ (2) -rr.- sn// * sina. > . lit tu m Multipliant membre a membre les
¢galités {1'), (2) et passant a la li- . .* mite, il vient . m . m ou (!) . i+cosn 14-
cos/itu. * =tb. * — , sm« ’sin« ib tang * b' t ng et cette formule se traduit
geometriquement par ¢ette construction ¢. Mener les bissuctrii en iles
(tuglcs c.ctériciirs du jxdrgone en a et h lesquelles m se coupent au jmint o;
et du point o abaisser, une perpondieiduire sur le c6té ub; le pied de cette
(Ku pendiculaire est le point suivant lefluel le coté .. ah touche son
envelop[ie. Les autres hypotheses que I'on aurait pu faire sur la nature des
angles en'« et b dirpolygone«/«v/. conduiraientd'ailh'urs a la meme
construction. Remaripie. — Il résulte de cette construction (jue le coté
libre-«€ louche, en un -moéme point, et son enveloppe et la circonférence
exinscrile au triangle qui serait formé par le coté libre ab et par les deux
cotés adjacents du polygone. On voit facilement, d'ailleurs, et par de
simples.considérations de géométrie élémentaire, que , le |)érimetre du
polygone étant donné, la iiosition do la circonférence est déterminée : cette
circonférence est donc I'enveloppe mome du c6té libre (d>. - « CHAPITRE
III. m Thi cercle OMulateur.. 's r. ' 12.* Nous empruntons les principaux
matériaux de ce clugvilre au Traité (U's Fluxions Ao Maclaurin : dans
ri*grand ouvrage,, que les immenses richesses géométriques qu’H renferme
placent a cote du Jjvre des Principes, I'auteur donne sur le sujet ([ui va nous
occuper un théoreme général qu'il ' applique ensuite, d'une maniere
sitéciale, a la détermination du cercle osndateur dans les sections coniques ,
quelles que soient d'ailleurs les données par les<iuelles ces courbes se
trouvent définies. Lomme résultat, il n y avait rien a ajouter au chapitre de
.Maclaurin dont nous allons donner I'analyse : toutefois M. Ch. Dupin,
rejvrenant la mémo question au commencement de ses de Cénmétrie, 1’a ré-
> soluté par une methode nouvelle et entierement géométrhjue ; nous
reproduirons avec (puilque détail Véléganlc transformat ioti qu'il a
eng>loyé¢e a cet bigitized by Goo”



SFXONDE PARTIE. 89 effet , et ijjui permet do passer
successivement de la courbure du cercle a celle de I’ellipse en I’un de s(*s
sommets, et de cette dernicre a la courbure de 1’ellipse en 1'un quelconque
de ses points. Nous donnerons enfin un théoreme de Mac-Cullagh sur la
comparaison des cercles osculateurs de deux lignes qui , construites sur le
méme axe, ont leurs ordonnées dans un rapport constant; et nous
terminerons par une construction géométrique fournissant, pour chaque
point d’une courbe, la . valeur du rapport * ; rapport que New ton a[>pelle
la qualité ile la cour- ¢ bure en ce point. ' 43. Définition. — Considérons une
courbe rapportée’ a sa tangente en un point O, prise pour axe des .r, et 2 une
droite quelconque passant par ce point, prise pour axe des j ; de sorte que
pour le point de contact O I’abscisse et I’ordonnée de la courbe sont nullcs
simultanément. , Soient x et > 1’abscisse et 1'ordonnée d’un point
quelconque M de la courbe : si X tend vers zéro , le rapport de j lix tend
vers z€ro , ainsi (juc le montre le triangle MOP (voyez la figure suivante),
dans lequel ona'» MP_7 sinMOP OP ~ a: ~sin OMP ** ¢ ¢ 11 en résulte
que 'ordonnée de la courbe correspondant a une abscisse infiniment petite
du premier ordre est elle-méme un infiniment petit du second ordre. . Cela
posé, si I’on considere un cercle de rayon quelconque , passant par le point
O, ayant en ce point mémo tangente que la courbe proposée, et situé¢ du
mome coté que cette courbe par rapport a la tangente, on verra que les
ordonnees du cercle et de la courbe correspondant a une méme abscisse
infiniment jietite seront deux infiniment petits du second ordre, dont le
rapport pourra €étre un nombre fini quelconque ; la différence de ces
ordonnées sera donc dans le cas général un infiniment petit du second ordre.
Toutefois, si le cercle est convenablement choisi et s i1l a avec la courbe le
contact le plus intime possible , la différence des ordonnées
correspondantes du cercle'et de la courbe sera un infiniment petit du
troisieme ordre , et ' la limite du rajqiort de ces ordonnées sera I’u'nité : le
.cercle defini par cette propriété est Ait osculnteur de la courbe au [loint
considéré O. Corollaire. — Il résulte immeédiatement de cette définition et
dos principes relatifs a la comparaison des infiniment petits de divers ordres
[voir le Traité 1T analyse AeW. Duhamel) que, dans la comparaison de
I’ordonnée 1 dela courlw a un infiniment petit quelconque du deuxieme
ordre, a .r’ par exemple, on pourra substituer a I’ordonnée .v de la courbe
I’ordonnée correspondante du cercle -osculateur; et jT tendant vers zéro les



deux rapports ” et p tendront vers la méme limite. On voit d’ailleurs que la
substitution de I’ordonnée du cercle a I’ordonnée correspondante de la.
courbe revient a regarder le cercle osculateur d'une courbe en 1 iin de ses
bigitized by Google
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. ., Y - " . i
effet, et qui permet de passer successivement de la courbure du cercle

celle de l'ellipse en I'un de ses sommets, et de cetle derniére a la cour-

- bure de l'ellipse en I'un quelconiue de ses points.

Nous donnerons enfin un théoréme de Mac-Cullagh sur la comparaison
des cercles osculateurs de deux lignes qui, construites sur le méme axe, ont
leurs ordonnées dans un rapport constant; et nous terminerons.par une
construction géométrique fournissant, pour chaque point d’une courbe, la . .

valeur du rapport g{’ rapport que Newton appelle la qualité de la cour- -~
bure en ce point. -

43. Définition. — Considérons une courbe rapportée a sa tangente en un.
point O, prise pour axe des .z, et a une droite quelconque passant par ce
point, prise pour axe des y ; de sorte que pour le point de contact O T'abscisse

.et 'ordonnée de la courbe sont nulles simultanément.

. Soient et y I'abscisse et 'ordonnée d’un point quelconque M de la courbe

" . si x tend vers zéro, le rapport de » & z tend vers zéro, ainsi que le montre

le triangle MOP ( 20rez la figure suivante ), dans lequel on a

MP _y sinMOP | -
OP ~ z~ sinOMP = ‘ .

“llen résulté que 'ordonnée de la courbe correspondant & une abscisse infi-

“niment petite du premier ordre est elle-méme un infiniment petit du second
ordre. .

Cela posé, si 'on considére un cercle de rayon quelconque, passant par

Jle point O, ayant en ce point méme tangente que la courbe proposée, et
_ situé du méme coté que cette courbe par rapport 4 la tangente, on verra
que les ordonnées du cercle et de la courbe correspondant a une méme ab-

scisse infiniment petite seront deux infiniment petits dd second ordre , dont
le rapport pourra étre un nombre fini quelconque ; la différence de ces ar-
données sera donc dans le cas général un infiniment petit du second ordre.
Toutefois, si le cercle est convenablement:choisi et 8'il a avec la courbe le

“contact le plus intime possible,, la différence des ordonnées correspondantes ’

du cercle‘et de la courbe sera un infiniment petit du troisieme ordre , et

“la limite du rapport de ces ordonnées sera I'unité : le cercle défini par cetw'
propriété est Qit osculateur de la courbe au point considéré Q.

‘ConroLLAIRE. — T1 résulte immédiatement de cette définition et des prini '
cipes relatifs & la comparaison des infiniment petits de divers ordres (voir

'~ le Traité danalyse de M. Duhamel ) que, dans la comparaison-de I'ordon-

née )’ de la courbe 4 un infiniment petit queleonque du deuxiéme ordre,
a 2 par. exemple, on pourra substituer a I'ordonnée » de la courbe or-
donnée correbpondanle Y "du cercle m,culawur et 2 tendant vers zéro, les

deux rapporls 2— et = lendront vers ld méme limite. On voit d’ailleurs que

Ia substltuhon dn Iordonnée du cércle a !’ondonnée correspondante de la_
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9° DES METHODES EN GEOMETRIE. points, comme la limite
d’on cercle varialrle tangent en ce point a la courbe et la rencontrant on
outre on un second point qui se rapproche indotininient du premier.
ObsKn'tUion. — On sait que le rayon du cercle oscillateur d’une ligne en
un de ses points est égal a la limite du segment intercepté sur la normale en
ce point par la ligne elle-méme et par la normale inliniment "voisine. I1'
résulte de 1a , en général , que toutes les fois que , par la nature de la
question, on saura construire immédiatement la tangente et par suite la
normale a la courbe considérée, on sera en état de fixer soit jiar une
construc, tien, soit par une formule, la position-limite du point de rencontre
de deux . normales infiniment voisines, et de déterminer par conséquent le
rayon du ' cercle oscillateur. Or cette circonstance se présente, en géneéral,
dans les courbes représentées (wr des équations différentielles du premier
ordre et dans les courbes transcendantes , dont on ramene le plus souvent
les équations a cette forme : la recherche du cercle osculateur pour de
pareilles . courbes peut donc étre considérée comme une ajiplication du
probléme di's enveloppes, résolu dans le chapitre pi-écédent. Pour cette
raison, nous nous bornerons dans celui-ci a I’étude du cercle osculateur
dans les courbes algébriipies. -it. Tuéuhéme Gé.xERAL. — Quc sur
(*hutiuc ordonnée PM de la courbe on prenne, a partir du. pied de P
ordonnée sur bt tangente, une Ion- z guciir PN telle , ipie le jiroduit de PM
par PN soit €gal au carré tic Pabsasse corrcsimnilante OP, * ', (1) , PM.PN =
obtenus, coupera Paxe 0 v en un {mini apgmrtenant tut cercle osculateur de
la courbe . 'primitive au point O. ' . Démonstration. — Faisons en effet ,
pour le cercle osculateur au jKiint O , la méme construction que pour la
courbe elleméme; c¢’est-a-dire prenons sur chaque oixlonnée PM' du cercle
une longueur PN' telle, que I'on ait (a)' PM'.PN' = OP’; ~ < ' le point N' ainsi
déterminé appartiendra évidemment au cercle osculateur, et OP lendartt vers
' z€ro , la limite de PN' sera la corde déterminée dans ce cercle par I’axe 0.
Or les relations (1) et (a), divisées membre a membre, donnent PN PM' « PN
"PM ’ e et, par suite, PN PM' hnv,j*, = Imi.i1*- 1. Digilizea b/ GoOglc
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points, comme la limite d’un cercle variable tangent en ce point a la courbe
et la rencontrant en outre en un second point qui se rappr(x-hc indéfini-
ment du premier. :

Observation. — On sait que le rayon du cerclo osculateur d'une ligne en
un de ses points est ézal & la limite du sezment intercepté sur la normale
en ce point par la ligne elle-méme et par la normale infiniment voisine. Il
résulte de 13, en général, que toutes les fois que, par la nature de la ques-
tion, on saura construire immédiatement la tangente et par suite la nor-
male 4 Ja courbe considérée, on sera en état dé fixer soit par une construc-
~ . tion, soit par une formule, la position-limite du point de rencontre de deux.
normales infiniment, voisines; et de déterminer par conséquent le rayon du * -~
cercle osculateur. Or cette circonstance se présente, en général, dans les
courbes représentées par des équations différentielles du premier ordre et
dans les courbes transcendantes , dont on raméne le plus souvent les équa-
tions a cette forme : la recherche du cercle osculateur pour de pareilles .
‘courbes peut donc étre considérée comme une application du probleme des
enveloppes, résolu dans le chapitre précédent. Pour cefte raison, nous
_nous bornerons dans celui-ci a 'étude du cercle osculateur dans les courbes
algébriques. -

-l - - ‘
" 44, TutonkME GiNERAL. — Que sur chaque ordonnée PM de la courbe
“on prenne, & partir du, pied de Pordonnée sur la tangente, unc lon- :
. gueur PN telle, que le produit de PM par PN soit égal au carré de Lab-

scisse correspondante OP, g : .
(1) . CPM.PN=0P ;

la courbe auxiliaire , licu géométrique des points N ainsi. obtenus , cou-
~ pera Paxe Oy en un point appartenant au cerele osculateur de la conrbe
“primitive au point 0,

D('mrm\lnttmn — Faisons en effet, pour le cercle osrulatour au point O

- ot la méme construction que pour la courbe elle-
V SN © méme; c’est-a-dire prenons sur chaque ordonnée

' PM’ du cercle une longueur PN’ te lle, que1'on ait

v 3 -

. (a)  PML.PN'=0P;

le point N’ ainsi déterminé appar&iendra' évidem-
2 ment au cercle osculateur, et OP tendant vers
zéro, la limite de PN sera la corde déterminée dans ce cercle par I'axe O
Or les relations (1) et (2), divisées membre & membre, donnent

PN PV
«PNTPM’
et, par suite,
PN P'U’

lunf.-l—-i.- = limn —= P



SECONDE PAHTIE. 9' Donc ( 3)'' lim. PN = lim. PN', ce qui
démontre que le point ou ia courbe auxiliaire, lieu des points N, mrencontre
I’axe O.v, est précisément I’extrémité de la Qorde déterminée par cet axe
dans le cercle osculateur de la courbe primitive en O. CoiioLLAiBE. — Si
I’axe Ojrest choisi perpendiculaire a la tangente Ox, I’application du
théoreme précédent fournira le diametre méme du cercle, osculateur. ..
Scolie. — On sait, d’apres Newton , que, si par un jxnnt quelconque o, pris
sur le plan d'une courbe algébrique de degré n, on méne deux droites ox , oy
et que ton forme , pour chacune de ces droites, le produit des segments
compris entre le point o, et chacun des n. points réels ou imaginaires suivant
lesquels elle rencontre la courbe; le rapport de ces produits sera indépendant
de la position /xirticuliere du point n, la valeur de ce rapport dépendant
uniquement des directions- des droites ox, oy. Ce principe, combiné avec le
théoreme preécédent, fourni t*’expressioh géométrique de la corde du cercle
osculateur d’une courbe algébrique on un point quelconque de cette courbe.
43. Du cercle osculateur dans la parabrde. Soient ox une tangente a la
parabole , or le diametre passant par le point de contact et ip' le paramétre
correspondant. Prenons sur I'ordonnée PM le point N tel, que I’on ait , . * 1
PM.PN =d’ou PN = PM . Le lieu des points N ainsi obtenus est ici une
ligne droite parallele a la ». tangente, car, en "vertu de 1’équation de la
courbe, . . r'TpV"', 'm ;' PM = "Il en résulte que dans la parabole la corde du
cercle osculateur, dirigée suivant le diametre du point rtosculation , est
¢gale au paranu'tre relatif 11l ce diametre, et par suite au quadruple, de la
distance du point d’osculation au foyer; et la corde du cercle osculateur '
dirigée suivant le foyer ¢ n la méme valeur. On déduit facilement de 1a la
construction du centre du cercle oscula-. teur, analogue a celle déja donnée
pour Fellipse dans le chapitre précé- .m dent (page 84). , 40. Du cercle
osculateur dans les coniques a centre. Soient o0j'la tangente au point o de la
conique considérée, et on, on', Digitized by Google



SECONDE  PARTIE. : : g1

Donce .
{3)" =~ lim. PN = lim. PN’,

ce qui démontre que l¢ point-ou la courbe auxiliaire, lieu des points N,
-rencontre I'axe Oy, est précisément I'extrémité de la ¢orde déterminée par
- cet axe dans le cercle osculateur de la courbe primitive en O.

Conortamg. — Si 'axe Oy-est choisi perpendiculaire a la tangente Oz,
I'application du théor¢me précédent fournira le diamétre méme du cercle.
osculateur.

. Scolie. — On sait, d'aprés Newton, que, si par un pnmt quelconque o, -
pris surle plan d’une courbe algebnqlw de degré n, on méne denx droites

ox , oy et qué Pon forme, pour chacune de ces dmm'v, le produit des
segments compris entre le point o, et chacun des n points récls ou imagi-"

. " _naires suivant lesquels elle rencontre la courbe ; le rapport de ces produits

sera indépendant de la position particuliére du point o, la valeur de ce

" rapport rlependam uniquement des directions des droites ox, oy. :
Ce principe, combiné avec le théoréme précédent, fournit  'expression

géométrique de la corde du cercle osculateur d’une courbe altrébrlque en

un pomt quelconque de cette ceurbe. ,

45. Du cercle osculateur dans la parabole. ,

Soient oz une tanaenw a la parabole, oy le diamétre passant par le
point de contact et 2p' le paramétre
correspondant. Prenons sur l'ordon-

“née PM le point N tel, que T'on ait

.

—_—
oP

PM PI\ _oP dou PN= PN

Le lieu des pointa N ainsi obtenus
est ici une ligne droite paralh,le a la‘ i
' -tangente car, envertu de I'équation de la courbe,

e oP
M = *P"

Il en résulte que dans la parabole‘la corde du cercle osculateur, dirigée
suivant le diamétre du point dosculation , est égale au paramétre relatif
“ ace diamétre, et par suite au quadriple de la distance du point doscu-
lation au ﬁchr, et la corde du cercle osculateur’ dirigée suivant le foyer
a la méme valeur. |
~ On déduit facilement de.la la construction du centre du cercle oscula--

. teur, analogue a celle déja donnée pour lelhpse dans le chapitre précé-
dent (page 84).

46. Du cercle oscudateur dans les comqm-s‘ a centre,

2. 1 cmm P Raaa2 MR . s S = sl
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()-2 UKS METHODES E.\ «kcEOMETHIE. les cordes (1Uc la
droite or détermine dans le cercle osculaleur en n et dans b» conique elle-
méme, on aura . ' ‘ ‘ o« = liin. PN . "m . , PN ¢étant définie conjme
précédemment jiar la relation (i) p.m.pn = pT!, * Or, si I’on apiiclle N' le
second point d'intersection de 1’ordonnée ‘PM avec la courbe, et si I'on
designe par *i.t et ar les diametres de. la courbe paralleles a la langemte «or
efa l'axe 0j-, on aura, d’apres le théoreme do N'evv ton, * (a) PM.PN'= P"’-
~ Comparant (1) et (a), on trouve ' - .*N-1"V.i par suite c'est-a-dire, ,(X1
lim. PN = -, lim. PN'i, on =on . ¢ On a donc ce théoréme général : La
corde du cercle oscillateur est a la . cortlc correspondante de la conupie
eoniiue le carré dit diain¢lre parall¢le a la tangente au point <P osculation
est au carré du diametre fuirallelc « la direction commune des deux cordes.
CoKOLLAInE I. — Que la ligne' or, au lieu d'6tre quelcompie, eo'i'ncide
avec le diamidre oc du [>oint de contact ; la corde on' do la conique sera
¢gale a ic, et la formule précédente deviendra . « (I) o.r ¢ b ailleur”, si 1'on
mene la normale indéfinie ollK, coupant en II le diamétre parallele a la
langimte et rencontrée en K par la pr'rpendiculaire a la corde on menée par,
l'extrémité do cette corde, la similitude des triangles ' oHC, on K , dans I’un
desquels oK est évidemment le diametre 20 du cercle osculateur, donne la
relation ,, 0C 2/°¢c-2/.20=0K=o0on.=-YT=-Yj)'*.ollcouOH
Digilized by Google



92 DES METHODES EN GEOMETRIE. Y

les cordes que la droite oy détermine dans le cercle oseuldluur en-o «'t
dans la conique dle-méme on aura &

on = lim. P.\ .

PN étant déﬁme con}mo précédemment par la relation

(1 PM.PN = Po, -

Or, si I'on appelle N' le second point d'intersection de Vordonnée PM

avec la courbe, et si I'on désigne par 2¢ ¢t 2¢ les dia-

metres de la courbe paralleles a la tangente oz et'a

l'axe oy, on aura, d’aprés le théoreme de Newton, -
2

(3) -~ PM.PN'=Po .5

t.l

Comparant (1) et (2), on trouve

. l!
PN =P, et
par suite ;- )
y 2 e
lim. PN = - lim. PN',
, i o
c'est-a-dire,
\ : £ .
~(X) on = on'. <
, c
On a donc ce théoréme général : La corde du cercle osculateur est i la -
.corde correspondante de la conique comme le carré dudiaimélre pnmllr le

a la tangente au point d’osculation est au carré du diamétre paralléle a
la direction commune des deux cordes.

CorortAre 1. — Que la ligne 4y, au lieu d’ctre quelconque, coincide |
avec le dlamvtre oc du point de contaet ; la corde oz’ de la wmque sera
égale a 2., et la formule précédente devmndra

. . - "
(l) o 3 , A= e

D’ailleurs, si 1'on méne la normale indéfinie o HK, conpant cn i le dia-
- metre 2¢ paralléle a la tangente et rencontrée en K

par la perpendiculaire & la corde on menée par. |'ex-
“trémité de cette corde, la similitude des triangles
oHC, onK , dans {'un desquels o K est évidemment le
diametre 20 du cercle osculateur, domme la relation - -

oG a8 ¢ - af
K oH ~ oH’




SECONDE PARTIE. ' 93 Donc, le cercle oseulnteur en un point
(F une conique rlétcrniinc sur le ili/nnétre qui passe pur le jmint de contact,
une corde égale au parameétre relati f a ce diametre (1) ; ¢? le rayon du
cercle oscillateur est €gal au carré du demi-diameétre parallele a la tangente
nu /loint iFosculation, divisé jiar la distance du centre h la tangente (II).
C’est I’expression du rayon de courbure, généralement attrilmée a M. Cli.-
Iiupin. . CoRou.AinK II. — Si la direction de ry est tellement choisie., que
les diamétres 2 r et %t, jiaralleles a oy et a la tangente. soient égaux, fa
formule générale deviendra ¢ (111) on = on'. Donc si par un jmint iFune
conique on mene une corde symétrique de la tangente par rnp/mrt a une
jmrnllele a F un des axes de la courbe, cette corde njipartiendra en méme
temyjis a la conique et au cercle oscillateur au jmint considéré.
.ConoLL.AiHE III. — Que la droite oy soit dirigée suivant 'un des foyers /
de la courlie; nous aurons toujours m " , F’'."' . ¢ (1) on=on. Or on sait :
1°. Que le carré d'un diametre est équivalent au jiroduil par le grand axe de
la corde menée par 1'un des foyers parallelement au diametre; a". Que le
carié¢ d'un diametre est €gal a cpialre fois le rectangle des’ ravons vecteurs
qui joignent les deux foyers a I’une des extrémités du drametre conjugué fui
premier. ‘Onauradonc'...'4e=on’.iA,on'2'Q3)4t’=4rr’, F=11', 1,1’
désignant les rayons vecteurs joignant les deux foyers au point d’osculation
o. I’ar suite, en substituant dans (1), on aura pour la corde du cercle
oscillateur dirigeée suivant Fan desfoyeri, (IV) ord 4 e¢/-'r+1’' et I’on
parviendrait facilement, au moyeu, de cette formule, a la construction du
centre du cercle osculatour, telle qu’elle a ét¢ donnée dans le chapitre pi-
écédent (page 84°. . « . Digitited by Google



SECONDE PARTIE. : - 93

Done, le cercle osculatenr en un point d’une conique détermine sur le
diamétre qui passe par le point de contact, unc corde égale au parameétre
relatif a ce diamétre (1); et le rayon du cercle osculateur.est égal au carré

*du demi-diamétre paralléle i la tangente au point d’ose ulatmn, divisé par
la distance du centre a la tangente (l I). .

Cest 'expression du.rayon de courbure généralement attribuée a

M. Ch..Dupin. . .

(‘onml.\mn II. —Sila dlre('hon de oy est tellement choisie, que les
diamétres 2¢ et 24, paralleles & oy et a la tan:
“onte somnt éﬂanx Ta formule générale deviendra

(Ill) : on = on'.

Done si par un point dune conique on mene
une corde cwnélriquc de la tangente par rapport
a une pnrﬂ[lele a Pun des axes de la courbe, cette
f()f’({(' nppartu'mlm en méme temps a la conique et au cr'rrlr a.fmlateur ait
]mwl r'nmrdele.

CoroLLARE II. — Que la droite o) soit durwép suwant] un des fovers
~ fdela courbe; nous aurons toujours -

- L

(1) , on = or'. p

Or on sait : 1°. Qué le carré d'un diametre est équivalent au produit par
“le grand axe de la corde menée par I'in des f0\ ers parallélement au dia-
méue, 3 '

2" Que le carré d un dianretre est égal a & quatre fois le rectangle des’

.~ rayons vecteurs qui j‘oxﬂnent les deux fovers & d 'une des. extrémités du’
dmmétre conjugué au_premier.

On aura donc

—1
4o =on'.2A,

- on 2

" -43) L FTE
48 =4, S
.(3) X ' t’:;rtr',
7,7 désignant les rayons vecteurs joignant les
" deux foyers au point.d’ osculduon o. Par suite, en substituant dans (1),
on aura pour lu corde du cwr'le osculateur rlmgec suivant Pun des foyers,
e . ;
: . . ) arr _ 4rr' s -
S ng.: 7 TRT Rk Erd - Pl g

et l on parviendrait famlument au moven de cette formule, ila comtruc-
~ tion du centre du cercle osculawur, telle quelle a é1¢ donnée dans le
“chanitea nracédent {nace 84



q4 DES METHODES EN VEOMETRIE. Oliscrvfition. — Nous
ne suivrons pas Maclaurin dans les nombreuses applications qu’il ajoute a
celles que nous venons de ra)>porler et dont 1’ulilitd ne saurait étre
qu’accidentelle : dans chaque cas particulier, le théoreme de Newton et Ip
princiiK) général qui précede permettent, en se servant convenablement des
données qui délinissent la conique considérée, d’arriver a la détermination
du cercle osculateur la plus conforme au but mque 1’on peut avoir en vue. . ..
8 n. VI. La méthode de transformation do M. Dupin , dont nous avons parlé
au commencement do ce chapitre, est fondée sur deux Icmmes que nous *
allons d’abord établir ; dans la démonstration du premier, nous nous
ap'j)uierons, i*ur éviter des redites, sur le théoreme général du § précédent.
Leiijie 1. — Soit une courbe (c) rapportée a Ciine de scs tangentes Ox et a
la normale eorrcspomlante O y prises pouraxes des X et des y ; que sur
ehaque ordonnée PM de la eourbe on prenne une nouecHe ordonnée PM',
qui soit a la * premtere dans le rnpjmrt constant de b a a, et soit (¢') , ta
nouvelle eourbe qui résulte de eette eonstrurtion ; le rapjmrt des rayons des
cercles osculateurs des deux 'courbes an point O, sera €gal a Finverse du
rapport ~ " m' constant de leurs ordonnées. Démonstration. — Désignons
par lio et -2p' les diametres des cercles ¢ o*ulaleurs des deux courbes en O ;
et sur I’ordonnée commune PMM, . prenons les points N et N' tels, que 1’on
ait*” (a) PM.PN=Po’m . {</) - .. .. PM'.PN' = m L’abscisse commune OP
tendant vers zéro, on a . / d’ou 2p = lim. PN et ap' = lim. PN"; P PN
D’ailleurs les relations (n) et («'), divisées membre a membre, donneni PN’
PM'PM'baOnadoncep PM' hp'~PM~aC.Q.F D. Lemmen. —
At line courbe (e) rapgmrtéc a drii.r axes Ox ci Oj' dont le premier est
tangent h la courbe nu point O. Par le pied P de chaque ortlonnée MP de la
courbe, et so(is une direction donnée, menons unc m m Digitized by Google



F SECONDE PARTIE. 95. f/r-oitc PM' sur Im/iwllr nous
prvndrons un fHUnt M' situé h la méme tiistahcc tle la tangente 0 .c que le
fwint M , et suit (r ') la courbe, lieu géométrique des points M' ainsi
obtenus : les deux courbes (¢) et (¢') auront méme cercle oscillateur au point
0. Démonstration. — Il résulte immédiatement do la définition du cercle '
osculateur qu’U. suffira, j>our la démonstration du théoreme actuel,
d’¢établir que la différence entre les ordonnées des deux courbes (c) et (c')
est un infiniment petit du troisiéme ordre, quand I’abscisse commune est du
[jccmior. Or, soient M , M' deux points corresjiondants des deux courbes ;
joignons MM' qui est parall¢le a Oa: » d’apres la constructiou ; menons
parallelement a MP ou a I’ordonnée M'P' de la courbe (c'), (jui rencontre en
m la courbe (¢), et joignons M/«. Si I’on désigne par a et a' les angles
constants et finis que MP et M'P forment avec P-r, le triangle MI’M' donne
d’abord AIM' sin(a-g') MP ~ sina' ’ il en ré.sultc que M.M' est, comme MP,
un infiniment petit du second ordre. U? triangle M/«M' donne ensuite ' wM'
sinmMM" « MM' “ sinM/»M ' . m Mais le rapport des sinus , qui forme le
second membre , fend vers zéro , (Juand P tend vers le point O ; le rapport de
mil' a MM' est donc un infiniment petit; et MM’ éUmt lui-méme du
deuxieme ordre, il en résulte que mil', ¢’est-a-dire la différence des
ordonnées correspondanU*s des deux courbes (c) et (c'), est un infiniment
petit du troisieéme ordre, c. 0. F. d. 48. Appliquons le mode de
transformation auquel se rapporte le lemme I a un cercle (C) de rayon a, en
employant des, ordonnées perj)cndiculaires a la tangente Ox; et A * | ’ soit -
le rainwrl constant dos ordonnées corres-. « ¢, pondantes de la courbe
dérivée (C') et du cercle (C). Le rapport #,'des rayons des cercles
osculateurs en 0 du cercle et de la courbe (C') sera égal a d’ailleurs p = n;
on aura donc P -J pour le rayon du cercle osculateur en 0 de la courbe ( G').
D’ailleurs la. courbe dérivée (C') est évidemment une ellipse dont le point O
est 'un des Digilized by Google



<)6 . DES METHODES EN GEOMETRIE. somnu'ts, le tlorai-
axe aboutissant en O étant égal a t>, et le demi-axe parallcle a la tangente
en O étant égal a «. Donc 1(‘ rayon <ta ren te oscillateur crime ellipse en
I’un de ses sommets est €gal au carré du demi-axe étranger au sommet,
divisé par te demi-axe rjui aboutit h ce sommet. 4!). Appliquons maintenant
le mode de transformation auquel se rapporte le lemmeli a I’ellipse (C),
ayant pour demiaxes CM =n, CO = h ; les ordonnées MP de I’ellipse étant
perpendiculaires a la tangente O.r en I’un de ses sommets, et les ordonnées
PM' de la courbe dérivée (C'), ayant une direction quelconque. la-s deux
courbes ayant mémo cercle oseulateur au point O, on aura , (¢ . pour le
niyon du cercle oscillateur en O de la courbe ( C'). Or cette courbe . est une
ellipse dont le point I» est rextrémito d'un diametre quelconque . a =; CM =
C'M' est le deini-diametre de cette ellipse parallele a la tangente en'O, et
A=0C = C'lI est la distance du contre C' de cette ellipse a la.tangente en O.
* Donc le rayon du cercle oscillateur d'une ellipse en 1’un quelconcpte cle
ses jxiints est' égal au carré du demi-diametre paralléle ci la tangente en mm
m ce point , divisé par ta distance du rentre a ta tangente. m §111. y- m 1iO.
Comparaison des rin ans des cercles oscidciteilrs de dcu.r lignes c¢/i.struites
sur le méme a.rc et dont les ordonnées corresjiondnntes sont clans . un
rapport constant. Thénre'me de Mac-Cullcgh. .. 11 résulte do la remarque
faite au § I, n* -13, page 8g, que I’on peut . regarder le cercle psculateur en
un point d’une courbe comme la limite des , cercles pas.sant par ce point et
par deux autres points de la courbe inUm'ment voisins du premier. . m .
Nous pl8(;ant a ce [joint de vue, considérons deux courbes (1) et (¢') qui,
construites sur le méme axe o.r, ont leurs ordonnées correspondantes dans
un rapport constant : soient A, B, C trois points de la ijrerai¢re et B', C' les
points corresfjondants de la seconde , et désignons par a, h, ¢, a', h', 1" les
coté? des triangles ABC, A'B'C, et parr, ' les rayons des”™ ¢ ' cercles
circonscrits a ces .triangles. Si, recourant 'a la méthode par les aires
auxiliair&s (! Partie, page 14), nous désignons jiar S, S' les sur. faces des
triangles ABC, A'B'C') nous aurons . m '+’ 'm,. V''*n'h.c.lety .e'..
DlgiiizeO by Google



96 - DES METHODES EN croMETRIE.

sommets, le demi-axe aboutissant en O étant égal a b, et Je demi-axe pa-
rall¢le a la tangente en O étant ézal 4 a. '
Done le rayon-du cercle osculatenr d’une ellipse en Pun de ses som-

mets est égal au carré du demi-azxe étranger au sommet , divisé par le
. demi-azxe qm aboutit a ce sommet,

49. Appliquons mamu,mntle mode de transformation auquel se rapporte
le lemme I & Uellipse (C ), ayant pour demi-
axes CM = a, CO = &; les ordonnées MP de
Pellipse étant perpendiculaires a la tan-
gente Oz en l'un de ses sommets, et les or- .
données PM' de la courbe dérivée (C'), ayant
une direction quelcongue. Les deux courbes
ayant méme cercle osculateur au point O,
on aura

.pour le rayon du cercle osculateur en O de la courbe (C'). Or cette courbe .

est une ellipse dont le point O est 'extrémité d'un diameétre quelconque ;
a = CM == C'M est le demi-diamétre de cette ellipse paralléle a la tangente
en'0, et b= 0C = C'H est la distance du centre C' de cette e]lipse a'la..
tangente'en O. . ‘
Doncte ravon du cercle osculateur d'une ellipse en Pun quele rmqra' de’
ses points est' égal au carré du demi-diamétre paralléle a la tangente en

. ce point, divisé par la distance du centre a la tangente.

§ 1L

50, Comparaison des rayons des cercles osculatears de dewy lignes con-

_.\‘trltitcs sur le méme axe et dont les ordonnées rorre.spomlantes'sont dans
un rapport constant. Théoréme de Mac-Cullagh.

Il résulte de la remarque faite au § I, n® 43, page 89, que l'on peut

. regarder le cercle osculateur en un pomt d’une courbe comme la limite des

cercles passant par ce pointet par deux autres points de la courbe infini-
ment voisins du premier. ool
- Nous-plagant a ce point de vue, considérons deux courbes (c) et ( ) '
qui, consfruites sur le méme axe ox, ont leurs ordonnées correspondantes
dans un rapport constant : soient A B, C trois points de la premiére et
A' B, €' les points correspondants de la seconde, et désngnons para, b, c,
b, ¢ les eotés des triangles ABC, A'B'C', et par r, #' les-rayons des

.l cercles circonscrits & ces .triangles. Si, recourant a la méthode par les

aires auxiliaires (I" Paftie, page 14), nous deg:.:"nons par S, S'les sur-_

faces des triangles ABC, A'B'C’; nous aurons

n;b.c' Y
. Sy, * =




SrOKVOK PARTIE. 91 iDou n h ¢ n’ h* r' Mai.« le rap))ort des
aire.s S' et S est égal au rapport des ordonnées correspondantes des deux
courbes r'et.v; on peut donc écrire ah <e )m'n' !I>'c't D’ailleurs les cotés a
et «' ayant méme projection sur I’axe <'ommun des deux courbes, on a n cos
(n\nx ) u' coat”/,<>x)'hretl’on a des expressions analogues pour et p- Il
en résulte (pie, si les points B, C et B', C' tendent a se confondre
resf>ectivement avec A et A'j en mOme tem|is que /m et r' tendent vers leurs
liniites respectives p et p', rayons des cercles osculateurs des deux courbes
en A et A', les trois rap. ports p,j p,1 -, tendent vers une limite commune qui
est égale au rapport inverse des cosinus des angles que font, avec Taxe
commun 0j;.les tangentes aux deux courbes en A et en A'. On a donc , en
passant a la limite et désignant ces angles paraeta'. P cos-Xyp'~cos’ *
y'ou (x)'p.J.cosy.=p,cosa.Enfin, sil'on désigne par t et t' les portions
des tangentes aux deux courbes comprises entre les points de contact .A, A'
et I'axe commun ox, on auracosy te.icosy'~t'm.etlaformule
précédente (pourra €tre remplacée (par celle-ci : ' “ t-c I fil. Si I'on applique
la formule précédente a I'ellipse 'et au cercle décrit jjur le grand axe comme
diajnctre , on trouvera (jue /c rayait du cerrte oxKulalvur, en un Juif ni
1(UiUoniiue de Felljjise , est 1'-yid au euhe ilu de midiameétre jutrallele a la.
tangente en ce point , divis€ par le rectangle des demi-axes ; et cette
expression, qui équivaut a ’'une de celles déja données, aura été obtenue en
suivant une voie entierement ¢lémentaire. De plus,' m dans'lgcas, S|iécial ou
nous nous plagons, la relation (i)d'ou les formules {.r) et (A;') ont
¢lédéduibps ; d'onnele théoréme .suivant, du a Mac-Cullipgh Dpgitiaéd by
Google
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dlou .
r a b e S

- b e Ss

Mais le rapport des aires S’ et S est égal au rapport des ordonnées cor-
respondantes des deux courbes »' et »; on peut done écrl re gt

“J — o  wg & T A

Dailleurs les cotés @ et «" ayant méme projecti on sar la:se commun des -

deux courbes, on a
a cos(a’, ox)
@’ cosiu, ox)

b
et 'on a des expressions analogues pour !,

points B, C et B’, €' tendent & se confondre respectivement avee A et A’,

en méme temps que » et 7’ tendent vers leurs limites respectives p et p', -
~ rayons des cercles osculateurs des deux courbes en A et A', l(‘s !rms rap-

b
ports ,) il lemlenl vers une limite commune qui est énale au rapport

“inverse des cosinus des angles que font, avec I'axe commun ox, les tan-
gentes aux deux courbes en A eten A'. Ona dnnc en passant 21 la limite

et désignant ces angles par « et «', " 5
g cos’x )
Pr — COS‘ %y ? .
ow )
(x)/ p-y-cos'z=p".y'. cos’a'.

. Enfin, sil'on désigne par ¢ et ¢ les portions des tangentes aux deux courbes

comprises entre les points de contact A, A’ et I'axe ccmmun o, on aura

cosz

cos %' ¢t

. e

et la formule précédente pourra étre remplacée par celle-ci :

o . . . G.Y G,
I

>

culatenr, en un pr)hit quelcongue de Pellipse ; est égal auw cube du demi-
‘diamétre -par‘nlldﬂ a la.tangente en ce pnmt dwm' parle rectangle des
- demi-axes ; et celte expression, qui équivaut a l'une de celles déja données,
aura été obtenue en suivant une voie entierement élémentaire. De plus |
* dans'le cas cspécial oi nous nous plagons, la relation (1) d'oi les formules
{x) et (') ont-6té déduites : donne le théoreme suivant . dita Mac-Cullazh

l" - .
t - Il en résulte que, siles .
c - ‘4

51. 8i V'on applique la formule précédente a lellipse et au cercle décrit
- sur le grand axe comme diametre, on trouvera que le rayan du cercle os-

~



()8 I>ES METHODES E\ fiEOMETRIE. ' { }>oir lo3 Noui'flles
Annules, 18.10, pagi; 29C) ; Un Irinn”le étnnt inscrit iltins line ellipse , le,
niron Au rrrvte cirrtmsvrit nu frinngle est 1‘gnl nu prmluit Aes Aenii-
Aiiimetres paralleles aux cotés Au triangte, Aicise par , le pruAuit Aes
Aemi-nxes. m . 1? IV' ri*.Nowliin a doniu" lo nom de ipialite Ae la
aturimrr d’une lii*ne en I’'nn de s<'s points an rapport * 1 e'esl-a-dirc a lu
liinile du rapiHirt de I’accroissement du rayon dn cercle ostmlaleiir a
raccroissemenl de I’arc, (piand on passe du point considéré sur la li"ne a un
point inlinimwit voisin. Maclaurin, dans son Traité sur les Propriétés
générales Aes courhes alge-, m ¢/vi/«c.i.( théoreme 111) et daivs son Traité
Aes Fluxions, trouva rex(ir<«sion et la construction j;éométrique de ce
rap|M>rt ; mais cette construction * pré”sentc l'inconvénient .de nécessiter
'emploi d'une courbe auxiliaire. Or le tJi€oreme suivant nous fournira , en
méme temps (|ue la solution d’un probléme proiKis¢ |iai Cai-nol (Céomeétrie
Ae j/osition, |)robleme "5, \ page .<77 une coiislmction géomélrique tres-
simple du rapport .“1i1. Tiiéo1iKME. — Que I'on désigne par " la ipialité Ae
la courbure'<r une ligne en b tut Ae ses points , et (pic F on appelle a F
angle formé par la. nornutle en ce point avec la droite ipii passe par le
ile celle-ci, on aura '. m.(") . I (/o tanga = - 4-. 1 As Démonstration. — lai
nature ilc la question conduit a remplacer la ligne donné*', qui est
quelconque, par une ellipse ayant avec la proposé™; un contact 11*1
In)isiéme ordre; 1l suffira donc d’établir la formule (1) pcHir I’ellipst!
osculatrice. - ' ' Pour y parv*‘iiir par la voie la plus rapide, regardons cette
courbe c*)rame la trajectoire d'un mobile soumis a I'action d’une force
¢manant du centre *Ic la courbe, et observons que la droite qui fait , avec la
normale en a, I’angle a. est pr*k'.isémenl le diametre de I'ellipse *|ui aboutit
en ce point. Cette droite est donc dirigée snitant lo centre attirant, e.t I'on a,
par conséquent , (h °T At tanga = T. N désignant 1*'s *’omposant™'s
tangentiellc et normale de la hirce accéDigt zed by.Google



SECONDE P.iHTIE. . C)C) Iératrico, v désignant la vitesse, du
mobile en «, et o le rayon du cercle osculateur de I'ellipse au méme point. .
Si 1’on observe (pie 1"* formule («) pourra s'écrire lang * -=a.di’1'. lis Cela
posé , si I’on dtisigne par n et b les demi-axes de I’ellipse , par / un
paramétre constant et par p la distance du centre a la tangente en «, on sait
que P'ona?=-cai)dv=d’ou.(*) m &m/Cp'dp1,==-1/p..eah 3 Etde
la., en substituant dans («'), il vient la formule ¢cherchée O) tang * — 'il. ds
(’.onof.LViRE. — {in déduit facilemtmt de cette formule la construction dp
cercle osculateur de la diKeloppée de I'ellipse en 1’un (pielconque de .ses
points. .’it, Probleme. — Que. Pan méne parallelement a la tangente en un
/unnt B d’une rniirhe une rnrdc .aC , dont la distance h la tangente sait 'un
infiniment |>etit du .lerund ordn', et que I’an joigne te milieu p de cette
corde au jmint de contact par la droite Bpi. On propo.’ie de déter..miner la
direction - limite de. la ilrnite Ba, ou lu limite de P angle u. qu’elle forme
avec la normale c« B. ( Géométrie de- po.sition , probi . 76 , page 477.)’
Solution.-*Ce probléme se trouve implicitement résolu par la
démon.stration du théorérne précédent; mais ce n'est la qu’une solution
détournée et reposant d’ailleurs sur un nombre considérable de pni|Kjsitions
antérieures, lin pourrait, a la vérité, modifier la démonstration de manicre a_
se servir seulement de 1’expression du rayon de courbure de I’ellipse
osculatrice, ainsi que 1’a fait M. Abel ’I’ranson {Journal de Mathématiques,
1841, p. 1()1); mais il y a encore dans cet emploi quelque chose d’inflirc£t
que I’on peut éviter (aux dépens de la brievete, il est * vrai ) par. I’emploi
des conshlérations suivantes. ' Obserwiis d’abord que, BA mesurant la
distance de la tangente a la corde AC , dont p est le milieu, ona,, *'tang
a. V'. BA’ et comme B h est du second ordns que tang * est , en général , un
nombre ' ¢ .7’Dlgitized by Google
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Iératnce. ¢ désignant la vitesse du mobile en «, et o le rayon du cercle

o~culateur de T'ellipse au méme point.
dv do ds  ode
At 7ds e ds

. Si T'on observe que-— s la formul(- (@) pourra s'écrire

= . i o.dv
a' tang z = ! .
(At - v.ds

Cela posé, si 'on désigne par a et & les demi-axes de I'ellipse, par 2

un parametre constant et pat p la dlstance du centre a la tangente en a,

on salt que l'on a

a =L, (11'_15-11—)». t’:"i;<
) & al) /)’ P
" d’on ;
: Coadve _ pldp -y
(%) ) ' v Tab §d‘o' '

Et de la, en substituant dans ('), il vient la formule cherchée

o i o .rl‘a
(l} lanhzwi ‘—_[:'

.

COROLLAIRE. — On déduit facilement de- cette formule la construction:

~du_cercle osculateur de la développée de ellipse en Iun quelconque de
_Ses points.

.)i PROBLEME. — Que Pon mene pamllelr-mr'nt a la tangente en un
point B d’une courbe une corde AC, dont la distance a la tangente soit
“un infiniment petit du second ordre, et que lon joigne le milieu p de
cette corde au point de contact par la droite Bp. On propose de déter-
.miner la direction-limite de.la droite Bu, ou la timite de Pangle o
qitelle forme avec la normale en B. (Génmetm (Ir' position prob]. 76,
page 477+ )

“Solution. — Ce probleme se trouve implicitement résolu par la démons-
tration du théoréme précédent; mais ce n'est la qu'une solution détour-
“niée et reposant d'ailleurs sur un nombre considérable de propositions
antérieures. On pourrait, & la vérité, modifier la démonstration de ma-
niére a se servir seulement de l'expression du rayon de courbure de
Vellipse osculatrice , ainsi que 'a fait M. Abel Transon (Journal de Ma-
‘thématiques, 1841, p. 191); mais il y a encore dans cet emploi quelque

. chose d'indirect que V'on peut éviter (aux dépens de la bné\cte, il-est
vrai ) par.Femploi des couanlerauons suivantes.

"~ Observons d'abord que, B/-mesurant la dlstam:e de la langente & Ta -

corde AC., dont @ est le miliew, ona .

f."'_{‘
tan.q o= B’

Py

- ~
-

ot eomme R act dn eacond nmlrn i tane 2 et an eéndral _un namhrea



K»0 * DES METHODES EX GEOMETKIE. fini, on voit que p/i
esl du mome ordre, el qw% par suite, on doit fixer ta position approrhéc /«
du milieu pt do la eonie AC, do maniere a no rommeltre qu’une erreur d\i
Iroisieinc ordre, ce (jui exige que I’on €évalue la corde AC avec la méme
approximation. Or,' si deux courbes ont un contact de I’ordre «, la
dilVéreiice des ordonnées, comptées a |Kirtir de la tangente commune,
¢,tant, par définilion, un infiniment JHUit do 1’ordre « -P 1, on en deédtilt
aisément que la ditférence des cordes telles que AC, A'C' de ces courbes
est seulement.de, 1’ordre «. Nous pourrons donc, pour I'objet actuel,
remplacer la ligne donnée par une autre ABC , ayant avec elle un contact du
troisieme ordre en B ; et si nous prenons pour cette ligne ABC xma
dévch/ijtnnte de rrrrle , le rayon O' € = p' de ce cercle sera précisément le
rayon de courbure de . la développée de la courbe primitive , au (K)int b ou
celte développée est touchée par la normale en B. . » Cela posé , soientn , €
, ¢ les points de contact sur le cercle O' des normales en A, B, C; O
I’intersection de An prolongée avec Ce. Soient menées la drojle O'O
coupant le cercle en /»'; el la normale A'B' coujwnt en t et /', lesdroites A«0
et AC. Menons enfin la bissectrice O /« de I’angle COA et la
[)erpendiculaire a CA; imsons 07; = O'b'—p'=1,jV a=P, arc nb' = arc
cb'=Y , et désignons en général par e" un infini* ment petit d<* I’ordre n. I .
Je dis d’abord ipie le imiiit III , extrémite' de la bissectrice de I’angle AOC ,
peut étre prix pnui le iililieu p de la ' corde .AC. On a , (-n effet, AO * CO .
« AIIl — Cm = ( A/h -t- Cm (mAO -CO) AO-t-CO' AC. AO 4- CO Or, AO
4- CO est une grandeur finie, .AC est du premier ordre et AO — CO c.sU
du troisiéme ordre. Car VAO — CO =1 (.(A17-4-/70) — (Cr,— Oc¢) =2
(tang y -y (f) =" ou, en négligeant les infininnmt petits d’ordre supérieur au
troisiéme,, (.) . . . AU-CO=]v- . Digilizecfby GoOglc
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SE«:ONI>R PAIiriE. toi Donc A /;< Cm =; mj.mix est ilu
gnatrierao ordre, et I'on peut substituer le point /« au point u. *i. (»/> étant
perpendiculaire sur AC, évaluons />/// ou /j,u. On trouve A /J ~Cp AO CO
Ap-~Cp =>."p =1mp = Or, on a dé¢ja trouve AO — C.O - - ', et le triangle
AOC donne, en n("ligeant s',' d oji* V=4 AO. CO. sin’?, AC =sin”. a
p'AO.CO = a y'At1.CO. 1 Il vient donc, on substituant ces valeurs dans
I'expression de imp, —Vy2mp=Y siny -2e¢ AO-COAO-i-CO a, ~
AO + CO Siny 2 y/ AO. CO et, comme le premier facteur est du second
ordre, on peut remplacer' chacun des deux autres facteurs par sa limite qui
est I'unité; il vient donc m . m . m t'-*) "'C =3 Y, 11 résulte d’ailleurs de cette
expression do que l'angle /)t.D«, son égal (1Q1)' et I'arc AZ1' qui le mesure,
sont des infiniment iwlits du .second , ordre; donc, en appelant O le point
d’intersection des tangentes hh, h'h\ . on voit que les triangles * ///(', Ojmi
sont semblables et que la dilfércnce dos cotés finis de ces triangles est du
second ordre; donc la différence dos cotés infiniment petits h' h , mp est du
quatrieme, et I’on peut écrire (a'). 3. On déduit aisément de 1a 1'expression
de hm , qui nous sera nécessaire pour calculer tang a = Car ,hm =h'm —
hh'\ ou, a cause t.” des parall¢les, hm gr O6'— hh' -, d’ailleurs Oh' = sec y
— 1= - -t- s* 1l vient donc, en substituant . ' (1) =.. Z'. Digitiaed by
Google



10a WES METHODES EN OEOMETRIE. 4. Poui' calculer B/,
on observera tlI’1ibonl que la différence entre B/i et B' A' est du quatrieme
ordre. Car h , 1*. OA' — OA = 0A'(i— cosO) = OA'.asiu’ - i*,. puisque 1
angle 0 = p(hn est du second ordre ; m2*“. 0 B— 0 B (différence positive
comme la différence analogue OA — OB) est moindre que 0 B, — 0 B, qui
est du quatrieme ordre pour la méme raison. Donc la différence B' A' — B
A ¢tant du quatrieme ordre, nous pourrons substituer B' A' a B A. En second
lieu, si I'on abaisso AA' perpendiculaire siir B' A' A", on verra que A' A' =
M'sin A'AA'=AA'sin 0 =s", et | on pourra écrire , par conséquent , *3)
BA=B'A'=B'A'". Enfin, on trouve successivement sur la ligure ' A'B' =
AB'—ArT—rA'=(P+V 1-tang " |) ““®'1" et ’on en déduit
successivement * ¢ A'B' =P (1 — cos») +'1' — (1 -b Ciisy ) = p."-t-C-1-iy—
siii), mm*'A'B'=I-\\p+r\mm -m Doncenfin.'*’m. (Il)'.BA=V’p."
£~ 5. S11’on divise membre a* membre les relations (1) et (I1), 1l vient
d’abord et si I’on observe iiue, le rayon O'A = p' du cercle osculateur de la
développée ayant été pris pour unité de longueur, cette formule équivaut ,
en rétablissant I’indétermination de cette unité, a celle-ci , tanga 1 p' il vient
définitivement . 1 p' m * ' . . m tanga ==5. J-, au moyen de laquelle on passe
aisément a, la formule (1) du numéro précédent. Obscrention. — Carnot
avait pté 1 onduit accidentellement a se poser le



SKr.ONUK I'AItTII":. 103 prohli“nu> que nous venoii!? de
n*yo\i(li'c , dans le but de parvenir a une définiliun {jénérale des courbes
planes , indéiiendante de (oui sysléenu' de coordonnées aHntrairex ; ci'*
coordonnées ne devant étre consideérees,  d'ajires lui , que comme des
auxiliaires utiles , mais étrangers en réalité€ a la courbe considérée, et qu'il
serait [>ar conséquent plus ¢légant de supprimer. On voit que cette
conception est diameétralement opposée a celle (le Descartes, et autant cotte
derniére parait lumineuse, autant elle est utile et féconde, a cause méme de
I’indétermination qu’elle comporte; autant , il faut I’avouer, la conception
rie Carnot parait ol)scure et semble devoir demeurer stérile, précisément
parce qu’elle veut atteindre 1’al'solir. Quoi qu'il en soit d’ailleurs de la
valeur de cette conception, Carnot fait remarquer qu’une courbe plane
quelconque peut €tre délinie par la relation / (p,. a) =r O qui existe entre le
rayon de courbure de cette ligne, .. en I’un (le scs points, et ’angle
corrcs[)ondanl x , dont nous venons do délerininer la tangente, o et a
formant évidemment un systéme de coordonnées-rt/Mo/uc.s satisfaisant aux
conditions qu'il s’¢lail iuqiosées. Or, c'était afin de pouvoir n'venir de
I’é<piatiou /(p j a) = o a I'é(piatiou ' en coorrioniuies rectilignes ordinaires ,
qu'il s’¢lail proposé de trouver I’expression de bing a. CHAPITRE IV. Be<
nuaima et minima absolut. § F- -4 De I\ ghandeik maximum ou .vummu.m
paiimi DES GIUXUECnS UETEBMINEBS. m 51>. Kepler “larait avoir
observe le premier la propriété remaniuable dont jouit une grandeur
variable dans le voisinage de son état de maximum ou de minimum. L'un do
ses ouvrages, Nrmt stcrrotnetrui rlolinnii/i ruiin- ¢ rhnuti..., 1615, renferme,
en effet, outre les premiers germes de la géométrie infinitésimale bientot
développés par Cavallori {Gromriria imlmsUiilibus..., 1ii35), cette
impartante observation ipie flans la voi.\i~ m naga (le Sfi i>his grande sm
pliLs petite valeur, une graiuleur ne varie ipw ' * par degrés insensibles; et
I'on voit (lue celte observation n’esf guere sé- m parée du principe qui sert
de base a la théorie aualyliilue actuelle dos ' maxima e( minima que par
I’intervalle d’une définition. « Un poupins tard, vers 103G, Fermat, précisant
ce premier apercu, prit |)Our base de sa méthode des maxima et minima ce
principe que , si Fon pieml une gr/aideiir variable dans son état de max
imum ou de minimuni et dans un second état inji aiment volsi/i du premier,
les valeurs correspondantes de ecUe grandeur sont égales. Cxi principe,
dont nous modifierons un peu I’énoncé afin de demeurer exact dans la



forme comme dans le fond, sert de base a la méthode géomeétrujuc des
maxima et minima ; méthode ([ui a son importance propre a cote de la
théorie analv tique correspondante, et qui supplée treés-heureusement . “ '
Digitized by Google
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probleme que nous venons de résoudre, dans le but de parvenir a une
‘définition générale des courbes planes, indépendante de tout systeme de
coordonnées arbitraires ; ecs coordonnées ne devant étre considérées,
-d'aprés lui, que comme des auxiliaires utiles, mais étrangers en réalité
a la courbe considérée, et quil serait par conséquent plus élégant de
supprimer. On voit que cette conception est diamétralement opposée i
celle de Descartes, et autant cette derniére parait lumineuse, autant elle
est utile et féconde, a cause méme de Findétermination qu’elle comporte;
* autant, il faut 'avouer, la conception de Carnot parait obscure et semble
devoir demeurer stérile, précisément parce qu’elle veut atteindre Iabsohr.
“Quoi‘qu'il en soit d’ailleurs de la valeur de cette conception , Carnot fait
" remarquer qu'une courbe plane quelconque peut étre définie par la rela-
tion f (p, %)= o qui existe entre le rayon de courbure de cette ligne,
en 'un de ses points, et I'angle correspondant-z, dont nous venons de
déterminer la tangente, p et « formant évidemment un systéme de coor-
“données absolues satisfaisant aux conditions qu'il s'était impoeées' Or,
¢'était afin de pouvoir revenir de 'équation f (o, 2] == o & I'équation
- . en coordonnées rectilignes ordmalres quiil sctalt propos¢ de trouver
le‘:pmsslon de tang a. ‘

. CHAPITRE IV.
Des ml:lnin’ et minima absolus.

§ I~ DE LA GRAXDEUR MAXIMUM OU MINIMUM PARMI
DES GRANDECRS' DETERMINERS.

55. Kepler parait avoir observé le premier la propriété remarquable
dont jouit une grandeur variable dans le voisinage de-son état de maximum
ou de minimum. L'un de ses ouvrages, Nova stereometria dolioram vina-

“riorum..., 1615, renferme, en effet, outre les premiers germes de la~
géométrie infinitdsimale bientot développés par Cavalleri (Geometria
indivisibilibus...s 1635), cette importante observation que dans le voisi-
‘nage de sa plus grande ou plus petite valeur, une grandeur ne varie que

| par degrés insensibles; et 1'on voit que celte observation n'est guére sé-
.parée du prm('xpe qui sert de base a la théorie analytique actuelle des
maxima ef minima que par lintervalle d'une définition.

- Un peu plus tard, vers 1636, Fermat, précisant ce premier apercu, prit
~pour base de sa méthode des maxima et minima ce principe que, si lon
prend une grandewr variable dans son état de maximuwm ow de wininmum
et dans un second état infiniment voisin du premier, les valeurs corres-
pondrmtm de cette grandeur sont égales.

Ce principe, dont nous modifierons un peul’ énoncé afin de demeurer
" exact dans la forme comme dans le fond, sert de base & la méthode gépme-
trique des maxima et minima : méthode quiason importance propre & coté
de la théorie analytique eorrespondante, et (ui supplée trés-heurcusement



lo4 1>1"s MErilOUES E.\ «<KKOMETRIE. ' m * * a cellu-ci dans un
grand nombre de questions ou elle parait étre en défaut. « m Principe
fo.ndamentai.. — Soient /7,,, deux valeurs injlmmcent voisines (Punr
I’rnmlrur rariahlc k , entre lesquelles se tiwii'e .xoitq"fi/f 1a valeur
maximum nu minimum a de rrtte grandeur. Les valeurs e.rtremes * "a 1 "1
pfui'enl dire considérées comme rigoureusement €gides entre elles.
Démon.stration. — Supposons, pour fixer les idées, (pie a soit la valeur |
ma.rinmm de A, et que n, soit une valeur infiniment voisine do a, inférieure
a a, puisrpie celle-ci est maxiimmi, et précéalant a dans 1’ordre de formation
de.s valinirs successives de la grandeur A. Celle-ci, continuant a ' . vlirier
au dela de la valenr a, ira nétessairemcnl en décroissant pendant ; un certain
ti'mps, depuis la valeur maximum « jusiju’a une valeur cr—st, m . ¢ * a étant
un nombre Uni ; et comme nous supposons essentiellement que la "'
grandeur A varie d’une manicre continue entre « et-"« — a, elle passera ’
nécessairement par une valeur r/, , précisément égale a rr, , et qui sera,
comme celle-ci, infiniment voisine de la valeur maximum a. CoRou.AiRE.
— La méthode a suivre dans la recherche du maximum ou minimum d’une
grandeur variable , résulte immédialt'ment du principe,. . précédent :
Prenant la grandeur considérée dans deux états successifs , r’est-a-dire
infiniment voisins, on e.rjirimera qulelle a la meme valeur dans . res deu.r
¢tats; P €galité résultante , convenablement interprétée et prise a PiwUnnt-
limite ou les deux étals succe.ssifs se confondent , fournit une propriéte qui
caractérise la grandeur pariahlc a Pinstanl ou elle atteint ¢ , sa valeur
mucimuni ou minimum. « . * 7 m\ ppi,i<;'atio.\.s. . . .06. PnoBEEME 1. —
Par un jtoint donné, mener une droite telle, que le . ' segment déterminé sur
cette limite , par les cotés 1P un angle donné , soit minimum. [Opuscules de
Netvton, tome I, page 87, cpieslions 2 et 3.) " ' Solution. — Soient aih, a'ib’,
dinix droites passant par le .point donné /, infiniment voisines de ta droite a
laquelle corre.si)ond le segment minimum, et telles, que les siigments ah , a'
b' soient égaux, la's segments ah, a' h'  étant €gaux , et les droites aih, a'ib'
¢tant, infiniment voisines 1’une do . 'autre, leur (loint d’intersection 1 est
infiniment Coisjn du point suivant lequel la droite ah toucherait son
.enveloppe, si elle se'mouxait, sous celte condition ipie le segment de cette
droite, intercepté dans I’angle donné , conservat une longueur constante.
Donc (d’aprés la construction de la m page (il), pour la droite aih infiniment
voisine de la droite cherchée, le jRiint donné 1 ('sl infiniment x'oisin du pied



de la perpendiculaire abaissee ' . sur celte droite du point de concours des
perpendiculaires, aux celés de © ; ’angle donné, menées par les point.s a et
angle donné, est définie : par rrtte condition, que la perpendiculaire h cette
droite, menée fiar le ' * point donné, et les perpendieidaiirs aux cotés de P
angle menées juir les extrémités de ht droite conrourent en un meme fioint.
‘Digitizod by Google
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i celle-ci dans un grand nombre de questions ou elle parait étre en dé-.
faut.

PRINCIPE FONDAMENTAL. — Soicnt n,, a,, cewx valeurs inﬁnimcm voi-
sines dune grandeur variable A , cntre lesquelles se trowve comprise la
valewr maximum ow minimum a de cette grandeur. Les valeurs extrémes
iy, @, peuvent étre considérées comme rigonreuscment égales entre elles.

Démonstration. — Supposons, pour fixer les idées, que a soit la valeur
marimum de A, et que a, soit une valeur infiniment voisine de «, infé-
rieure a «, puisque celle-ci est maximum, et précédant @ dans V'ordre de
formation des valeurs successives de la grandeur A. Celle-ci, conlinuant &
varier au deld de la valenr @, ira nécessairement en décroissant pendant
un certain temps, depuis la valeur maximum « jusqu'a une valeur a— o, -
2 étant un nombre fini; et comme nous.supposons essenticllement que la-
- grandeur A varie d’'une maniére continue entre @ et-a—x, elle passera -
nécessairement par une valeur «, , précisément égale 4 a,, et qui sera,
comme celle-ci, infiniment voisine de la valeur maximum a.

CoroLrsIRe. — La méthode a suivre dans la recherche du maximum ou
minimum d’une grandeur -variable, résulte immédiatement du principe. .
précédent : Prenant la grandeur considérée dans deux états successifs,
Cest-a=dire infiniment voisins, on exprimera qu’elle a la méme valeur dans
ces dewr états; l’egahlﬂ résultante , convenablement interprétée et prise
a linstant-limite ou les deux états sucees sifs se con ﬂ)mk’m fnurmt une
proprieté qui caractérise la grumlt'ur variable a fm stant ou elle atteint
sa valeur maximum ow minimun. )

APPLI( ATIONS .

© 36. PropriMe L. — Parun point donné, mener une .Irmte telle, que le
segment déterminé sur cette droite , par les cétés dun anglr' donné , svit
minimum. (Opuscules de Newton, tome I, page 87, questions 2 et 3.) -
Solution. — Soient aib, #'ib’, deux droites passant par le_point donné- 7,
infiniment voisines de la droite & laquelle correspond le segment minimum,
et telles, que les segments «b , a'b’ soient ézaux. Les segments ab, ' b’
étant égaux, et les droites wih, «'ib’ étant infiniment voisines 'une de
l'autre, leur point d'intersection ¢ est infiniment voisin du point suivant
lequel la droite @b toucherait son.enveloppe, si elle se'mouvait, sous cette
condition que le segment de cetie droite, intercepté dans I'angle donné,
conserydt une longueur constante. Done (d’aprés la construction de la-
page 61), pour la droite @il infiniment voisine deé la droite cherchée, le
point donné ¢ est infiniment voisin du pied de la perpendiculaire abaissée
- sur celte droite du point de concours des perpendiculaires aux cotés de
angle donné, menées par les points « et £.°On en conclot que la droite -
minimum, inenée par un point donné dans un angle donne, cst définic
par ectte condition, que la. perpendiculaire a cette droite- menée par le
point donné, et les perpendiculaives aur cétés de Pangle menées par les
extrémites de la droite conconrent en un méme point. '



m ' SUi:ONI>I<: I'ARTIK. 105 Scolic. — Ou arriverait a une
i¢linilion toute semblaiile de la droite a se.Sment minimum, en remplacant
les cotés de ’angle par deux courbes quelconques, et en substituant aux
droites issues d'un point fixe du probléme précédent des droites tangentes a
une courbe lixe. Problkme h. — Mener tangenlieUrmrnt a une. courbe
donnée une ilroile qui intercepte dans un angle donné , circonscrit a lu
méme courbe , un triangle de surface maiimum ou minimum. .Solution. —
Soit / le point d'intcrsectioir de deux tangentes infiniment voisines et
interceptant dans 1’angle ynjc des triangles uob , a'ob' équivalents. Les
triangles infiniment petits aia\ bib' étant eux-mémes équivalents et le point 1
¢tant inlinimont voisin du point de contact t de la tangente . «/>, on voit que
pour une tangente, <-<6, infiniment voisine de la tangente 'cherchée le point
de contact® est intiniment voisin du milieu du segment ab. Ijgpc 1<i
tangente, cherchée est définie, par cette condition, que son point de contact
coincide avec le milieu du. segment déterminé par cette tangente dans C
angle donné. . Remarque. — Il y a maximum.'ou minimum, suivant que
I’on considere la portion de. la courbe tournant sa convexité ou sa concavité
vers le sommet de I’angle. . . Corollaire. — Parmi tous les /mlrgones (Pan
méme” nombre de cotés , m circonscrits a une courbe fermée, le polygone,
dont la surface est minimum, est défila par cette condition, que le point de
contact <le' elmque c6té coincide m>ec le point-milieu de ce coté.
PROBLEME 111. — Dans un segment donn¢ tPune courbe quelconque ,
‘inscrire un rectangle cPaire ma.cimiim. {Opuscules de Neivton, tome 1,
page 87, question 1.) - * ' Solution. — Soient rdi, a' b' les cotés, paralleles a
la base ,ry du seg, ment, do deux rectangles infiniment voisins, comprenant
entre eux le rectangle maximum et équivalents. Menons les droites
indéfinies aa’, bb' qu\ * foi-ment avec ap' un triangle mnp, et substituons '
aux rectangles ayant pour Cotés ah, a' b' les parallélogrammes €ipiivalents
«0cH, n'b'e'n. Soit X I’intersection de ab et . de b'c. La comparaison des
paralléelogrammes aben, n'b'e'n, €équivalents et ayant une iiartie commune ,
montre ,que les parallélogrammes a'b'ka et bed h sont €quivalents, on a
donc 1 égalité (>) a'b'. b'h bk . bc , ou b'k bc bk a' b' K’aillcui’s, les triangles
semblables 6'X/>, ma' b' donnent cette relation b'k a' m ~bk~ TéTr"' ' m :
(2). Digilized b/ Coogle
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Yca!u- — On arriverait & une définition toute semblable de la droite 4
sezment minimum, en remplacant les cotés de I'angle par deux courbes
quelconques , et en substituant aux droites issues d'un point fixe du pro-
bléme précédent des droites tangentes a une courbe fixe.

ProsrLivE 1. — Mz-nrr tangentiellement & une courbe donndée une droite
qui intercepte dans un angle.donné , circonscrit a la méme courbe , un
triangle de mrface maximunt ou minimicn.

Solution. — Soit i le point d'intersection de deux tangentes infiniment
voisines et interceptant dans I'angle yn.r des triangles aob, a'ol’ équiva-
lents. Les triangles infiniment pelits aia', bib" étant eut—mémeb équivalents
et le point i ¢lant infliniment voisin du pomt de contact ¢ de la tangente
"ab, on voit que pour une tangente, ab; infiniment voisine de la tangente
“cherchée AB, le point de contact ¢ est infiniment voisin du milieu du seg-

* ment ab. @c la tangente cherchee est définic par cette mml;tmn, que
son point de contact comculc avee le mliu'u du segment déterminé par
- cetle tangmte dans Cangle donpé. . -

Remarque. — 11 y a maximum:on minimum, suivant que I'on’ considere
~ la portion de la courbe tournant sa convexité ou sa concavité vers le
sommet de I'angle. ' : ,

COROLLAIRE. — Parmi tous les polygones d’un méme nombrr’ de cdtés,
" .circonserits & une courbe fermée, le polygone, dont la surface est mini-
mum, est défini par cette condition, que le point de contact de’chaque
r-dté coincide avec le point-mih'cn de ce coté.

Propreme IlI. — Dans un mgmmt donné dunc courbe qu('lmnqm'
“inscrire un rectangle daire manmum (Opu.s('ules dz Newton, tome I,
. page 87, question 1.) -

Solution. — Soient ab, @b les cotés, paralleles a la base )y du seg-

m o ment, de deux rectangles infiniment voisins, com-
n/,__:__h ' prenant entre eux le rectangle maximuni et équi-
/ ‘\\ 5 valents. Menons les droites indéfinies aa', bd' qui
A7k T ., forment avec 2y un triangle mnp, et substituons

- ® ¥ P aux rectangles ay ant pour ¢otés ab, a'b' les pa-
- rallélogrammes équivalents aben , a'b'é'n. Soit & lmlersectmn de ab et .

de 4'¢’. La comparaison des pamllélogmmmua aben, a'b'c'n, équivalents

~ et ayant une partie commune , montre que les parallélogrammes «'b'ka -

_et bee'k sont équivalents, on a donc I'égalité
. . L]

a1, o :.,_,‘. ) bk - be
(ry . | (lbfbi{-.l)x:bl, ou pr =g

Dailleurs, les triangles semblables 6'4b, ma'd’ donnent cetle relation

W'k w'm

- {2}). : i p + S5 11,

a b



Io6 DES METIIMUES EN «iEu:tIEI'KIK. Cl la comparaison des
rolalions (i) cl (a) donne régaiitc « hc =a'm, (3) fm z= a ni. Si donc,
passant a la limite, on suppose que «6'et a' b’ se confondent m avec le coté
cA du rectangle maximum, on verra (pie le rectangle nmxinnim, inscrit dans
un segment de courbe, est cHiii dont le c6té est €également ¢loigné de la
base du segment et du point de co/ieoiirs des tangentes' menées a la courbe
par les extrémités de ce coté. Probleme IV. — Trouver, pour un lieu' donné ,
le jour du plus petit . crépuscule. m , Ce probléme a eu une certaine
célébrité, et [larles dilRcultés qu'il présente et par les noms des géometres
qui s’en sont occupés ; il a été résolu pour la premicre fois par Nonius ,
géometre (lortngais [De Crepusculis , Coi'mbre, 1073). Plus tard, Jean
Bernoulli reprit la mémo question, et voici ce qu’on lit a ce sujet dans ses
ceuvres {Opéra o/nnia, tome 1, page t>4) : fai résolu le probleme de trouver
geometriquement .le jour du plus petit ' crépuscule, ce qui h mxupé mon
frere , professeur dé mathématiques ii Bale, et moi depuis plus de cing ans,
sans en/Miuvoir venir a bout. Ce probléme est d’autant plus curieux que je
demeure, par ma méthode de rnaximis et minimis (qui est jmurtant une des
/dus courtes), dans un ctdeid .pndi.ee et embarrassé, qui se laisse enfin
réduire en une petite €quation carrée qui se transforme en cette sim/de
/>ro/>ortiun géométrique tang H sm / sin D (Janvier 10<)3.) Dans la
Correspondance sttr t Ecole Polytechnique (tome I»J)age iSg),Hachette
ajoute aux détails piécédents que Monge résolut, la méme (pieslion en
menant un jilan langent commun a deux cones ayant méme sommet : il ne
parait pas d’ailleurs que Monge ail publi¢ sa solution , la construction a
laquelle il est parvenu ayant été seule reproduite par Hachette qui se borne a
démontrer qu'elle conduit a la formule de Bernoulli. Nous reproduirons,
avec quelques modiQcations, h solution du marquis de I’Hdpital (cinnfy.se
des infiniment /mtits, section 11l , exemple 1 3),* . fondée précisément sur le
principe de Format qui conduit par la voie la plus courte a la formule
cherchée. Prenons pour plan de la figure le plan méridien du lied PHP'H'.
Soient PP' I’axe du monde, HH' la méridienne; H«AH\le grand cercle . de
I'horizon du lieu et O son centre; A0OBO' le petit (cercle de la s[>liére,.
céleste, jiarallele a I’horizon e( auquel se terminent les arcs crépuscu”
laires. , * Soient DABD',{/(/W' deux parall¢les infiniment voisins décrits par
le Dtgilized by Google



106 DES METHODES EN GEOMETRIE. _ o
ot la comparaison des relations (1) et (2) donne I'égalite

- be=dm,
ou

(3) ' = S an = da'm.

Si donc, passant 4 la limite, on suppose que ab-et a'b’ se confondent -

avec le coté «% du rectangle maximum, on verra que le rectangle maxi-

mum , inscrit dans un segment de courbe, est cetui dont le c6té est égale- -

ment e’loigné de la base du segment.et du point de concours des tangentes.”

menées a la courbe par les extrémités de ce edte.

PropLEmE IV, — Tmuvcr, pour un liew’ IIDI’UIP > le Jour du phfs petit .-
crépuscule.

Ce probléme a eu une certaine célébrité, et par les difficultés qu’il pre~~
sente et par les noms des géomeétres qui 'en sont occupés : il a été résolu
pour la premiére fois par Nonius, géomeétre portugais (De Crepusculs ,:
Cotmbre, 1573). Plus tard, Jean Bernoulli reprit la méme question, et _voici-
ce qu'on lit & ce sujet dans ses ceuvres (Opera omnia, tome 1, page 64) :

Lai résalu le problérm de trouver géométriquement e jour du plus. [)f’[i[ .

erépuscule, ce qui a occupé mon frére , professcur dé matl;énmtrqﬂm 1
Ble, et moi depuis plus de cing ans,; sans en pouvoir venir a-bout. Ce

. probléeme est dautant plus eurienx que je demeure, par ma méthode de

maximis et minimis (qui est pourtant une des plus murtm) dans un ¢ alrul'
prolive et embarras. 5¢, qm se laisse t'lgﬁll reduire en une petite sqltanun
carrée qui se tmnsﬁ)nm' en cette simple pmpnr!wu géométrique

1 sin S A
' st _ (Janvier 1693.) !

tang -;- . : !

Dans la Correspondance sur-PEcole Polyvtechnique (tome I ,#page 159),

- Hachette ajoute aux détails précédents que Monge résolut la méme ques-

tion en menant un plan tangent commun & deux cones ayant méme som-

met : il ne parait pas d’ailleurs que Monge ait publié sa solution , la con-

struction a laquelle il est parvenu ayant été seule reproduite par Hachettc
qui se borne a démontrer qu’elle conduit a la formule de Bernoulli.

- Nous reproduirons, avec quelques modifications, 11 solution du mar-
quis de 'Hopital (Analyse des infiniment petits, section HI, exemple 13),
fondée précxsément sur le_principe de Fermat qui ¢onduit par la voie la
plus courte & la formule cherchée. ‘.

_ Prenons pour plan de la figure le plan mendlen du lien PHP'H'.
Soient PP’ axe du monde, HH' la méridienne; HaAH" le grand cercle

. de I'horizon du lieu et O son centre; AbB/' le pelit cercle de la sphere. ) -

céleste, parallele a I'horizon et auqucl s¢ terminent les arcs crépuscus
laires. b

Soient DABD', r.’ﬂbrl ' deux parallcles infiniment voisins décerits par. Te

-

*®

.

LI



SECOXBE PARTIE. - 107 soleil; AU et ah les arcs crépusculaires
correspomlants , compris entre * les cercles HABH', hahh"\ C et c les
contres de ces paralleles; joignons CA, CD, en, ch. Si nous supposons que
ces paralleles comprennent entre eux le parallele décrit par le soleil au jour
du plus petit crépuscule, los arcs AB et «i, évalués en degrés, seront €gaux,
et I'on aura -ACB - ach. Uc 1a, en projetant I'angle ach en n'Cfe', sur le plan
paralléle DABD', par les arcs de grand cercle P'nn', V'hh', et joignant Cn',C
6', on aura ach = n'C", et par suite, ACB = a'Ch'. D’ou, par la soustraction
d’une partie commune, ACrt' = éc”, et par suite, (A) On a aussi (B) arcAn' =
arc B a'. arenn’ = arc/.i1". puis(|ue ces arcs mesurent [’un et I’autre la
distance sphérique des’deux cercles paralleles h.\D\ ilad'. Il résulte des
¢galités (A) et (B) que les triangles rccti/igaes inliniment petits nn'A, hh'ti,
¢quiangles en a’ et b', sont rigoureusement €gaux; et que par suite, sur la
sphere, les angles aKa', hBb' sont infiniment peu différents I’un et 1’autre.
On voit donc, en passant a la limite et supposant que les paralleles DD', tld'
se confondent, ([uo le jmralleic décrit [tarie .soleil an jour du plu, s petit
crépuscule, coupe sous des angle.S égaux le grand eerch’ de Plwriznn
HAIY, et le parall¢le h iih' natpiel se terminent les arcs crépusculaires. Cela
posé , soit DABD' le parall¢le cherché coupant sous des angles égaux le
grand cercle HAII' et son parallele A B/C; soit OV la verticale du lieu
considéré, déterminant sur la sphere m|o point V, pole commun de [1AH' et
de 4 B A; menons les arcs de grand cercle PA, VA; PB, VB ; et posons
(H=:i; A = latitude du lieu = i"*" — PV; 114 =II'; D = la déclinaison
cherchée du soleil = — Digitized by Google
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soleil; AB et @b les ares crépuscu-

les cercles HABH', habl'; C et ¢ les
centres de ces paralléles; joignons CA,
“CB, ca, cb.

Si nous supposons que ces paralleles
comprennent entre eux le paralléle dé-
crit par le soleil au jour du plus petit
crépuscule, les arcs AB et ab, évalués
en degrés, seront égaux, et U'on aura

TN
ACB = ar'b

De la, ‘en projetant 'angle «ch en a' Cb', sur le plan parallele DABD', par
les arcs de grand cercle P'aa’, P'bb', et joignant Ca', C', on aura

R 2N AN
ach = n'a)', et par suite, - ACB = a'Cl'.
‘D'oit, par la soustraction d’une partie commune, '

KCw = BCP,

- et par suite,

(A) ) arcA«' = arcBb'.
On a aussi ‘ Z
(B) . arcaa’ = arc bb',

L .

puisque ees arcs mesurent I'un et Iautre la distance sphérique des’deux
cercles paralléles DAD', dad'. Il résulte. des égalités (A) et (B) que les
triangles rectilignes infiniment petits aa’A, bb'B, équiangles en ' et &',
sont rigoureusement égaux; et que par suite, sur la sphére, les angles
. aAd', bBb' sont infiniment peu différents I'un et I'autre. On voit donc,
~en passant & la limite et supposant que les paralléles DD', dd' se confon-

dent, que le paralléle décrit par le soleil au jour du plus petit crépuscule,
- roupe sous des angles égaux le grand cercle de Phorizon HAW, et le pa-

rallele h Bl nuqur'l se terminent les ares crépusculaires.

Cela posé, soit DABD' le parallele cherché

HAH' et son paralléle 2BA"; soit OV la ver(icale
' ~du lieu considéré, déterminant sur _la sphere
‘le point V, péle commun de HAH' et de 2BA';
menons les arcs de grand cercle PA, VA; PB,

NASE: e — ‘
P\\\\}._\/\Bﬁ "~ VB; et posons

OH=1; iI= latitude du lieu= 1" — PV, HA=H;

IV — la ddalinaisan ahanahda du salail . T8 " DA

laires correspondants, compris entre

coupant sous des angles égaux le grand cercle -

",
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io8 DES HETIIOOES ES Cil"UMETKIE. angles en A et B des
triangles sphdriques I’ AV, IW sont égaux , comme €gaux respectivement
aux angles 11 AD, /;BD; on a donccosI’AV = cosI'BV, ' ' m ' d'ou, en
remplagant les cosinus par leurs valeurs et simplifiant. . . situA  sin/. —
sinD sin 11 11 ou enfin, cos H sin D = sin A tan II O. Q. F. T. PiiOBi.UMB
inscrils thins une courbe donnée. SoUainn. — Soit nhe. . .// un polygone a
périmetre maximum inscrit dans la courbe donnée. Regunhint tiulf les
sommets du jtohgom! comme fixes, sauf le sommet h , i est clair (pie le
chemin ub-\-ch doit étre un maximum parmi tous ceux ipii lelienl aux
points n et e mi jioint quelcompiede ’arc 1ibr. Or, soient «Bc, «B’c deux
chemins égaux infmimeut voisins et comprenant entre eux le clieinin
maximum «/«m ; I'égalité «B -1-cB =y/B'+cB' peut s'écrire ' m ' (1) ‘ rtB’ —
«B=cD—cB" *'" Or, en joignant BB', on trouve racilement les
expressions oB'— oB= BB'cos/iB'B + €% cB”cB'.= BB'coscBB' + ¢, . . t’
et ¢ désignant des infiniment jietils du second ordre. De ces expressions et
de I’égalité fondamentale (1), il résulte que la dilférence entre BB'cosoB'B
et BB’coscBB' est du second ordre, et par suite .. . que les angles «B'B et
cBB' sont infiniment peu diftérents I’un do I’autro. De 1a, en passant a la
limite et supposant que les chemins «Bc, «B'c se confontJant avec le
chemin maximum nhe, on déduit cette conclusion ' (jue deiEc cotés
eonseeiitifs t/itelcon/iucs d’un jtolygnne n périmetre maximum inscrit dans
une courbe donnée, sont également inclinés surlutanmgentc a ta courbe
circonscrite , menée par Pe.rtrémité commune a ces cotés. PnEMIEnE
APPLICATION. — Si la rourbe donnée e.st un cercle, on verra que les
cotés consécutifs ah, eb étant également inclinés sur la tangente en h, le
iminl b ast le milieu do I’arc ac, et ipie par suite deux cotés consécutifs
quelconques ab et be sont égaux. Donc./>«rw( les polygones /Fun meme
nombre de cOtés inscrits dans un cercle , le polygone régulier n un
IM'rimettT maximum. m Seconue application. — Si la courbe donnée est
une ellipse (E) ayani f, f pour foyers, on verra, en appliquant la méme
condition, que deux cotés consécutifs ab et bc, du polygone a périmetre
maximum , ¢lani égaiigitized by Gclogle
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Les angles en A et B des triangles sphériques PAV, PBYV sont _egaux, Ear

comme ¢gaux respectivement aux angles HAD, 2BD; on a done
. cosPAV = cos PBV, :
dou, en remplaqam les-cosinus par leun valeurs et ‘:lmplllldllt.‘

Sin sins. — sinD smll

I _* cosH . "
ou enfin, ‘ " . "

3

. st o
sinD == sin 2 tang —- ;
: . 2 G. Q. F. T.
ProBLiME V. -~ Treaver la définition générale rlu polygones a peri-
smetre maximum inscrits dans une courbe donnée,

Solution, — Soit abe. . .l un polygone & périmetre maximum. inscrit
dans la courbe donnée. Regardant toits les sommets du polygone eomme.
fizes, sauf le sommet b, i] est clair que le chemin ab+cb doit étre un
maximum parmi tous ceux qui relient aux points @ et « un point quel- |
conque de l'arc abe. Or, soient aBe, aB'c deux chemins égaux infiniment

voising ¢t comprenant entre eux le chemin maximum alu I"égalité

aB +¢B =aB'+cB’ peul s'éerire
(1) i aB —aB =cB—cB. .
Or, en joignant BB', on trouve faoilémer{t les expressions
aB —aB = BB’cnea’B'B—i-—z’ . ¢B = cB'=BB cose BB'—‘— s”. ‘

& el e” dés "nant des infiniment petits du second ordre. De cos expres-
sions et de Pégalité fontdamentale. (1), il ré-
sulte que la différence entre BB'cosaB'B et
BB’ cos e BB’ cst du second ordre, et par suite -

N

que les angles. uB B et ¢BB’ sont infiniment peu

limite et supposant que les chemins «Be, aB'c

-

différents I'un de lautre. De la, en passant a la-

-

. se confondant avec le chemin maximum abc, on déduit cette conclusion

que detér c6tés consécutifs quelconques d’un polygone a périmétre mazi-

mum inscrit dans une courbe donnée, sont également inclinés sur la tan- -

-gente a la courbe circonscrite , menée par Pextrémité commune a ces cotéy.
PREMIERE APPLICATION. — 8i la courbe donnée est un cercle, on verra

“que les cotés conséeutifs @b, cb étant également inclinés sur la tangente-

en b, le point & est le milien de Vare ac, et que par suite deux.cotés con- .

séeutifs quelconques ab et be sont égaux. Done. parmi les polygones dPun
_méme nombre de cotés inscrits dans un cerele., !r » poly gom' rv‘guher a un
penmc tre m{u'umfm

SECONDE APPLICATION.. — Si la courbe r‘o’onnée est une ellipse (E) ayant

15 f" pour foyers, on verra, en.appliquant la méme condition, que deux

cOtés conséeutifs @b el be, du polygone & périmetre maximum, élant éga-

-

i !

i



SECONDE PAIITIE. m 109 lement inclinés sur la lanscntc on 4 a
I’ellipse (E), sont tangents a une méme ellii«e ( E') lioniofocale a 1a
proposeée ; pour la méme raison , les m . c6tés suivants 4r et of/ seraient
tangents a une autre ellipse liomofocale * aux précédentes; mais cette
nouvelle ellipse est identique a la préce. dente (E’), puisqu’elle a en
commun aver' celle-ci les foyers /,/' et la. tangente 40. .. . Donc, huit h
périnukri; tmiximitm inscrit dans une ellipse donnee (E), se trouve en meme
temps circonscrit a une set'onile ellipse {E')* homofm idc a la proposée.
Remaripte 1. — D’apres un théoréme de M. Poncelet , tous les Jiolygones
jju’on essayera do former de la mémo maniere que le précédent, se
fermeront d’eux-méraes et auront le méme nombre de cotés : et ces
polygones, en nombre inlini , satisfaisant aux mémes conditions que le
précédent, seront encore a périmetre maximum. Remarque II. — Les
polygones ainsi formés sont isnpérimetrces. Il suflit, pour le démontrer, do
recourir au princt]ie rondamental de la ..théorie analytique des maximum.
Désignons , en eflet , parp, //, y/, ..., /j,, les i>érimetres d’une série de
polygones formés d’apres les conditions précédentes et inlininicnt- voisins
les uns des autres; les polygones extrémes P et yc,, étant toutefois séparés
par un inteiTalle fini, . . Le [)érimétre p étant maximum, la variation du
périmetre, quand on  passe de p a y/,' est, ou rigoureusement nulle; ou
seulement infiniment petite du second ordre.' m . mm'-Ainsim*+-=0, ou
y/-y/<t,(.c'-.1); de méme ’ //—y/=o0,ouyc’—y/ (.1 — 1) ; pi«-')—pO*)
=0, ou —y/") — e, €tant des infiniment petits du premier ordre et -r, .r', x",.
.,1t") désignant, par exemple, les abscisses des [iremiers sommets a,a\ a", ...
, «t"l des [wlygones dont les périmeétres 'sefnt p,p', yjt'>. Soit £, le 1)lus
grand des nombres s, , €., . . ., €,, ; 'ajoutant membre a mendne les égalités
et inégalités précédentes, et remplacant les s par e,, on aura' p — yjC') = O,
oup —yjt’l <5, (.r(">—r). S Et ’on en conclut que la dilférence p -r
est rigoureusement nulle , puisipie I’on peut établir qu’elle est moindre que
toute ligne donnée. Observation. — La démonstration précédente n’a eu
d'autre effet (pie ' d’établir, dans un cas particulier, ce principe général ,
qu’une fonction dont ° la dérivée est constamment nulle, se réduit a une
constante. Paon’LEME VI. — Trouver la définition générale des pohgoncs
metre minimum, cireonscrits ci une coiirhe donné‘e. a jiertOigiiized by
Google
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“lement inclinés sur la tangente en & & Uellipse (E), sont tangents i une

méme ellipse (E") homofocale a la proposée; pour la méme raison, les

. ¢Otés suivants be et ed seraient tangents a une autre _ellipse hemofocale

aux_précédentes; mais cette nouvelle ellipse est identique a la précé-

-dente (E'), puisqu’elle a en commun avec celle-ci les foyers f, f" et la,

tangente be. ... Done, tout polvgone a périmétre maximum inscrit dans
une ellipse donnée (E), se trouve en méme temps circonserit a une se-

tonde ellipse (E'), homofocale & la proposée.

“Remarque 1. — Dapres un théoreme de M. Poncelet, tous les polygones
(u'on essayera de former de la méme maniére que le précédent, se ferme-
ront d’eux-mémes et auront le méme nombre de cdtés : et ces polygones,

-en nombre infini, satisfaisant aux mémes conditions que le précédent, se-

ront encore a périmétre maximum.
" Remarque 11, — Les polvgones ainsi formés sont isopérimétres,

11 suffit, pour le démontrer, de recourir au principe fondamental de la
..théorie analytique des maximum. Désignons , en effet, par P B Poyeta sy
p,, ‘les périmeétres d'une série de polygones forés &’ apres les conditions

“précédentes et infiniment voising les uns des audres; les polygones ex-

8-

trémes p et p, étant toutefois séparés par un intervalle fini, .

Le périmetre p éfant maximum , la variation du périmetre, quand on -°
passe de p & p',; est, ou nfrouteu::ement nulle ;" ou seulement infiniment
-petite du second ordre. ‘

Ainsi v ;
T T p=pi=o, o pEp et —2);
de méme '
. 12 —-p" =0, ou p' —p'g(x"—x');
pe-N—p"=o0, ou p("' ) —p L { i — 2" 7D,

PR Ty étanl’dcs infiniment petits du premier ordre et .r, ', 2", ...,
" désignant, par exemple, les abscisses des promiu-s sommets a, ',
a',..., a) des polygones dont les périmétres’sont p, p', p", ..., pt™. Soit
¢, le plus grand des nombres ¢, ¢,, ..., ,; ajoutant membre & membre
les égalités et mégahtés précedentes et remplacant les ¢ par ¢, on
.dura e .

o p—p =0, ou p—p ez —z).

Et I'on en conclut que la différence p — p*) est rigoureusement nulle, puis-
que V'on peut établir qu'elle est moindre que toute ligne donnée.

Observation. — La démonstration précédcntc n'a eu d'autre effet que
" d’établir, dans un cas particulier, ce principe genéml qu uncJoncuon dont
-la dérivée est constamment nulle, so réduit & une constante.

ProsvLize VI — Trowver la définition générale des polygones a péri-
métre minimuin, circonscrits & une coirbe donnée.

T -
i .



1 10 DES M#THODF,S EN iEOMETRIE. , Solution. — Soit
ahc...Ua un polygone circonscrit a périmetre mi- _ ", nimiim. Rruniilant
toux tex cotés du jxilygone comme m cifler avec cette des tangentes ¢ la
courbe fixe qui forme le poljl“one ouvert X' 1/>...cW, en délermi- « ’m liant
un périmetre total minimum. Or, soient AB et A' B' doux tangentes
infiniment voisines , comprenant entre elles la tangente cher- j , * chéeofi,
et fermant te polygone ouvert par des péri-' metres'égaux; et soit I le (loint
d'inmrsection de AB, A'B', leipiel est ¢ infiniment voisin des iioints de
contact F et F . D’apres le probleme 8 du chapitre H (page 87), on pourra
construire le Mint 1 en menant te,v bissectrices des angles exteneurs en A,
B '. dunolvmne ABc...«A. et abaissant do leur imint d intersection une .
per lendlculaire sur AB. Si donc , passait a la limite, on suppose que AB . et
A' B' se confondent avec «A, et si I on observe qu en méme temps les ,
points T T', 1 se confondent avec le point de contact t de ub sur la courbe,
on verra que dunx tout /Wvfro«c u ,u=rimétre minimum circonscrit u une ..
courbe, ta normale 1, fa courbe menée pur le point de contact de chaque .
cjolé, et les bissectrices des angtes c.rtérieurs du polygone adjarents a ce , *
, cOté, concourent en un iiwnic jxiint. _m * PnEMiEBF. APPUCATiox. - Jri
courbc donnée est un cercle. . > Soit o- le point de concours des bissectrices
des Angles extérieurs or™ a, ™’ Pt sera normale au cercle et passera par le
centre o ; menons lui , ob cpii seront bissectrices des aneles intérieurs en a
et h. l.es triangles reetarrglos oao' obo’ sont €gaux, parce qu’ils -ont I’hypo-
m témise-commune 00', et que les f)er(iendicnlaires aliaissées dos sommets
de I’angle droit sur 1 bypolénuse coupent celle-ci au méme, point. 11 en.
résulte que les'angles tao et tbo sont égaux, ainsi que. les angles « et A~ .lu
polvs™one. Donc , ,>arnu les ,tolygoncs d'un meme nombre décotes cr-,
An”riU a un cerc le , le jmlrgone régulier a un penmetre nuramum. Seconde
appucatioN. - J* eourbe donnée est une ellipse. Lemme 1. - Etant données
deujc ellipses homofocales, si . ’ de r ellipse intérieure on mene une
tangente qui coupe 1 eH.pse extérieure aux points a et b, la normale ent a
l'ellipse mteneine et hs tan, .rentes en a et b a I'ellipse extérieure,
concourront en un meme point. ” I P«MF II - Cn point ne saurait avoir
méme jmlaire par rapjmrl « . deuv ellipses homofocales, & moins que ces
ellipses ne ,se confondent. , * Ces lemmes étant supposés €tablis, soient abc.
. .A/uii 11olygone a pon., ma” “imurn circonLrit a une ellipse ( E' 1 ayant /, /
pour foyers 'ne point de contact du ctiur«A sur 1’ellipse, et o le point de



concours ,L bissectrices des angles extérieurs du polygone en a et b ; daprt.
Digilized by Google



la droite nt sera normale a ’ellipse '\ “'f) de ce (pie les cotés la, nh, hc sont
m m / tangents a l'ellipse (11'), et de la définition des droites no et ho. il
résulte que I’on peut construire deux ellipses ausiliaires que nous désigne- '
rons|)ar (a) et (j'5), passant, rune [wr le point», I’autre par le point 6, ayant
pour tangentfjs respectives en ces points les droites an et ho, et homotbcales
a la proposée (E'). Mais ces deux ellipses t-'/1 et () co’incident en une seule.
Su|)posons, en eflét, qu’il en soit autrce , meut, désignons par et 0A' les
cordes (-//.i/f/wte que la droite nth détermine dans ces ellipses, et joignons
on', oh'. D'apres le leramc 1, on' oloh'seraient resjtectivement tangentes aux
ellipses (a) et (f1), et par suite le point o aurait méme iiolaire nh'hn' (lar
rapport aux deux ellipses homofo’ m . * cales (1) et (f), ce qui est contraire
au lemme II. .Donc les dcAix ellipses (a) et (f'y coincidimt, et par suite
deux sommets consécutifs quelconques du polygone a périmetre minimum
appartiennent a une mémo ellipse liomofocalg a la |iroposée. Donc tout
iMlrgone a prri- , métre minimum , rircomerit ti une ellipse ilnnnee (E') , se
trouve en meme ' temyjis inscrit a une seconde ellipse ( E ) , homofncalc a lu
pro/msee. Corollaire. — Ou verrait, comme dans le probleme (irécédent,
que I’on peut former une infinité de (xilygones a périmetre minimum, cir- '
conscrits a ’ellipse (E') et inscrits a ’ellipse (E), et que tous ces polygones
sont isopérimétres. .Scolie. — Si I’on observe que chaque polygone a
|)érimetre minimum circonscrit a I’ellipse (E') est inscrit a ’ellipse (E) et
satisfait, en outre, aux conditions imposées aux polygones a périmétre
maximum inscrit dans cette' elliiise , on pourra renfermer tous les résultats
précédents dans cet. énoncé ; .Si 1’on n sur le méme, jdan dai.v ellip.ses
hnmofncnlcs ( E) et (E') telles, ipi’un premier polygone de n cotés puisse
étre inscrit dans 1’une et ¢ circonscrit n 1 * autre ' i". On jHuirm former
d’apres les mémes ronditiowi une infinit€¢ de /mlygones nnint le méme
nomhre de c6tés cl le méme /u-rimetre ; 2°. Chacun de ces /xilrgones sera
de périmetre maximum jxirmi tous les /tolrgnncs d’un méme nomhre de
coOtés tpte 1’on peut inscrire dnim 1’ellij>se c.vtéricure , et de périmetre
minimum jmrmi tous ceux tpte 1’on peut circonscrire a 1’ellipse intérieure. '
. Observation. — Ces beaux théorémes ont été¢ découverts par M. Chasles:
leur démonstration analytique, par I’emploi dos coordonnées elliptiques, a
fait eu 185x le sujet de quelques legons de M. Liouville au College de
France. ( y.tir aussi le célebre Mémoire de .M. Steiner : Journal de
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le theurvmv "«‘ncml (qui précede, la droite of sera normale a Pellipse-
en . Or, de ce que les cotés la, ub, be sont
tangents a lellipse (E'), et de la déﬁmtlon des
, droites ao et bo, il résulte que I'on peut con-
{ /  struire deux ellipses auxiliaives que nous désigne-
rons par (z) et (), passant, I'une par le point
/ ‘-,‘ I'autre par le point #, ayant pour tangentes respec-
tives en ces points les droites ao et bo, et-homo-
focales & la proposce (E'). Mais ces deux ellipses
PR f\ot (&) eoincident en une seule. Supposons, en effet, qu'il en soit autre-
ment, désignons par aa’ et bb' lee cordes distinctes
que la droite azb détermine dans ces ellipses, et
joignons va', ob'. Dapres le lemme I, od' et ob'-
seraient respectivement tangentes aux ellipses () -
et (), et par suite le point o aurait méme polaire
ab’ba’ par rapport aux deux- ellipses homofo-
. o = cales (=) et (%), ce qui est contraire au lemme II. pa
;Donc I(-q deux elhpae.v (2) et (2} coincident, et par suite deux sommets
consécutifs quelconques du pol\ gone a pénmutre minimum apparuenncm'
" -a une méme ellipse homofocale & la proposée. Donc tout polygone é peri-
métre minimum , circonscrit a une cllipse donnee (E'), se trouve en méme
temps inserit a une seconde ellipse | E), lnmmfnf'al(' a la proposee.

COROLLAIRE. — On ver rait, comme dans le probléme précédent, que
. l'on peat former une infinité . de polygones & périmétre mmlmum, cir-

" conscrits & Iellipse (E’) et.inscrits a l'ellipse (E), et que tous ces poly--
- gones sont isopérimétres.

Scolie. — Si U'on observe que chaque polygone a périmétre minimum
circonserit a l'ellipse (E') est inscrit & lLlltpse ( E) et satisfait, en outre,
aux-conditions imposées aux polygones a périméfre maximum mscrlt dans
cette ellipse, on pourra renfermer tous les résultats précédents dans eet

~ énoncé : Si on a sur le méne plan denx ellipses homofocales (E) et (E')."
telles, qi’un: premier poh'gone de n cotés pmm’ étre inscrit rl(ms Pune et
circonscrit a Uautre © - "

1% On_pourra Jormer daprés les' mémes conditions une ugﬁmtc de
polygones ayant le méme nombre de cdtés et le méme périmétre ; -

2% C/mr‘urz de ces pnh gones sera de p(rrmetr( mazimum parmi tous

- les polygones d’'un méme nombre de cotés que Pon_peut inscrire dans

Llellipse extéricure , et de perlmf‘trr minigim parmi- tous ceux que Uon
peut circonserire a Uellipse intéricure.,

‘Observation. — Ces beaux théorémes ont 6té découvertq par M. Chasles:
'leur démonstration analytique, par Temploi des coordonnées clliptiques,
a fait en 1852 le sujet de quelques lecons de M. Liouville au Collége de
Prance. (#oir aussile célébre ‘Mémon‘e de M. Steiner : Journal de Mathé-
matiques ,-1841, page 169. )

l



111 . )KS METHODI'VS EX «ilvOMKTKIE. ! .-« * § H. —
11e I-A UnAMIEI JIAMAIIM OV .MINIMUM DE.< OnANDEUIIS
INDETERMINEES. .57. Lus prolilénius uniilogues a cens qui ont été
résolus' dans le panifraplie précédent, reviumiunl , en derniére analyse, a
déterminer sur une ligne, donnée iminédialoment par 1’énonce, ou sur une
ligne aiijcilmirr construite au moyen des données de laifuestion, le
>oint*pour lequel une grandeur, dont la t aleur varie avec la (wsition du
point sur la courbe, devient maximum ou minimum. Il existe une autre
classe importante de problemes dans lesr|uels orf vherrhe jxirmi toutes les
ligues , dont les ej-fre mités sont nssujetties a certaines conditions
communes, mais qui dajts rintercuUeclcs jxnnts extrémes 'demeure.nl
entiecrement indéterminées , celle /xiur Ingmille une grandeur, tlont la valeur
dépend de la ligne tout entiént , devient maximum ou minimum {Mii.t'.n ,
Arcthodus inveniendi lineas emvas mnjimi minimiue proprietate gaudentes
, 17441 pages 2 et 3) : la grandeur dont il s’agit étant en général une
grandeur géométrique, telle qu'une longueur, une aire. ou. un volume, dont
les éléments se forment, d'apres une loi donnée, ear chacun des jioints do
I’une des courbes que 1'on considére. Ia> premier et' le plus célebre est le
probléme de la hraeldstm-hrone , qui fut projKisé par Jean Bernoulli en
16gG. Dans les Actes de l.erpsick de I’année suivante (mai, page 206)"
avant d’en exposer la solntionl il fait observer que les méthodes données
jusqu’a ce jour par Fermat , DescarteS et les a{ttres ” pour la détermination
des maxima et mininui, sont renfermées dans (I’étrrHtés limites , puis
qu’elles éappliijuent seulement au.r cas ou 1’on doit chercher, parmi une
infinité de grandeurs données, la grandeur ma.rimum ou minimum ; et que
les difficultés que I’on rencontre deviennent autrement sérieuses, des que
les grandeurs parmi lesquelles se trouve le maximum et le minimum
demeurent aussi indtacrminées que te ma.zimum ' ou le minimum que 1’on
cherche. mEn publiant les proeéilés particuliers qui 1ui avaient réussi dans la
solution de ce probleme, et qui, selon lui, pouvaient s’appliquer avec le
méme succes a d’autres sujets semblables, Bernoulli ajoutait qu'il ne croyait
pas a la possibilité de trouver ime méthode générale applicable a toutes les
questions du mome geiu-e. Euler et Lagrange,- comme on le sait, ont donné
un démenti formel a ¢c doute d'un grand géometre; et le calcul des
variations demeure I’un des plus beaux monuments de ’analyse, et dans
leipicl apparaissent av.€c le plus d'éclat tes qualités de certitude et



d'universalité qui sont propres a . cette dernicre. Le role de la géométrie
pure, dans I’¢tude de c(>s nouveaux problemes, |1araissait devoir étre fort
restreint, sinon corn pléteineut nul ; mais le génie de Maclaiirin surmonta
toutes les difficultés de la maticre, et le Traité des Flit.rions renfermo une
méthode générale, fort belle et peu connue, qui conduit jiar une voie
entiérernont ¢lémentaire 0 la solution d’un grand nombre de ces questions r
et que nous allons uraiutenant exposer.*



SECONDE PARTIE. I13. ¢ 58. Principe kondamental. — Qur
I’on dési”“rw en général par G le.t grandeurs varinhlrs et indéterminées
parmi lesquelles se tmiiee le minimum (ou h: majcimum) que ton eherehc ,
et soit V une gramltmr consUmia de méme espece que les grandeurs
considérées : si fon retranche 1' de chacune des projiosécs G,, on obtient
une nouvelle suite de grandeurs .1 G' = G — r qui correspondent aux
premicres et telles évidemment , qu’a la grandeur minimum G, de la
prennent série “corn-spondra la gmndeur ' minimum G', de la seconde; or
on exprimera que G\ = G, — P est le minimum cherclui , en décongmsant
G, et P en un méme nombre -d’éléments mrres/mndants AG,/V Al', et en
exprimant que chacune des différences ¢lémentaires AG, — AP est
minimum. On aura défini par 1a chacun des €léments de la grandettr
minimum G,, et jutr suite la grandeur minimum elle-méme. Remarque I. —
Si Ira "randeuVs G se rapportent a des lignas indéterminées parmi
losfjuelles on cherche celle qui jouit de certaine propriété de minimdm ou
de maximum, la méthode précédente devra conduire a 1’équation
différentielle du premier ordre de la ligne ciierchée, puisqu’elle doit fournir
la définition de chaque élément de cette ligne. Remarqué II. — L’emploi
général de la grandeur auxiliaire P étant défini comme précédemment, il
faut encore obsiirver que cette grandeur P .doit toujours renfermer quelque
¢lément arbitraire, dont on fixe a po.steriori la valeur de maniere que la
grandeur minimum G, = G', 4- P satisfasse aux conditions qui lui sont
imposées par I'énoncé du probleme. .Au point “de vue analytique, cela
revient a dire que I'emploi de Isf méthode actuelle équivaut a l'intégration
d’une équation différentielle du second ordre, intégration qui a du introduire
dans I'équation difl'érentielle du premier ordre qui en résulte une constante
arbitraire. -Cette constante doit donc naitre iwreillement do la méthode que
nou.« venons ffe définir; et bien loin que ce qu’il parait y avoir
d’indéterminé dans celte méthode soit une objection contre la certitude des
résultats que I’on en peut tirer, cette indétermination nécessaire, comparée
aflf résultats que fournit I’analyse, pourrait, s’il en était besoin, servir de
confirmation a la méthwje. APPLICATIONS. 59. O. Lemme c.énérae. —
Probléme. — Etant donnés tin /mint et une droite, aller du /miat a la. droite
par un chemin tellement choisi, que le ' temps employ¢ a le parcourir twee
une vite.tse v, diminué du temjts employ¢ a’ /mrcourir sa projection avec la
vitesse ej > ¢, fournis.se une différence minimum. (Traité des fluxions, tome



11, n" 5712.) Solution. — 11 s’agit de rendre minimum ja diti'érence MM'
«/M' ou celle-c1 ; MM'— «iM'-V, Or, on vertu de la restriction e <e, , on
peut representer le rapport Digilized by Google
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58. PRINCIPE FONDAMENTAL. — Que lon désigne en général par G les
grandeurs variables et indéterminées parmi lesquelles se trouve le mini-
mum (tm le maximum) que Pon cherche , et soit U une grandear constante
de méme espece que les grandeurs consideréees : si Lon retranche I' de
chacune des proposées G,.on obtient une nouvelle suite de gmnr‘lems

<G'=G—-T qm correspondent awx premiéres et telles évidemment , qu'a
" la grandeur minimum G, de la premiere série correspondra la grandeur
minimum_G', de la s('mm{e' or on exprimera que G\, = G, — " est le
minimiam c/tt’l'(‘/te, en décomposant G, et I en un me‘mc nombre éle-
ments correspondants AG; et A, et en exprimant que chacune des dif-
férences élémentaires AG - Al‘ est minimum. On aura défini par la
chacun des éléments de la grandeur minimum G,, et par suite la gran-
deur minimum elle-méme.

" Remarque I. — Si les grandeuts G se rapportent a des lignes indéter-
minées parmi lesquelles on cherche celle gui jouit de certaine propriété de
minimim ou de maximum, la méthode précédente devra conduire a I'é-
quation différentielle du prumer ordre de la ligne cherchée, puisqu’elle
doit fournir la déﬁmtlon de chaque élément de cette ligne.

Remarqué 1I. — L'emploi général de la grandeur auxiliaire I' étant dé-
fini comme précédemment, il faut encore observer que cette grandeur I’
<.doit toujours renfermer quelque élément arbitraire, dont on fixe @ poste-
riori 1a valeur de maniére que la grandeur minimum G, = G', 41" satisfasse
aux conditions qui lui sont imposées par 1'énoncé du probléme. Au point
de \'ue?malvtique cela revient a dire que 'emploi de la méthode actuelle
équivaut a I'imtégration d'urie équation différentielle du second ordre, inté-
gration -quia dd introduire dans |'équation différentielle du premier ordre
qui en résulte une constante arbitraire.-Cette constante doit donc naitre

_ pareillement de la méthode que nous venons de défipir; et bien loin que ce
qu'il parait y avoir d'indéterminé dans cette méthode soit une objection

- contre la certijude des résultats que I'on en.peut tirer, cette indétermina-

tion nécessaire, comparée af® résultats que fournit I'analyse, pourrait,
g'il en était besoin, servir deuconﬁrmauon a la méthode.
¥ i
APPLICATIONS.
59. 0. LEMME GENERAL. — PROBLEME. — Etant donnés un point et une
droite, aller du point a la.droite, par un chemin tellement choisi, que le
temps employé a le parcourir avec une vitesse ¢ , diminué_du temps em-

- ployé & parcourir sa projection avec la vitesse v, > ¢, fournisse une dif-

[férence mininuun.  Traité des Fluxions , tome 11, n° 572.)
Solution. — 1| s'agit de rendre minimum la différence %

1?-{- - @; ou celle-ci : MM'— mM"-':--‘
. 1 1

Or,, en vertu de la restriction ¢ < v, on_peut représenter le rapport ';
' : » %3

- ~ -



I1 4 DES METHODES E\ i(EOMETRIE. ' par un cosinus ; cii
sera , pai- c\cnn)lc , le eusinns lie I'angle' que forme ' «<<M' avec une droite
MX menée par le [M)int M, et la position de la droite MX sera délenniné*’
|>ar cotte relation (1) cos(7«M', MX) = sinwMX = — 5 et I'expression que
I’on doit rendre minimum devient alors MM'— O/ M' cos ( 07 M', MX), on
MM’ — 77N’; //N' étant la projection de /7/M’ sur la droite MX. Or, si du
point M comme centre on déerit I’arc M'M' lermin¢ a la droite MX
prolongée, onaurar' ° M.M’-/7N'=MM"- 77N'=M/7 + N°'M"; ’ ' et
comme M 77 est constante, on voit tpie le minimum clierc.li¢ a lieu quand
N'M" est nulle, c’est-iedire qttand la droite MM' co'incide avec la droite
MX. ¢ Ainsi h’ sinns tir irimiitfiicv tir la tlroiw 1 lifrilive sut: lu ilroilr . | ,
Ve, o' (iitwe, est 1 f'ifl 7/7/ rttji/jort — tirs rilrssfs tUmners, ' . Brmartiiiir.
— Ui solution analytiqite du méme probleme dépendrait seulement de lu
théorie ¢lémentaire des maxitna pour les fonelions du second degré. m “°
I. Piiolii.kMR 1’)E Fkhmat. — Etant ihm né s- tira. te /toints A rt B situés
7/7/77,7 ilruj- milirit.r tliffi-rrnls 1/iic séparr Ut iln/itr rt r, 0' tlésig/uint 1rs
vitessés ilc'jirojtagatiun tir ht lumirrr ilaiis 1rs deux milirux , on drmandu !r
rhrmin AIB 7///C doit suivre une niolérulr lumineuse, pi-iir aller * > du
premirr jioint au sero/ut dans un temps minimum. .Solution. — Ahais.sons
Kn, B//, >t'rpendi(iilaire3 sur .r» ; il s’agit de trouver un point 1 sur x)-, tel
que (m) AIBI ¢ . : 1 —r=mtnimmn. D’ailleurs le cliemin a temps
minimitm ne doit étre cherché évidemment <}ue parmi ceux qui rencontrent
la droite sn- entre les points 7/ et //', et (jui ont par con.sé(picnt méme
projection td> sur ,rr. Si donc on désigne par V une vitesst» sig/érieure a v
eta/*', le temps employ€ a [>arcourir ab avec la vitesst» V sera une
quantité con.stantc; et nous aurons satisfait a la condition (1), si nous
satisfai.sons a celle-cim' \I B1 77//-.."'-* —1—r—1T-=minimum r V
f V'Y Digilized by Google




-MX prelongée, on aura ~

114 ~ DES METRODES EN GEOMETRIE."

par un cosinus; ce sera, par exemple, le cosinus de l'angle que forme
mM" avec une droite MX menée par le point M,

- -

| S et la position de la droite MX sera delermmée
par cette relation
i \ (1) cos(mM’,MX) = sinmMX = = ;

_L__ \__ j g

et P'expression. que P'on doit rendre minimum
m devient alors .

MM’ — M cos(mM, MX), ou MM’ —n»N';

#N" éLant la projeetion de mM' sur la droite MX. )
Or, si du point M comme eentre on décrit Pare M’ M" (-rmmé ala drotte

MM — uN'= M’W’——- nN'= Mz 4+ N'M";

et comme Mz est constante, on voit que le minimum cherché a lieu quand
N'M" est nulle, ¢'est-a=dire quand la droite MM’ coineide avee la droite MX,
Am'-l le sinus de Pangle d"lm idence. de la droite chere hm' sur la droite

"

connée, ml cgal au nq;lmrl — des vitesses donnée 8,

Remarque. — La snluhon analytique du méme probi¢me dépendrait
senlement de la théorie élémentaire des maxima pour les fonctions du

-second degré.

1. ProvLkmE DE FERMAY. — Etant donnés. denx points A et B situés
dans dewr miliewr différents que sépare la droite xy; et v, o l/c'\l"fmllt
les vitessés de propagation de la lumicre dans les deux mtluw v, on de-

mande le chemin AIB que doit suivre une molécule lumineuse, pour aller -

du premier point au second dans un temps minimum.
Solution. — Abaissons Aa, Bb, perpendigmlaires sur y; il s'agit de
trouver un point 1 sar «xy, tel que. Y
; 3 Al BI
(1) - - Ty - minimum.
D'aillears le chemin & temps minimum ne doit étre cherché évidemment -
que parmi ceux qui rencontrent la droite 2 entre
les points a et b et qui ont par conséquent méme

A

; N
| i ~* projection @b sur xy. Si done on désigne par V
z la li 5. y une vitesse supérieure a ¢ et & ¢, le temps em-
‘ N : ployé a. parcourir ab avec la vitesse V sera une
e i B quantité constante; et nous aurons satisfait a-fa-
" condition (1), si nous satisfaisons A celle-oi -

5'-!—}-?- —"—:’-_ minimum, - .



SIXOXOE PARTIE. I f 5 Ou, én décomposant «A on «I+Al, si
nous satisfafsonsa celte derniere , , /Al al\, /Bl *1\. . yj + (,-7" y; = Enfin,
cotte dernicre relation sera satisfaite, si I’on peut .satisfaire simultanément a
chacune de celles-ci 1 n\ Al a\r ~Y (*) ’ BI hi ~ V = thinimum, = minimum.
. Or, d’apres le lemmé précédent, si I’on dési$Smo par i et /» les angles
d’incidence et de réfraction AIN , BIN', chacune des conditions ( /?) et (/<)
sera remplie, sil'ona..c.e' Sin(, Sin/m-:r-; V\d'ou, en divisant
merahre a' membre. Ainsi le chemin que doit tuii're une molécule lumineuse
pour nttcr d’un premier h un second mijieu dons un temps minimum, est tel,
que le rapport des sinus des angles d’ineidenee et de réfrartion , dans te
passage du premier au second milieu , soit €gal au rapport des lutesses de
propagation de la lumiere dans le premier et dans le second milieu. Scolic.
— La solution dinete de ce probleme dépendrait évidemment de la méthode
pour la recherche des maxima etminima absolus, exposée dans le chapitre
précédent. L’emploi de cette méthode conduit d’ailleurs a une
.généralisation du théoréme précédent qui jieut étre utile pour dos
applications ultérieures. If suffit , pour y parvenir, de remplacer le plan de la
figure précédente par une surface quelconque ; on verra alors que le chemin
AIB , défini par la mémo condition de minimum , est form¢ par deux m
lignes géodésiques Al et IB (Je la surface , et que les angles 1'"*" — 1, 1* —
1, sous lesquels ces lignes geéodésiques coupent la courbe de séparation xr, m
sont encore li€s par la relation' On aura d'ailleurs a s’appuyer * sine e *' sur
ce principe , que la courbe qui intercepte des ares équivalents sur les lignes
géodésiques d’une surface , issues du meme point , coupe orthogonalement
toutes ces lignes géodésiques. , m " a. PnOBLERE. — Trouver la ligne sur
laquelle doit se mouvoir un jmint matériel soumis h Faction de ta pesanteur,
/mur aller d’un /mint donné O h une verticale donnée vv',dans un temps
minimum. ( Traité des Filtrions, tomo 11 ,n" 574.) m ' . Solution. — Soient
OMM'H la bmchistochrone cherchée et H le point inconnu ou elle coupe la
verticale donnée VV'. Menons les horizontales OV- m 8. . Digitized by
Google



116 DES METHODES EN GEOMETKIE. et 1111' des poiats de
départ et d’arrivée, ainsi que la vertioale OH' du poiijl de départ. 11 est
facile de reconnaitre , a priori, que la courbe cherchée ne saurait avoir
aucun de ses points a gauche de la verticale OH' ou au-dessous de
I’horizontale HH', et que, par suite, on no doit chercher la brachistoclirone
que 1>armi les courbes en nombre infini qui joignent le point O au, jK)int"(
indéterminé) H, et qui sont en outre comprises dans le rectangle OVHH' ; or
toutes cos courbes ont méme projection HH' sur I'horizon , et la vitesse
acquise en H', par jir chute sur 1'une d’elles, est la méme pour toutes ;
désignons par ¢, cette vitesso qui demeure indéterminée comme "le point H
lui-méme. Conformément a la méthode générale , nous dirons : Si te tcmpu
par OMM'H , parrnuru aeee une vitesse imrinhte e, * est mi/iiimiiii , ee
<>,, sera eneore minimum; et si nous décomposons la courl)c et la droite en
un mémo nombre d’¢léments corres[)ondants MM', w.M', la différence des
temps que. I’on vient d’énoncer sera minimum , si I’on rend minimum cette
différence ¢lémentaire : , * Temps par WA' pairnuni avee la vitesse v, moins
temps peir niW parcouru avee la vitesse e,.* Or, d'apres le lemmc, pour que
celle derniere différence soit minimum , il suffit , en regardant 1'élément
MM' de la courbe comme rectiligne , que. I'on ait ¢ ou (I) sSinmM.M":= ‘mi m
A eds T, 1> désignant la vitesse acquise par le mobile a son arrivée en M ,
et les ordonnées r de la courbe étant paralleles a I'horizontale OV.
Cohollairel. — La formule (1) fournil, comme on le voit, I’équation
différentielle du premier ordre de la brachislochrone pour le cas ou la pe.
santeur agit sur le mobile par des droites paralleles, 1'intensité de la
pesanteur €tant ou constante , ou variable suivant une loi quelconque : cette
formule conduit , en outre , a celte conséquence importante , que ia
brarhistoehrone est Umgente a Ut verticale du point de déi>art , et normale
a la verticale W' a laquelle elle se termine ; car, si I’on fait allcmalive® ment
e = o et e z= dans la formule, elle donne ds et <W ds " CoROLLAInE IL
Dans le cas d’une pesanteur constante, on a e-yj'xgjc, * et la brachislochrone
est une cyclo’i'de.



116 DES METHODES EN GEOMETRIE.

et HH' des points de départ et d'arrivée, ainsi que la verticale OH’ du pamt,
de départ.

1l est facile de reconnaitre , & priori, que la courbe cherchée ne saurait
avoir aucun de ses points & gauche de la verticale OH’ ou au-dessous de
I'horizontale HIL', et que,. par suite, on ne doit chercher la brachisto-
chrone que parmi- les courbes en nombre infini qui joignent le point O au,
point (indéterminé) H, et qui sont en outre comprises dans le rectangle
OVHH' : or toutes ces courbos ont m¢me projection HH’ sur I'horizon, et
la vitesse acquise en H, par Ja chute sur I'une d’elles, est la méme pour
toutes; désignons par v, cétte vitesse qun demeure mdétermmee comme

“le- point H lui-méme.
‘Conformément & la méthode générale, nous dirons : Si le temps pnr
v v OMM'M, parcourw avec une vitesse variable ¢,

f ' est minimum , ce-méme n'm})x diminué du temps

; e i par Uy parcouru avec la vitesse constante v,

fragomcs sera encore minimum ; et si nous décomposons
""’ """" "7 la courbe et la droite en' un méme nombre d’é-
7| ' v léments correspondants MM’, m M, la différence

- des temps que 'on vient démmtor sera m1m~
mum, si 1'on rend minimum cette différence élémentaire :

Teips par MM’ parcouru avec la vitesse v, moins temps par mM’ pnr—
couru avee la vitesse v Or, d'aprés le lemmc. pour que-cette derniére.
différence soit minimum , il suflit, en regardant I'¢lément MM’ de la courbe
comme rectiligne, que l'on ait - )

’ . sinm MM’ == ‘L
ou . _ i
& ) i o
(I) . . rfs - ' 3 '

¢ désignant la vitesse acquise par le mobile & son arsivée en M etlesor-
données » de la courbe étant paralléles & I'horizontale OV.

CoRoLLAIRE I. — La formule (1) fournit, comme on le voit, l'équation
différentielle du premier ordre de la brachistochrone pour le cas ou la pe-
_santeur agit sur le mobile par des dreites paralléles, I'intensité de la pe-
santeur étant ou constante, ou variable suivant une loi quelconque : cette
formule conduit, en outre, a cette conséquence importante , que da bra-
chistochrone est tamgente a la verticale du point de départ, et normale a
la verticale NV' & laquelle elle se termine ; car, si 'on fau alternative-
‘ment v = o et v = v, dans la formule, elle donne v

) dy :
.;Z‘T" o, et ;[T-— '-

“

CorortAIRe 1I. Dans le cas d’une pesanteur constante, on a

= y/zg.t',

ot ka hrachistoachrone est ime evelatde



SECONDE PABTIE. I 1 Rf/nii/yiic. — La formiilu (i ) a 616
donnée pour la premiere lois par Jean Bernoulli {yteta de Leipsivk , iCgC,
mai, page 208) : co goomclrc I’avait ohtenue en j*énéralisant le probléme
de Fermat, et pn assimilant la bracliistochrone a la trajectoire d’une
molécidc’luraineuse traversant, dans un temps minimum, une suite de
milieux de densités différentes ,. d’épaisseurs infiniment petites, s€iwres les
uns des autres par dos surfaces liorizonUdes. ¢ ¢ 3. Probleme. — Trouver Ut
ligne que doit décrire un point matériel soumis a F action d’une force
é¢manant d’un centre fixe Q., pour aller, dans un temps minimum, d’un jwint
donné¢ a une droite donnée , jMtssant par le centre attirant. ( Traité des
FluxJons, tome I , n*“ 578. ) SoUaion. — Soit AMB la brachistochrono
cherchée , et B le point inconnu ou elle atteint la droite donnée CB<>. Du
point O, comme centre, décrivons les arcs du cercle kb et B« interceptés
dans I’angle donné ACB. Il est facile do démontrer, a priori , que la ligne
cherché” est tout entiere comprise dans le trairéze mixtiligne AiB«. Nous la
chercherons donc parmi les lignes qui satisfont a cette condition et qui
joignent le point A au point indéterminé B. Or tontes ces ligni's , projetées
centralement suivant'le point C sur la circonférence Bd, ont méme
projection, a savoir 1’arc ya; et la vitesse awiuis¢ en B par la chute sur I’'une
d’elles est la' mémejrour toutes;, soit ¢, cette vitesse. Dées lors, si le temps
par A.MB parcouru avec la vitesse variable est minimum , on aura aussi G.
(AMB, c) —.5. (arc «B, e,) =3 minimum ; et si ’on décompose la courlie et
I’arc en un mome nombre d’¢léments * correspondants MM', NN', la
différence précédente sera minimum , si I’on rend minimum chacune des
différences ¢lémentaires, telles que , ' J* VI {") 6. (MM, ¢) -6.(NN', ¢, ).
Or, désignons par 1, 1\ 1, les distances au centre attirant C des piiints M, M',
B, et décrivons du centre C le petit arc M'rn semblable a I’arc NN' ; on a et ,
par suite. G..(NN', NN'=M"/«.* ,** Mj» 1,1 (./m' M’//( On voit donc
que le temps employé€ a parcourir NN' avec la vitesse est €gal .au temps
employé A parcourir M'm avec une vitesse €gale A c, * - « Donc, en
substituant dans la. différence {a), on aura A rendre miDigilized by Google
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Remarque. — La formule (1) a été donnée pour la premicre fois pat
Jean Bernoulli ( Actes de Leipsick , 1696, mai, page 208 ) : ce géometre
l'avait obtenue en généralisant le probleme de Fermat, et gn assimilant la
brachistochrone & la trajectoire d’'une moléeale Tumineuse traversant, dang
un temps minimum , une suite de milieux de densités différentes , d’¢pais-
seurs infiniment petites, séparés les uns des autres par des surfuces -
horizontales. T

3. Prosiime. — Trouver la ligne que doit décrire un point matéricl
soumis a Laction. d’une force émanant d’un centre fixe C; pour aller, dans

. . ¢ ] . - I3 M s (4
- un temps minimum, d’un point donné a une droite donnée, passant par

le centre attirant, (Traité des Flaxions, tome I, n® 578.)

Solution. — Soit AMB la brachistochrone cherchée, et B le point inconnu
out elle atteint la droite donnée CBA. Du point G4 comme centre, décri-
vons les arcs du cercle Ad et Ba interceptés dans 'angle donné ACB. 1I
est facile de démontrer, & priori, que la ligne' cherchée est tout entiére
comprise dans le trapeze mixtiligne AbB«. Nous la chercherons donc -
parmi les lignes qui satisfont & cette condition et qui joignent le point A

_ au point indéterminé B. Or toutes ces lignes , projetées centralement sui-

vant le point. C sur la circonférence Ba, ont méme projection, a savoir
'arc Ba; et la vilesse acquisg en B par la chute sur I'une d'elles est la-
m¢éme pour toutes; soit ¢, cette vitesse. Des lors, si le temps par AMB
parcouru avec la vitesse variable ¢, est minimum, on aura aussi

G.(AMB, v) — &.(arc 4B, ¢,) = minimum ;

et si 'on décompose la courbe et I'arc en un méme nombre d’¢léments
correspondants MM', NN', la différence précédente sera
3 ] minimum, si I'on rend minimum chacune des diffé-
; \\u / rences élémentaires, telles que g
AL A;",

R (a) B.(, ¢) = B.(NN' ¥,).
a AN ]

i b

3 / * Or, désignons par r, r', r, les distances au centre
\-\* attirant C des points M, M’, B, et décrivons du centre €
€. le petit arc M'm semblable a 'are NN'; on a -

el, par suite,

L] ' [
« N} m or M
G,(N;”,l']:: —-\ ::‘.___.. -';,: .
L2 ¢ ¢ r r
. 1 @ e -
- v

“On voit donc que le temps employé a parcouric'NN' avec la vitesse ¢,
- s . oe ; . . 8 7!

est égal au temps employé & parcourir M'm avec une vitesse égalea v, - — - -
: '

Mindl * an aslinifliant Anms §a dtlBwanin #.:1 aAn.ansa 3 sbadm mi.
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(MM, v) — G- * Or, d’apres le lemme, pour que cette dernicre différence
soit minimum , il suffit , on regardant les ¢léments MM' et m iM' comme

rectilignes , que I'on ait EiInmMM' =t>: 1\ - ; -, * 1, * * donc, en ap|)clant
MT la tangente en M, remplacant r' par r, sSinCMM' par sin CMT =r-*, il
vient (1) *sinCMT = /-’ =-.-'". ' *-ds V, r pour I’équation différentielle de la

courbe cherchée. » COROLLMAE 1. — Ces formulcs conduisent encore a
cette conséquence , que la hrachistochnme est tangente au rayon d-V , qui
passe par 1’origine, et normale au rayon CB , auquel elle se termine.
Corollaire II. — La formule (1), que ’on écrirait f * m . rfSInCMT =1;.., V,
démontre ce théoréme di a Euler, que la. vitesse en chaque point est
proportionnelle a la distance du centre d’attraction a la tangente en ce point.
Corollaire 111. — SupiMSons que ’attraction exercée par le centn: C soit
projMitionnelle A la distance. Le principe des forces vives donne , dans ce
cas” en désignant par r, la distance initiale CA, pour laquelle i<= o, et
I’équation (I) devient alors (¢) f/0 J » — P r sinCMT =1 ~.=" » -- . ds "*r\-1\
Cc qui représente , comme on le sait , uno €i«cycloido engendrée par un point
d’une circonférence ayant pour diametre /,,— /o, = Ka , qui roulerait
intérieurement sur la circonférence A b. On pourrait d’ailleurs établir ce
dernier fait directement, et sans beaucoup de peine, en s’appuyant sur la
construction de la tangente a 1’épicycloide et sur le lemme que voici : Que
I’on prenne utt point qiwlconque C sur le prolongement de I’hypoténuse iB
d’un triangle rectangle 4MB et que 1’on joigne CM, on aura sinCMB =
y/rltvj;e en posant CM —r, C 4 =; /, et C,B . DigilEed by Coogle
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nimum

E.(MM, ) — G-(mM', ¢, ; )

Or, d'aprés le lemme, pour que cette derniére différence soit minimum,

il suffit, en regardant les éléments MM’ et mM' comme rectilignes, que

I'on ait .
_ sinmMM' = o °, A i

rl -

donc, en appelant MT la tangente en M mmplagam r' par r, smLMM'

par sin CMT = r-!—g, il vient -

ds
(1) smCMT_.rg-gz

1=
~ I

’

o

pour I'équation différentielle de Ja eourbe cherchée.

Lonou..mu: , — Ces formules conduisent encore a celte coanuence _
‘que la brachistochrone est tangente au rayon CA, qui passe par Porigine,
et normale au rayon CB, auquel elle se termine.

CoroLraIre I1. — La formule‘(l), que 'on écrirait

r$inCMT = 2

[

démontre ce théoreme di a Euler, que /a.vitesse en chaque pomé est

« proportionnelle a la distance du centre d attraction a la tangente en ce

point.

Conovramre II1. — buppowns que / attraction éxercée par le centre G-
soit proportionnelle & la distance.  Le principe des forces vives donne;

dans ee cas,
3 0= (r —r) K%

H
en déswnant par r, la distance initiale CA, pour laquelle v=0, et I'é-
quation (I) devnent alors

VI=F .5
(1) - sinCMT *rn'x ;/r’—r . ;,

qui représente, comme on le sait, une épicycloide engendrée par un
point d'une circonférence ayant pour diamétre r, — r, = Aa, qui roule-
rait intérieurement sur la circonférence Ad. On pourr.nt d’ dllleurs établir
ce dermm fait directement , et sans bo.lucoup de peine, en s’appuyant sur
la construction de la tangente a I'épicycloide et sur ¢ lemme que voici :

Que Uon prenne un. point quelconque C sur le prolongement de Uhypo-
ténuse bB d’un triangle rectangle bMB et que Uon joigne CM , on aura

. ,.:r_ﬁ,j B
sinCMB = ‘/7- Sl
Vri—r .’




SECONDE PARTIE. “9 .(. PBUBIL.¢eMK.. — TntifCr la courbi'
plane passant par lieux fMiints donnés m A et 11, et cn"emlrant une aire
minimum par sa rotation autour d’un axe 0.C situé¢ dans son plan. Solution.
— ACMU la courbe clicrchée pour laquelle I’intégrale / yds, étendue a tous
les points de la courbe compris entre A et B, est minimum'. Pour toutes les
courbes joignant le point A au point B, I’intégrale / d.c, et par suite celle-ci,
\f d& prise entre les mémes limites est une grandeur constante, y. désignant
une constante arbitraire. Il sulliru donc, conformément a la méthode
générale, de trouver la courbe pour latpielle / [yds — Xr/.r ) est un
minimum , et celte somme sera minimum si chacun de ses éléments , . , ds
(Le * Ytls — Sdx =. * "Il est minimum. Or, si I’on regarde - et -r comme
représentant des vitesses , et si I’on regarde comme donné l'accroissement
dr de I’ordonnée dans le passage d'un [K)int M do la courbe au point
infiniment voisin M ', le minimum aura lieu, d’apres le lemme, si ’on a *
sin MM'/«'dx Y ds ~10n a donc [HD . de m’ ds = pour 1’équation
dilTérentieile de la courbe cherchée qui est, par consé quent, une chainette
dont I’axe est perpendiculaire a la droite 0.1'. Scolie. — Dans lo probleme
précédent, I’usage que I’on a fait du ' lemme de la page 113, exigeait que
I’on plit regarder comme donné I’ac- 1 croissement dr de 1’ordonnée, dans le
passage du point M au point infiniment voisin M' de la courbe cherchée. Or,
on peut faire voir que cela est permis, au moyen du raisonnement suivant :
Soit ACMB la courbe cherchée et G son point le plus bas. D’apres la
définition du point C, et quoique c€ point demeure inconnu , on peut dire
que 1’on ne doit chercher la courbe demandée que parmi celles qui joignent
A a B, en passant par le point C et ayafit en ce point leur tangente parallele
a Ox. . Or, pour toutes ces courbes les variations totales de I’ordonnée y
sont les mémes de A en C et de C en B, et I’on peut , par conséquent ,
partager les différences Y,,,) — Y(,j, Y/ — Y, , communes a toutes ces
sourbes, en un- certain nombre de parties trés-polites , €égales ou inégales.
Digitized by Google
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4. PROBLEME . — Trouver lis courbe plane passant par dewx points donpés

“A et B, et engendrant une aire minimum par sa rotation autour d ‘un axe
O situé dans son plan.

-Solution, — bon ACMB la conrbe cherchée pour laquelle l’mtcgralo S yes,

. ‘ étendue a tous les points de la courbe compris
entre A et B, est minimuni. Pour toutes les
courbes joignant le point A au point B, Finté-
grale f dx, et par suite celle-ci, ) f dx prise entre
h.s mémes limites est ‘une grandeur constante

) désignant une constante arbitraire. Il suffira

. done, conformément & la méthode générale, de

-trouver la courbe “pour laquelle [ (yds — hdr)

) est un minimum , et cette somme sera minimum

si chdmm dv ses éléments

__Yg'ls—ld.lfz ?—iif

est minimum.
S e e y :
Or, si I'on rggarde; et 5 comme représentant des vilesses, et si I'on
-
regarde comme donné l'accroissement dy de I'ordonnée dans le passage
d’'un_point M de la courbe au point infiniment voisin M’, le minimum

.. aura lieu, d'apreés le lemme, si l'on a

I
sinMM"m' = (-Il-r il .i
y s I )
y
On a done
&y - « d=z .
(1IT) M ) Yo =

pour I'équation différentielle de la courbe cherchée qui est, par consé
quent, une chainette dont I'axe est perpendiculaire & la droite O,
Scolie. — Dans le probléme précédent, I'usage que I'on a fait du-
lemme de la page 113, exigeait que I'on pit regarder comme donné I'ac-
croissement «y de 'ordonnée, dans le passage du point M au point infi-
niment voisin M’ de la courbe cherchée. Or, on peut faire voir que cela
est permis, au moyen du raisonnement suivant : Soit' ACMB fa courbe
cherchée et G son point le plus bas. D’aprés la définition du point C,
et quoique ceé point demeure inconnu, on peut dire que l'on ne doit
chercher la courbe demandée que parmi celles qui joignent A & B, en
passant par le point C et ayant en ce point leur tangente paralléle a O.z..
Or, pour toutes ces courbes les variations totales de 'ordonnée y sont
les mémes de A en C et de C en B, et 'on peut, par conséquent, par-
tager les différences Y, — Y, , Ym — Yy, communes & toutes ces



120 DES METHODES EN GEOMETRIE. qui seront les mémes
pour toutes ces courbes; ce qui revient a dire que 1'on peut regarder cemme
donné l'accroissement dr de 1'ordonnée de 1a courbe cherché*;. Ijsi mome
remarque, s’applique aux problémes des n“* a et 3 et a ceux qu'il' mais reste
a ¢étudier dans le cliapitre suivant. CHAPITHE V. Des maxiirm et minima'
relatifi. CO. Pboblkme général. — Parmi toutes les eoitrbeS en nombre
infini-, dont lus extrémités sont assujetties a rertuines eonditions communes
, et ]>our chacune destjtielles une certaine fonction K, t/tii d¢jH-nd de la
coitrbe,. tout entieére, a une méme valeur, déterminer celle i>our laquelle
une autre fonction 'h ile la courbe a urw valeur maximum ou minimum.
Dans cet énoncé on désigne par fonction d'une courbe une grandeur soit
géomeétrique, telle 1iu'une longueur, une aire ou un volume dont les
¢léments se forment, d’apres une loi' donnée, en chacun des points de cette
courbe; soit numérique, et la fonction est alors représentée par une intégrale
definie s’étendant a tous les [wints de la courbe qui se trouvent compris
entre des limiU's données. Le probléme actuel se rambne trés-simplement
au probléme des maxima et rhinima absolus qui a été résolu a la fin du
dernier chapitre au moyen du.princii>e suivant qui a €t¢ employé¢ d’abord
par Maclaurin [Traité des Fluxions, 174'a) et par Euler inceniendi; 1744,
page 188), et *» qui est d’un continuel usage dans le calcul des variations :
Pri.ncipe fondament.vl. — La ligne cherchée L, jmtr laquelle la Jonction
m!> est maximum ou minimum, parmi toutes les lignes pour lesquelles ' la
fonction E a une méme valeur, est aussi la ligne j/our laquelle la fonction F
+ '1d’ est un maximum ou un minimum absolu, \ étant un nombre ¢
indéterminé. CI . Ce principe est évident en lui-méme. Quant a la maniere
de ’appliqtiera la solution de chaque probleme, d‘ajtres la méthode
générale énoncée a la I>age 1 13, on devra n-trancher de la fonction K -1-
Xd' une fonction ou grandeur auxiliaire P, afant la méme valeur pour toutes
les courbes que 1’on considere , cette valeur dépendant d’ailleurs d’un
parametre 'indéterminé ; et les jonctions F, ''>, P étant décongsosées en
¢léments corres/)ondnnts , on e.rprimera que “inwun des ¢léments — A. P
de la fonction totale F -1- X'I' — P est' maximum ou minimum, ce qui
fournira la définition de chacun des éléments de la courbe cherchée; c¢’est-
adire I'équation dilférentielle de cette courla;. L'équation différentielle
obtenue conlenant d'ailleurs deu.\ paramétres imléterminés, ou constantes
arbitraires, 1'éipiatidn ipii résultera de .son intégration en contiendra trois



dont on déterminera les valeurs sous cette doubh; condition ; que les
extrémil*w de la eourlic satisfassent aux conditions données, et que la
fonction F de la rourbe acquiere, la valeur (lonn¢e. Digitized by Google
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qui seront les mémes pour toutes ces courbes; ce qui reyient a dire que
l'on peut regarder cemme donné l'aceroissement dy de I'ordonnée de la
courbe cherchée. La méme remarque. g'applique aux problémes des n 2
el 3 et & ceux qu’il nons reste i éludlm dans le chapltre smvant.

CHAPITRE V.

" Pes maxima et minima’ relatifs, '

60. PROBLEME GENERAL. — Parmi toutes lés courbes en nombre infini,
dont les extrémités sont assujetties a certaines conditions communes, et
pour chacune desquelles une certaine fonction ¥, qui dépend de la coirbe .
tout entiére, a une méme valeur, déterminer celle pour laquelle une autre
Jonction d de la courbe a wne valeur mazximam ou minimum.

Dans cet énoncé on désigne par fonction d’une courbe une grandeur
soit géométrique, telle qu'une longueur, tne aire ou un volume dont les
" éléments se forment, d’aprés une loi donnée, en chacun des points de

cette courbe; soit numérique, et'la fornction est alors repréeentée par une
" intégrale définie s'étendant a tous les points de la courbe qui se truvent
compris entre des limites données.

Le probléme actuel se ram®bne tres-qupk'mem au pmbléme des maxima
et minima absolus qui a été résolu & la fin du dernier chapitre au moyen
du principe suivant qui a été employé d’abord par Maclaurin ( Traité des

- Fluzions, 1742.) et par Ruler (Methodus- invenicndi; 1744, page 188), et **
" qui est-d'un continuel usage dans le caleul des variations :

PRINCIPE FONDAMENTAL. — La ligne cherchée L, pour laquelle la fone-
tion O est maximam ou minimuwm , parmi toutes les lignes pour lesquelles
la fonction ¥ a une méme vadeur, est aussi la ligne pour laquelle la Jone-
tion ¥ - 4® est ur maximin ow un minimum absole, . étant un nombre . *
indéterminé.

6. Ce principo est évident en lui-méme. Quant i la maniére de 'appli-
“quera la solution de chaque probléme , d’aprés laméthode générale énoncée
ala page 113, on devra retrancher’ de la fonction ¥ + 3% une fonction ou
grandeur auxiliaire T, ayant la méme valeur pour toutes les courbes
que Pon considére , cette valeur dépendant d’ailleurs d’un paramétre
‘indéterminé ; et les fonctions ¥, &, 1" étant dée omposées en éléments cor-
responcunts , on exprimera. que (lm('.'m des éléments A F 433,40 — AT
de la fouttion totale ¥ - 1@ — T est maximum ou minimum, ce qui four-
nira la définition de chacun des ¢léments de la courbe cherchée; c'est-a-
“dire I'équation différéntielle de cette courbe. L'éguation différentielle obte-
nue contenant dailleurs deux parametres indélerminés, ou constantes
arbitraires, Véquation qui résultera de son intégration en contiendra trois
dont on déterminera les valeurs sous cette double condition : que les extré-
mités de la eourbe satisfassent aux conditions données, et que la fonc-
tion ¥ de-da courbe aequitre la valewr donnée.



SECONDE PARTIE. I a I APPLICATIONS. . «'IC2. I.
Phobléme. — Trouver ta ligne de la plus vite descente parmi toutes les
lignes d'une longueur donnée qui réunissent deux points donnés, dans te cas
ou les forces qui sollicitent le mobile aux différents points de 'sa course ont
Ui méme itircFtion, [ Traité des Fluxions, tome II, n° ti88.) Solutim. —
Soit AMD la courbe cherchée telle , que ’arc AMB ait une - longueur
donnée, et que le temps employ¢ a par- courir AMB avec la vitesse variable
que nous - m désignerons par 5. AMB, 1>, soit un minimum. r m m ’ D’apres
la méthode précédente nous devrons \ ,, * cherche» la courbe AMB pour
laquelle I'cxpre” / . » sion «rc AMB +).. G. (AMB, e), ou celle-ci, ' *
flrcAMB -1-G(AMB,-1")., O PV ¢ B S est.un minimum absolu; et si nous
regardons 1 comme représentant une vitesse il suffira de rendre minimum la
somme E (AMB, ¢) -H G (AMB, X). Enfin, étant la projection horizontale
de la courbe AMB, et a désignant une nouvelle vite.sse constante et
indéterminée comme X , nous cher-chorons la courbe pour laquelle
I’expression G (AMB, *') -h G (AMB, X.) - G1OB,_ !x) est un minimum. _
* ., k Enfin, si nous décomposons ces trois grandeurs en un méme nombre
d’¢éléments correspondants, et que nous appelions ds et dr 1 élément MX!
de la courbe et sa projection m -M' sur I’horizon , il suffira do rendre
mimraum chacun des ¢léments s, dsdsdvme*'. ou,Qr'". désignant
une nouvelle vitesse \ , le minimum aura lieu, d’apres le'lemmede la page
113, quand on aura* * M'M'sm M M //I =-T-=——ds U I'X ou enlin' dr
edsC-PCcfji(*4" A) (I). Cet C' étant deu.x constantes arbitraires.
Digiiized by Google



SECONDE PARTIE. 121

~ APPLICATIONS. , 3y

62. 1. ProBLEME. — Trowver la ligne de la plus vite descente parmi

~ toutes les lignes d’une longueur donnée qui réunissent dewr points donnés,

dans le cas oi les forces qui sollicitent le mobile aux différents points de

s course ont la méme direction. (Traité des Fluxions, tome I1, n® 588.)

Solution. — Soit AMB la courbe cherchée telle, que I'are AMB ait une

~ longueur donnée, et que le temps employé a par-

- courir AMB avee la vitesse variable ¢, que nous
&l ) désignerons par &.AMB, ¢, soit un minimum,

\

T

~ Daprés la méthode précédente nous devrons
cherche® la courbe AMB pour laquelle I'expres-

im0 sionarcAMB-t).G.(AMB, ), ou cellei,
S \ St F . arc AMB
0 P} P *B y

—— -+ G (AMB, v),
‘est,un minimum absolu; et si nous regardons } comme représentant une
- vitesse; il suffira de rendre minimum la somme & (AMB, ¢) + & (AMB, }).
Enfin, BO étant la projection horizontale-de la courbe AMB, et dési-
gnant une nouvelle vitesse constante et indéterminée comme X, nous cher-
_cherons la courbe pour laquelle I'expression :

& (AMB, #)+ & (AMB, %) — & (OB, &)

est un minimum. : : _ ¥ L

Enfin, si nous décomposons ces trois grandeurs én un méme nombra
d’éléments correspondants, et que nous appelions ds et dy I'élément MM’
de la ‘courbe etsa projection m M’ sur I'horizon, il suffira de rendre mini-
mum chacun des éléments - ‘ :

ds ds __d_)" - o v
s A :
ou z -
le r!s _rl)-‘
T
0% o g
Or ‘,: 5 désignant une nouvelle vitesse V, lo minimum aura lieu,
d’aprés le'lemme de la page 113, quand onaura g P
s = dy -V N - y
> B“.]MM’"_. ;Z\_'T—?—"f.q.(v-l—h)}
. ou enfin’ : .
dy -~ v '

© & oEee b

(et C' étant deux constantes arbitraires.



I aa DES METHODES EK GEOMETRIE. B.emarqiw. — La
relation { I ) est I’équation différentielle de la bracliistochrone rherchée,
pour le cas ou la pesanteur agit sur le mobile |>ar des ¢ droites paralleles et
avec une intensité constante ou variable suivant une m loi quelconque ; elle
iBonlre que la bmehUtochrone est tangente a la verticale du point de départ,
car, en faisant v ="0 dans I’équation, ona''dr' '/ m"'*; +a. pRODLEME.
— Parmi toutes les lignes tVégale longueur qui joignent lieux jmints
donnés A et B, trouver celle qui est parcourue dans un temps minimum pur
un mobile soumis a 1’action d’une force émanant a’ un centre fixe. ( Traité
des Fluxions, tome II, n" 591.) Solution. — Soit AMB la courbe cherchée
pour laquelle , en recourant . a la notation abrégée que nous avons
omployéc>plusieurs fois, la grandeur G (AMB,_e¢) est minimum. ' e
Comme toutes les courbes, parmi lesquelles se trouve celle que nous'
cherchons, ont la mémo longueur, on désignant par > une vitesse
indéterminée, la grandeur G.(AMD',)1) sera constante pour toutes ces
courbes , et par suite la somme G. (AMB, v) -|- G. (AMB, >) doit étre un
minimum absolu pour la courbe cherchée. Enfin, pour toutes les courbes qui
joignent le point A au point B, I’arc «B, décrit du point C comme centre
avec CB pour rayon et terminé aux rayons CA, CB, est constant, et le temps
employé a parcourir cet arc avec une vitesse constante p. est constant. Donc
la courbe cherchée satisfera a cette condition G. (AMB, c) 4-G.(AMB, >)
— G.(nB, p) = minimum. Enfin, cette condition sera satisfaite si I’on rend
minimum MM' mm; NN' f* MM' VA 1\m' 3. CB Or ¢X CM et désignant de
nouvelles vitesses, cette derniere expression”sera minimum si ’on a en
chaque point de la courbe cherchée sin CMM' = VA CM '“scb’ ou, en
prenant le point C pour origine des coordonnées polaires, et posant . CM =
r,CBr,,tl6 c,’.X.*" e r'a{v+iy m m . m *; ds Digitized by Coogle
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Remarqué. — La relation (1) est 'dquation différentielle de la brachi-
stochrone cherchée, pour le cas ou la pesanteur agit sur le mobile par des

- droites paralléles et avec une intensité constante ou variable suivant une - .

loi quelconque : elle montre que bmcili.sloc'bmne est tangente & la ver-
ticale du point de départ, car, en faisant ¢ = o dans I’ équauon, ona -

dr _ -
ds S

2. PROBLEME. — Parmi toutes les lignes d’égale longueur qui joignent
deux points donnés A et B, trouver celle qui est parcourue dans un temps
minimum par un mobile soumis & Paction d’une force émanant J ’un centre
Jixe. ( Traité des Fluxions, tome 11, Iﬂ 59:.)

~ Solution. — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle, en recourant

a la notation abrégée que nous avons employée-plusieurs fois, la gran-

deur & (AMB; #) est minimum.

Comme wutcs les courbes, parmi lesquelles se trouve celle que nous' :
cherchons, ont la méme longueur, en-désignant par x
une vitesse indélerminée,-la grandeur .(AMB,))
sera constante pour toutes ces courbes, et par suite
‘la somme &.(AMB, ¢) 4+ &.(AMB, ) doit étre un mi-
nimum absolu pour la courbe cherchée. Enfin, pour

. toutes les courbes qui joignent le point A au point B,
I'arc @B, décrit du point C comme centre avec CB pour
rayon et terminé aux rayons CA, CB, est constant,
et le temps employé a parcourir cet arc avec une vi-
tesse constante p est constant. Donc la courbe cherchée satisfera a cette:
condition

C — .
G.(AMB, ¢) +&.(AMB, }) — €.(aB, &) = minimum.
Enﬁn cette wndmon sera satisfaite si I'on rend minimum

i MM +\m' NN MM M

It X* y oA QS '
i [} " CB
D) - M
O g el. p. CB des:gnant de nouvelles vitesses, cette derniére ex-
pression’sera minimum si I'on a en chaque point de la courbe cherchée
3 ) v )
y e o
sin CQM .
R-TB

_ oﬁ, en prenant le point C pour origine des ceordonnées polaires, et posant
CM=r,CB= ry, ;
- ‘ ' il e



SECONDE PARTIE la: ou enfin cTc¢'T«’ C, C' désignant deux
constantes arbitraires. ' Telle est I’équation ditiércnlielle de la courbe
cherchée ; elle montre que la courbe est tangente au rayon C.\ qui aboutit au
point de départ. 3. Probléme.— Parmi toutes les lignes planes d’une
longueur donncc qui réunissent deux points donnés k et B, trouver relie qui,
par sa rotation autour de Uaxe Ox situé dans le meme pian, engendre la
surface minimum » Solution. — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle
les int"rales jds, / «&m’ étendues a tous les €léments de la courbe compris
entre A et B ont, la premiére une valeur donnée, la seconde une valeur
minimum ; pour cette courbe, 1’intégrale 7 ds -f- ). jrds=/(14-1/) * sera
un minimum absolu, \ étant un paramétre indéterminé. D’ailleurs, pour
toutes les courbes qui joignent le point .4 au point B, I’intégrale j' dx ou
;ifdx, prise entre les mémes limites ()ue la précédente , et dans laquelle u
désigne un nouveau parametre indéterminé , a une valeur constante. Nous
definirons donc la courbe cherchée jMr cette condition que l'intégrale V . J
[('+m*/) soit un minimum ; et cette condition sera satisfaite si nous rendons
minimun chacun de ses éléments (i -t-Aj) ds — jidx, ou . . ds dx [ 4-AV —
et - comme représentant des vitesses et que [ 4- U', I’on regarde comme
donné 1’accroissement dy de rordoniiéc, dans le passage d’un point M do la
courbe au point infiniment voisin M', le minimum aura lieusi’'ona'-m'm
"-mmil >« 4-"*>“sm MM /«=-r-*=—H-—"ds I 1 4ou (IU) qui est
I'équation différentielle de la courbe cherchée, et celle-ci est encore une
chainette ( voir le probleme 4 , page 11g).4. Probleme. — Panai toutes les
lignes planes d'une lonffueur donnée Digilized by Coogle
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ou enfin . : ‘ ’
b
(ﬂ) K (T = Ty- C e Cl !
C, C' désignant deux constantes arbitraires. g
_Telle est 'équation différentielle de la courbe cherchée : elle montre que
la courbe est tangente au rayon CA qui aboutit au point de départ.

3. PROBLEME.— Parmi toutes les lignes planes d'une longueur donnée qui
réunissent deux points donnés A et B, trouwver celle qui, par sa rotation du-
tour de Paxe Ox situé dans le méme plan, engendre la surface minimum
Solution. — Soit AMB la courbe cherchée pour laquelle les intégrales

S ds, fvds étendues a tous les éléments de la
courbe compris -entre A et B ont, la premicre
une valeur donnée, la seconde une valeur

y .

métre indéterminé.

D’ailleurs, pour toutes les courbes qui joignent le point A aw point B,
Vintégrale jdz ou g fdz, prise entre les mémes limites que la précé-
" dente, et dans laquelle » désigne. un nouveau parametre indéterminé, a
- une valeur constante, Nous déﬁniri)ns dong la courbe cherchée par cetle
condition que I'intégrale »

< f[(1+.~.r)ds-prl.z,]
$0it un minimum ; et cette condition sera satigfaite i nous rendons mini-
‘mun chacun de ses éléments (1 4 hy) ds — y.d.z ou »

ds dx

I
140y

4 ! minimum : pour cette courbe, l'intégrale
nv |
1
i : [ ds 4 f yds «fds(l +)r) .
| sera un minimum absolu, ) étant un para-
0 P P b =

I . >
U.
h

Or, si l'on w;,ard(, et, ~ comme représentant des vitesses et que .

l'on regarde comme domm lav(-r():ssement dy de 1'ordontide, dans le pas-
sage d'un point M de la courbe au point infiniment voisin M’, le minimum

aura lieu sllona 3 T
i -
. , de  14hy  w
sin MM’ ' b e by e )
o e, .

B B . ] .

- | : de _ .,
(1) ) (;.)-i—C)E—C

qui est I'équation différentielle de la courbe cherchée, et celle-ci est en-
core une chainette ( veir le probléme 4, page 119).



1a4 néruoDES en géométrie* - ' qui réunissent les extrémités 1T
une limite ihninée AB , tmueC"><u{e dont Caire {eonqmsv entre la eourbe
et la droite AB) est nmximum. Solution. — Soit prise pour axes des a; une
droite O;r qui laisse au-dessus I d’elle tous les points de la courbe cherchée
AMB. L’aire AMBA ¢tant maximum, I’intégrale prise par ra|)jiort a I’axe O
X, sera , au contraire , minimum, et comme les intégrales Jf/.v et /*/.r ont
une valeur constante pqur toutes les courbes que nous considérons, la
Courbe cherchée sera définie par cette condition que I’intégrale m / [ (& -4-
(\y—11)d.i-y /b bT.'-r P’ h ou / étendue a tous les points de la courbe
conipris entre Ael B, soit un mininuim , et cette condition sera satisfaite si
I'on rend minimum I’élément . “ lis — (t1—>.r)dx =——" 1 dx c’est-a-
diresil’on a mc m sin MM'hi' =" — m=U-—>)e (I dslem."'""u: —Ar
Onendéduit * .« * m(IV)e.(* C)=C'Jjour I’équation différcntiello de
la courbe cherchéq ; cette courl)o est donc un are de cercle. Observation. —
On voit, jiar la série des applications contenues dans le chapitre actuel et
dans le § Il du précé<lcnt , que la méthode de Maclaurin , qui a d’ailleurs
ses limites comme toutes les méthodes purement géométriques, no lo céde
guere en ¢légance, en rapidité et en uniformité méme, a la méthode
analyticjue des variations, a laquelle elle jrarait sujtérieure. Si 1’on
atteindre son but. On jajut observer aussi qu’en cette maticre encore la
geometrie a devance 1'anal puisejue la belle conception d¢' Maclaurin a
précéde de deux et de vingt ans les travaux analytiques d’Euler et de
Lagrange sur le méme sujet. « CTHAPITRE VI. Se la méthode par
décomposition en éléments correspondants. 63. La méthode par
décomposition'en €léments corre.sj)ondants , considérée au point de vue de
ses rapjiorts avec 1’analyse, est I’une des plus importantes do la géométrie.
Elle s’applique aux deiLX \>roblemes Digitized
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qui réunissent les extrémités d’une droite donnée AB, lmmrch e cdont
Paire (comprise entre la courbe et la droite AB) est maximum,

Solution. — Soit prise pour axes des x une droite Oz qui laisse au-dessus

+ d’elle tous les points de la courbe cherchée AMB.

L ] L’aire AMBA étant maximum, 'intégrale §yd.r,

) \ prise par rapport a I'axe Oz, sera, au contraire,

) ! minimum , et comme les intégrales fds et fdx

A “""”“’-‘1“ " ont une valeur constante pour toutes les courbes

gue nous considérons, la courbe cherchée sera
définie par cette condition que I'intégrale.

i
|
i - S [ds 4 (dy— p)dx}
b  ou

S[ds — (. —2r)de];

0 T

- étendue & tous les points de la courbe compris entré A et B, soit un mini-
_mum, et cette condition sera satisfaite si T'on rend minimum I'élément

“ds — (u-—)v)rlr-.?——: rf.;: :
e — Ay
c'est-a-dire si l'on a ; .
PN | T RO WRPE o et . (r - 3)
s » 1 i L o
3 ’ C gy
On en déduit 2 ]
’ " . ,(i.r
(Iv) -0 =%

"~ pour ) équauon différenticlle de la courbe dmrchec cette courbc est donce
un arc de cercle. v
Observation. — On voit, par la série des apphcauons contemles dans le
chapitre actuel et dans le § 11 du précédent, que la méthode de Maclaurin,,
qui a d'ailleurs ses limites comme toutes les méthodes purement géomé-
triques, ne le céde guére en élégance, en rapidité et en uniformité méme, &
la méthode analytique des variations, a laquelle elle parait supérieure, si
I'on considére la simplicité élémentaire des moyens qu’elle emploie pour

atteindre son but. On peut observer- aussi qu'en cette matiére encore la

. géométrie a devancé I'analyse, puisque la belle conception dé Maclaurin a
- précédé de deux et de vingt ans les travaux analytiques d’Euler et de La-
grange sur le méme su1et

CHAPITRE VL ;
De la méthode par décomposition en éléments correspondants.
63. La méthode par décomposition “en éléments corre%pondants con-

sidérée an point de vue de ses rapports avee l'analyse’, est 'une des
plus 1m;}or(anlo~ de la géoméme Elle s'applique aux dcu.\ problemes



SECONDE PARTIE. 1aS généraux ayant pour objpt A’évatucr une
grandeur prénlnblcment déconifxtxt”r en ses ¢léments, ou de comparer
deux grandeurs déja décomposées en un meme nombre d’éléments
correspondants . Le premier iiroblcme se ramene le plus souvent au second
; nous verrons un exemple de celli? rixliietion dans le probleme de
I’allraction d’une sphére sur un iKJint extérieur. Si cette réduction parait
impossible ou inutile , on devra , ou chercher une nouvelle signification
géométrique des ¢léments de lu grandeur que 1’on veut évaluer, ou bien
combiner deux a deux des éléments de cette grandeur qui se trouvent
séparés par un intervalle fini , \c&¢€léments résultants pouvant pré.s<‘nler
une signification géométrique so prétant mieux € 1’évaluation de leur
somme; ou , d’autres fois enfin, décomjwsi'r chaque clément en doux
¢léments partiels, dont on pourra obtenir plus facilement les sommes
respectives. Le probleme de la ([uadrature des ¢|)icycloides présente une
application do ce dernier procéde. Nous donnerons des exemples des deux
premiers dans le probleme de la rectification des épicycloides et dans celui
de P’attraction d'un cylindre sur un point extérieur. Dans le .second
probléme, il peut arriver d’abord que la nature de la .question permette de
décomjmser les deux grandeurs considérées en un méme nombre
d’¢léments correspondants qui soient deux a deux dans un raj)|)ort constant,
et I’on en conclura que ces grandeurs sont entre elles dans le méme rapport
que leuVs éléments; d'autres fois , on pourra €valuer la difl'érence entre les
¢Jéments corresiwndants des deux grandeurs et trouver la somme de ces
différences €lémentaires (pii représentera la différence entre les grandeurs
considérées , etc. Nous verrons des exemples de ces différents cas dans la
théorie des courbes lautochrones et dans la démonstration du théoreme de
Fagnano. On voit que 1a méthode actuelle remplit en géométrie le nMe
résen’¢ dans I’anah se au calcul intégral , qu’elle a précédé dans I’onlre
historicpie, et (pi 'elle peut (pielqiiefois remplacer af ec avantage ; elle a été
I’unique instrument des créateurs de la géométrie infinitésimalo, Kepler,
(lavalleri, Pascal, Fermat, Wallis et Newton; et si son inijiortance actuelle
parait moindre, on doit reconnaitre cependant qu’elle a encore un rdle
considérable a remplir en éclairant la marche de 1’analyse, en la dirigi'ant
dans le choix si inqiortant des variables qui conviennent le mieux k chaque
ijjuestion , gt lui fournissant ainsi le principe de ses trRnsformations. A
PPLir. ATIONS. £>4. I. Attrartinn d’une sphére sur un point extérieur. * a.



Lattraction qu’ime couche sphérique homogene exerce sur un point
extérieur O étant', a cause de Ja synpélrie,, dirigée suivant le diametre OC
qui aboutit au (lomt*attiré, nous n’aurons, pour la déterminer, qu’a
tonsidérer les composantes suivant OC des attractions ¢lémentaires , et a
¢vamlucr leur somme. Soit donc nS&h la circonférence qui, par sa rotation
autour de OC, engendre la sphére qui forme la surface extérieure de la
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généraux ayant pour objet d’évalucr une grandeur pre‘nlab[cmenl décom-
posée en ses €léments, ou de comparer deux grandeurs déja décom- .
posées ern un méme nombre d’éléments correspondants. . ,
Le premier prob!cme se raméne le plus souvent au second  nous ver- -
rons un exemple de cette réduction dans le probléme de Pattraction d*une
sphére sur un point extérieur. Si cette réduction parait impossible ou
inutile, on devra, ou chercher une nouvelle signification géométrique
des éléments de la grandeur que on veut évaluer, ow bien combiner deux
a deux des éléments de cette grandeur qui_se trouvent séparés par un
intervalle fini., les€léments résultants pouvant présenter une signification
géométrique se prétant mieux & I'éyaluation de leur somme; ow , d’autres
fois enfin, décomposer chaque élément en deux éléments partiels, dont
* on pourra obtenir p]l]a facilement les sommes respectives. Le probléme
de la qumlrature des épicycloides présente une application de ce dernier
procédé. Nous donnerons des exemples des deux premiers dans le pro-

~ bleme de la rectification des épicycloides et dans celui de Dattraction
d’un eylindre sur un point extérieur.

Dans le second probléme, il peut arriver d’abord que la nature de la
question permette de décomposer les deux grandeurs considérées en un
méme nombre d'éléments correspondants qui soient deux & deux dans un
rapport constant, ¢t 'on en conclura que ces grandeurs sont entre elles
dans le méme rapport que leurs éléments; d'autres fois, on pourra éva-
luer la différence entre les éléments correspondants des deux grandeurs
et trouver la somme de ces différences ¢lémentaires qui représentera la
différence entre les grandeurs considérées , ete. Nous verrons des exemples
de ces différents cas dans Ja théorie des courbes tautochrones et dans la
démonstration du théoréme de Fagnano.

-+ On voit que la méthode acmolle remplit.en "wmélrw le rdle réservé
dans I’ anal} se au caleul intégral, qu'elle a précédé dans I'ordre historique,
et qu'elle peut quelquefois remplacet aVec avantage; elle a été I'unique
instrument des créateurs de la géométrie infinitésimale, Kepler, Cavalleri,
Pascal, Fermat, Wallis et Newton ; et si son importance actuelle parait
moindre, on dmt reconmaitre cependant qu'elle a encore un rdle considé-
rable a rvmphr en ¢éclairan} la marche de I'analyse, en la dirige ant dans
le choix si important des variables qui conviennent le mieux & chaque
question gt lui fournissant ainsi le principe de ses transformations.

APPLICATIONS

64, 1. Attraction d’une sphére sur un puml r‘.rlénrur. _
‘a. L'attraction qu'une couche sphérique homogéne exerce sur un pomt
extéricur O étant’, a cause de Ja symétne, dirigée suivant le diamétre OC
© qui aboutit au point, atliré, nous n'aurops, pour la détérminer, qu'a ‘consi- -
~ dérer les composantes suivant OC des attractions élémentaires , et & éva-
“luer leur somme. Soit donc @ ABb la circonférence qui, par sa rotation
autour de oc. engnndro Ia sphére qui forme la surface eﬂéneure de la

“



ia6 DES METHODES EN GEOMETRIE. . ! * courho. Menons
par le point attiré O deux rordes infiniment voisines UAB, ()«¢€ dos points A
et B menons AP, BQ porpendiculitires sur OC, et par lo centre C , (..M
perpendiculaire sur OAB. Prenons pour élément de volume de la couche
sphérique au point A le cylindre ayant pour hauteur t, épaisseur de la
couche', et pour base la surface ¢lémentaire engendrée j*ar Art tournant
d'un angle infiniment petit rfip» autour de OC ; si p désigne la densité de la
couche que nous supposerons constante, pt . . Art . AP ' représentera
I’¢lément matériel de la couclie on A, et <pt..Art. APcos AOC —P.t.
(1'~An . AP . OM OA OC = rfX OA sera la coraiiosanto, suivant OC, de
l'attraction exercée par cet €lément sur le point matériel O , dont nous
prenons la masse pour unité. Mais on a, dans les triangles semblables 0.4P
et OCM, OAnet OAB,” 01 AmMOA-OC’OABAOBArt+BAArt+
BAUA+OBV.()MOnendéduitArt. Aj;*tu”OM _{Art+ BAJCM. m'
donc, en substituant dans l'expression de cAX, il vient («) rfX =°« °:1f . (
Art fBA).CM. 9. (x; * ' A. Celci posé , proposons-nous de comparer les
attractions exercées par la couche sur les deux points O et O’. Les
comiwsantos €lémentaires do ces attractions seront dans un rapport constant
si, nirnant par O' {que nous supposons quelque part sur le diametre CO)
des cordes O'A' B', n'a‘b\ qui déterminent dans la circonférence (C) des
eordes €gales aux précé- . dentes, a savoir : A”B'=AB et a' b' rtA, nous
comparons les comimsantes des attractions exercées respectivement sur O
et O' par les €léments de la couche adjacents aux /mints A et A' car on, aura
pour la nouvelle composante ¢ . . * <*’) /k' = £4"-(A’rt'. m2 0'C *B7/).CM’;
«t 1l résulte de la construction des ¢léments corréspdrulants A et A' : 1 que
CM = CM'; a" que les arcs AB et ab étant respectivement ¢gaux aux arcs A'
B'et a' A", la diiTérence des premiers , c’est-a-dire ‘Aa -fiTA est Digifizad
by Google



SECONDE PAHTIE. 127 (‘siiale a la ilifféronrc des soconils X'»'
-h Wh'. On aura dont' et, par suite , * (*) t/X t1 X oc CX' O'C (Newton,
Livre des Princij}es , proposition 71.) ¢. On peut aller pins loin'et Z-
U'rminer "éomélrignement 1’expression iriome do X. , Observons d’abord
que si, dans I’application de 1a formule (i), on veut n’avoir a considérer
qu’un seul s\ sterne de cordes issues du point O et dont les longueurs
croissent de z€ro 1\ 2 R, il fiuidra doubler I’cxprt'ssion (le r/X, afiii qu'elle
représente la somme des composantes suivant OC des attractions exercées
sur le (roint O (lar les €léments dtr la couche adjacente aux points A et B a
la fois. On aura donc , \i\ la nouvelle signification de /X, , (1) /X =-1(
An-I-B/;1)CM ;’ OC. » ‘et si I’on fait la somme des com]iosantes des
attractions exercées sur O par les deux portions de la couche qui
cOrres[iondent aux zones totales engendrées par A tt et B A, on aura
(Arr-1-B/tICAf t x, . . . ¢ m pour cette somme, et |’attraction totale sera,
par suite, X-=r ;ii’/{ A«+.B/..)CM. UC' . Or, si par Vtme des extrémités du
diametre CO on meéne les cordés DB'' et 1)/]' respectivement €gales a AB et
rih, et - qu’on abaisse CM' perpendiculaire sur DB', on aura A« -I- 110 =
Wb\ CM = CM}, et, par suite, /( Art -t- Bft)CM =/B'/y-CM'=B.2R zR’,
Oigitized by Google
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# ) : " ’ S A
égale 4 la différence des seconds A'a’ -+ B'4'. On aura done

1
dX _ 0C
X 1
——
. 0'C
et, par suite, . .
. h 1 r
(2) X 20
X 1
—1
O'C

( NEW 1‘0\* Livre des Prlm':pcc , proposition 71.)

c. On pout aller plus lom et dct,ermmor %omelrlquement I'expression
méme de X.

Obsérvons d’abord que si, dans-lapplication de la formule (1 ), on veut
w'avoir & considérer qu'un seul systéme de cordes issues du point O et .
dont les longueurs croissent de zéro a 2R ; il faudra doubler T'expression
de dX, afin qu ‘elle représente la semme des composantes suivant OC des
attractions exercées sur le point O par les éléments de la couche adja-
cente aux pomts A et B a la fois. On aura don(' vu la nouvelle signifi-

" cation de dX

‘ : 1

y . - dk= "_E—L-i.(,\a+nb)(mi

t:l si 'on falt'lz\ somme des ('nmposames des al'lmctions exercées sur O

par les denx portions de la couche qui correspondent aux zones totales
ongendreeb par An et Bb, on aura

g . 3% (Aa4-BH)CM .
OC '
pour cetle somme, ct 'attraction totale sera, par suite,

X=

ATHE

— f (’Aa—l—_Bb)CM.
: 0C..

Or si par T'ume des extrémités du diamétre CO on méne les cordes DB’

et D&’ respectivement égales & AB et ab, et

qu'en abaisse CM' pvrpendwuialre sur DB', on

aura

B Au+Bb = B’b’ CM = M/,

g et; [;ar smtc,
f(Aa+Bb)CM = fB'H'.CM' = R.2R = 2R’



ISB . DES METHODES EN GEOMETRIE. car I’élément
B'ft'.CM' de cette derniére somme représente le produit par le rayon R de
I’accroissement Dh' — 1)B' de la corde DB'. > m On a donc enfin'+,'-" ()
UC ii. Attraction *ttn cylindre homogene et indéjini mtr un point extérieur,
, . a. Evaluons d abord “attraction exercée sur un imnt extérieur o ixir jtn
prisme homogene, indéfini * et dont la section droite” t est infiniment jn-
tite. Soient t! = op la distancc du point attiré o a la droite pab qui représente
1 axe du prisme; "e.nb I’élément matériel du prisme adjacent ¢ a fih. On
aura, pour la composante suivant np de I’attraction exercée par cet €lément
sur le point <y, * tt.i. ab 5— ¢ COSrtw/J , <1\ m en posant oa =r. Or, si I’on
construit la circonférence np'a'd’, réciproque de la droite pnh , le point o
¢tant pris pour origine et la puissnnee op .op' z=.on ,0a' = nb.ob' étant égale
a I, a cliaipie ¢lément ab de la droite corresjiondra un €léraniit «7/ de la
circonférence, et I’on aura, en posant o«' =5/, 0aha'b’aha'brr'",,, =—
a h ' <IX. Il viendra donc, en substituant dans d\, : pi. a' b' cos a'op', \ = oej
a'b', ccsa'op'. Mais, si I’on joint //€"qui coupe oa' en h' sous un angle tres-
peu différent d’un droit, on voit, en négligeant les infiniment petits du
second ordre , que a7/. cos a'op' = h'h', et que d’ailleurs h'k' est
I’accroissement de la corde p'a' quand on passe de a' en // sur la
circonférence p'n'b'0. Il en résulte que la somme /«'1'. cos a'O//, étendue a
tous les points de * i 2 « * * la circonférence, est égale ee-xop' = — = et
que, par.suite. (0 . ; ™ Ainsi, Cattmetion est jnnjxirtinnnelle a la section du
prisme et en raison inverse de sa distance au point attir€. b. Revenons au
probléme proposé€, et menons par le point O un plan perpendiculaire aux
génératrices du cylindie-et déterminant dans celui-ci une section circulaire
dont le centre est C. Si I’on prend pour élément de volume du cylindre iin
prisme droit indéfini®, ayant jaiur base, sur le plan Digitized by Google



SECONDE PARTIE. ~ 1 29 du cercle C, I’un des éléments
superficiels de ce dernier; on verra que ’attraction de chaque prisme
¢lémentaire sur le point O est proportionnelle a Taire de sa base, (pVelle est
en raison inverse de la distance du point O a cette base et dirigée suivant 1a
droite qui mesure cette distance. Le probléme proposé est donc- ramen¢ a
celui-ci : Détcrmim-r raitraction” exercée par un cercle sur un point
extérieur, ta loi de Pattmetion étant celle de ta raison inverse de la distance.
Pour le résoudre, il nous suffira .d'évaluer I’attraction exercée sur le point O
jwr une couronne circulaire d’épaisseurr/R. Menons, a cet effet, les cordes
infiniment voisines OAB, Qkth, et désignons par d\ la somme des
composantes suivant OC, des attractions exercées sur le point O par les
¢léments superficiels adjacents aux points A et B a'ia fois on aura, en
abaissant CM perpendiculaire sur AB {voir la figure do la page lafij, , ,v '*
ntt [ B/A OM 2pf/R/Aa Bé\ ,, Or les triangles semblables OA n, OB/i
donnent . Aa OA' on en déduit U)B* Ad OA' Art-f Bé  Afl-f-Bft OA-t-
OBT 20M ’ W OB' -An -f- Bé ~UM Il vient donc, en substituant dans
I’expression de 1Y, B/.), « et, par suite, [ t O) m p.4wR{f/R. ' tJc Scolie. —,
On démontre aisément pour le cas actuel, comme pour celui, d’une couche
sphérique, qu’un point situé¢ dans I’intérieur du solide est en équilibre sous
I’action des forces opposées auxquelles il est soumis. 3. Théorie
geometriipte des courbes tautochrones. a. Un arc de courbe AaO est a\l
tautochrone lorsqu’il est tel, qu’un rdobilo abandonné sans vitesse initiale
en 1’un des. points de cet arc, et soumis dansAous les cas a 1’action des
momes forces, emploie le mome temps .a parvenir a I’extrémité 0 de cet
arc, quel que soit son point de départ! ' . *» ¢« * 6. PniNcirE
PO.XDAMEN'TAL. Si un point' matériel, soumis a Faction d’une force
constante ou variable suivant une toi donnée, décrit une courbe AaO telle f
que lu composante idhgentielle de la force accélératrice soit a chaque
instant proportionnelle, a tare compris entre la position actuelle du mobile
et un point fixe O de la courbe qu’il décrit, cette courbe sera taiitochmne , et
te mobile parviendra an jmint O apres un m . . 9 ' Oig’itized by Google



-". on en déduit

SECONDE PARTIE: ; I 29

du (ercln C, 'un des éléments superficiels de ce dernier; on verra que
l'attraction de chaque prisme élémentaire sur le point O est proportion-
nelle & I'aire de sa base, qu'elle‘est en raison inverse de la distance du
point O a cette base et dirigée suivant la droite qui mesure cette distance.

" Le probléme proposé est donc.-ramené a celui-ci : Déterminer Pattraction”

exercée par un cercle sur un point extérieur, la loi de Pattraction étant
celle de la raison inverse de la distance. Pour le résoudre, il nous suffira
d’évaluer I'atiraction exercée sur le point O par une couronne circulaire
d’épaisseur «R. Menons, a cet effet, les cordes infiniment voisines OAB, Oab,
et désignons par dY la somme des composantes suivant OC, des attractions
éxercées sur le point O parles éléments superficie els adjacents aux points

‘A et B é'la fois; on aura, en abaissant CM perpendiculaire sur AB (woir

la ﬁgure de la page 126), . >

Aa , B5\OM _ 2pdR (A
0A " 0B)0C™ oc(

Or les triangles semblabies OAn 0OBd donnent

Sk o TS Aa Bb An—i—Bb A({+Bb
OA~- 0B~ OA+OB 20M

dY=a pdR ( OB) OM -

Au+B1f A(I—[—Bb_‘
OA OB OM .

-1 viiénAL done, en substituant dans V'expression de dY,
Y :-35%3 (Ad + Bd),
o Ti v pdtRaR,
(2) \ e =

»

et, par suite,

>

Scolie. —, On démontre alsément pour le cas actuel, comme pour celui, .

d’une couche sphérique, qu’un point sithé dans mténeur du solide est en

équilibre sous I'action des forces opposées au\quclles il est soumis.

3. Théorie géométrique des courbes tautoghrones.

a. Un arc de courbe AaO est dit' tautochrone lorsqu il ést tel, qu'un -

miobile abandonné sans vitesse initiale en 1'un des. points de cet arc, et
soumis dans’tous les cas & 'action des mémes forces, emploie le ‘méme‘
temps .4 parvenir 4 lextremlbé 0 de cet arc, quel que soit son pomt de
deépart. -

b. ancws FONDAMENTAL. — Si un point’ matériel, soumis & Paction
(f’tmc farr'(' constante ou variable suivant une. loi . dornee, décrit une
courbe AaQ telle: 3y que la composante m'hgcntmlle de la farcr accéle-

ratrice soit & chaque instant proportionnelle & Parc compris entre-la po- -

sition nctuellc du mnblle et un point fize O de la courbe qu’il décrit, cette

.
anvinhe caswn tawtanhwnns' at o smnhila mawiondra am waint 0 anroc an' .

-



130 - DES METHODES EN GEOMETRIE. Icmjis lonsteint ,
indépendant ile la jiositian partieuHere du point de depart . Deniou.stiatifin.
— Imaginons qiip doux mobilos partoni I'n indmo temps dos points A ol a
do I'arc A «O; lums appollorona ares résidas a I’épocpio t les arcs Compris
entre les positions occupees par les deux mobiles a celte éptHjue et le point
O extrémite do 1’arc, efnous désignerons par le ra|)port des arcs primitifs' /
Af), «O. ¢ Cela pose , a la fin du premier instant les deux / "} * mobileg
auront parcouru les arcs trés-petits AA,, , «rt, , Jiroporlionnels aux
composantes tangentiellos '* des forces qui les sollicitent , co mposanles
que l'on I>eut regarder comme constantes pendant le temps livs-court dont
nous [larlons; cos arcs .AA,, ««, seront donc, en vertu de I'liypothése ,
proportfonnols aux arcs. primitifs AO, 00, et I'on aura * ) . f'. et, (>ar suite,
(>)maata() » A, O «,0’-'I/O*' /., Ainsi, les arrf résidus a la th du
premier instant sont /i/ripnrlio/inels aux ans primitifs, l.es vitesses V,, e,
actpiises par les deux mobiles a la méme €poqiKj sont également
proportioniM'lles aux composantes tdngenlielles, ol par suite aux arcs
primitifs oii.mx arcs résidus; on a donc (ly e, 17. 0 /. ~ Dans le si'cond
instant les deux mobiles serigit sollicités pai de nouvelles * (orccs qui
seront dans le' rapport des arcs .A, 0, rt, O, et animés en outre des vitesses
acquises ’pii sont dans le mémo rap]iort; donc, si A, A,, a, n., désignent les
arcs parcounis dans ce second instant, un aura - - 1a, w. «,() et , par suite ,
(M) A0 *AG, ft.,0 V ~ et les vitesses tidales A’,, 1’j, acquises a la 1 mOme
rapjiort , . (H) A, O «J O =k. Ainsi, tes arcs résidus a ta fin du seeo/ul
in.sta'nt sont encore 'dans le méme raj/port que les ans primitifs; fcl ainsi de
suite. Digilized by.Coogle



SECONDE PARTIE. 131 Le rapiKjrl de» arcs résidus a une
époque quelconque du mouvement simultané des deux mobiles demeure
donc constamment égal au rapport des arcs primitifs. Il en résulte que ces
arcs s'évanouissent en méme temps, et que les de.ux mobiles parviennent au
inertie inslaril a I'exlrcmilé de ’arc \nO, dont le tauchronenisme se trouve
par la établi. Scolif. — Les rnurbes Iniitoehronrs , pmn- le ens ou le mobile
qui les parcourt n' éprouve, aucune resistance , ont encore la méme cjualité
tpumtl la résistance éprouvée par le mobile est projmrtionnelle h sa vitesse.
Une démonstration entierement .semblable a la précéiJente suffit pour
¢tablir ce théoréme, dans le cas de tautorhroni.«me que nous venons
d’examiner. COHOLLAIRF. I. — Tautocbnme dans le cas d’un mobile
soumis a raction de la pesanteur En rap|K)rtant la courbe cherchée A « O a
I’horizontale O .r mm et a la verticale () r du point O, on trouve
pt'sanleur est constante, g- est un nombre invariable, et la courbe cherchée
est une cycloide. »Si I’intensité de la pesanteur e.st variable avec la distance
du "mobile a un plan horizontal quelconque, g est une fonction de .1, et
I’équation (I 1. conduit’ a I’équation de la courbe exprimée jiar une- relation
entre y et s. ' Dans les deux ras, et en supposant, pour le second que g ne
devienne pas infini pour s = 0, on voit qu'a 1'origine des arcs parcourus en
temps * égaux la tautochrone est normale a la direction de la pesanteur.
Corollaire II. — ¢ Tairtochrone dans le cas tPun mobile attiré par un centre
fixe. Le centre attirant ('.€tant pris ])our origine des coordonnées '’
|K>laires, et le point O étant pris i>our origine des arcs s, on a, pour 1’éipia-
"tion différentielle de la courbe cherchée, (I1) * /(r) cos» ou /(r)"-4.t;. f« *°
oc ¢tant I'angle de la tangente en un point de la courbe avec le rayon vecteur
de ce. point, et/(r) dé.signant la force, €manant du centre C, qui ' sollicite le
mobile arrivé en ce point. Examinons, en particulier, le cas ou la force est
proportionnelle a la distance. t)n a alors f(r) = r; et en désignant parr, le
rayon vecteur ¢ qui aboutit a 1’origine des an's, tm trouve d’abord" r’ - /i.v’;
«* ¢ '\ e tirant de M la valeur de s pour la (xiNer ilans la relation ( 11 ),
¢levant au carré 1’¢€iituition résultante, et remplacant ds? par//r’-4-e’1/6% il
vient en résolvant par rapport a r/9, « *Digitized by Google



I 32 DKS METHODES E.\ UEOMKTKIE. Les variéu” 1rs plus
remarquables iles courbes représentées par celte équation sont fournies par
les hypotheses suivantes ; i; la courbe est alors une épicycloide ; * =1 la
courlx' se réduit a une droite située a une distance /¢, du 1 elr, = 0; la courbe
est une spirale iQgarithiniiiuc ayant le point centre attirant; t | JC pour
origine. , * Rrmtirqiw, — L’équation primitive /( ¢) Ciis a = At, dans
laquelle on supiHise s = O, montre que ait jxiial origiar itex ans Jxircourus
attirant, pourvu que la valeur correspondante de/(/') ne soit pas nulle. ( rnir
sur le méme sujet un article de M. Puiseux ; Journal de Mathn. ma tapies,
1844 1 page 409.) * Ohservation. — Le tautochroni.«me de la cycloide a été
, comme oir 1¢ sait, découvert par lluyghens {Hom/of". oseil/at., prop. a5,
page, 57). Newton généralisa ensuite le théoreme d iluyghens™ et c'est la
démonstration méme qu’il a donnée de la propriété semldafile de
repicyrloidg ( Litre des Prmeipes, prop. 51), que nous ayéns reproduite, en
¢labli.ssaht le théoréme que nous avons pris jiour point do dé|)art dans la
recherche des courbes tautochrones. L’ouvragé d'Huyghens, déja cité',
cpntienl sur le mome sujet une derniere proposition remarquable tprop-
page 58), dans laquelle il donne rex])ression du rap]Jiort des temps
emjiloyés , par le méme, mobile” dans le méme muiivemcnt, a parcourir
une partie .\A' de I’arc AO de la cycloido et la partie restante A' O. Ce
théoreme particularisé conduit a cette consikjuence curieuse, que 1'on
retrouve €galement par l'analyse, que st dans le mouvement d'un jioint sur
la ercloidc on mene P horizontale du point de départ, relie du point le plus
hits ou sommet de la eyeloitPe, et Fhorizontalc équidistante , le temps
cmjdoy¢ par le mobile dans son passage de la premicire h la troisieéme sera
¢gal h celui qu’il emploiera a passer de la troisiéme a la seconde. ' Il ne
serait peut-€tro ni sans intérét, ni sans difficulté, de rechercher ¢ quelles sont
toutes les courbes que 1’on pourrait , pour abréger, apj>eler courbes
mesorhrones, qui jouissent do la méme propriété. " , 4. Probléme de
Vivia.ni. — En 1692, Viviani proposa aux analystes de . son temps sous ce
titre: Anigma geometricum de mim opijicin testiiudinis qitadrabilis
lientispheriece, le probléme suivant : ' * ¢ Percer une voite hémisphérique,
de. quatre fenétres €gales, .sous ‘cette condition que le reste de la vofte soit
exactement carrable. Nous allons rapporter le principe de la solution de
Leibnitz qui résolut le probleme le jour méme ou il lui fut commimiqué ( -



<fcM Lipsice, juin. 1792, Jiage '274). Quoique celte solution dépende de¢
I’analyse, elle n’est pas cependant étrangere a notre sujet , et nous fournira
un nouvel exemple Digiiized by Google



SECONDE PARTIE. 1 33 m de rim|>ortance que 1)réscnte, dans
les problémes do ce genre, le choix des ¢ ¢léments de la grandeur que 1'on
veut évaluer. Appelons riiiuitrur le grand cercle qui limite I’hémispliére
donng, et soit P le /)alf. Suit AA' une courbe quelcuiupio tracée sur la
surface de rhémispliere. Nous regarderons chaque point A de cette courbe
3rc \ ft arc Krt comme défini par sa latitude A =— i et sa longitude L = —
A — T R désignant le rayon de | 1 sphere. ' » . Cela pos€, supposons qu'il
s’agisse d’évaluer faire sphérique comprise entre un arc, de la courbe
donnée, les méridiens qui pas.sent par les extrémités de cet arc, et I’arc que
ces méridiens interceptent sur 1'équateur. A celeiTet, prenons pour élément
de la surface que nous avons a évaluer ' I’aire ¢lémentaire W'a'n, comprise
entre deux méridiens inliniment voisins, et les arcs qu’ils interceptent sur la
courbe donnée cl sur I’¢ipiateur. D'apres la rnwiire de la zone sphérique , et
en négligeant un infiniment jxilil du seamd ordre, faire ¢lémentaire ainsi
definie a pour mesure R’sinXt/L, , > désignant la latitude du point de la
courbe AA', et 1/1. désignant la différcncc/les longitudes dos points A, A' de
cette courbe; par suite faire finie considérée aura pour expression H’ L L,
sill’/ r/L, L,, L, désignant'les longitudes des extrémités de farc .AB, et A
étant re— - J, * gardée comme une fonction de L. E’aire sphérique
considérée sera donc exactement carrable, si 1'on établit entre L et longitude
et latitude d'un mémo point A de la courbe cherchée, une relation telle, que
I’intégrale * 4 / stuXt/L, prise entre certaines limites, ait une valeur €
algébrique; e” c’est ce qim fon peut réaliser d’une infinité de manicres.
Prenons pour exemple la premicre et la plus simple des ' lions données par
Jean Bernoulli (lour résoudre ce probleme {Art/r 1Jjisirv, aolit 169a, page
370); c’est-a-dire prenons, pour définition de la courbe AA', la relation m
X=L; 4 ."'' cette courbe passe alors par le piMe P, par le point E- do
féqualeur qui est 1’origine des longiludc>s , et. ne s'étend que sur le quart de
I’hémisphere TT considére; eu outre, l'intégrale / suiXr/>. prise entre les
limites o et étant égale a 1, on voit qu’apres avoir enlevé la partie du quart
du théOigltized by Google
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- ‘comme défini- par sa- latitude ) =

'_ cette courbe passe qlofs bar. le pdle P, par le point E-de Péquateur qui

. 'SECONDE PARTIE. 133

‘de g :mportance que présente, dans les problemes de ce genre, le choix des
- éléments de la grandeur que I'on veut évaluer.

- Appelons  équateur le grand cercle Ea’'aE' qui limite I'hémisphére
donné, et soit P le pdle. Svit AA" une courbe quelconque tracée sur la
surface de 'hémisphére. Nous regarderons chaque point A de cette courbe

CA2, et sa longitude L = 2LEC

R désignant le rayon de 12 qphén‘

Cela posé, supposouns qu'il s'agisse d’ évaluer I aire sphénque comprise
entre un arc de ta courbe donnee les méridiens qui passent par les extré-

“mités de cet arc, et I'arc que ces méridiens interceptent sur I'équateur.

A cet effet, prenons peur élément de la surface que nous avons a évaluer

“Yaire élémentaire AA'a’a, comprise entre deux méridiens infiniment voi-

sins, et les arcs qu'ils interceptent sur la courbe donnée et sur I'équateur.,
D'aprés la mesure de la zone sphérique, et en négligeant un infiniment
petit disecond ordre, I'aire élémentaire ainsi définie a pour mesure

R sm).dL, "

L

P! deslqnapt la latitude du point A de la courbe AA’, et dL déqlgnﬂnt la
différence_des longitudes des points A, A’ de cette courbe; par suite laire

- finie- considérée aura pour expression

e " ¢ - an

- Ll -
s i R f sinzdL,
) I

y ‘o
.,
r

L,, L, ,désx;.,nant les lonﬂltudos des exteémités de I'arc AB, et ) etant re-

. gardée comime une fonction de L. L'aire sphé-
rique considérée sera donc exactement car- -

“rable, si 'an établit éntre L et 3, longitude et
latitude d'un méme point A de la courbe cher-
chée, une relation telle, que l'intégrale

- - . .‘.SmldL

pnse entre verl,ames I:m:lea, ait une valeur &

‘dlgéhrlque et ¢ ‘est ce que 'on peut réaliser d’une infinité de maniéres.

Prenons pouy exemple la premiére et la plus simple des cing. construe-

tions données par Jean Bernoulli pour résoudre c& probléme ( Actar Lipsice,

aoit 1692, page 370); c'est-a-dire prenons pour déﬁmuon de ln cuurbe
AAY, la relation
d=L;

est l'origine des longitudes, et.ne s'étend que sur le quart de I'hémisphere -

" . iy . PO - o a4 3
considéré; en outre, l'intégrale f sin)d% prise entre les limites o et =

~ étant égale a 1, on voit qu'aprés avoir enlevé la partie du quart de I'hé-

K -
'

"~



134 DES MIb'HODES EN U"OMETRIE: misphére limitée
inférieurement par la courbe PAE, la portion restante est exaclement
rarrable et a ix)ur valeur le carre du rayon. Rrmiinjue I. — Cette premiere
construction de Bernoulli revient iden- ¢ tiquement , au fond , a celle qui fut
publiéeplus tard par Viviani lui-meme. mCar ai I’on abaisse d’un point
quelconque A di' la courbe PAE que I’on "vient de définir, la
perpendiculaire A 7 sur le plan qui sert de base a I’hé. misphere, que 1’on
meéne lerayonOonaV’.1.A7'=Rsin/sinlL,. m'. et, par suite,' O 7=R
cosL=Rcos EO«=RcosEO7;. ,*I» donc,sil’on joint E7, I’angle
O7E est droit, et le point 7 appartient a la demi-circonférence décrite sur le
rayon OE comme diametre. Il résulte immédiatement de la cette
construction ; Que Fon prenne un diametre du gruml cercle qui sert de hase
n I’lu‘inisplicre, et que sur chacune de sei moitiés , considérée comme
diametre, et dans le plan, de la Imse, on décrive une circon férence ; les
cylindres droits ayant pour bases ces deu.v circon férences détacheront de la
volte . hémisphérique qiuitre fenétres simples ou deux fenétres doubles , et
F aire de la partie restante sera équivalente au carré construit sur le'diametre
de Ui sphere ( Viviani ). * * e m Remarque II. — Vers la fin de son Traité de
calcul intégred, tome II,, page 546, Bossut fait cette remarque curieuse, que
la construction de Viviani fournit aussi une Solution de cette autre question
prtiposée par Euler; « Construire sur la base (F un hémispltere une courbe
telle , que le volume du cylindre €levé perpendiculairement sur son aire et
termin¢ a la surface hémisphérique , ait une expression algebrique. < ¢ Il
est facile de démontrer, en effet, que si I’on prend pour base du cylindre le
triangle formé i>ar le rayon OQ perpendiculaire a OE, le quadrant EQ * et
la demi-circonféronce O 77" E (qui sert de base au cylindre de Viviani ), le
volume correspondant a i>our valeur les deu.e neuvieiges du cube du rayon.
Prenons, en effet, ’¢om élément de la grandeur que nous voulons évaluer le
volume kS'q'qaa’.. Cet élément est* la différence entre la pyramide *
sphérique OA .A' «’n et la pyramide O.A.V7'7, dont les volumes ont
respectivement pour expression 11Psinl.rfl. et “R’.sinL. cos’Lr/L. j1'3 *» ¢
Ne® Onadonc.*.."\<i\""R”sin‘L"/L "' m ' * pour expression du
volume ¢élémentaire” et rr * . . . - Vi=Ir’ Sinav/L=1R’.|F2R'3 . Jo 3 3 ().
pour expression du volume total. m,, .'.°



4 SECONDE PARTIE. ¢pycloides dl/n/igéer ou } 1 35
ritccourcies d’1ij?re."1 5. Rectifii'Otion tifs Pusrnl. On a vu, dans lo chapitre
premier (page 50), tpi’un arcf/i de roulette, produit par le roulement de 1'arc
tls de la courbe mobile sur un arc égal- de la courbe fixe, a pour expression
= A(il*f)nts 1 R , R' désignant les rayons do courbure en leur point de
cdntact actuel des deux lignes fixe et mobile, et r désignant la distance a ce
point de contact du point qui décrit la roulette. Pla*-ons-nous dans le cas
particulier ou les lignes fixe et mobile sont des circonférences de cercle ; »
* JJ £ — est alors un facteur constant, et 1’évaluation d’un arc quelconque
d’épicydoide allongée ou raccourcie dépend du probléme suivant ; Trouver
la somme des produits des arcs €lémentaires tjid composent'Un e I arc fini
du cercle mobile, multipli€s respectivement par les distances de tune de
leurs e.rtrémités a un /ioint fixe ( le ijjoint décrivant ). Voici, d’apres Pascal
{OEiivres.,. 1779, 'S pa?®* 402 et suiv.) , la solution de ce probleme,
solution qui fournit une nouvelle application de la méthode par les solides
auxiliaires (premiere partie, page 17). Soient OACB le diameétre de la
circonférence donnée qui passe par le point donné O,. C étant le centre dé
celle circonférence ; mn un arc infiniment petit et 0/« la distance de I’ime
de scs extrémités au point O : joignons Bot et désignons par ly I’angle
OBot.' Posons OB=f/-t-R. . OC*rf, CA = U, \ Le triangle OBot donne ',
Dot’=+)? -b 4 R’ cos’ 4-R (</ -t-R) cos’ », ou. ' m* ' (j) m . . Oot’* ((/-b R)’
—4"'/Rcos’y. , Cela posé , prenons sur CO le point 11 tel, que ’on ail (a)' *
=4'""/R, J, et par le point H ainsi.obtcnu , élevons sur le plan du cercle une
perpendiculaire indéfinie IIC' sur laquelle nous prendrons le point C' tel,
que l'onait’» (¢ ) m, CC’=-b R ; et joignons CC’. Enfin , menant par le
point C , CP, parallele a Bot , abaissons du point -C' la perpendiculaire C'
P sur CP; il suffira pour cela d’abaisser CH perpendiculaire sur le plan de
la base ( ce qui est déja fait). Digitized by Google



’ ' SECONDE PARTIE. : » 135
5. Rectification des épycloides allongées ou  raccourcies d'aprés
Pascal. :
On a vu, dans le chapitre premier (page 56}, qu'un arc do de rou-
lette, produit par le roulement ‘de l'arc o5 de la courbe mobile sur un
arc égak de la courbe fixe, a pour expression

de =% (} B —l-)- rds,

RTR

R, R’ désignant les rayons decourbure en leur point de-contact actuel
des deux lignes fixe et mobile, et r désignant la distance a ce point de
contact du point qui déerit la roulette. Placons-nous dans le cas particu-
lier ou les lignes fixe et mobile sont des circonférences de cercle :
I, 1 y ' ; ; .
i = v est alors un facteur constant, et Pévaluation d’um arc quelconque
' d’épi_i:yclo’i‘de allongée ou raccourcie dépend du probléme suivant : i
Trouver la somme des produits des arcs élémentaires qui composent un -

s arc fini du cercle mobile, multipliés respectivement par les distances de

Pune de leurs extrémités & un point fixe (le point décrivant ).

Voici, d’aprés Pascal ( OEuvres.,. 1779, tome V, pages 402 et suiv. ),
Ja solution de ce probléme, solution qui fournit une nouvelle application
de la méthode par les solides auxiliaires (premiére partie, page 17 ).

N R R Soient OACB le diamétre de la circonfé-
/‘-\_ F ] - rence donnée qui passe par le point donné O,

J \N' _ : C étant le centre dé cette circonférence; mn
rq \1/, - un arc infiniment petit et Om la distance de
/ i i /.~ Tune de ses extrémités au point O : joignons.

Bm et désignons par ¢ l'angle OBm.’ Posons
oC=d, CA=%§, OB=d+R.

Le triangle’OBm donne

Om = (d+RY + 4R cos’ s — 4R (d+R)cos’ s,
e et

(1) - g ™S (mz-;ﬁ_d—hh)’—ztdﬂcos’?.
Cela posé, prenons sur 0. le ‘point H tel , que V'on ait |

»

(a)’ <. Wi'=4aR,’

et par le point H ainsi obtenu, élevons sur le plan du cercle une perpen-
diculaire indéfinie HC' sur laquelle nous prendrons le point C' tel, que I'on
ait e T .
- (d) - ' =d+R;
et joignons CC'. Enfin, menant par le point C, CP. paralléle a Bm, abais- -
sons du point.C’la perpendiculaire C'P_sur CP; il suffira pour cela d’a-

| ialmsam O cammandioulairs ene 1o nlan ‘da la hase ( ee aui est (léié fait).



136 «' DES METHODES E.\ GEOMETRIE. (le mener HP
perpendiculaire sur CP et do joindre C'P. Le triangle C'PC, rectangle on P,
donnera alors, en obseirant que CP = CH cos , CT = Txi’— ¢p’=ix"—
tirrc/Bs’ Y , ou, d’aprés les relations {a) et (b), (1) CP =+ 4'/Rcos’1.; on a
donc *'-, (A) 0/;1 = C'P. D’ailleurs, si I’on mene les rayons CM, CJ1
constamment. perpendiculaires aux cordes B//i, Bn, on aura (B) arc mil ='a
arc MN. Or, si I'on considere le cylindre oblique ayant pour base le cercle
A/nB, et dont les génératrices .sont égal(» et paralleles a CC', on voit, en
menant la génératrice MM', que C'P mesure la distance du point M' a la
tangente MT de la base du cylindre; que, par suite, C'P. arc MN est
I’¢lément de la surface latérale du cylindre. 11 en résulte, a cause des
relations (A ) et (B), que la somme des produits » “', ¢, /arc/n«. 0/«, » ' SR
prise entre certaines limites, Teprésente le doublé de I’aire d’une portion de
surface cylindrique et j)eut, par conséquent, s’exprimer par le double m'de la
genératrice CC' multipliée par un arc doTellipso, section droite du ¢ cylindre
; on trouve d’ailleurs, pour les demi-axes A et B de cette ellipse. Ai=B, p =
Il rf-R (/-f-R” le petit axe devenant nul et Uellipso se réduisant a une droite
quand rf = R , ¢’est-a-dire quand le. ppint décrivant O est Situé sur la
circonfé- _rence mobile. 'm ¢ Enfin , si ’on revient au probléme primitif, on
conclura facilement de ce qui précede qu’un arc quelconque d’épicycloide,
allongée ou raccourcie, est €équivalent en longueur * un certain arc d’une
ellipse semblable a, la préceédente et dont les axes sont par suite
proportionntds aux distances maximum et minimum du point décrivant a la
circonférence mobile. * « 6. Autre solution tlu méme probléme. n. Que la
courbe mobile roule sans glisser d’abord sur la convexité, puis sur la
concavité d’une courbi” fixe, de maniere que .dans ces deux mouvements
les mémes points de la amrbe mobile soient successivement en contact avec
les mémes points do la courbe fixe ; un point m invariablement li¢ a la
courbe mobile décrira deux arcs de roulettes, I’'une extérieure, I'autre
intérieure, dont nous designerons les lonjiueurs par S et «r, Digitized by
Googic
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de mener HP perpendiculaire sur CP et de joindre C'P. Le triangle C’ PC
rectangle en P, donnera alors, en observant que CP = CH cos v,

CP=0C'—CP=CC --Lilcos L

ou, d’aprés les relauons (a)et (b)),

(1 C'P__(rf—)—ll)wfirﬂlco& %3 i
onadonc ©
(A) . Om =.C'P.

D'ailleurs, si 'on méne les rayons CM, (N constamment, perpendiculaires
aux cordes Bm, Bn, on aura

(B) arc mn = 2 arc MN. i
Or, si I'on considére le cylindre oblique ayant pour base le cercle AmB,
et dont les génératrices sont égales et paralleles & CC', on voit, en me-
" nant la génératrice MM', que C'P mesure la distance du point M’ a la tan-
gente MT de la base du cylindre; que, par suite, C'P. arc MN est I'élément
de la surface latérale du cylindre. 1l en résulte, & cause des relations (A)
. et (B), que la somme des produns

- -
1

faremu.Qm, -~

prise entre certaines limites, ‘représente le double de I'aire d'une portion
de surface cylindrique et peut, par conséquent, s'exprimer par le double

“de la génératrice CC' multipliée par un arc de I'ellipse, section droite du
- cylindre : on trouve d’ailleurs, pour les demi-axes A et B de cette ellipse,

y d—R
o A=R p=mgTR
le petit axe devenant nul et Lellipse se rédmsmt une droite quand

d = R, c'est-a-dire quand le, point décrivant O est Situé sur la cnrconfé- i
rence, mobile.

L J

Enfin, si 'on revient au probléme pnmmf on conclura facilement de "

ce qui précéde qu'un arc quel(‘onque d'épicycloide, allongée ou raccoureie, -
est équivalent en longueur i un certain arc dune ellipse semblable & la
précédente et dont Jes axes sont par suite proportionntls aux distances
* maximum et minimum du point décrivant a la circonférence mohxle.
. Autre solution du méme problr*me » :

a. Que la courbe mobile roule sans. glisser d’ abord sur la convexiteé,
puis sur la concavité d’'une courbe fixe, de maniére que dans cés deux mou-
. vements les mémes points de la- courbe mobile soient successivement en
contact avec les mémes points de la courbe fixe: un point m invariable-
ment lié a la courbe mobile décrira deux arcs de roulettes, I'une exté-
rieure, l'autre intér_iunre, dont nous (Iésigt}emns les longueurs par X et o,



SECONDE PARTIE. 137 en appelant s la longueur de I’arc de la
courbe mobile qui s’est enroulé sur un arc égal de la courbe (i\e. On aura
donc , en conservant les momes notations que précédemment , et, par suite,
, (A) 1+ <1=nu, ’arc a étant regardé comme positif ou négatif, suivant
que ’on aura 4-, > 4 ou 1 et, par suite, | + a étant, dans les momes circonK
K *.1v" « H * stances, une somme ou une différence. Il résulte de 1a que la
somme algébr-uiise des deiu: ares de roulette extérieure ou intérieure est
indépendante de la nature de la courbe fixe. * m . Supposons que I’on ait R =
constante et R' = constante, c’est-a-dire que les roulettes deviennent des
épicycloides allongées ou raccourcies ; on aura alors = {h+0 ~sj”et, par
suite, <B)-?LIFIRIRR-HR'R-R'Les formules (A)et(B)
conduisent a cette conséquence importante que * & ton sait rectifier un arc
quelconque de t épier ehide, allongée ou raccourcie, produite par le
mouvement tPun point rn invariablement 1i¢ h une circonférence' [C) qui
roule, intérieurement par exemple, sur une circonference (C), 1° on
connaitra, jmr Vnpplication de la formule (B), tare (tépieycloide extérieure
engendré par le méme point m dans le roulement extérieur de la
circonférence (G') sur la méme circonférence (C); a° si ton forme la somme
As1 /A différe me ” s1 ” des lieux arcs ainsi -obtenus, on aura la valeur
geénérale de la somme algébrique des deux arcs de roulette intérieure et
extérieure engendrés par le mouveqicnt du point m pendant que bi
circonférence (C') roule intérieurement et extérieurement sur une autre
circonférence quelconque ( F ), de rayon p; 2" somme 1 -4-7 €tant ainsi
déterminée , la formule (B) 'dans laquelle on renqdaeem R par 0 , permettra
de déterminer respecti- ¢ veinent 1 et a, ¢’est-a-dire les arcs de roulette
extérieure et intérieure engendrés' par le mouvement du point m dans le
roulement de. la circonférence (C') sur la cirtonférencc (T). h. Application
de ces principes a h rectification des €picycloides simples, . , Biqitized by
Google



i38 DES M1ETHODES EN GEOMETRIE. On connait ce
théoréme, du a Cardan, qn’un point m d’une circonférence (c') 'roulant
intérieurement sur une circonférence (r) de rayon double p = ait', engendre
un diametre du cercle (T).- Désignons par i, et <r, les arc.s de roulotte
extérieure et  \ intérieure décrites par le point /¢, pendant que I’arc <>m =
.« de la circonférence |c') s’enroule sur I’arc €gal wo de la circonférence (1)
: la figure donne immédiatement ¢ *'<iT,=w//(=aR'(I—cos-):on
aura donc, d’aprés la formule (B), *' . m**VV 3R’ .'e=%-3T ="-Tr=;
ou. 'V’ . "-=6R'(.-Cbsi); ' puisque dans le cas actuel p=aR'. Etsi’on
remarque que étant icq plus grand que ¢ on doit faire lal somme
arithmétique de S, et -1, pour avoir, la valeur générale de la somme
algébriipie ~ + 1, on aura (A') 1 + = 8R”’"1 — COSOEnfin, la combinaison
des relations (A') et (B) donne pour le_cas géneral, .IX) (x) 1:=4U (.-
COS-).-j*. .AR -U' .==4B ('-eo0s-j. qui co'i'ncident avec les formules
données par Newton {JUvrr <U’s Principes, propositions 48 et 49)."' - - * .
* - *r. Rectification des €picychides allongées ou raeenurcies. On déduit
immeédiatement du théoréme de Cardan que I’épicycloide allongée ou
raccourcie, décrite par un point «i, invariablement li¢ a une circonférence
(c") qui roule intérieurement sur une circonférence 4 f) de rayon double,
peut étre engendrée par le mouvement d’un point m, d'une droite mp dont
les extrémités m, p décrivent deux droites rectangulaires Fm et Fa; cette
épicycloide intérieure est donc une ellipse, et I’arc ’ (T, = m, /«, de cette
épicycloide n’est autre chose qu’un arc d’ellipse que nous désignerons par 1.
On a donc successivement, en suivant la mome marche et adoptant la -
Digilizsd by Google
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On connait ce théoréme, dd a Cardan, qu'un point m d'une circonfé-
rence (c') roulant intérieurement sur une cir-
L conférence (I') de rayon double p = 2R, en-
I gendre un diamétre du cercle (I'): Désignons

v par Z, et g, les arcs de roulette extérieure et
\ .mbérlcure décrites par le point 77, pendant
-===~ "que l'arc om = s de la circonférence (') s'en-
roule sur l'arc egal wo.de la circonférence (I'):

* la figure donne immédiatement .

L]
aws d
s, =wm=12R’ (1~ cos;) :

i .
on aura done, d'aprés la formule (B),

< apPR S 3R .,

ul—bm;——-d'.——n, = j"s

~ou ’ :

£i=6R'(x—(‘bs£); v
2

puisque dans le cas actuel p = 2R’ Et si Von remarquc que — étant ici

Rl‘
plus grand «que = on doit faire la’somme arithmétique de X, et &, pour

avoir la valeur générale'dé la somme algébrique =+ =, on auta
(A") : - I4-o= 8!\'(1-—’005'1)-

: 2/ P
Enfin, la combinaison des relations (A') et (B) donne pour ‘le _cas gé-
* néral, : : _

. ' s e s R4+ R’
(X) T=4R n—cos;) . - s -

qui corncident avec les formules donnéés par ! Ve\\ ton { Lwrr' des Princi ipes,
proposmons 48 et 49): = . » = -
. Rectification des épicycloides allongées ou raccourcies.
4 On déduit immédiatement du théoréme de Cardan que l(,glcyclmde
allongée ou raccourcie, décrite par un point 2, invariablement lié &4 une
. circonférence (¢’) qui roule inférieurement sur'une circonférence (I') de
“rayon double, peut étre engendrée par le mouvement d'un point /7, d'une
droite mp dont les extrémités m, p décrivent deux droites rectangulaires
Tw et T'a; celte épicyeloide intérieure est donc une ellipse, et I'arc ’
g, = m,m, de cette épicycloide n est autre chose qu'un arc d’ellipse que
. nous désxgnerons par .
 On a donc successivement, en sq;vant la méme marche et adoptant la



SECONDE PARTIE. Srtit/r. — La quadraturo des épicycloides
pcul s’obtenir avec la méme facilité par une méthode toute semblable ; nous
renvoyons pour ce sujet a I’article des Nouvelles Annales, duquel nous
avons extrait ce qui précede {1845, tome IV, page 83). 7. Théoréme de
Fagxaxo. La différence de deux arcs elliptiques AA', an' dont les extnanités
Aceta. A'et a' forment deux roupies de /foints associés, est €gide a la
différence des distances du centre ile ta courbe aux normales passant par tes
extrémités de P un des deux arcs. Démonstration. — = On appelle points
associés d’une eljipse deux ])oints tels, que les normales menées a la courbe
par ces points soient ¢galement ¢loignées du centre , les distances du centre
a ces points étant d’ailleurs inégales. Cela pos¢, regardons I’ollipse comme
décrite par un point A d’une droite MN dont les extrémités glissent sur deux
axes rectangulaires Oj:, Ov ; cette ellipse peut étre considérée comme une
¢picycloide raccourcie décrite parle point A invariablement li¢ a la
circonférence OBIC qui roulerait intérieurement sur la circonférence de
rayon doulde 01 = aR, ayant pour centre le point Of D’ailleurs, le point fixe
0 et le centre instantané do rotation I sont toujours deux points
diamétralement opposés de la circonférence mobile ; et, pour chaque
position du point décrivant A , la distance du centre de la courlre a la
normale en ce point n’est autre chose que la distance du point 0 a la droite
Al qui joint le .point considéré A au centre instantané de rotation
correspondant 1 ; ou encore la distance a la droite Al du point de la
circonférence mobile diamétralement oppose au point I. Cela pose.
Premiére partie. — Que LA prolongée coupe en un second point i la
circonférence mobile OBI.A. Quand le mouvement do la circonférence
mobile I’aura amenée en contact avec la circonférence fixe suivant le point
1, la distance du centre O de I’ellipse a la normale menée par la nouvelle
position A, qu’aura prise le point décrivant A, sera égale a la distance
Digitized by Google



SECONDE PARTIE. 139
méme notation que précédemment,

L

R’ 3R’ ,
G =6 Elzc,.‘f.—-i;—ﬁ-,:s.—ﬁ-:Se; I 40,=4e
Et, en passant au cas général .
: e B :_ R+4+KR
) . Ty e
~ D'oir I'on déduit enfin
(Y) ' ::MF:“,
R—-TR

() . Sawsa

Scoléc. — La quadrature des épicycloides peut s’obtenir avee la méme
facilité par une méthode toute semblable : nous renvoyons pour ce sujet
a l'article des Nouvelles Annales, duquel nous avons. extrait.ce qui pré-
céde (1845, tome IV, page 83 ).

7. THEOREME DE FAG\A\O
La dmj‘emrzrr de rl('u.:: ares elliptiques AA', aa' dont lr't extrémités A
eta, A' eta forment rl(wr couples de points associés, est égale ala diffe-

rence des-distances du centre de la courbe awr normales passant par les
extréemités de Pun des denx arcs.

Démonstration. — On appelle points associés d'une ellipse deux points
tels, que les normales menées & la courbe par ces points soient également
éloignées du centre, les distances du centre a ces poinzs étant d’ailleurs
~ inégales.
© Cela posé regardons |’ elhpse comme décrite par un point A d’une droite
MN dont les extrémités glissent sur deux axes rectangulaires Oz, Oy : cette
ellipse peut étre considérée comme une épicycloide raccourcie décrite par
‘le point A invariablement lié & la circonférence OBIC qui roulerait intérieu-
rement sur la circonférence de rayon double O = 2R, ayant pour centre
le point O: Dailleurs, le point fize O et le centre instantané de rotation I
sont toujours déux points diamétralement opposés de la circonférence mo-
bile; et, pour chaque position du point décrivant A, la distance du centre
de la courbe & la normale en ce point n'est autre chose que la distance
du point O & la droite Al qui joint le ,point considéré A au centre in-
stantané de rotation correspondant I; ou encore la distance a la droite Al
du point de la circonférence mobile diamétralement opposé au point L.
Cela posé,

“Premiére partie. — Que IA prolpngée coupe en un second ‘point ¢ la
circonférence mobile OBIA. Quand le mouvement de la circonférence mo-
_bile I'aura amenée en contact avec la circonférence fixe suivant le point 7,
la distance du centre O de lUellipse @ la normale menée par la nouvelle
nosition A. au’aura orise le point déerivant A. sera éeale 2 la distance



m 40 DES METHODES EN GEOMETRIE. la droite ki du \x)int
o diamétralement opposé au point 1, distance ¢videmment €gale elle-méme
k celle du centre O a la premiere normale Al. D’ailleurs, les distances du
centre O aux deux points A et A, sont inégales; car la premicere est OA, la
seconde est égale a 0A , et ces dernieres lignes sont inégales , a moins que
Al ne soit perpendiculaire au diametre BAC. -Donc : 1 h chaque jmint de
VelUpse correspond un second //oint associé au premier, suivant les deux
conditions de la déjinitinn. Seconde partie. — Menons par le point -A une
nouvelle corde I'Ai' infiniment voisine do la premiere. Les deux arcs
d'ellipse, dS et ds, produits' [Mir I'enroulement sur la circonférence fixe des
arcs 1 1' et W de la circonférence mobile, seront, d’apres ce qui précede,
des arcs associé€s. Or ces arcs ont pour expressions ,c Al/' * n'\LAi.i1' ds=:
Ai. a' D'ailleurs, si I'on abaisse KP perpendiculaire sur lAi, K étant le milieu
de la droite B.VC, on trouve facilement ces relations . H ir' A111" Al - Ai
It’- h" 2 AP 'H'-ii' il en résulte m ' i/S m m ds aAP (11" - a") _ AP (II'-I- il*)
2R(II'-£1") " R Or, si I’on pose AK = a, IAB =9, I’angle 1Al' = dq a pdtir
exj'ressiou I1'-t- ii' 2 R 2rtCOSf c/y; Il vient donc, en substituant , f/S ds =
'1AP.c/yietdola, en désignant par p la distance du centre O a la normale
Al et observant (pie’ // =2KP =2 CI siny, d’ou dp = 2«cosycly, , 1 1 vient
enfin (".r) f/S — ds = dp, ce qui démontre le théoréme €énoncé. Observation.
— On trouve facilement dans la figure précédente les relations qui existent
entre les abscisses de deux points associés , et do cette relation on déduit
par le calcul que le lieu géométrique du point de concours des tangentes
menées h I'ellipse par deux points associés est Di¢-1"ed by Googlg
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la droite Ai du point o diamétralement opposé au point 7, distance évn-
demment égale elle-méme & celle du centre O a
la premiére normale Al. D'ailleurs, les distances .
du centre O aux deux points A et A, sont iné-
gales; car la premiére est OA, la seconde est
égale & oA, et ces derniéres lignes sont inégales,
a moins que Al ne soit perpendiculaire au dia-
métre BAC.-Donc : 1° @ chaque point de Pellipse
correspond un second point associé au premier, ‘
suivant les deuz conditions de la définition,

Seconde partie. — Menons par le point A une nouvelle corde 1'Ai" infi-
niment voisine de la premiére. Les deux arcs d'ellipse, dS et ds, produits
par I'enroulement sur la circonférence fixe des arcs I1' et i de la circonfé-
rence mobile, seront, d’aprés ce qui pmcede des arcs associés. Or ces
arcs onl pour expressions

48 = AL (¢ — ) = Al (IR“ e a%)"%‘li—l’
S T
ds = = T

&

D'ailleurs, si I'on abaisse KP ;;erpendiculairc dur TA7, K étant le milié‘tp
de la droite BAC, on trouve facilement ces relations .

\J_At AL—Ai 24P

& =i =it
il en résulte
= aAP(——-:’)_ u)
(IS———I_.-— (ll’_:) ___._ i{

Or, si ion pose AK = a, IAB = ?, lan;,le [AI = dy a pd’i‘jr expressmn

Ir
;{" Il vient donc, en subslltuant,

dS — ds = 2AP.dy = 2acosydy;

et de la, en désignant par p la distance du centre O é Ta normale Al et

.observant que’ ‘ .
r= 2KP = aa sin %,

d’oir ‘ :

dp = 2a cosyd o,

il vient enfin

() i dS — ds = dp,

ce qui démontre le théoréme énoncé. -

Observation. — On trouve facilement dans la figure précédente les rela-
tions qui existent entre les abscisses de deux points associés, et de cette
relation on déduit par le calcul que le liew géométrique du point de
concours des tangentes menées & Uellipse par (Ienv pomtv associés est



SECONDE PARTIE. 141 une conique homofocak a ta proposée. Il
en résulte que le théoréme do Fajjnano est compris , comme cas particulier,
dans les belles propositions découvertes par M. Chasles et relatives a la
construction géométrique des arcs d’ellipse a différence rectifiable. C’est
par ces propositions que nous allons terminer cette derniere série
d’applications. 8. Théoreme I. — Soit i ’'un des points d’intersection d’une
ellipse et d’une hyperbole homofocales. Si par un point de I’une de ces
courbes on meéne deux tangentes a 1’autre, la différence des arcs de cette
derniére compris entre le point 1 et chacun des points de contact sera égale a
ta différence des tangentes correspondantes . Démonstration. — Par deu.x
points infiniment voisins m et n de I’hyperbole, menons a I’ellipse
homofocale les tangentes m«, ma' et nb , nb'; et soient o, o' les (xiints
d’intersection de ma et de nb, de ma' et de nh'. Des points o et o' comme
centres, avec ont et o'm pour rayons, , décrivons les arcs de cercle mp et
mp'. termin€s respectivement aux rayons on et «'«.'Les segments np, np'
pourront étre considérés, en négligeant les infiniment petits du second ordre
, comme les projections sur les tangentes nb , nb' de 1’arc ¢lémentaire nm de
I'hyperbole; et comme la tangente en « € cette courbe fait des angles égaux
avec nb et nb', on aura, a un infiniment petit du .second ordre pres, I’égalité
M t» *np=np'.” "' Or, st ’on désigne par s et v-1-ds, pars' et .v' m+m
ds', les arcs1a et ib , 1a' et ib'; par t et t + dt, par t' et t' dt' les longueurs des
tangentes am et hn, a' m et b'n ; et si I’on observe que ds , ds', dt et dt' sont
des nombres positifs dans la figure , on pourra d’abord , en négligeant les
infiniment fsetits du troisieéme ordre , écrire les égalités ils = ao -f- bo , ds' a'
o b'o. La construction qui a défini les points p et p' nous donnera ensuite np
= on — ont = (bn—bo) — (on-ynm) = (bn—am) — (ao-\-bf>) = dt—ds,
np'=dt' — ds' m, m " et si 1'on porte ces valeurs dans la relation (ij, 1l vient
enfin (1) ./(.V-.,-) = r/(r Ainsi les variations correspondantes des différences
tfre a1 — arc a'i, am — a' m, demeurent toujours égales quand le point m se
déplace sur m Digilized by Google
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une conique homofocale a la proposée, 11 en résulte que le théoréme de
Fagnano est compris , comme cas particulier, dans les belles propositions
découvertes par M. Chasles et relatives a la construction géométrique des
arcs d’ellipse a différence rectifiable. C'est par ces propositions que nous
allons terminer cette derniére série d’applications.

8. TukoriME 1. — Soit i Uun des points d’intersection d’une ellipse et
d’une hyperbole homofocales. Si par un point de Uune de ces courbes
on meéne deux tangentes a Pautre, la différence des ares de cette der-
niere compris entre le point i et chacun des points de contact sera égale
a la différence des tangentes correspondantes. s

Démonstration. — Par deux points infiniment voisins m et » de I'hy-
perbole, menons & l'ellipse homofocale les tangentes ma, ma' et nb, nb';
et soient o, o' les points d'intersection de ma el de »nb, de ma' et de
nb'. Des-points o et o' comme centres, avec om et o'm pour rayons,
décrivons les arcs de cercle mp et mp'. terminés respectivement aux
rayons on et o'n.” Les segments np, np' pourront étre considérés, en
négligeant les infiniment pelits du second ordre, comme les projections
gur les tangentes »b, nb' de l'arc élémentaire nm de I'hyperbole; et
comme la tangente en 2 & cette courbe fait des angles égaux avec »b et
nb', on aura, & um infiniment petit du second ordre prés, I'égalité

(1) . o np = np'

" Or, si I'on désigne par s et s +(ls par s" et s' 4 ds', les arcs ia et
ib, ia" et ib'; par¢t et ¢ + dt,
par ¢ et ¢ —{—dz les longueurs
des tangentes am et bn, a'm
et d'n; et si I'on observe que
ds, ds', dt et dt' sont des
nombres positifs dans la fi-
gure, on pourra d’abord, en
négligeant les infiniment pe-
tits du troisiéme ordre , écrire
les égalités

ds = ao + bo,
ds'=a'o+ b'o.

La construction qui a défini les points p et p' nous donnera ensuite
np = on —om = (bn—=bo)—(oa+am) = (bn—am)—(ao+ bo) = dt —ds,
ap'=dt'—ds'; e
et si I'on }mrte ces valeurs dans la relation (1), il vient enfin
(1) d(s—s')=d(t—1").

Ainsi les variations correspondantes des différences «re ai — arc a'i,

am — a'm, demeurent toujours égales quand le point m se déplace sur



\"2. DES METHODES EN GEOMETBIE. niyj)erbole nmi ,
homofocale a Tellipse proposée. Ces diftférences ellesmémes stTont donc
¢gales si leurs valeurs initiales sont les mémes. Or ¢’est ce qui a lieu en
effet'; car si 1’on considere le point / comme la position initiale du point m ,
ou a, eu ce point , COROLLAiIRB. — On déduit aisément de ce théoreme
les solutions des problémes suivants. I . Diviser géométriquement un are
tPellipse ( ou (T hyperbole ) en deux ares jihrtich a différenrc rectijinble. a.
Etant donné un arc tPellipse ( ou tP hyperbole ), construire
géométriquement un second arc ayant ]>our I’une de ses extrémités un
jioint donné de la courbe, et ayant avec le premier une différence rectifiable.
Ce dernier probleme ayant deux solutions, les doux arcs répondant a la
((uestion présentent eiix-memes une différence rectifiable, et celte
observation conduit a un théoréme de géomeétrie. * 3. Trouver I’expression
geometrique finie -de la différence entre les longueurs infinies des
asymptotes et des deux branches il’une hyperbole. On jieut consulter surre
sujet un article de M. Terqnem, auquel nous avons empnmlé la
démonstration précédente ( Nouvelles Annales de Mathématiques, 1844,
page 506). m TnEORKME II. — Etant données deux ellipses [ou deux
hyperboles) homofocalcs, si par un point quelconque de la courbe
e.vtcrieurc on meéne deux tangentes a la courbe intérieure , la différence
entre ta somme de CCS tangentes et I’arc de la courbe intérieure intercepté
entre leurs points de contact , conserve une valeur constante. La
démonstration ne differe de la précédente que par les modifications qui
résultent dans la figure de ce que le point m se déplace sur une courbe de
méme espere que la proposée ; et I’on pan ient , en ayant €gard a ces
modifications, a la relation d (t -y t') = (/(.V ) i=d . arc. na' . Ainsi les
variations correspondantes de la somme des tangentes et de I’arc, intercepté
demeurent €gales quand le point m se déplace sur une courbe homofocale a
la proiwsée et de méme espece qu’elle; donc la différence entre la somme
dt's tangentes et 1’arc intercepté demeure constante. tioROLLAiIRB. — Ce
théoreme fournit un second moyen de construire des arcs d'ellipse a
différence rectifiable, et la comparaison de cette seconde solution avec colle
qui résulte do I'emploi du théoréme 1, conduit aisément a cctte
conseéquence : Dans une ellipse, ou dans une hyju-rbole , si par les quatre
extnhnités de deux arcs a différence rectifiable on mene les tangentes ci la
courbe, ces tangentes forment un quadrilatére qui est circonscriptible a un



cercle. g. Limites inf€rieure et supérieure du'fierimetre de P ellipse enticre,
ou d’un arc quelconque cPellipse. — Construction géométrique analogue a
celle de Bernoulli [Jean). « .. m Digitized by Google
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I'hyperbole zmi, homofocale a lellipse proposée. Ces différences ellee-
mémes seront donc égales si leurs valeurs initiales sont les mémes. Or
c'est ce qui a lieu en effet; car si 'on considére le pomt i comme la
position initiale du point 2z, on a, en ce point,

O=.€o—s.=l“——fo.

ConoLLAIRE. — On déduit aisément de ce théoréme les solutions des
problémes suivants. .

. 1. Diviser geomcn iquement un arc dellipse (ou d’hyperbalc) en dewx
ares purtiels a différence rectifiable.

a. Etant donné un arc dellipse (ou @hyperbole ), construire géome- -
triquement un second arc ayant pour ’une de ses extrémités un point
donné de la courbe, et avant avec le premier une différence rectifiable.
Ce dernier probléme ayant deux solutions, les deux arcs répondant & la
question présentent eux-mémes une différence rectifiable, et celte obser-
~ vation conduit a un théoréme de géométrie. ‘¢
3. Trower Uexpression géométrique finie de la ([lﬁ'ﬂ’ﬂt‘lf entre les

longueurs infinies des dasymptotes et des dewr branches d’une hyperbole.
On peut- consulter sur ce sujet un article de M. Terquem, auquel nous
avons emprunté la démonstration précédente ( Noucelles Annales de
Mathématiques , 1844 , page 506). R

- Tnkorkme Il — Etant données deux ellipses (ou deuz hyperboles)
homofocales, si par un point quelconque de la courbe extérieure on méne
deux tangentes a la courbe intérieure , la différence entre la somme de
ces tangentes et Uarc de la courbe intérieure intercepté entre leurs pnmts
de contact, conserve une valeur constante.

La démonstration ne différe de la précédente que par les modifications
qui résultent dans la figure de ce que le point m se déplace sur une
courbe de méme espéece que la proposée; et 'on parvient, en avant égard

_a ces modifications, a la relation .

d(t+t)=d(s+s')=d.arcaa’.

Ainsi lesvariations correspondantes de la somme des tangentes et delarc,
intercepté demeurent égales quand le point m se déplace sur une courbe
homofocale a la proposée et de méme espéce qu'elle; donc la différence
entre la somme des tangentes et I'arc intercepté demeure constante.

CoroLrAtRE. — Ce théoréme fournit un second moyen de construire
des arcs d'ellipse a différence rectifiable, et la comparaison de cette se-
conde solution avec celle qui résulte de 'emploi du théoréme I, conduit
aisément a cette conséquence : Dans uneé ellipse, ou dans une hyperbole ,
si par les quatre extrémités de deux arcs a différence rectifiable on méne
les tangentes @ la courbe, ces tangentes forment un quadrilatére qui est
circonscriptible a un cercle.

9. Limites inférieure et supérieure du'périmétre de Pellipse entiére , ou
d’un are quelconque dellipse. — Construction géométrique analogue a
celle de Bernoulli ( Jean). -



SECONDE PABTIE. 1/|3 Il résulte ck*s consiiléra lions
employées dans la question 7, que si I’on (wte sur une méme droite, et a la
suite ’'une de I’autre, deux longueurs CA et AB égales aux demi-<ixes
d’une ellipse, et que sur la droite résultante ; CB a U , eomme diametre, on
décrive une ilemi-circonférence , la somme / des produits obtenus en
multipliant chacun des €léments de cette demicirconférenco par la distance
de I’une de ses extrémités au point de divi.sion A du diametre CB, divisée
par 2 R, sr-ra égale au périmetrd.dvi quart de I’ellipse dont CA et AB sont
les demi-axes, périmeétre que nous désiE gnerons par y 4 Cela posé,
divisons la demi-circonférence CB en un nombre pair 2m parties égales ;
solento,1,a,3...2/«—1,2//11les21//+ 1 points de division, dont les
extrémes coincident respectivement avec les |)oints C et B, et désignons jiar
t/,, 'm/,, t/". . les distances de ces (wints au point de division A du diametre
CB. Si I’on suppose ; comme cela arrive dans rf. <1/, <</,...<, et d’ailleurs
chacun des arcso 1 ,1a, 2 3 ... aura iwiir v aleur Or, on apergoit
immeédiatement que 1a partie de la somme /qui se rapporte a I’arc 12, par
exemple, eslAnoindre que le produit de cet arc fvar la distance t/,, et
su)>érieure a son produit par la distancer/,. On a donc celte double inégalité
Nttt -l L t- ) </ <— (1), 4-1/, -f-1f, -k e .o+ Y/,,), . M et de 1a, en
divisant par 2 R , remplagant / ; 2 R par - et multipliant par 4, 4 (i), ,,<E <
2 TT -4-1/,+1/,-|-...-|-t/ *)* On peut donc construire géométriquement les
rayons de deux circonférences dont les périmetres comprennent le périmetre
de I'ellipse donnée , et la différence entre ces rayons étant égale a la
différence des demiaxes de 1’ellipse, divisée par 2 ru, I’erreur commise, en
substituant au périmetre de I’ellipse donnée le périmetre de 1’une de ces
circonférences , pourra étre aussi petite qu’on le voudra. La mome méthode
s’applique encore a I’évaluation approchée d’un arc quelconque d’ellipse,
moindre qu’un quadrant. 11 suffit, en effet, de construire préalablement
I’arc MN de la circonférence CB qui, en s’enroulant intérieurement sur la
circonférence'du rayon double, engendre 1’arc d’ellipse considére, e; de
diviser cet arc MN en 2/« parties €gales, et de Digitized by
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1l résulte des considérations employées dans la question 7, que sil'on
porte sur une méme droite, et i la suite I'une de l'autre,, deux longueurs CA
et AB égales aux demi-axes d’une ellipse, ét que sur la droite résultante
CB = 2R, comme diamétre, on décrive une demi-circonférence , la somme Jf
des produits obtenus en multipliant chacun des éléments de cette demi-
circonférence par la distance de I'une de ses extrémités au point de divi-.

_sion A du diamétre CB, divisée par 2R, sera égale au périmetré du quart.
de I'ellipse dont CA et AB sont les demi-axes, périmétre que nous dési-
gnerons par ‘% . ‘ :

Cela posé, divisons la demi-circonférence CB en un nombre pair 2m

parties égales; soient o, 1,2, 3...2m —1,
2m les 2m + 1 points de division, dont
les extrémes coincident respectivement
avec les points C et B, et désignons par
d,d,d,...d, les distances de ces points
au point de division A du diamétre CB.
Si 'on suppose ; comme cela arrive dans

la figure, CA < AB, onaura

d<d<d...<d, <d

S Y
k. i =R~
et d'ailleurs chacun des arcs o1, 12, 23... aura pour valeur g

Or, on apercoit immédiatement que la partie de la somme [ qui se rap-
porte a l'are 12, par exemple estmoindre que le produit de cet arc par

la distance o, et supérieure & son produu par la dlslance d,. On a done
celte double inégalité

:E,(" et ) <I<5'—E(d tdytdy . dy ),

-

et de 14, en divisant par 2R | remplacant f : 2R par E' et multipliant par 4,

B e ((l+d+n’+ +d”*’)<E< (d+d+d+...+dm)'

21 am

On peut donc construire géométriquement les rayons de deux circon-
férences dont les périmétres comprennent le penmétre de l'ellipse don-.
née, et la différence entre ces rayons étant égale a la différence des demi-
axes de l'ellipse, divisée par 2m, P'erreur commise, en substituant au
périmétre de l'ellipse donnée le périmétre de 1'une de ces cnrt‘onférences
pourra étre aussi petite qu'on le voudra.

La méme méthode s'applique encore a 'évaluation approchée d’un arc
quelconque d’ellipse, moindre qu’un quadrant. 1l suffit, en effet, de con-
struire préalablement I'arc MN de la circonférence CB qui, en s'enroulant
intérieurement sur la circonférence du rayon double, engendre I'arc d’el-
linse considéré. e: de diviser cet arc MN en 2.m parties éeales. et de



144 METHODES EN GEOMETRIE. joindre les points de
division au jwinl A. On trouve alors, en employant les mémes notations ,
arc MN arc MN /d,+d,+. . .+dj\'"ait V %m 2R V /' Or, en désignant par O
I’angle au centre qui correspond a I’arc MN, on a arc MN a B io et en
substituant cette valeur dans les inégalités préceédentes, on voit que 1’arc
d’ellipse e se trouve compris entre deux arcs de cercle semblables,
corresporfdant a des angles au centre égaux a et dont la différence des
rayons peut étre aussi -petite qu’on le veut. Remarque. — En appliquant au
systeme de deux ellipses égales sa théorie générale du mouvement de
campement d’une courbe sur une autre , Jean Bernoulli par\ int aux deux
inégalités suivantes : (ni) aTT.— -- <E<air. — im désignant actuellement,
non plus un nombre pair quelconque, mais une puissance de a [Opéra
omnia, tonie 1, page 448)Les formules de Bernoulli fournissent des limites
plus resserrées q\ie les précédentes, mais elles ne s’appliquent pas comme
celles-1a (du moins sans une démonstration spéciale), a la rectification
approchée d’un arc quelconque d’ellipse. 11 serait toutefois intéressant de
les obtenir directement par I’emploi des considérations précédentes : elles
nous paraissent ¢ 1’auxiliaire le plus naturel que 1’on puisse employer dans
cette recherche, car elles conduisent presque nécessairement a la
construction géométrique des différentes lignes que 1’on a a considérer,
construction que I’on ne fait intervenir qu’avec effort par I’emploi du
mouvement de campement. Les formules ( III ), qui avaient été données
sans démonstration par Bernoulli , ont été établies pour la premiere fois par
M. Prouhel, dans une intéressante étude sur tes reptoires, insérée dans les
Nouvelles Annales de Mathématiques, 1854, pages 74 et a35. 1. Digitiz¢d
by Cqogle 56N 6J12::2
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