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* AVERTISSEMENT. Cette These , la premicre qui ait été
soutenue devant la Faculté des Sciences de Paris , n’est publiée que d’apres
le conseil de plusieurs membres de la Faculté, qui ont pensé qu’elle pourrait
étre de quelqu’utilité aux personnes qui , comme 1’ Auteur , aspirent au
Doctorat. File est divisée en deux Parties. Dans la premiere , I’ Auteur a
expose la Theorie des axes principaux des corps solides , d’une maniere
nouvelle , quant a leur détermination et a I’examen des cas particuliers. La
seconde Partie renferme la Théorie du mouvement d’un corps solide autour
d'un point fixe ; elle n’est, a peu de chose pres, qu’un extrait du Traité de
Mécanique de M. Poisson (*). L’ Auteur pouvait-il , r en effet, choisir un
meilleur guide que I’ouvrage d’un Géometre dont les Mémoires
académiques ont déja assigné sa place aupres des Savans du premier ordre.
(*) Cet ouvrage , actuellement soui presse , se trouve chez Cocrcjer ,
imprimeur-libraire pour les Mathématiques , quai des Augustin® , n* S7.



AVERTISSEMENT. viij On trouvera a la fin de cette These , le
Programme tel qu’il a été présenté a la Faculté des Sciences , suivi du
Programme de la These d” Astronomie , qui a été également soutenue
devant la Faculté , et a laquelle les occupations multipliées de 1’ Auteur ne
lui ont pas permis de donner par écrit tous les développe mens dont elle
était susceptible. . k) . ' ¢ P Digitized by Google



THESE DE MECANIQUE. Nous prenons pour sujet le
mouvement d'un corps solide , sollicité par des forces accélératrices
quelconques, et assujéti a tourner autour d'un point fixe. Mais les lois de ce
mouvement étant intimement liées avec la théorie des momens d’inertie et
des axes principaux , nous commencerons par exposer I’ensemble
dej*prwicipes relatifs a cette théorie, Jr DES MOMENS D’INERTIE ET
DES AXES PRINCIPAUX. t. Rappelons d’abord en peu de mots les lois du
mouvement d’un corps solide autour d’un axe fixe. Si I’on suppose qu’un
corps solide regoive une impulsion capable de communiquer a scs élémens ,
s’ils étaient libres , des vitesses égales, paralleles et dirigées dans un plan
perpendiculaire a un axe fixe, et qu’en vertu de cette impulsion seule, le
corps tourne autour de cet axe , on sait que 1’équation d'un semblable
mouvement est aiS . r*dm = Mvh , M désignant la masse du corps , dm un
de ses ¢lcmens , e la A Digitized by Google



(O vitesse imprimée a chacun d’eux , r la distance de dm a I'axe
fixe, h la distance du centre de gravité du corps a un plan passant par I’axe
et parallele a la direction de la vitesse v ; enfin ¢* la vitesse angulaire
commune a tous les points du systeme , en vertu de leur liaison réciproque ,
et que 1'équation précédente fera connaitre dans chaque cas particulier. S * *
2. Soit en second lieu une force accélératrice



(3) . conque, il existe toujours un systeme de trois axes
rectangulaires , tel, que les momens d'inertie relatifs a ces axes €tant connus
, on peut par de simples foi-mules, en conclure le moment d’inertie relatif a
un nouvel axe de position et de direction quelconques par rapport aux axes
primitifs. 4. Premierement , dés que 1’on a obtenu le moment d’inertie d’un
corps par rapport a un axe quelconque passant par le centre de gravité , on
en déduit facilement I’expression de celui qui correspond a un tout autre
axe parallele au premier. Soient S.r*dm , S. /dm ces deux momens
d’inertie, et a la distance du centre de gravité au second axe , la formule est
S. r'“dm = S. r*dm -f- Ma‘, Sr’dm étant par sa nature une quantité
essentiellement positive on peut désigner le rapport - r"m par K *, et la
formule se change en celle-ci S./*dm = M(K*‘+a“ ). Ce résultat indique que
le plus petit de tous les momens d'inertie relatifs a des axes paralleles ,
correspond a celui qui passe par le centre de gravité. 5. En second lieu ,
concevons le corps solide rapporté a trois axes rectangulaires Ox , Oj , O1,
O étant I’origine. Appelons ¢, £, y les angles que forme avec ces trois axes
, une droite quelconque passant par I’origine, \p la distance de I’élément dm
a ce nouvel axe. On a pour I’expression du moment d’inertie relatif a cet
axe , S.p'drn = sin*« S. x*dm -+-sin*£5.y*«j-4-3in*y> S.i'dm — a cos et
cos 6 S.xjdin — a cos et cos y S.xzdm — m a cos £ cos y S.j zdm , formule
qui donnera immediatement le moment d’inertie relatif a un axe quelconque
passant par 1’origine , dés que 1’on connaitra les six intégrales qui y entrent
et qui s'é¢tendent a la masse entiere du corps. Elle se simplifierait beaucoup
st les trois axes primitifs étaient A..



(3)
conque, il existe toujours un systéme de trois axes rectangulaires ,
tel, que les momens d'inertie relatifs i ces axes étant connus , on
peut par de simples formules, en conclure le moment d'inertie
relatif 3 un nouvel axe de position et de direction quelconques par
rapport aux axes primitifs.

4. Premiérement, dés que I'on a obtenu le moment d'inertie d'un
corps par rapportd un axe quelconque passant par le centre de
gravité, on en déduit facilement I'expression de celdi qui cor-
respond & un tout autre axe paralléle au premier.

Soient S.r*dm , §.r*dm ces deux momens d'inertie, et a la
distance du centre de gravité au second axe , la formule est

S.r'%dm = §.r'dm + Ma*,

Sr*dm étant par sa nature une quantité essentiellement positive ;

on peut désigner le rapport 2 ;;’m par K*, et la formule se change

en celle-ci

Jtdm =M (K*+a*).
Ce résultat indique que le plus petit de tous les momens d'inertie
rvelatifs & des axes paralléles, correspond a celui qui passe par le
centre de gravité.

5. En second licu , concevons le corps solide rapporté a trois
axes rectangulaires Ox, Oy, Oz, O étant V'origine. Appelons
e, €,y les angles que forme avec ces trois axes , une droite quel-
conque passant par l'origine,|p la distance de I'élément dm a ¢e nou-
velaxe. On a pour I'expression du moment d'inertie relatifa cet axe ,
S.p*dm = sin*a §.x*dm -~ 5in*€ S .y*dm 4 sin*y §.z'dm

— acosa cos & S.xydm— 2 cos & cos y S .xzdm
‘ — 2cos€Ecosy S.ysdm,
formule qui domnera immédiatement le moment d'inertie relatif
4 un axe quelconque passant par l'origine , dés que I'on connaitra
les six intégrales qui y entrent et qui s'étendent a la masse entiére
du corps. '

Elle se simplifierait beaucoup si les trois axes primitifs ¢taient
A.



(4) choisis de maniere que ’on elit S. xjdm =0, S.xzdm —o0, S
.J'zdin — 0. Admettons pour le moment qu’un semblable systéme existe
dans tout corps solide , et prenons-le pour celui des axes primitifs , la
formule devient S.p'dni — sin ‘et S .x'dm -J- sin*£ S .jr'dm -f- sin'C S.z'dm.
Supposons en outre que I’on connaisse déja les momens d'inertie du corps
par rapport a ces trois axes , ensorte que I’on ait A=S (jr*-{- z% ) dm , B =
S (x'-+-z")dm, C =5 (x*4-y*) dm ; il en résulte S.p’dtn — A cos‘<* -f* B
cos'é C cos'y. On pourra toujours , au moyen de cette formule et de celle du
n’ 4 » obtenir le moment d'iuertie d‘un corps relatif a un axe quelconque ,
des que l'on connaitra les quantités A, B, C. On appelle axes principaux
d’un corps solide , le systéme des trois axes pour lesquels on a
simultanément S”*ejrdm—a, S.xzdm— ot S.yzdm = o, et momens d'inertie
principaux , les momens d'inertie qui s’y rapportent. 6. En supposant que A
soit le plus grand des trois momens d'inertie principaux , et Cle plus petit, la
formule ci-dessus peut, a cause de la relation cos*«+cos’£ -f- cos*“y. =1, se
mettre sou» la forme S.p'dm A (A— B ) cos*6 — (A— C) cos'y S.p’dm
=C e+ (A—C)cos'a-j- (B—C)cos*¢, ce qui prouve que le plus grand
et le plus petit des trois momens d'inertie principaux A, B, C sont le plus
grand et le plus petit de tous ceux qui se rapportent a des axes passant par la
méme origine. Ainsi on peut dire ( n* 4) que le plus petit de tous les
momens d’inertie qu’un corps solide puisse avoir, est le plus petit des
momens rapportés aux trois axes principaux qui passent par le centre de
gravité. Digitized by Google



(5) Pour compléter la théorie des momens d’iaertie , il reste k
démontrer I'existence des axes principaux dans un corps solide de figure
quelconque. Quoique cette question soit traitée dans tous les ouvrages ,
nous croyons devoir lui donner un peu de développement , et exposer une
méthode nouvelle qui nous parait offrir quelques avantages sur celle qui est
généralement connue. . m; 1 ¢’ a Détermination des axes principaux dans les
corps solides. 7. Nous nous proposons de démontrer que dans un corps
solide quelconque , il existe toujours un systéme d'axes rectangulaires par
rapport auxquels les intégrales S.xjdm, S.xzdm , S.yzdm prises dans toute
I'étendue du corps , sont égales a zéro. Nous ferons voir ensuite que ce
systeme d'axes principaux est en général unique pour chaque point de
I’espace , mais que dans des cas particuliers, il en existe une infinité.
Rapportons le solide a trois axes rectangulaires quelconques Ox , Oy , Oz,
O étant l'origine , et tachons de déterminer les directions de trois nouveaux
axes Ox\ Oy', Os' tels que les quantités S.x'y'dm , S .x'z dm, S.yzdm soient
¢gales a zéro. Les formules de la transformation des coordonnées qui font
connaitre X , y , s en fonction de X', y', Z', sont x= axf -f- by'-\- c*>y —a' J?
+b'y'-\-c’Z', 3 =a’ jr'-f- byJ-\-c Y. a, a', a ’ sont les cosinus des angles que
forme I'axe des x' avec les axes des x ,y,z. b, b',b et c, ¢'f ¢" ont la meme
acception par rapport aux axes des y et des z’. Mais si ’on vent au contraire
obtenir x y , 2' en fonction de x , y, z y il est évident que I'on aura, en
conservant les mémes notations , x'=ax-{-dy , y's=bx -f- b'y -f- b'z , z’zscx -
f- ¢j -J-e'z.



(6) Les quantités a, a', a'}b, b' sont liées par les relations , a* -4-
a*a*“—i)ab-J-db' -f-(AIV=50} b% -f-b*“=1V....(1)ac-j-aV+aV
=0>....(a), c*-f-c% -f-c**=1jbc~f-b'c -f- b'c' = 0) Cela posé,
substituons dans les équations ' S.x'ydm — o0, S xz'dtn=0,S.yzdm=o0,
a la place de x',j', z leurs valeurs , et faisons , pour plus de simplicité , .S.
xV/m=P,S.ydm=F,S.Zdm —PS xjdm=C, S.xzdm— Q'] S.jzdm =
Q*. Ces six intégrales sont des quantités données qui dépendent de la nature
du corps et de la direction des axes Ox , Oj t Oz qui ont été pris
arbitrairement. On obtient les trois équations f Pab + Q
(ab'+ba")+Q'(ab,+ba,)+Q,(a’b’-\-b'



(7) déterminer les axes des surfaces du second ordre. La
discussion des cas particuliers est absolument la méme dans 1’un et I’autre
probléme. La solution compléete du second probleme est inse’rée dans le
troisieme numéro du second volume de la Correspondance de I’Ecole
Polytechnique , numéro qui doit paraitre incessamment. | Multipliant les
deux premieres €quations du troisieme groupe respectivement par r et 4, et
retranchant la deuxieme de la premiere, ou a P'a' ( cL’—bcJJrQa ( cb —
bc')-\-Q*‘d( ch— bd) ) + P’a\cbm—bc,)+qa{cb'—bc,)+yd(cb’—bc )) ~°°
d’ou {lyd+Qe+(?a")(cb‘—bc")+(P’a‘+(Ja+Q’a")(cb’—I1,d)=o. . .(4).
Multipliant de nouveau les mémes équations par c¢' et b\ puis retranchant la
premicre de la deuxiéme , il vient , toute réduction faite , Mais en agissant
de la meme manicre sur les deux premicre# ¢quations du groupe (2) , on a
aussi d (cb—bc) -f-a'(cb*—Dbc‘)=o0a(cb'—bd) -f-a" (b' c’— dit) —
ocb’—bc" A’>1c"— Ul " d°U \b'd—c’bcb'—be~ a T* Substituant ces
valeurs dans les équations précédeutes, et réduisant , il vient enfin (/> P')
oV—



(«) Les deux équations (6) et (7) combinées avec a* -J- «'* + «'*=
1 , donneront les valeurs de a, a, a*. Posons=«,doua—at,a=ou,nna
Ly»11/itr-f-u* * V/T+&+i0* ° VAM+1*+'17*° et les équations ci-dessus se
changent en celles-ci : CV-j- Qut -i-( P" P) U Ql-mr 0"=o. . . .(g), Q'r + (fut
+ (£>— P)t — Qu— <7=o.... (10), /* -f-(P—P) ut — Ca* -f- C't— Q'a =
0....(11).Sil’0on prend la valeur de t dans la premicre équation et qu’on
la substitue dans la seconde , le terme en u4 disparait, et on obtient
finalement une équation du troisieme degré ( dout nous donnerons plus bas
la forme ). Or , toute équation du troisieme degré ayant au moins uue racine
réelle, il s'ensuit que u a au moins une valeur réelle, et qu'il en est par
conséquent de méme de t, o, a, a. ( 11 est bon d’observer que les quantités
u et t peuvent passer par tous les €tats de grandeur possible. En effet t , par
exemple , ou sa valeur 4, représente la tangente de 1'angle que forme avec
l'axe des a la projection de 1’axe des x' sur le plan des ars ). Maintenant , si
l'on jette les yeux sur les €équations des groupes (1) , (2) et (5) , on reconnait
quelles sont symétriques par rapport aux quantitésa,a,a';b,b\b’, c,c't
c*. Ensortc que si I’on éliminait a leur tour , a, a', a*ete, c', c*, on
parviendrait a trois équations en b, b’, b‘ identiques avec les équations (g) et
(10), et la détermination de ces quantités dépendrait de la méme €quation en
u * Méme raisonnement par rapport a ¢, c', c". Il résulte de 1a que I’équation
finale en u, ne doit pas plutét donner la valeur correspondante aux quantités
a, a, a que les deux valeurs qui correspondenta b ,b’, b*etc,c’, c", et par
conséquent doit les donner toutes trois a la fois ; et comme une de ces
raciues est nécessairement réelle , il est naturel de penser que les deux
Digitized by Googl



C 9) deux autres le sont egalement, puisqu'on ne saurait exprimer
dans le calcul aucune différence entre les trois axes principaux dont on
cherche la position. Au reste voici un moyen rigoureux de démontrer la
réalité de ces racines. L'équation en u ayant au moins une valeur réelle , on
peut prendre pour axe des x' la droite déterminée par les valeurs
correspondantes de a, a, a', eu laissant d'ailleurs les axes dcsj” et des 7'
placés d'une maniere quelconque dans un plan perpendiculaire a cet axe. Il
est évident que pour ces trois axes , les deux premieres équations du groupe
(3), et par conséquent les conditions S .x'ydmz=o et S.x'z'dm—o seront
satisfaites. Car de méme que les deux équations (6) et (j) sont une
conséquence des deux premieres €équations de chacun des groupes (a) et (3)
, de méme aussi les deux premieres €équations du groupe (3) sont une
conséquence des €quations (6) , (7) et des deux premicres €équations du
groupe (a). Cela posé, conservons l'axe des x' et faisons varier les axes des y
et des z dans leur plan, de manicre que, par rapport a ces trois nouveaux
axes,onail : S x’ydm=o0,Sx'z"drn=0, S.j’Z’7dm =s 0 On a, d’apres les
formules connues de la transformation des coordonnées en deux dimensions
:ycosa. —s*sina, x'sina-f- z* cos «, a désignant I’angle que forme
I’axe des y' avec I’axe des y. On tire de 1a réciproquement y cos a. -f- a' sin
*,7'=-*~ysin a. -f- Z' cos a. . Substituant ces valeurs dans les trois
¢quations preécédentes, les deux premicres se vérifient d’elles-mémes , et on
obtient pour la troisieme ( en posant pour abréger S.y%dm=R ; S.s‘dm=: R
; 8.y>'dm=syt (R — R) sin * cos a. -f- 5 ( cos™a — sin**) =0; B < Digitized
by Google



(9)

deux autres le sont également, puisqu'on ne saurait exprimer dans
le calcul aucune différence entre les trois axes principaux dont on
cherche la position.

Au reste voici un moyen rigoureux de démontrer la réalité de
ces racines.

L’équation en z ayant au moins une valeur réelle , on pent
prendre pour axe des x’ la droite déterminée par les valeurs cor-
respondantes de a, &', a', en laissant d’ailleurs les axes desy” et des
z’ placés d’'une mani¢re quelconque dans un plan perpendiculaire
a cet axe,

Il est évident que pour ces trois axes, les deux premiéres équa~
tions du groupe (3), et par conséquent les conditions §.x'y’dm=0
et S.x'z’dm=o0 seront salisfaites. Car de méme que les deux équa-
tions (6) et (7) sont une conséquence des deux premiéres équations
de cbacun des groupes (2) et (3), de¢ méme aussi les deux pre~
miéres équations du groupe (3) sont une conséquence des équa=
tions (6) , (7) et des deux premiéres équations du groupe (2).

Cela posé, conseryons I'axe des x” et faisons varier les axes des
et des =’ dans leur plan, de maniére que, par rapport 3 ces trois
nouveaux axes, on ail :

S.x’y'dm =0, S.xz"dmeo, S.)'z'dn=o

On a, d'aprés les formules connues de la transformation des coor=
données en deux dimensions :

7' =y" cos a— 2" sin @, &=)"sina+z"cosa,
a désignant I'angle que forme l'axe des )" avec T'axe des y’. On
tire de la réciproquement

y'=ycosa+4-zsina, 2"=--jy'sine 42 cos a.
Substituant ces . valeurs dans les trois équations précédentes, les
deux premiéres se vérifient d'elles-mémes, et on obtient pour la
troisieme ( en posant pour abréger S.y”dm=R; §.z*dm= R
S.y3dm=S5),

(R— R)sin « cos +- § (cos’a —=sin’z) = o0;

B



d*oii \ ( »° ) Ow»’4 — tang a. — 1 = 0. Le dernier terme de cette
¢quation €tant essentiellement négatif, les deux racines sont réelles. Dé
plus, en les désignant par t' et t", on a t't"=- —1, ce qui prouve que si ’'une
donne la position de I’axe des y’, I’autre donne celle des a'. On voit donc
que par une double transformation de coordonnées , on parvient a un
systeme d’axes principaux tels que nous’les avons définis. Puisque nous
venons de démontrer I’existence réelle d’un systeme de trois axes difl’érens
, par rapport auxquels les €équations des groupes (i), (a), (5) seraient
satisfaites, il s’ensuit, 1*. que les trois racines de 1’équation en u sont
réelles; a*, que ces trois racines donnent les positions respectives des trois
axes. H est facile de voir qu’il n’existe en général qu’un seul systéme
d’axes principaux, qui se coupent au point O; car pour qu’il en existat
plusieurs, il faudrait que I’équation en u fiit d’un degré Supérieur au
troisieme, et renfermat trois fois autant de racines réelles qu’il y aurait de
ccs systemes. Mais nous allons, voir que dans des cas particuliers il peut en
exister uue infinité. « > '« * ', Cas particuliers. 8. La détermination des trois
valeurs de u entraine dans des calculs trés-compliqués. Mais il existe des
cas ou ces valeurs peuveut étre obtenues facilement ; c’est lorsque 1’une des
deux équations (9) et (10), ou toutes les deux, sont décomposables en deux
fadeurs du premier degréOr, si 1’on recherche la condition qui doit avoir
Heu pour gnel’équation (9) soit dé comptable, on trouve la relation QQ’
(/»-, F) + ( *-*)= 0, ou, pour abréger, L = o. Il suffit de tirer la valeur de « de
cette équation, puis d'exprimer que la quantité sous le radical est uu carré
parfait 5 ce qui donne la relation ci-dessus. Digitized [jy Google



(10)
" s R —R
d'ol ung’a-—-—-s—- tang ¢ — 1=o.

Le dernier terme de cette équation étant essentiellement néga-

tif, les deux racines sont réelles. De plus, en les désignant par
¢ et!', ona {{'==—1, ce qui prouve que si 'une donne la posi=
tion de I'axe des »", 'autre donne celle des 2". On voit donc que
par une double transformation de coordonnées, on parvient i un
systéme d'axes principaux tels que nous'les avons définis.

Puisque nous venons de démontrer I'existence réelle d'un systeme
de trois axes différens , par rapport auxquels les équations des
groupes (1), (2), (3) seraient satisfaites, il s’ensuit, 1°. queles trois
racines de l'équation en u sont réelles; 2°. que ces trois racines
dounent les positions respectives des trois axes.

1l est facile de voir qu'il n’existe en général qu'un seul systeme
d’axes principaux, qui se coupent au point O; car pour qu’il en
existat plusieurs, il faudrait que I'équation en u fut d'un degré
supérieur au troisitme, et renfermit trois fois autant de racines
réelles qu’il y aurait de ces systemes. Mais nous allons, voir que
dans des cas particuliers il peut en exister une infinité.

Cas particuliers.

8. La détermination des trois valeurs de u entralne dans des
calculs trés-compliqués. Mais il existe des cas ou ees valeurs peu-
vent étre obtenues facilement : c’est lorsque Fune des deux équa-
tions (g) et (10), ou toutes les deux, sont décomposables en deux
facteurs du premier degré. :

Or, si l'on recherche la condition qui doit avair Keu pour que
I'équation (g), soit décompasable, on trouve la relation

| QQ (P—P)+ @ (@—Q*) =o,
ou, pour abréger, L=o. '
11 suflit de tirer la valeur de « de cette équation, puis d’exprimer-

que la quantité sous le radical est un carré parfait; ce qui donne
la relation ci-dessus.



(11 ) -, Celle relation étant supposée exister entre les eocfFiciens
P, PO, Q> Q"> 1 équation (9) peut se mettre sous la forme («-) (*“+ Q '+) =
« (1a). Cela posé , le premier facteur donne u = subslituant dans 1 équation
(10), 1l vient , 0Q+C'(P*-P) Q"* 4-0* 1 “I ~ Q>% Q>'* — 0 * équation dont
les deux racines Sont essentiellement réelles. Le deuxieme facteur donne
u =—>"ou en substituant dans 1'équation (10), [Q(?( P -F) -(?+(?' ](=o,
€quation qui a pour valeur unique t = o0, ce qui donne u =s — , et par
conséquent , 9. Si dans 1’équation qui vient de donner la troisiéme valeur de
t ,on suppose que le coefficient soit nul , ¢’est-a-dire que I'on ait QQ’(P-Pt)
+ Q'(Q’*-Q") = ot ou Jf=o0, cette équation devient identique , ce qui annonce
que le systeme des trois axes principaux est détermine. Et en effet, la
condition 31= o étant satisfaite , I’cquation (10) est aussi décomposable en
deux facteurs du premier degré , et peut €tre mise sous la forme (CV = -)
(*+Q*+W)=o0....(, 3). Si I’on compare cette €quation avec I’équation (1
a), on reconnait qu'elles ont un facteur commun qui, égalé a zéro, donnera
une infinité¢ de valeurs pour u et t. Ainsi il existe , daus” ce cas, une infinité
de systémes d'axes principaux passant par le méme point; mais tous ces
systemes jouissent d’une propriété remarquable, ¢’est que I’un des axes de
tous ces systemes a une direcDigitized by Google



( «2) tron fixe daos 'espade, et tous les autres sont situes dans un
plan perpendiculaire au premier. Pour le prouver, remarquons que les
équations (ia) et (13) sont satisfaites , j*. Par le systéme Q'u — Q=o0, Q"t —
Q = o; a°. Par I’équation QQ“u + QQ't -f- Q'Q’ — o. Le premier systéme
donne 4; d’ou, en désignant par a, d, (t les cosinus des angles que forme
cet axe particulier avec les axes primitifs , v,, bt bt , ¢, ctcs, on fart A.=b/
, bt —bju ; puis c. = ¢jt, ¢ = ¢ji, les deux €quations ci-dessus se réduisent a
QQ-u+ QQ-t + COr™o, qui est précisément celle dont on doit tirer les
valeurs de u ct de t propres a donner tous les axes autres que celui qui
correspond a u=~ ; Concluons de la que lorsque les conditions QCf(p-—F )
+(O»_<7*)=ooul=0QQ’1P— P'J+CW— C*) = 0 ou M= o existent
simultanément, le nombre des systémes d’axes principaux Digitized by
Google



12 )
tron fixe dans I'espace, et tous les autres sont situés dans an pfan
perpendiculaire au premier.
Pour le prouver, remarquons que les équations (12) et (13)
sont salisfaites ,

. Par le systtme Qu—Q=o0, Q't— Q._. 0;
3° Par I'équation QQ"u 4 QQ't 4+ Q' Q" =o.
Le premier systéme donne

- Q .

o —()—, » b3~ ‘6'. 3
d'our’, en désignant par a, d, @' les cosinus des angles que forme
cet axe particulier avec les axes primilifs ,

e T =__QQL__’ RO A
v ) xQ :_‘_Q (== Q-Q ? - V
Dcsngnous maintenant par b,, b,, b,; ¢, , ¢,, ¢, les cosinus relatifs

aux deux autres axes conjugués avec celui-ci.
Comme ces trois axes sont rectangulaires, on a les relations

abi4d'b,4-d'b,=o0, ac;Hde4dc,=o0, "
ou mettanta la place de a, @, a" les valeurs que Fon vient de treuver

QQb.+4QQ%+ QQ'b=0, QQc+QQ¢,4Qc,=0;

et si pour déterminer les quantités &, 5,8, , ¢, ¢, c,, on fait

boy=10bt, b=>bu; puis c,=ct, ¢,=cu,

‘

les deux équations ci-dessus se réduisent a

QQu+ QQt+QQ =o,
qui est précisément celle dont on doit tirer les valeurs de u et
de ¢ propres 4 donmer tous les axes autres que celui qui corres-

pond a u=—((;,; z=g,,

Concluons de la que lorsque les conditions
QU(P'—P)+Q' (¢ —Q)=0 ou L=o
QQ,(P "‘P.)’*‘Q'(Q"—Q'):O ou M=o

existent simultanément, le nombre des systemes. d’axes principaux



C >5) est infini. Mais tous ces systémes ont pour axe commun la
ligne déterminée par les équations Remarquons en passant que les
conditions L = o , M= o renferment la suivante Q'Q’(P'-P)+Q(Q'*-Q’-) = o
oui1V =o0, et qu’avec cette condition 1'équation (11) peut se mettre sous la
forme ( “ - C*0 (QQ’ut+Qa=o0...(15) | (A—B)aa'= 0...(16). Cela pose, 1*. si
les trois quantités A , B, C sont inégales, ilr faut et 1l suffit pour que ces trois
€quations soient satisfaites, que deux quelconques des quantités a, a, a’
soient nulles, et la troisiéme est nécessairement égale a 1 d’apres 1'équation
a*’=1 . Méme raisonnement par rapport' aux quantités b, b', b', ¢, ¢, c'.
Digitized by Google



( *4) Par exemple, si l'on pose «'=0;a'=od’oua=1.Ilen
résultera, en ayant d’ailleurs égard aux équations des groupes (1) et (a) A' =
1,A*=0,A=o0cetc'=o0,c*=1,c=0,0ubienA'=0,A'=1,A=o0ectc'=1,
c*=0,c=o0.Oril est évident, d’apres ces valeurs, que les nouveaux axes
coincident avec les anciens. Ainsi toutes les fois que les trois momens
d’inertie d’un coups , par rapport a un systeme d’axes principaux, sont
inégaux, ce systeme est unique pour le méme point. a”. Si deux des
quantités A , B, C sont égales, que 1’on ait, par exemple, A=.B, I’équation
(16) se veérifie d'elle-méme; mais les deux €quations (14) et (i5) deviennent
(A—C)a(f=o0,(A—C)aa*=o0.Pour que ces équations soient
satisfaites , 1l faut et il suffit que I’on ait a* = o, <1 et u restant
indéterminées, ou bien n=o, 0'= 0; d’ou a* = 1. 11 en est de méme par
rapport aux quantités A, A', A'; ¢, ¢ ¢*. On peut poser , par exemple ,a— o0
, a et a restant indéterminées; A' = 0, A et A' restant indéterminées; mais
alors on a nécessairementc'=1,c =0, c = 0. Ce systeme de valeurs
indique évidemment que le nouvel axe des s se confond avec I’ancien , et
que les deux autres axes peuveut prendre une position quelconque dans le
plan des xjr. Ou pourrait prendre encore a* =1, a'=0, a = 0; et en ayant
¢gard aux équations du groupe (a) , il en résulteraitb' = o0 , A, A' restant
indéterminées ; ¢' =0, ¢, ¢ restant indéterminées ; c'est-a-dire que le
nouvel axe des x se confondrait avec 1’ancien Digitized by Google



(14)
Par exemple, si I'on pose d'=0; a"=o0 d'ou a=1. 1l en résul-
tera, en ayant d'ailleurs égard aux équations des groupes (1) et (2)
V=1, =0,0=0 et d=0,c"=1,c=0,
oubien ¥=o0,=1,b=0 et d=1,c"=0,c=o0.
~.Or il est évident, d'aprés ces valeurs, que les nouveaux axes
coincident avec les anciens.

Ainsi toutes les fois que les trois momens d'inertie d'un corps,
par rapport 2 un systeme d’axes principaux, sont inégaux, ce
systeme est unique pour le méme point.

2°. Si deux des quantités 4, B, C sont égales, que I'on ait, par
exemple, 4= B, I'équation (16) se vérifie d'elle-méme; mais les
deux équations (14) et (15) deviennent

(A—C)dd=0, (A—C)ad"=o.
Pour que ces équations soienl satisfaites , il faut et il suflit que
on ait a"=0, a et & restant indéterminées, ou bien
g=0, d=a; doa 4 =i1.

Il en est de méme par rapport aux quantités b, &, b"; ¢, ¢’ ¢".
On peut poser , par exemple , .
"= 0, a et a restant indéterminées;

V"'=o0, b et V' restant indéterminées ;
mais alors on a nécessairement
=1, =0, c=0o.’
Ce systeme de valeurs indique évidemment que le nouvel axe des z
se confond avec l'ancien , et que les deux autres axes peuvent
preadre une position quelconque dans le plan des xy.
On pourrait prendre encore

=1, d=o0, a=o;
et en ayant égard aux équations du groupe (2), il en résulterait
b =o0, b, restantindéterminées ;
¢"=o0, ¢, ¢ restant indéterminées ;

c'est-a-dire que le nouvel axe des 2’ se confondrait avec l'ancien



(.5) axe des s, et les deux autres axes pourraient prendre une
position quelconque dans le plan des xj\ Remarquons que cet axe , dont la
direction reste fixe dans I’espace, est perpendiculaire au plan des deux axes,
par rapport » auxquels on a supposé les momens d'inertie égaux. Ainsi,
toutes les fois que deux quelconques des quantités A ,B , C sont ¢gales, le
nombre des systemes d'axes principaux est infini. Mais tous ces systemes
ont un axe commun , Celui qui est perpendiculaire au plan des deux axes
auxquels correspondent deux momens d'inertie égaux. La formule du n*
(6), Spdm=A—(A—B)cos’¢ — (A— C) cos*>-, se réduit dans
I'hypothése de A=B, a S.p'dm— A ~ (A -~C) cos’y-. Or pour tous les axes
situés dans le plan xj , on a cos y—o, d'ou S.p'dm = A ; ce qui prouve que
tous les momens d'inertie pris par rapport a ces axes sont ¢égaux. 3°. Si ’on
suppose A=-B—C les trois €quations (i 4), (15),(16) se vérifient d’elles -
mémes. Ainsi les quantités a, a,... restent indéterminées ; et en effet, les
¢quations du groupe (3) se réduisent a o = 0. Ainsi, dans ce cas, si I'on mene
arbitrairement par le point O trois axes rectangulaires , on obtiendra un
systeme d’axes principaux. D’ailleurs , la formule du n* 5 se réduisant a
Sp'dmzszA , prouve que tous les momens d'inertie sont égaux. il. Dans la
discussion des cas particuliers, nous n'avons fait aucun usage de I’équation
en parce qu’elle est trés-compliquée. Cependant, pour ne rien laisser a
désirer sur cette matiere, nouscroyons devoir faire connaitre une forme sous
laquelle elle est susceptible d’€tre mise, et qui en rend la discussion assez
simple.



( «6 ) En supposant toujours, comme nous en sommes convenus
précédemment, L = Qgy (P'—p ) + <7(m - Q') M = QQ(P-F) + Q(Q*— Q
m)iV=*(-P)+Q«7*-Q° ;[ les quantités L, M , JVsont évidemment
liées entre elles par la relation /-O* 4- ~<7+ = o. . . .(X)] on parvient apres
quelques transformations, a I’équation 1VQV- f- [N (F— P) 4- MQT— LQ
*1u' + [LQ+M(F—P)+NQ,Ju — MQ’= o ( voyez le Tableau ci-joint pour la
formation de cette équation ). Soit, i*. N — o, ’une des valeurs de o
devient infinie. Quant aux deux autres , elles seront données par 1'équation (
MQ" —LQ)«+[LQ+M (F—F)]u— MQ =0, qui devient , a cause
de la relation (X) d’ou I’on tire L= —~,1/, 0., q’(p--pi ->?"_



The text on this page is estimated to be only 27.77% accurate

Nota. Lea termes soulignés sont ceux sur lesquels ou a opéré des
réductions. L = QQ1 ( r-P) + Q'( Q*- e*) M= QQ" (P— P”) H- C"e*- »)
IV=Q'C'(P'—P)+ C (C*- Q*>) =-V*“ Z//—AfQ* — Ar (P*— PO
C*<73 (*—")]1;IJVC — .V (P"—PO— Z.y C.. ¢.Q"'r> W] Digitized by
Google
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(>7) Ce systéme etranger provient de la maniére dont 1'équation
(u) a été formée avec les équations (9) et (10). a*. Soit M =0 , il en résulte u
=0 NQu'+ [1V {P"—P1) —LQ] u+LQ — NQ'=o0,0u,acausede L=—"
N, .Q"(P"-P")+QQ' C>* + Qéquation a laquelle on parviendrait facilement
(n*8), en observant que 1'équation (10) peut , dans ce cas, €tre mise sous la
forme (



(>8) . Des axes principaux de rotation. 13. Les axes principaux
dont la considération est si utile dans la théorie des momcns d’inertie ,
jouissent d’une propriété trés-importante en mécanique , et qui leur a fait
donner le nom d'axes principaux de rotation. Lorsqu’un corps solide tourne
autour d'un axe fixe, en vertu d'une impulsion primitive, chacun de ses
¢lémens exerce sur I’axe une pression due a sa force centrifuge , et il en
résulte en général une pression totale que I’on peut facilement déterminer.
Concevons le solide rapporté a trois axes rectangulaires Ox, Oy, Oz , et
prenons 1’axe fixe pour I’axe des z; la force centrifuge de I’élément dm a,
comme on le sait, pour expression le carré de sa vitesse divisé par sa
distance a I’axe fixe. Dans le cas que nous considérons, cette expression est
donc -y- ou rm'; ce désignant la vitesse angulaire et r la distance a I’axe
fixe. La force motrice ou la pression exercée sur 1’axe, est donc rst'dm.
Ainsi on a pour les composantes de cette pression, paralleles aux axes des x
et des y, rce'dm X pr, ou ce'xdm et ce'ydm. Si I’on désigne par a et S les
coordonnées du centre de gravité, paralléles a ces axes, u'S.xdm ou ai ‘Ma.
et te'S.ydm ou te'™™MQ expriment les deux résultantes de toutes les pressions
décomposées suivant les mémes axes. Enfin on a, pour déterminer les
distances 1\ a' a I’origine des points d’application de ces deux résultautes ,
les équations Mai’ = S.xzcun , M€z’ = S yzdm. Lorsque les distances s’ et 7'
seront €gales, les deux résultantes se réduiront a une seule ¢gale a ce'™M
Digitized by Google 1



C *9) Actuellement, supposons que I’axe fixe Oz soit un des trois
axes principaux qui se coupent au centre de gravité G; on a, dans cette
hypothése, «=0,6 = 0. Soit d’ailleurs y la distance du point G au point O,
transportons 1'origine des coordonnées au point G, sans changer la direction
des axes, les coordonnées de dm deviendront x , y et z—y , et comme la
ligne Gz est un axe principal, on aura S.x (s — y) dm — S.xzdm — yS.xdm
=0,mS.y(a—y)dm=; S.yzdm —y S .y dm — o, et par conséquent,
S.xzdm =0, S.yzdm — o, a cause de S.xdm — Met =0, S y dm z= MS
— 0. La résultante cd'Mo. des forces dirigées dans le plan des xz, et la
somme eu'S.xzdm de leurs momens , étant nulle* , ces forces se font
¢quilibre indépendamment de 1'axe fixe. Il en est de meme des forces
dirigées dans le plan des yz. Ainsi, dans I’hypothese actuelle , les forces
centrifuges des points matériels n’exercent aucune pression sur I’axe de
rotation, ensorte que si 1’axe devenait libre, le corps tournerait autour de cet
axe comme auparavant, et comme si 1’axe était fixe. Si la ligne Oz ne passe
pas par le centre de gravité, mais qu’elle soit un des axes principaux du
corps qui se coupent au point O, on n’a plus ci = 0, S— 0; niais on a
toujours S.xzdm— o ; S.yzdm=0°, d'ou I’on déduit z'= z' =to, c’est-a-dire
que les deux résultantes se réduisent dans ce cas a uue seule a>'M Va-*-+-
£* qui passe par I’origine. Il suffirait donc de fixer ce point, en laissant
d’ailleurs I’axe parfaitement libre , pour que le corps tournat autour de cet
axe, comme s’1l était fixe. Il est aisé de voir que cette double propriété ne
peut appartenir qu’aux axes principaux du solide. Pour tout autre axe , ou la
pression ne serait pas nulle, ou elle ne passerait pas par I’origine, et cet axe
serait déplacé par la pression exercée lorsque 1’on ne conserverait que
I’origine fixe.



(ao ) MOUVEMENT D'UN COUPS SOLIDE AUTOUR D'UN
POINT FIXE. 15. Avant de rechercher les €équations de ce mouvement,
commengcons par le considérer en lui-méme, ¢’est-a-dire,
indépendantdamment des forces accélératrices qui le produisent.
Rapportons le solide a trois axes Ox, Oy, Os situés d’une maniere
quelconque dans I’espace, et considérons trois autres axes rectangulaires
Ox'y Oy,Os' fixes dans le corps, mais mobiles avec lui. O est supposé le
point fixe. On a (n" 7) entre les coordonnées x,y, 2, X', y', s', les relations
x=ax' +by'-\~cz , y=dx'-\~b'y'-\-¢'z', 2 =d x-\-b'y -\-c'd ... . (1) ; et entre
les quantités a, a.', a' fI’'+«'“+a**=1 | ab-\- a'b' ab' z=.0\ b'-{- 1/ b"‘=1) (a)
ac-t- de -|- dc‘~o0; (3), c* -f- c"* -J- c** =1 I be-\- b'c b'c* *— ol
auxquelles nous joignons les suivantes : ad -{- bb' -J- cc =0 \ ad -f— bd
cc*O”N,a'a’+Ub' -+- cc =0 j qui sont implicitement comprises dans les
deux premiers groupes , et dont nous aurons occasion de faire usage. Les
relations qui existent entre les quantités a, a' . ... ne laissent que trois d’entre
elles arbitraires. Aussi a-t-on coutume de les exprimer toutes en fonction de
trois autres quantités indépendantes entre elles. La premiere est 1’angle que
I’intersection des plans x'y et xy forme avec I’axe des x. La deuxieéme est
I’angle



Ces valeursdea,a',a(a*),..généralement connues , sont a

™cos8 sinds'nP*“H:0s*4'C01'? a = cos S cos 4 sin § — sin 4 cos fa'=—sin §
sin $ b = cos ? sin 4 cosp— cos4*iof ¢ =sin8sin 4) 5'=cos6cos4cosc-f-siod
»inf ¢'=rsin8cosf h5).' A"=— sin 6 cos ? c'=eo»6 J 14. Cela posé , puisqua

chaque instant le mobile change de position par rapport aux axes des x,j, z ,
les quantités a, a, a" doivent étre regardées comme des fonctions du tems. Il
en est de méme des coordonnées x,y, z qui sont d’ailleurs variables d’un
point a un autre du corps. Quant aux coordonnées xf,y,z', elles varieut d’un
point a un autre du corps, mais elles sont constantes pour un méme point ,
pendant toute la durée du mouvement. Si donc on différentie les équations
(1) par rapport au tems, on doit regarder x',j' , z' comme couslantes, et on a
dx ,da,,db,,dc - = «* —+JT ;r + * m27 — TtTJ Tt-r* Tt Jy—ysdji [ Y'db' I
d¢' Ti * Tt + “ Tt dx ,da" , ,db" , .de" T=*T+ST+S Tt (6). Or les quantités ~
A expriment les composantes de la vitesse , paralleles aux axes Ox , Oj, Os.
Ainsi en égalant a zéro leurs valeurs , les équations en X', y, z que ’on
obtiendra, exprimeront la position par rapport aux axes Ox', Oy, Os', des
points dont la vitesse est nulle a chaque instant. En posant cdb d db' -f- c'db'
=pdt ) eda -|- ¢'dd -j- dda=—+qdl > (7) , bda -J- b'da -f- I’da' = rdt J et
ayant ¢gard aux différentielles des équations (a) et (3), on trouve, toute
réduction faite , pf — qx'=o, rx' — pz’ ~ 0, qd — ty=zo (8). La dernicre
¢quation est une conséquence des deux autres. Ces €quations prouvent que
les points dont la vitesse est nulle h chagne instant , sont situés sur une
droite passant par I’origine ; ensorte



s * C 33 > qu’a chaque insiant le mobile peut étre regarde comme
tournant autour d'une droite qui passe par le point fixe. Cet axe variant en
general d’un insiant a I’autre, on le nomme axe instantanée Je rotation.
Toutes les fois que p, q, r seront des quantités constantes, 1’ojre instantanée
passera constamment parles memes points du mobile ; les vitesses de ces
points seront donc nullcs par rapport aux axes Ox , Ojr, Ch. Ainsi ’axe sera
a-la-fois une droite fixe dans le mobile et dans 1’espace, ensorte que le
corps tournera autour de cette droite pendant toute la duree du mouvement.
La position del’axe instantanée, par rapportaux axes Ox’,0y> Oz'j est
encore déterminée par les formules cos IOx'— — » cos/0/="L=,
ttosIO%’ " yL=xr (g), 01 représentant cet axe. 15. On peut déterminer
facilement la vitesse angulaire autour de 1'axe instantanée, en fonction des
quantités p , q , r. Mais avant, il est bon d'établir de nouvelles formules qui
nous seront tres-utiles. En combinant les équations (7) avec les
différentielles des équations (2), on exprimera da , dd au moyende p, qtr.
On trouve , tout calcul lait, da=(br — cq)dt , db ={cp — ar)dt , de = (aq —
bp)dl ) da—(b'r — ¢’q'jdt , db>—{c'p — a'r)dt , de'— (aqg — b’p)dv>( 10).
da=. {b’r—c'q) dt, db'=(c’p —a‘r) dt, dtf — (a'q — b’p)dt) 11 suffit
pour obtenir la valeur de da , de multiplier les équations ada -f- a’da’ -f-
a‘(Li=o, Ida -f- b' dit -f- b’ da = idtf eda -f- c'dd -f- ¢""da — — qdt,
respectivement par a, b, c, de les ajouter, et d’avoir égard aux équations
(4). Digitized by Google
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( *3 ) On voit assez ce qu’il Cadrait faire pour obtenir les valeurs
de dd, da‘ y db, db' Les équations (10) donnent encore évidemment pda-
\*db-\-rdc=z0,pdd -\-qdb'-\-rdc'=Q, pdd-\-q db’-\-rdif~0 ... (1 1). Cela
posé, en considérant un point da corps dont les coordonnées paralleles aux
axes Ox , Oy}, Oz soient x'=0,/'=0, z'=1, on a pour la vitesse absolue de ce
point , v/(S'+ (£)m+(£)= VVdc‘+dc*“+dc" dt [ voyez les e’quat. (6)] , et par
conséquent V/>* -f- 9* [d’apres les formules (10)]. La vitesse angulaire
sera donc : sin/Os', ou Vp'+<]' : voyez les form. (9)], > ou enfin, Vp‘ + C‘-h
r*. 16. Cherchons encore en fonction de p, y, r, les vitesses et les forces
accélératrices des différées pointe , décomposées suivant les axes Osd, Ojr's
O*., Puisque * * ” sont les composantes des vitesses, paralleles aux axes
Ox , Oy, Os, les composantes paralléles aux axes Ox', O/, Os' sont *WUfi
o**% orr. Tri '1Vi: - 'ub_a,ntjg *niy*.1 4+4*4> 4+4+4* 4+4+40n a de méme
pour les composantes des forces accélératrices suivant ces axes, mn< or' -
Cgfo'a - © ‘suiU,*- ta.*, .ou.',,d‘x,dy(i‘t, d'x ., dy d'z.



ou(=>4)t» 37 =oc'(br—c?)+f{cp—ar)+ 2z (aq—bp) 37
=°W—1/) + * (rx'—pz) + ¢ (py—q™*' ) Tt ~a' (72" «f) + b' {rx’—p2z') +
c\p/-r.qf) ¢ ~=a’(+*+( H-c*C )+( 0da*4<)




( a5) en considérant les quantités de mouvement dont les
différens points du mobile sout animeés, la somme des momeus de leurs
composantes paralleles a ce plan et projetées sur ce plan, est la plus grande
possible. On sait que pour des forces quelconques P, P" .... en appelant On 1
la perpendiciilaire a ce plan ; sa position par rapport a des axes Ox, Oy, Os
est déterminée par les formules cosmoz”*-*—, cos moy=-"== dans
lesquelles on a L=:P (y co&cl — xcos£)-f-.. ®» M=P(x cosy—z cos *) + ...;
N=P (scosff — y cos y) +. . . . Mais dans le cas que nous considérons , X, V,
z doivent étre remplacés par X', y, s'; P cos «, Pcos G, P cos y, par (yz' —
1iy)dm, ( rx' — pz) dm, ( p/ — yx' ) dm; on aura donc L =S. [(yz' — <
rf)y'dm — (rx' — pz' ) x'dm) M— S.[(p/ — gx) X' dm — (yz' —1jd) z'dm ]
JY — S. \{rx' — pz') Z’dm — (pf — gqx)ydm] , . ou réduisant , 1 L —
gS.yt'dm -f- pS . x? z’dm — S . (X',-j-y/* ) dm M = pS.3?ydm+ rS.y'z'dm —
gS . z'*) dm N = rS.xfddm+qS.xfydm — pS .(y%-+- d*) dm , S désignant
des intégrales prises par rapport a x',y, a' et k I’¢lément dm, et étendues a la
masse entiere du corps. Ces valeurs se simplifient beaucoup en prenant pour
les axes coordonnés, les trois axes principaux, qui se coupent au point O,
puisqu’alors ks intégrales S . x'y'dm , S . x'ddm et S. y z’dm sont milles. En
représentant toujours par A, B, C les trois momens d’inertie principaux,
elles deviennent Z=— Cr, M=—Bq,N=—Ap., * "VBMLel'. 1. »r Vt*
:1J.1.«4 Ainsi la position du plan principal des momens , par rapport aux D
, Digitized by Google



(25)
en considérant les quantites de mouvement dont les différens points
du mobile sont animés, la somme des momens de leurs eompo~

santes paralleles.a ce plm et projetées sur ce plan, est la plus
grande possible.

On sait que pour des forces quelconques P, P'. ... en appelant
-Om la perpendictilaire 2 ce plan; sa position par rapport a des
axes Ox, Oy, Oz est déterminée par les formules

N
3 CO8 MOX == ,

c“mz:vﬁ, COs moy = V -~
dens lesquelles on a

L=P (ycosa—xcosE)+...; M=P(xocosy—zcosa)...;
N=P (zcos6—~ycosy)=t....

Mais dans le cas que nous considérons , x, y, z doivent étre rem=
placés par x', y/,2'; Pcos a, P cos €, P cos y, par (g7—gy’)dm,
(ra’ —pz')dm, ( py’— qx’) dm; on aura donc
L=S8.[(g5' =1y )ydm—(rx— pz' ) x'dm]
M= S.[(y —g=) ddm— (g¢ — 1y’ Zdm]
. N=S.[(rx'—pz:,’)a’ m— (py' —qx’) y'dm] ,
"ou réduisant , ‘
L= gS.y/ddm+ pS.2ddm—rS.(x*+y"*) dm
M = pS.xy'dm4- rS.y'sdm—gS.(a"*+2")dm .
N = rS.27dm 4-¢8 .x'y'dm==pS .(y/*4=z*) dm ;
S désignant des intégrales prises par rapport & &, 5/, o' et & I'élé-
ment dm, et étendues i la masse entiéré . du corps. Ces valeurs se
simplifient beaucoup en prenant pour les axes coordonnés, les
trois axes principaux. qui se coupent au point O, pmsqu’alon les
intégrales S.x/y'dm, §.x's'dm et §.y'7dni sount nulles.
En représentant toujours par 4, B € les trois momens d'inertie
principanx; elles deviennent

L=-—Cr, M_—-Bq, = Ap.
Ainsi la posmon du plan principal des momens, pttnpport aux
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(>6) axes Ox', Oy , Oz' est donnée par les formules Cr cos mox =s
— cos moy s=— Vyjy+B'q'+



(a7) quantités p', q', / du n* 16; et les augmentations de vitesse
qui ont réellement lieu, sont p'il , qdt , rdt. Ainsi les vitesses perdues ou
gagnées sont (.17 — p)dt, (Y' — q')dl, ( Z—r")dt . Mais d’apres le principe
de D'Alembcrt , il doit y avoir €quilibre dans un systéme de forme
invariable entre les quantités de mouvement perdues ou gagnées. En
appliquant ce principe et se rappelant les trois équations d'équilibre d’un
systeme de points matériels autour d'un point fixe, on a pour les €équations
du mouvement S . [y(X'-p') dm dt — xf( Y'— (f) dmdt] est o S.[st'(Z'—
1")dmdl — 1'(X'—p")dmdt)=o S.[z‘(r-~q") dmdt —/( Z /) dmdt] =0 ; ou
posant, pour plus de simplicité, [N=S {xY'—fX")dm, N'=S(z'X'—x'Z")dm,
N'=S(yz’-zT)dm] Sfx'q'dt —y'p'dt) dm ~ Ndt S.{ t’p'dt — x'ddt) dm z=z
N'dt S-1/rdt — z'qdt) dm — N'dt Comme en remplacant p', q\ / par leurs
valeurs (n* 16), les premiers membres renfermeraientles intégrales S
X'ydm,S ./z'dm, S .y' z dm , il est avantageux de prendre les axes principaux
pour les axes Ox', Oy , Os', et alors en observant que 1’on a S.{y+z")dm=A,
S.(A‘“+z'dm=B , S.(x‘+y") dm= C ; d’ou I’on déduit S.{x!%-y*)dm=B—IJt
S.(z"—x?)dm=A—C, S. (y" — x"*)=C — B. Les équations précédentes
deviennent, toute réduction faite, Cdr ri- ( B— A ) pqdt — Ndt V Bdq -f- (
A—C)prdt=N'dt C (16). Adp + (C — B ~) qrdl = N’dt * jg. Pour
concevoir I’usage de ces formules, il faut se rappeler que I’on a d’apres les
¢quations des groupes (3) et (7), pdt=—bdc —b de — b’ de’, qdt = ade -
f-adec! de, rit = bdari-é'da'-1- b’da’. D...



‘ " (27)

' quantités p’, ¢/, ¥/ da n* 16; et les angmentations de vitesse qui
ont réellement lieu, sont p'de, ¢'dt, ¥dt. Ainsi les vitesses perdues
ou gagnées sout (X'—p)dt, (¥'—¢')dt, (Z'~r)dt.

Mais d'apreés le printipe de D'Alembert, il doit y avoir équilibre
dans un systeme de forme invariable entre les quantités de mouvement
perdues ou. gagnées.

En appliquant ce principe et se rappelant les trois équations
d'équilibre d'un systeme de points matériels autour d'un point fixe,
on a pour les équations du mouvement

S.[Y(X'—p') dmdt — &/ (¥'— ¢’y dmdt] == o

§.[#(Z'— ') dmdt— 3 (X'—p') dmdt] = o

8 {2(V'—q') dindt —y/ (Z'mm F' ) dmdt] =0 ;
ou posant, pour plus de simplicité,

(V=S ¥’y X Ydm, N'=S(s X'’ Z )i, N'=S(y' 2’ ¥"imi)

S.(x'gde — y'p'di) dm = Ndt
S.( £p'dt — x'rdt) dm = N'de
S.(yrdt —z'¢dt)dm = N'de
Comme en remplacant p', ¢, r/ par leurs valeurs (n°16), les

premiers membres renfermeraientles intégrales S.x'y’dm, S.y'z'dm,
§.y2dm, il est avanlageux de prendre les axes principaux pour
les axes Ox’, Oy, Oz, et alors en observant que l'on a
S.(y 4 )dm=4, S.(x*4z*dn=B, §.(x"+y*)dm=C;
d'ou I'on déduit
S.(a*- ]'-)d”:B_A’ S.(z"—x")dn:d—C, S(J" ey ‘)==C—B
Les équations précédentes deviennent, toute réduction faite,

Cdr 4 (B — A) pgdt = Ndt
Bdg+4 (A —C)prdt = Ndt}...... (16).
Adp+ (C— B) qrdt = N'dt

19. Pour concevoir I'usage de ces formules, il faut se rappeler
<que 'on a d'aprés les équations des groupes (3) et (7),
pdt=— bdec —b'dd’— b'd", qdt==adc4-dd'+a'd",
: rdt = bda --b'dd - 6'da’",



() Substituant dans ces équations , a la place de a, d . . ., leurs
valeurs (5) en fonction de 4>



( *3) Ces dernicres équations peuvent étre intégrées facilement
dans deux hypotheses ; 1*. Lorsque le point fixe est le centre de gravité du
corps. a0. Lorsque le corps est mis en mouvement en vertu d’une impulsion
primitive, et qu’aucune force accélératrice n’agit sur lui. Dans le premier
cas on a =0; dans le second, g~o ; et comme les seconds membres des
¢quations preécédentes deviennent nuis d’apres 1'une ou ’autre de ces
hypotheses , il s'ensuit quelles rentrent 1'une daus 1’autre quant aux calculs.
Nous considérerons en particulier la derniere. Les équations se réduisent
alorsa Cdr-f-(B—A)pqdt=0)Bdq+ (A—C) prdt — 0 >*- e+« Adp (
C —B) grdt =0 ) On tire de ces €quations en les multipliant par 1, q, p, et
les ajoutant, Crdt — f- Bqdtj -f- Apdq =0, d’ou intégrant Ap'+ Bq'-\- Cf * =
A*. En les multipliant de nouveau par Cr, Bq , Ap, et les ajoutant, on en
déduit encore C'rdr- f- B'qdq -f- A'pdp =c o, d’ou intégrant A'p' -f- B'q'+
C't* = K*; les constantes A* et A* sont essentiellement positives d’apres la
nature des deux premiers membres. Ces intégrales donnent A*— Bh*- {- (B
—C)O0O*PA{A—B) k'—AhW+IA—CiCr*y~B (B—A)douen
substituant dans la ir* des équations (18), A/ y /~AB m Cdr ~~ V i>— Bh*-h
(0—QCV].\_ Ah>— fe*+ (C—A) C'F\
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(50> Celle derniere équation donnera t en fonction de r et
réciproquement , d’ou I’on conclura ensuite les valeurs de p et tj. ai. Les
¢quations (18) combinées avec les équations (10) donnent lieu a de
nouvelles intégrales , qui font connaitre une propriété remarquable du plan
principal des momens. En multipliant les équations (18) parc, b, a, les
ajoutant et ayant ¢gard aux valeurs da , db} de, il en résulte Cd.rc-{-Bd.fjb-
\-A d.pa = O, on conclut par analogie. . . ou intégrant , Crc -f- Bqgb Apa=Z
f C rc’-f- BqU -\-Apdsz: U (Crc'-f- Bgb0-\~ Aptfrxi 10. La troisiéme
équation n’est pas une intégrale distincte des deux autres ; car en faisant
leurs carrés et ayant €gard aux relations des groupes (a) et (5), il vient C'r*-
1-B*(/*-1-A‘p*=lt-{- 10", équation qui rentre dans la seconde des intégrales du
n°® précédent , et qui donne entre les quatre constantes arbitraires Z, Z", Z', k
la relation ; Z* -K* + r=:k*. En comparant les intégrales que I’on vient de
trouver aux formules (i5), on trouve pour la position du plan principal des
momens, par rapport aux axes Ox, Ojr, Oz : 1 t r cos mOx=— j, cos rnOjr
—j, cos mOz — — j. Comme ces valeurs sont constantes , il en résulte que
la perpendiculaire Ont, et par conséquent le plan principal des momens
reste fixe dans 1’espace pendant le mouvement du corps solide autour du
point Gxe. Quant a la position de ce plan par rapport aux axes principaux,
on peut l'obtenir a chaque instant au moyen des formules (14) dans
lesquelles p, y, r doivent étre regardées comme connues, d’apres les
¢quations (19). aa. Si dans les trois dernieres intégrales trouvées , on
substiDigitized by Google



( 3r tuait pour a, bj e.... leurs raleurs en fonction de 4 > 9 et 9 »
0,1 aurait trois €équations entre 9, Py ‘if r V1* seraient des intégrales des
équations (17); mais comme ces intégrales n'équivaudraient qu'a deux
réellement distinctes, U en reste encore une a trouver.] . Pour y parvenir ,
observons que puisque le plan principal des momens est fixe, on peut le
prendre pour le plan des xy, auquel cas la perpendiculaire Ont sc confond
avec 1’axe des z. On a alors cos mox' = cos zox' — a', cos moy' =b', cos
moz' = c*. et les formules (14) deviennent, en ayant égard a I’une des
intégrales du a" 30, b’=< k » ¢ — k Cr ou, mettant pour a', b', ¢' leurs
valeurs en

€quation qui, intégrée par la méthode des quadratures, donnera 4
en fonction de r, et par conséquent en fonction de t. a3. En récapitulant tout
ce qui vient d’étre dit, on voit que la solution complete du probléme
particulier que nous nous sommes



(3a)' proposes de traiter * est comprise dans les équations dl =
Frdr, A'p'+ C'r* =k', Ap'-\- B'+ Ci* = h* d-\=Jbdr y cos 6 = — sin 0 cosp=r
, ou sin 0 sin ip= Quant aux constantes arbitraires helk, et a celles qui
doivent provenir de I’intégration des deux équations dl = Frdr, et d-\.' =.frdr
, leurs valeurs dépendent essentiellement des conditions initiales du
mouvement.



PROGRAMME DE LA THESE DE MECANIQUE. Des nftimens
d’inertie et des axes principaux. i. Equations du mouvement d’un corps
solide autour d'un axe fixe, lorsque ce corps est mis en mouvement en vertu
d’une impulsion primitive, et lorsqu’il est sollicité par des forces
accéleratrices quelconques. a. Ce que I’on appelle moment d’inertie d’un
corps par rapport a un axe. De quelle nature est ce probléme : déterminer le
moment d’inertie d’un corps par rapport a un axe quelconque ? 3. Formules
au moyen desquelles, connaissant les raoniens d'inertie d’un corps par
rapport a certains axes, on peut obtenir le moment d'inertie relatif a un axe
quelconque. Ce que 1’on appelle axes principaux d'un corps et momens
d’inertie principaux. 4- Prouver que le plus grand et le plus petit des
momens d'inertie d'un corps, par rapport a trois axes principaux, sont aussi
le plus grand et le plus petit de tous les momens d'inertie relatifs aux axes
passant par le méme point, et que le plus petit de tous les momens d'inertie
est celui qui correspond a I’un des trois axes principaux menes par le centre
de gravité. 5. Dans un corps solide quelconque, il existe toujours un
systeme d’axes principaux passant par un point donné. 6. Cas particuliers
ou Je nombre des systemes d'axes principaux passant par un méme point est
infiui. Tous ces systémes ont, en général, un axe commun. Déterminer la
nature du solide pour lequel ces circonstances ont lieu. 7. Propriétés qui ont
fait donner a ces axes le nom d’axes principaux de rotation. Mouvement
d’un corps solide autour de ’'un E



' PROGRAMME
DE LA THESE DE MECANIQUE.

Des momens dinertie et des axes principaux.

1. EQUATIONS du mouvement d'un corps solide autour d'un axe
fixe, lorsque ce corps est mis en mouvement en vertu d'une
impulsion primitive, et lorsqu’il est sollicité par des forces
accélératrices quelconques.

2. Ce que l'on appelle moment d'inertie d'un corps par rapport a
un axe. De quelle nature est ce probléme : déterminer le
moment d'inertie d’'un corps par rapport i un axe quelconque?

3. Formules au moyen desquclles, connaissantles momens d'inertie
d'un corps par rapport & certains axes, on peut obtenir le
moment d'inertie relatif & un axe quelconque. Ce que l'on
appelle axes principaux d'un corps et momens d'inertie prin-
cipaux.

4. Prouver que le plus grand et le plus petit des momens d'inerlie
d'un corps, par rapport a trois axes principaux, sont aussi le
plus grand et le plus petit de tous les momens d'inertie relatils
aux axes passant par le méme point, et que le plus petit de tous
les momens d'inertie est celui qui correspond a 'un des trois
axes principaux menés par le centre de gravité.

5. Dans un corps solide quelconque, il existe toujours un systeme
d’'axes principaux passant par un point donné.

6. Cas particuliers on le nombre des systémes d'axes principaux pas-
sant par un méme point est infini. Tous ces systemes ont, en
général , un axe commun. Déterminer la nature du solide pour
lequel ces circonstances ont lieu.

7. Propriéfés qui ont fait donner a ces axes le nom d'axes princi-
paux de rotation. Mouvement d'un corps solide autour de I'un

E
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C 34 ) des trois axes principaux passant par le centre de gravité ou
par un point quelconque du solide. Mouvement d'un corps solide autour
d’un point face. Pour déterminer facilement les équations du mouvement
d'un corps solide autour d'un point Gxe , on congoit le corps rapporté a trois
axes rectangulaires fixes dans l'espace et qui se coupent en ce point ; puis ,
par la méme origine , on imagine trois autres axes, fixes dans le corps, mais
mobilgp avec lui. 8. Détermination des points dont la vitesse est nulle a
chaque instant. Equation de I’axe instantanée de rotation. Cas particuliers
ou cette droite devient un axe fixe dans le mobile et dans l'espace, g.
Déterminer la vitesse angulaire dont le mobile est animé a chaque instant,
autour de 1’axe instantanée de rotation. 10. Expressions de la vitesse et de la
force accélératrice d’un point quelconque décomposées parallelement aux
axes mobiles, xi. Déterminer la position. du plan principal des momens par
rapport aux trois axes mobiles et par rapport aux trois axes ixes. 1 a.
Equations du mouvement d’un corps solide autour d’un point fixe lorsqu'il
est sollicité par des forces accélératrices données. Nombre des équations
absolument nécessaires. 15. Cas ou la pesanteur est la seule force
accélératrice qui agisse sur le mobile. Formules générales qui conviennent a
ce cas. 14. Cas particuliers, 1*. ou, la pesanteur agissant seule, le mobile est
assujéli a tourner autour du centre de gravité supposé fixe; a*, ou le corps
tourne autour d’un point quelconque en vertu d’une impulsion primitive.
Ces deux cas rentrent 1’an dans 1'autre quant aux calculs. 15. Intégration des
équations du mouvement dans le dernier de ces cas. Prouver que le plan
principal des momens est invariable pendant le mouvement. Formules qui
donueut la s oluliou compléte de ce dernier cas.  * * Vu ét approuvé. Le
doyen de la Faculté des Sciences, LACROIX. Digitized by Google



(34) :
des trois axes principaux passant par le centre de gravité ou
‘par un point quelconque du solide.

Mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe.

Pour déterminer facilement les équations du mouvement d'un corps solide
autour d'un poiat fixe, on congoit le corps rapporté i trois axes rectangulaires
fixes dans l'espace et qui se coupent en ce point; puis, par la méme origine,
on imagine trois autres axes , fixes dans le corps, mais mobilgs avec lui.

8. Détermination des points dont la vitesse est nulle A chaque instant.
Equation de P'axe instantanée de rotation. Cas particuliers oiz
cette droite devient un axe fixe dans le mobile et dans 'espace.

9. Déterminer la vitesse angulaire dont le miobile est animé a chaque
instant, autour de l'axe instantanée de rotation. . e

10. Expressions de la vitesse et de la force accélératrice d'un pomt
quelconque décomposées parallelement aux axes mobiles.

11. Déterminer la position.du plan principal des momens par rap-
port aux trois axes mobiles et par rapporl aux lrois axes fixes.

12. Equations du mouvement d'un corps solide autour d'un point
fixe lorsqu'il est sellicité par des forces accélératrices données.
Nombre des équations absolument nécessaires.

13. Cas ou la pesanteur est la seule force aceéléralrice qui agisse sur
le mobile. Formules générales qui conviennent a ce cas.

14. Cas particuliers, 1°. ot , la pesanteur agissant seule , le mobile
est assujéli a tourner autour du centre de gravité supposé fixe;
2°. ou le corps tourne autour d'un point quelconque en vertu
d’une impulsion primitive. Ces deux cas rentrent I'un dans
Fautre quant aux calculs.

15. Intégration des équations du mouvement dans le dernier de ces
cas. Prouver que le plan principal des momens est invariable
pendant le mouvement. Formules qui donuent la solution com-~
plete de ce dernier cas. .

Vu ét approuvé,
Ee doyen de la Faculté des Sciences,

LACROIX.



|lUC* — * PROGRAMME DE LA THESE D’ASTRONOMIE.
On a pris pour sujet la théorie du mouvement elliptique des planetes, suivie
du principe de la gravitation universelle , et de sm application a la
détermination des masses de quelques planétes. LOIS DE KEPLER. ' * mi
isu >« * 1 Conséquences que ton en déduit. 1. L e s planctes se meuvent
dans des courbes planes , et leurs rayons vecteurs décrivent autour du centre
du soleil des aires proportionnelles au tems. a. Les orbites des planetes son»
des ellipses dont le soleil occupe un foyer. 5. Les carrés des tems des
révolutions des planetes autour du soleil sont entre eux comme les cubes
des grands axes de leurs orbites. 4. Les deux premicres lois étant admises
comme lois d’observation, les principes de la mécanique démontrent que la
force accélératrice qui retient une plancte dans son orbite , est dirigée vers
le centre du soleil, et que son intensité est en raison inverse du carré de la
distance de ’astre au soleilL Tf



(56) 5. Il résulte de la troisieme loi que I'intensité de la force
accélératrice a I’unité de distance est la méme pour toutes les planétes.
PRINCIPE GENERAL DE LA GRAVITATION UNIVERSELLE.
Conséquences que I’on en déduit. 6. Toutes les molécules de la matiere
s’attirent mutuellement en raison directe des masses. et inverse du carré des
distances. 7. En admettant ce principe pour les planctes, c’est-a-dire, en les
considérant comme tournant autour du soleil eu vertu d’une impulsion
primitive et de leur attraction vers cet astre, déterminer la nature de la
trajectoire décrite par la planete. Celte courbe peut €tre une section conique
quelconque. 8. Le genre de la trajectoire est déterminé par la grandeur de la
'vitesse et la distance initiales 5 mais il est indépendant de la direction de la
vitesse : celte direction n’influe que sur les dimensions de 1’orbite. 9.
déterminer , dans le cas du mouvement elliptique, la position de I’astre a un
instant quelconque du mouvement, c’est-a-dire, trouver en fonction du tems
I’expression de son rayon vecteur et de sa longitude ou de son anomalie
vraie. 10. Cas ou I'excentricité est trés-petite. Formule que 1’on obtient dans
ce cas. Ce que I’on appelle équation du centre. 11. Les masses des planétes
sont en général treés-petites par rapport a celle du soleil. 13. Déterminer les
masses des planctes qui sont accompagnées d'un satellite. Moyen particulier
de déterminer la masse de la terre. Vu et approuvé, Le doyen de la Faculte
do Sciences, LACROIX. G?961? Digitized by Google
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